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Resumo

A reconstrucao de imagens é muito importante para atividades que dependem da
analise oOtica e comparativa de dados. Os sinais, obtidos através de sistemas de
aquisicao, podem ser corrompidos por varios fatores, como movimentacao da camera
e ruidos, mas podem ser recuperados pela aplicacdo de técnicas que os modelam
matematicamente. Com isso, ferramentas de otimizagcdo continua vem se tornando
populares nos ultimos anos em problemas de imagem. Este trabalho busca reconstruir
imagens ruidosas, utilizando o non-monotone Boosted DC Algorithm (nmBDCA),
uma variante acelerada do Difference of Convex Algorithm (DCA), com uma versao
nao convexa do modelo de Total Variation (TV), para obter melhor desempenho
computacional que o DCA, com qualidade superior. Os resultados sdao mostrados
em trés secdes: a primeira com imagens em preto e branco, a segunda com imagens
médicas de tomografia computadorizada (TC) e a terceira comparando o nmBDCA
a uma versao do Boosted Difference of Convex Algorithm (BDCA) com suavizacao
da primeira componente DC, reconstruindo imagens médicas de TC e imagens de
ressonancia magnetica (RM), com diferentes tipos e niveis de ruido. Os resultados da
primeira se¢ao enfatizam que o nmBDCA realiza reconstru¢des com maior PSNR em
todos os experimentos, menor tempo de CPU e SSIM maior ou igual ao DCA em 91,67%
dos testes. O modelo de TV ndo convexo € mais robusto que o convexo na presenca
de mais ruido, apresentando SSIM e PSNR maiores em todos os experimentos
realizados. Na segunda se¢ao, o nmBDCA supera DCA em qualidade de reconstrugao
e tempo de CPU em todos os testes. O desempenho do modelo ndo convexo aplicado
com nmBDCA supera o modelo convexo em SSIM e tempo de CPU em todos os
experimentos, sendo superior em PSNR em 77,78% dos os testes. Na terceira se¢éao
de resultados é proposta uma variacao do BDCA em que uma técnica de suavizagao €
aplicada na primeira componente do modelo DC. Assim, a reconstrucéo de imagem é
similar ao nmBDCA em termos de qualidade (SSIM e PSNR), perdendo apenas em
tempo de CPU. Isso mostra o potencial da versao proposta para analise de problemas
nesta area de estudo.

Palavras-chave: Otimizagdo nao convexa, Remocéao de ruido, Total Variation, DCA,
BDCA, nmBDCA.



Abstract

Image reconstruction is important for activities that rely on optical and comparative
data analysis. Signals obtained through acquisition systems can be inconsistent due
to several factors, such as camera movement and noise, but they are by applying
techniques that model them mathematically. With this, continuous optimization tools
have become popular in recent years in image problems. This work seeks to reconstruct
noisy images, using non-monotone Boosted DC Algorithm (nmBDCA), an accelerated
variant of Difference of Convex Algorithm (DCA), with a non-convex version of the
Total Variation (TV) model, to obtain better computational performance than DCA, with
similar quality or superior. The results are shown in three sections: the first with black
and white images, the second with medical computed tomography (CT) images and
the third comparing nmBDCA to a version of Boosted Difference of Convex Algorithm
(BDCA) with smoothing of the first DC component, reconstructing medical CT images
and magnetic resonance images (MRI), with different types and levels of noise. The
results of the first section emphasize that nmBDCA performs reconstructions with
greater PSNR in all experiments, lower CPU time and SSIM greater than or equal to
DCA in 91.67% of tests. The non-convex TV model is more robust than the convex one
in the presence of more noise, presenting higher SSIM and PSNR in all experiments
performed. In the second section, nmBDCA outperforms DCA in survivability and CPU
time in all tests. The performance of the non-convex model applied with nmBDCA
outperforms the convex model in SSIM and CPU time in all experiments, being superior
in PSNR in 77.78% of those tested. In the third section of results, a variation of BDCA is
proposed in which a smoothing technique is applied to the first component of the DC
model. Thus, image reconstruction is similar to nmBDCA in terms of quality (SSIM and
PSNR), second only in CPU time. This shows the potential of the proposal for analyzing
problems in this area of study.

Keywords: Non-convex optimization, Denoising, Total Variation, DCA, BDCA, nmBDCA.
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1 Introducao

Os problemas que envolvem a reconstrucao de imagens, além de poder envolver
grande quantidade de variaveis, necessitam da manutencao de recursos importantes,
como bordas e a textura; veja Ma, Yu e Zeng (2013), Jidesh (2014), Fang et al. (2016).
Assim, uma propriedade importante dos modelos para processamento em imagem
€ a preservacao de descontinuidades em suas solugdes, com o intuito de manter
a identificacao precisa das bordas da imagem. Em consonancia, outro objetivo dos
modelos é a robustez, definida como a capacidade do modelo se manter estavel na
presenca de ruidos e outliers (BEN-TAL; NEMIROVSKI, 1998; BEN-TAL; GHAQUI;
NEMIROVSKI, 2009).

Abordagens de sucesso para esses problemas minimizam fungées com base
nas normas euclidianas. Nesse caso, o0s algoritmos de otimizag&o aplicados exploram
a estrutura de problemas em grande escala (grande quantidade de amostras) de modo
a alcangar melhores solugdes.

1.1 Definicao do Problema

A representacdo esparsa de sinais consiste na modelagem pela combinacao
linear de partes constituintes de um banco de dados, denominado dicionario (CHEN;
DONOHO, 1994). Ela corresponde a amostragem e compressao de sinais, e supera as
limitacdes do teorema de amostragem de Nyquist-Shannon, que afirma que a frequéncia
de amostragem deve ser pelo menos duas vezes maior como a frequéncia mais alta do
sinal, e, ainda, permite robustez na presenca de ruido (CANDES; ROMBERG; TAO,
2006; AHARON; ELAD; BRUCKSTEIN, 2006; DONOHO, 2006). Assim, a representacao
esparsa permite a amostragem de grandes quantidades de dados com economia de
memoéria (ELAD; FIGUEIREDO; MA, 2010).

Técnicas de processamento de sinal geralmente necessitam de representacoes
significativas, que capturem as caracteristicas uteis do sinal, ou seja, devem-se destacar
as caracteristicas inerentes ao sinal (RUBINSTEIN; BRUCKSTEIN; ELAD, 2010).
A remocao de ruidos (Denoising) necessita da separagao eficiente entre sinal e o
ruido. Com a compressao, a representacao deve capturar uma grande parte do sinal
com apenas alguns coeficientes. Para essas aplicagdes, as representacdes esparsas
utilizam restri¢cdes aplicadas ao vetor de coeficientes, que correspondem as normas. As
normas utilizadas com frequéncia sao [, ou [, e influenciam diretamente a esparsidade
e dificuldade do problema a ser estudado (STARCK; MURTAGH; FADILI, 2010).

A representacao esparsa é muito utilizada em processamento de sinais com
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o objetivo de filtrar ruidos em sinais diversos (ANDRADE, 2020). A restauragcao de
imagens desempenha um papel importante em muitas aplicagdes, e tem o objetivo
de recuperar com alta qualidade uma imagem degradada na presencga de ruido (MA;
YU; ZENG, 2013). Na literatura, alguns ruidos considerados sao os ruidos de impulso
(BECK; TEBOULLE, 2009b), ruidos gaussianos (CHAN; DONG; HINTERMULLER,
2010; CAl; CHAN; NIKOLOVA, 2010), misturas de ruidos (DONG et al., 2012), etc.

De acordo com Jia e Zhao (2010), o modelo ROF, proposto por Rudin, Osher
e Fatemi (1992), é considerado um dos mais usados para a remoc¢ao de ruidos em
imagem. Esse modelo propde a regularizagao para eliminagao de ruidos, e consiste
em medir o quanto os valores do sinal mudam entre si, buscando encontrar uma
aproximacao que obtenha a menor variagao total ( Total Variation - TV), cuja reconstrucao
esteja mais préxima ao sinal original (BAO et al., 2008). Assim, a eliminac&o de ruido
por variagcao total consiste em minimizar uma funcao objetivo, a partir de um parametro
de regularizagdo (HUTTER; RIGOLLET, 2016). O modelo proposto é adequado para
problemas com ruido gaussiano de média zero, mas encontra dificuldade em problemas
com outros tipos de ruido, como é o caso do ruido sal-pimenta (salt-and-pepper). Neste
caso, pode-se aplicar uma variagdo do modelo ROF ao se utilizar um termo de ajuste
com norma [/, modelo conhecido como TV-i;, que de acordo com Nikolova (2004) e
Chan e Esedoglu (2005), possui propriedades interessantes como robustez ao ruido.

A representagcdo esparsa consiste, entdo, de um problema de otimizagédo. A
solucao para esses problemas é geralmente alcangcada com o uso de algum método
computacional. Para isso, existem técnicas de otimizagéo, como redes neurais, métodos
de busca linear, método dos minimos quadrados, método do lagrangeano aumentado,
otimizacao convexa, cada um adaptado a um tipo especifico de problema (SILVA, 2017).

Introduzido por Tao e Souad (1986), o Difference of Convex Algorithm (DCA) é
um algoritmo feito especificamente para diferenca de funcdes convexas (funcdes DC),
que é a base da programacéo DC. E aplicado em muitos campos, como aprendizado de
maquina, otimizacao financeira, telecomunicagées (AN; TAO, 2005; THI; DINH, 2018) e
em processamento de imagens (THI; DINH, 2017; YU; ZHANG, 2018; LIANG; ZHANG;
JACOBS, 2020; YOU; NIU, 2021).

Com a gama de estudos a partir dos trabalhos de Tao e Souad (1986), Artacho,
Fleming e Vuong (2018) desenvolve um algoritmo para minimizar a diferenga de fungbes
convexas diferenciaveis (suaves), que acelera a convergéncia do algoritmo DCA,
provando que o ponto calculado pelo DCA pode ser usado para definir uma diregédo de
descida para a fungao objetivo avaliada neste ponto. O algoritmo € intitulado Boosted
Difference of Convex Function Algorithm (BDCA) e se baseia em uma combinacgao
de DCA com uma etapa de busca que usa essa dire¢ao de descida, de forma que a
principal diferenca em relacdo do DCA é o ponto de partida usado para a busca linear,
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neste caso, o ponto gerado pelo DCA, em vez de usar a iteragdo anterior.

Ferreira, Santos e Souza (2024) desenvolvem o método non-monotone Boosted
DC Algorithm (nmBDCA), substituindo a busca monétona do BDCA por uma busca nao
monotona, para controlar o crescimento da fungéo objetivo por meio de um parametro, o
que permite que o método seja implementado para fungdes DC cujas componentes séo
nao diferenciaveis. O método proposto tem propriedades semelhantes de convergéncia
assintética e limites de complexidade de iteracao, mas é melhor em desempenho
computacional (tempo de CPU) que os algoritmos DC classicos para resolugdo de
problemas em programacao DC.

1.1.1 Visao geral da proposta

A proposta deste trabalho é utilizar uma verséo acelerada do DCA, denominada
non-monotone Boosted DC Algorithm (nmBDCA), em conjunto com um modelo TV néo
convexo, para remocao de ruido em imagens e avaliagdo do modelo TV na presenca de
diferentes niveis e tipos de ruido. Isso permitira a evolugdo do processo de reconstrucao
de imagens em termos computacionais, em robustez quanto a presencga de ruidos, e
quanto as reconstrucoes ja realizadas com técnicas classicas.

Para isso, 0 modelo e o método sédo testados em imagens corrompidas por
ruidos Gaussiano e Riciano, com diferentes variancias, e a qualidade das imagens
obtidas é avaliada e comparada com base nas métricas de Peak Signal-to-Noise
Ratio (PSNR) e Structural Similarity Index Metrics (SSIM). Assim, os resultados sao
analisados de duas formas. A primeira analisa o desempenho de reconstru¢do entre 0s
modelos convexo e ndo convexo, e a segunda verifica o desempenho computacional
entre as técnicas aplicadas.

1.1.2 Objetivos

Objetivo geral

Aplicar o non-monotone Boosted DC Algorithm (nmBDCA) com modelo TV
nao convexo para reconstruir imagens ruidosas. Com isso, obter reconstru¢cées com
qualidades superiores ao DCA. Além disso, propor uma versao do BDCA que suaviza
a primeira componente DC, mantendo a qualidade das imagens reconstruidas, em
comparacao do nmBDCA.

Objetivos especificos

Como obijetivos especificos, este trabalho busca:

* Aplicar a técnica FISTA com modelo TV convexo para reconstruir imagens;
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Aplicar as técnicas DCA e nmBDCA com modelo TV nao convexos para reconstruir
imagens;

* Implementar uma verséo suavizada do BDCA com modelo TV n&o convexos para
reconstruir imagens;

» Comparar a qualidade das reconstrucdes entre os modelos convexo € nao
convexo;

» Comparar a qualidade das reconstrugcées do nmBDCA e do DCA;

* Avaliar o desempenho computacional do nmBDCA para reconstrugdo de imagens,
e comparar com o DCA;

» Comparar a qualidade das reconstrucdes e o desempenho computacional entre
nmBDCA e uma versao suavizada do BDCA, em diferentes niveis e tipos de ruido;

 Analisar a influéncia do parametro de regularizacdo dos modelos TV convexo e
Nao Convexo.

1.1.3 Justificativa

A natureza de cada problema permite especificar os algoritmos e definir as
variaveis a se usar em cada método. Alguns trabalhos aplicam tipos de TV (anisotrépica
e isotrépica) em conjunto com o DCA para eliminacao de ruidos de imagem; veja Yu
e Zhang (2018), Brooks et al. (2019). Outros propdem um modelo de regularizagéo
TV para a eliminagao de ruido ou estudam o desfoque em imagens; veja Thanh et
al. (2020), Zhang, Zhu e Zhu (2020). Mas, n&o realizam um estudo que contempla a
insercao da abordagem DC, a comparacgao de técnicas aceleradas, e a comparagao
entre modelos distintos, para imagens com diferentes caracteristicas, corrompidas por
diferentes niveis e tipos de ruido.

Dessa forma, apesar do escopo geral dos trabalhos ser a reconstrucao de
imagens, nesta Tese, tem-se a aplicagcao do método acelerado non-monotone Boosted
DC Algorithm (nmBDCA) para minimizar a diferenca de duas fun¢des convexas (funcdes
DC), cujas componentes DC s&o possivelmente ndo suaves, para reconstruir imagens
ruidosas, em diferentes niveis e tipos de ruido, com imagens de diferentes caracteristicas
com menos tempo e qualidade superior ao DCA. Espera-se alcancar isso porque o
nmBDCA tem propriedades de convergéncia e complexidade de iteragdo semelhantes
aos métodos de descida usuais para minimizar fungdes convexas, porém melhor
desempenho computacional. Além disso, aplica-se uma versao suavizada do BDCA,
buscando manter a qualidade das reconstrugdes obtidas, em comparagdo ao nmBDCA,
sem a necessidade de aplicacao da busca ndao monétona.
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1.1.4 Publicacoes

Parte desta Tese foi publicada no trabalho Ferreira et al. (2024), entitulado Image
denoising with a non-monotone boosted DCA for nhon-convex models, na revista
Computers and Electrical Engineering'. Uma outra publicagcdo no trabalho Ribeiro e
Souza (2024), com o titulo Image denoising with non-convex models: a comparison
between BDCA and nmBDCA, foi realizada por IEEE, oriunda da participacéo na 372
Conference on Graphics, Patterns and Images (SIBGRAPI 2024), que ocorreu nos
dias 30/09 a 03/10 de 2024, em Manaus-AM 2.

1.2 Estrutura desta Tese

Esta Tese tem a seguinte estrutura: O Capitulo 2 aborda trabalhos relacionados
ao tema, situando o leitor na discussao. O Capitulo 3 fundamenta as técnicas utilizadas,
com conceitos e preceitos basicos que norteiam informagées a posteriori. O Capitulo 4
apresenta as etapas que compdem a metodologia proposta. Sao descritas a sequéncia
de implementacao de técnicas e a base tedrica para a implementacéao de cada uma. O
Capitulo 5 trata dos experimentos, resultados e discussodes, fornecendo informacdes
de configuracao das técnicas, resultados visuais € numéricos para cada reconstrucao.
O Capitulo 6 expde as consideracgdes finais e possiveis trabalhos futuros. Por fim,
algumas propriedades de convergéncia dos métodos sdo demonstradas no Capitulo 7.

https://doi.org/10.1016/j.compeleceng.2024.109306
2 https://doi.org/10.1109/SIBGRAPI62404.2024.10716308


https://doi.org/10.1016/j.compeleceng.2024.109306
https://doi.org/10.1109/SIBGRAPI62404.2024.10716308

19

2 Trabalhos relacionados

A representacdo esparsa tem papel significativo para o processamento de
sinais, por isso, tem sido amplamente utilizada em classificagao, remoc¢ao de ruidos,
reconhecimento facial, etc. Ela é uma técnica para representar sinais pela combinacao
linear de amostras, constituintes de um banco de amostras maior, e € desejavel por
permitir robustez na presenca de ruido, e a inser¢ao de conhecimento prévio dos dados
em sua representacdo matematica (XU; YANG; JIANG, 2017).

Wang et al. (2017) propdem uma estrutura de representacao esparsa baseada
em minimizacdo de normas [, ndo convexa para eliminacdo de ruido de imagens.
Para tornar a proposta tratavel e robusta, o algoritmo de limiar suave generalizado é
adotado para resolver o problema de remoc¢ao de ruido em imagem. Os resultados
experimentais demonstram que a abordagem proposta ndo apenas supera muitos
métodos de remocao de ruido, mas também resulta em velocidade competitiva a de
tais métodos. Yang et al. (2019), por sua vez, criam um modelo de representagao
esparsa para remoc¢ao de ruido de imagens denominado modelo de Markov oculto
com contorno adaptativo (HMM-PCNN). Eles realizam a decomposi¢do da imagem
ruidosa, criam um modelo estatistico da decomposi¢ao e aplicam probabilidade para
transformar o problema em bayesiano. Os resultados obtidos revelam superioridade
em relacdo aos métodos de Markov oculto e limiar de wavelet.

Agregado a representacao esparsa de sinais estdo as técnicas de remocéao de
ruido, como o modelo ROF. Campagna et al. (2017) modificam o modelo ROF a partir
da insercdo de um termo de penalidade baseado em derivadas de segunda ordem.
Assim, a partir de experimentos, eles confirmam as vantagens do esquema proposto
para melhorar o contraste e elevar a qualidade visual da imagem de ressonancias
magnéticas, em relacdo ao modelo ROF sem a penalidade. Zhang et al. (2018) estudam
a precisao do fluxo ético na navegacao de micro veiculos aéreos, em condi¢cdes de baixa
luminosidade, uma vez que esse sistema complementa as tarefas de reconhecimento
e vigilancia em baixa altitude e ambientes de voo. O estudo avalia a aplicagdo do
modelo ROF em conjunto com a programagao convexa para a remogao de ruido de
imagens, em condi¢cdes de iluminagao inconstante, para calcular a posicao e altitude
dos micro-veiculos aéreos. Os resultados mostram que a precisdo do célculo do fluxo
optico é melhorada pela decomposicao e eliminagao de ruido.

Percebe-se que o modelo ROF, geralmente, € auxiliado por melhorias a cada
problema de imagem. Uma outra ferramenta eficaz para processamento de imagem
e reducao de ruido é o Total Variation (TV), conforme Thanh, Prasath et al. (2018),
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que desenvolvem um método de estimacao de parametros baseado em caracteristicas
do ruido sal e pimenta, eficaz para imagens sem contraste muito alto e com alto nivel
de ruido, e comparam com outros métodos de remocao desse ruido. Concluem que
o método proposto pode funcionar bem em varios niveis de ruido, tornando-se mais
eficaz em imagens com alto nivel de ruido (de 50% e acima). Assim, em imagens com
nivel de ruido de 80%, o0 método pode ser competitivo para a remog¢ao do ruido sal e
pimenta.

Melhores desempenhos em modelagem, remocéo de ruidos e reconstrucao de
imagens sao obtidos ao se agregar o modelos TV com DCA, como exposto no trabalho
de Zhou (2021). Ele apresenta um método de recuperacao esparsa baseado na fungao
de erro generalizado, a partir da introdugédo de uma fungéo de penalidade que envolve a
forma e os parametros de escala dos dados. A analise envolve o modelo TV e o DCA, e
0s experimentos demonstram a melhoria proporcionada pela abordagem na aplicacao
pratica em sistemas de ressonancia magnética para a reconstrucao de imagens.

O modelo TV é uma regularizacdo convexa e nao preserva as caracteristicas de
uma imagem, apresentando limitacées como o efeito escada, pixelizacdo da imagem
em regides lisas e perda de regides com textura fina por ndo considerar a existéncia de
regides particularmente ricas em detalhes. Assim, ha uma clara necessidade de estudar
melhorias nos métodos variacionais, como ocorre em Fang e Xianghai (2023) e Shi,
Li e Lou (2023), que indica a insercao da regularizagéo funcional ndo convexa como
uma abordagem significativa a ser escolhida para obter imagens com mais qualidade.
O objetivo da introducao da regularizagcao nao convexa € ajustar as distribuicoes de
gradiente da imagem e melhorar a restauracao de regiées muito detalhadas, como
bordas e texturas. No entanto, pode tornar o problema estudado um desafio do ponto de
vista computacional ou matematico, pois a técnica aplicada pode nao retornar solugbes
adequadas devido a minimizagado nao convexa envolvendo muitos minimos locais.

Bai (2019) aplica o modelo TV com o DCA para restaurar imagens com ruido
multiplicativo, contendo um termo de fidelidade ndo convexo e um termo variacional.
Pelos experimentos realizados, obtém-se solucdo melhor, em comparagdo com o
algoritmo de projecao de gradiente para resolver os modelos classicos de remogao de
ruido multiplicativo, demonstrando que o algoritmo proposto supera métodos tradicionais
para remogéao de ruido multiplicativo.

Utilizando também a otimizacao ndo convexa e a variagao total ndo suave, Wu
et al. (2022) aplicam o BDCA para recuperar imagens medicas. Eles demonstram que
a sequéncia gerada pelo algoritmo proposto converge para um ponto estacionario com
os valores da funcéo objetivo decrescendo monotonicamente, e que a abordagem
desenvolvida supera alguns métodos para recuperagdo em termos de qualidade e
tempo.
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Zhang et al. (2022), por sua vez, analisa o problema de restauracao de imagem
com ruido de impulso, e propdem um modelo variacional que integra o termo de ajuste
de dados ndo convexo e a regularizacao de TV ndo convexa, o que permite detectar o
ruido de impulso de maneira mais eficaz. Ainda, é desenvolvido um novo algoritmo de
diferencas de fung¢des convexas para resolucao do modelo variacional. Os resultados
experimentais mostram que o algoritmo proposto é eficiente e comparavel com métodos
atuais.

Uma aplicagdo do nmBDCA para remover o ruido Riciano, que muitas vezes
corrompe imagens de ressonancia magnética, foi realizada por Sun, Xu e Feng (2023).
Foi proposto um modelo e aplicado o nmBDCA para resolver o problema néo convexo de
remocao simultanea de ruido e borrao. Os resultados numéricos mostram melhorias na
qualidade da restauracao das imagens estudadas, preservando detalhes importantes e
reduzindo o efeito da escada.

No entanto, esta aplicacao difere deste trabalho, uma vez que o nmBDCA é
aplicado com um modelo ndo convexo baseado na variacao total penalizada para
reconstruir imagens corrompidas por ruido gaussiano, preservando as bordas e regides
constantes com mais qualidade e comparando os resultados com o modelo convexo.
Para endossar os resultados obtidos, uma varredura no parametro de regularizagéao do
modelo foi realizada e o nivel de ruido inserido em cada imagem alterado, permitindo
mostrar a superioridade do modelo convexo em relagdo a qualidade das imagens
obtidas, e ao desempenho computacional (tempo de CPU) superior do nmBDCA em
relacdo ao DCA.

Conforme explicitado, a reconstrucao adequada de imagens necessita da
utilizacao de diversas técnicas, principalmente quando as imagens possuem ruido.
Assim, a utilizagao de boas técnicas para modelagem e remogéo de ruido em imagem
nao sera suficiente, caso a reconstrugdo dessas imagens nao possua complexidade e
tempo adequados ao problema estudado.

Assumindo, entéo, as condi¢bes de complexidade obtidas por Artacho, Fleming
e Vuong (2018), Artacho e Vuong (2020) e as de diferenciabilidade das componentes
DC do trabalho de Ferreira, Santos e Souza (2024), este trabalho propde aplicar o
nmBDCA para reconstruir imagens, com tempo de CPU melhor que o DCA e qualidade
de reconstrucao superior, e avaliar a robustez do modelo ndo convexo para diferentes
niveis de ruido gaussiano, comparando-a com o modelo convexo. A Tabela 1 apresenta
uma comparagao para situar as contribuicées deste trabalho.
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Tabela 1 — Comparacao de trabalhos.

., Comp. BDCA -
= . Var. do ruido Analise do
M. nao Método Compon. . e nmBDCA N Compara
Trabalho convexo DC Acel. nao difer. (ga_u_ssmno/ (gaussiano/ param. de modelos
riciano) riciano) regular.

Zhou (2021) Sim Sim  Nao Nao Nao/Nao Nao/Nao Nao Nao
Bai (2019) Sim Sim  Nao Nao Nao/Nao Nao/Nao Nao Nao
Zhang et al. (2022)  Sim Sim  Nao Nao Sim/Nao Nao/Nao Nao Nao
Wu et al. (2022) Sim Sim  Sim Nao N&o/Sim N&ao/Nao Nao Nao
Sun, Xu e Feng (2023) Sim Sim  Sim Sim N&o/Sim Nao/Sim Nao Nao
Este trabalho Sim Sim Sim Sim Sim/Sim Sim/Sim Sim Sim

As principais contribuicées desse trabalho sdo: Verificacdo da qualidade das
reconstrucdes e do tempo de CPU do nmBDCA, em comparagcdo ao DCA; Estudo
da influéncia do nivel de ruido em reconstrugcdes com os modelos TV convexo e
nao convexo, comparando o desempenho desses modelos; Andlise da reconstrucéao
de imagens médicas com nmBDCA para modelos TV n&o convexos; Avaliacdo do
desempenho de qualidade e tempo de CPU entre nmBDCA e uma versao suavizada do
BDCA, em reconstrugdes com diferentes niveis de ruido Gaussiano e Riciano. Essas
contribuicbes mostram o ganho na qualidade da reconstru¢gdo quando o modelo néo
convexo é aplicado e também enfatizam que o uso do nmBDCA traz melhorias no
desempenho computacional.
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3 Fundamentacao teorica

Este capitulo apresenta definicdes e conceitos usados para o desenvolvimento
deste estudo, bem como modelos representativos de imagem e problemas de otimizagéao
com funcdes convexas. As notacbes basicas apresentadas a seguir, acerca do espaco
Euclidiano, podem ser encontradas em Lima (2015), Beck (2017), Izmailov e Solodov
(2005), Hiriart-Urruty e Lemarechal (1993) e Rockafellar e Wets (2009).

3.1 Conceitos basicos de otimizacao

Dado um numero natural n, o espaco Euclidiano n-dimensional, denotado por
R™, é o produto cartesiano de n copias de R, isto é:

RP=RxRx---xRxR.

n vezes

Um elemento = € um ponto de R™ denotado por uma n-upla de nimeros reais,
isto é, v = (x1,22,...,2,), €M que, para cada ¢ € {1,...,n}, ; € um numero real,
dito a i-ésima coordenada de z. Ainda, pode-se definir a norma Euclidiana (I,), dado
x = (x,...,2,), COMO:

loll = /(@ 2) = VaTz = Jal + - + a2,

a norma da soma (I;) por:
[zl = 21| + - 4 |l

onde |z| = max{z, — z} € 0 médulo de x. De um modo geral, a norma-p € dada por:

-

P

n
lz|l, = (Z |xi|p> , com p > 1 um numero real.
=1

A projecdo de um ponto = € R"™ sobre um conjunto C C R" & um ponto
pertencente a C' que esta mais proximo de z. Em outras palavras, a projecao Pc(z) de
um ponto x € R™ sobre um conjunto C' ¢ R™ é a solugéao do problema:

Po(z) = argmin ||z -y
Quando o conjunto C' é fechado e nédo vazio, a projecao esta bem definida. Além

disso, caso C seja convexo, a projecao € unica (IZMAILOV; SOLODQV, 2005).

Considerando uma fungéo f : R" — R, diz-se que f € semicontinua inferiormente
(resp. superiormente) em um ponto = € R", se para qualquer sequéncia {z*} c R"
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convergindo para z, tem-se:

f(z) < liminf f(2%) (resp. limsup f(z*) < f(x)).

k=400 k—+o00
A funcéo f é dita convexa, se para todo z,y € R" e A € [0,1], tem-se:

fOz+ (1 =XNy) <Af(z) + (1= A)f(y).

Quando a desigualdade acima é estrita, dizemos que f € estritamente convexa. A
funcdo é chamada de fortemente convexa (com constante o) caso exista ¢ > 0, tal que:

FOz 4+ (1= Ny) < M)+ 1 =N f(y) — oML = Nz —y]*
Em particular, f é o-fortemente convexa se e somente se f — %H - ||* é convexa.

Outra definicdo importante em otimizacédo € o de subdiferencial (conhecido como
subdiferencial de Fenchel-Moreau) de uma fun¢gdo em um ponto denotado por df(z), é
definido por:

Of(x) ={veR": fly) = f(z) + (vy—z), VyeR"}L

Diz-se que f € uma fungéo Lipschitz continua com constante L, se existe L > 0
tal que para todo z, y € R", onde:

[f (@) = f(y)| < Lz —yl].

Quando a propriedade anterior € valida em uma vizinhanga U de um ponto
Tz € R", diz-se que f é localmente Lipschitz em z. Se f é localmente Lipschitz em todos
0s pontos, diz-se apenas que f é localmente Lipschitz.

Seja f : R® — R uma funcgao localmente Lipschitz em z € R" e d € R™, com
d # 0, uma direcdo. A derivada direcional de Clarke de f em x na direcao de d, denotada
por f°(x,d), é definida por:

f°(x,d) := lim sup fly+td) = f(y)

y—x t
t—0

Assim, define-se o subdiferencial de Clarke de f em z, denotado por d¢ f(z),
como:
Ocf(x) :={w e R": (w,d) < f°(x,d), VdeR"}.

A sequir, sdo apresentados alguns resultados classicos de otimizacao, usados
ao longo deste trabalho.

Proposicao 3.1. Sgja f : R" — R e x € R™. Entdo o subdiferencial 0f(x) é fechado e
convexo.
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Demonstragdo. Veja Rockafellar e Wets (2009, Teorema 8.6). O

Proposicao 3.2. Se uma fungdo f : R — R tem um ponto de minimo local em x, entdo
0 € df(x). Se f é convexa, tal condigao é necessaria e suficiente para um ponto ser
minimo global. Ainda, se f = f, + f, com f, continuamente diferenciavel, a condicao
0 € 0f(x) tem a forma —V fo(z) € 0f1(x).

Demonstraco. Veja Rockafellar e Wets (2009, Teorema 10.1). O

Proposicao 3.3. Se f, € localmente Lipschitz em x, f, € semicontinua inferiormente,
entgo:

(fi + f2)(x) C Ofi(x) + Ofa(x).
Demonstracéo. Veja Rockafellar e Wets (2009, Pagina 431). O

Proposicao 3.4. Seja ¢ : R — R uma fungdo convexa. Seja (z*)ren C R™ tal que
limy o 2F = 2*. Se (s*)ren € uma sequéncia tal que s* € 0¢(z*), para todo k € N, entédo
(s*)ren € limitado e seus pontos de acumulagdo pertencem a 0¢(z*).

Demonstraco. Veja Hiriart-Urruty e Lemarechal (1993, Proposicao 6.2.1). O

Proposicao 3.5. Sgja ¢, : R* — R uma fungéo fortemente convexa com modulo o > 0,
e seja ¢, : R® — R convexa. Entdo ¢, + ¢, € uma fungédo fortemente convexa com
maodulo o > 0.

Demonstracéo. Veja Beck (2017, Lema 5.20) O

Proposicao 3.6. Seja ¢, : R" — R uma fungédo convexa, e ¢, : R" — R uma fungéo
convexa e ndo decrescente. Entao ¢,(¢,(x)) € uma fungdo convexa.

Demonstracao. Veja lzmailov e Solodov (2005, Proposicao 3.4.3) O

Proposicao 3.7. Seja ¢ : R" — R uma fungédo. Entdo, ¢ € uma fungdo convexa se, e
somente se, 0f(x) # &, para todo x € R™. Além disso, as trés afirmagbes a seguir s&o
equivalentes:

1. ¢ é uma funcéo o -fortemente convexa com o > 0;
2. ¢(y) > éd(z) + (v,y — ) + %Ily — 2|2, para todo x,y € R" e todo v € 0¢(z);

3. (w—v,x—y) >ol|ly— x|? paratodo z,y € R", todo w € d¢(z) e todo v € dp(y).

Demonstragdo. Veja Beck (2017, Teorema 5.24). O
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Proposicao 3.8. Seja ¢ : R* — R uma fungdo convexa. Entao, ¢ tem um minimo
local/global =* se, e somente se, 0 € Of(z*).

Demonstragdo. Veja Beck (2017, Teorema 3.63). O

Definicao 3.1. Dada uma funcdo ¢ : R* — R, o conjugado de ¢ é definido por

" (y) = sup,epn {y"x — f(2)}.

Proposicao 3.9. Seja ¢ : R* — R uma funcdo convexa fechada. Para qualquer
x,y € R", as sequintes afirmacbes sao equivalentes:

(i) y € 0¢(x);
(i) z € 0o*(y).
Demonstracéo. Veja Beck (2017, Teorema 4.20) O

Corolario 3.1. Se f : R" — R é uma fungcdo convexa e diferenciavel, o gradiente
Vf:R"— R" é continuo.

Demonstracao. Veja Rockafellar e Wets (2009, Corolario 9.20). ]

3.2 Diferenca de funcdes convexas (DC)

As funcdes definidas pela diferenca de duas funcdes convexas, fungdes DC,
sao uma classe especial de fungdes, ndo necessariamente convexas, onde f : R — R
é uma fungéo DC quando existem g,k : R" — R fungdes convexas tal que f(z) =
g(x) — h(x), para todo = € R™. As fungdes g e h sdo chamadas de componentes DC.

Algumas consideragdes acerca das fun¢des DC sdo:

* Denota-se por I';(R™) o cone das fun¢des semicontinua inferiormente e convexas
definidas no R" e o espago vetorial das fungdes DC por DC(R");

» O espaco das fungdes DC € o menor espaco vetorial que contém todas as
fungdes convexas e continuas definidas em um determinado conjunto; ver Bacak
e Borwein (2011);

« DC(R") contém o espago C'! das funcdes diferenciaveis, cujo gradiente é
localmente Lipschitz e os espagos das fungdes lower — C?, fungdes que sdo
localmente supremas de uma familia de fungdes duas vezes continuamente
diferenciaveis; ver Ginchev e Gintcheva (2013, Teorema 2.4).
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Por simplicidade, opta-se por apresentar os resultados no espago R". Entretanto,
resultados envolvendo diferencga de fungdes convexas (ou concavas) ja foram estudados
em contextos mais gerais, como por exemplo espacos de Hilbert ou Banach, veja Bacak
e Borwein (2011) e suas referéncias.

Define-se um problema de otimizagao DC por:

min f(z) = g(x) — h(z),

z€R™

onde f € DC(R), com g, h € T')(R).

Seja f € DC(R"), entdo existem fungbes convexas g,k : R* — R tal que
f(z) = g(x) — h(x). Assim, algumas propriedades de f sdo herdadas das fungoes g e
h, como, por exemplo, que f € localmente Lipschtiz em R™. Ainda, a derivada direcional
de f,d — f'(x,d), existe e f'(z,d) = ¢'(x,d) — I/(x,d), para todo x,d € R". Além disso,
tem-se que O¢ f(z) = dg(x) — Oh(zx), para todo z, onde d- f(x) denota o subdiferencial
de Clarke; veja Bacak e Borwein (2011).

O subdiferencial 0 f(x) nao necessariamente se reduz a {V f(x)} quando f &
diferenciavel em z € R", diferentemente das funcbes convexas (BACAK; BORWEIN,
2011, Exemplo 5.3). Para as fungdes DC, tem-se que Oc f(x) se reduz quase sempre a
{Vf(x)}, quando f é diferenciavel; veja Bacak e Borwein (2011).

Outra propriedade valida para funcbes convexas, mas nao para as funcdes
DC, é que o limite de fungdes DC nao necessariamente € uma fungdo DC. Porém,
sabe-se que toda funcéo continua definida em um conjunto convexo e compacto é limite
uniforme de uma sequéncia de fungdes DC; veja BaCak e Borwein (2011, Proposicéao
2.2).

A seguir é apresentado uma importante propriedade de fungdes DC.

Teorema 3.1. Toda fungdo localmente DC em R™ é globalmente DC em R™.
Demonstragdo. Veja Hartman (1959). O

Como consequéncia do Teorema 3.1, tem-se que toda fungdo da classe C? é
uma funcao DC. Algumas propriedades de fun¢des convexas também sao validas para
funcbes DC, conforme explicitado a seguir.

Proposicao 3.10. Sgjam f; € DC(R",i =1,...,m). Tem-se que:

\gE

1. f(z) =X Nifi(z), \i € R, é uma fungéo DC;

=1

i fi(x) € uma fungéo DC;
i=1

2. f()

3. f(z) = max fi(x) é uma fungéo DC;



Capitulo 3. Fundamentacio tedrica 28

4. f(x) = nin fi(z) € uma fungdo DC;

5. Se f € uma fungdo DC e g uma fungdo convexa, entao f o g € uma fungdo DC.

Demonstracdo. Veja Bacak e Borwein (2011). O

3.3 Modelos de representacao de imagem

Conforme ja mencionado, a representacédo esparsa de sinais permite concentrar
informacdes de um sinal em quantidades reduzidas de amostras, possibilitando que
a reconstrucao seja realizada com menor quantidade de amostras do sinal. Logo, em
representacao de sinais, esparsidade esta associada a um sinal que possui grande
numero de valores nulos, ou seja, considerando um sinal a € R”, dado por o« =
(o, 0, ..., ), diz-se que este sinal é esparso se muitas de suas entradas sdo iguais
a zero, isto é, o suporte A(a) = {1 <i <n|a; # 0} éde cardinalidade k£ < n, onde k é
a quantidade de amostras ndo nulas em um sinal, denominado k-esparso (BATISTA,
2018).

De forma mais geral, é possivel representar esparsamente um sinal x € R™
sobre um dicionario D € R™*", correspondente a um conjunto de sinais onde cada
elemento equivale a uma de n colunas referidas como atomos. O sinal = pode ser
encontrado por uma combinacao linear de colunas (atomos) do dicionario D, conforme
a definicho matematica a seguir, onde |[jallo < k, e || - [[o representa a norma de
regularizacao [, que computa a quantidade de elementos nao-nulos no vetor o (RIBEIRO,
2017).

min f(«), talque Da = . (3.1)

O conjunto de indices de k colunas selecionadas é chamado de suporte (A).
Essa modelagem supde que o sinal = reside em um subespaco de baixa dimensao, que
€ dado pelos k& atomos de D que correspondem ao suporte de a. A Figura 1 demonstra
visualmente essa representacdo, onde o dicionario D representa uma colecao de
imagens (sinais), que podem ser combinadas para formar uma nova imagem, conforme
Figura 2.

Uma imagem pode ser compreendida como uma matriz, onde cada valor da
matriz corresponde a um pixel da imagem. Isso pode ser observado a seguir, onde
a Figura 3.3 mostra uma parte da imagem, escolhida para evidenciar a matriz que a
representa. Apesar de se terem valores dentro de uma escala (neste caso de 0 a 255,
ja que as imagens usadas sdo em escala de cinza), € interessante a normaliza¢do dos
valores da matriz que representa a imagem. Assim, os valores, ap6s a normalizacao,
ficamentre O e 1.
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Figura 1 — Modelo visual da representacédo esparsa de um sinal.
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Fonte: Ribeiro (2017).

Figura 2 — Representagéo de um dicionario.
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Fonte: Adaptado de Muniz (2014).

Figura 3 — Pixels de uma imagem.
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De acordo com Chambolle (2004), modelo (3.1) € geralmente conhecido pelo
nome de Busca de Base. A fungédo f(«) € uma funcao de inducao de esparsidade, e
representa 0 modo como os dados devem ser tratados, de forma a considerar dados
relevantes e desconsiderar os irrelevantes. Exemplos dessa funcdo s&o as normas
li,ls el

Os problemas de imagem podem ser estudados a partir de sistemas lineares
discretos (ENGL; HANKE; NEUBAUER, 1996), como mostrado a seguir, onde A € R™*"
e b € R™ sdo conhecidos, ¢ € um vetor de ruido (ou perturbac¢édo) desconhecido, e = € 0
sinal/imagem “verdadeiro” e desconhecido a ser estimado (BECK; TEBOULLE, 2009b).

Ar =b+e. (3.2)

Alguns tipos de ruido s&o: Gaussiano, Sal-pimenta e Riciano (esta Tese considera
os ruidos Gaussiano e Riciano). O ruido gaussiano € geralmente introduzido durante
0 processo de aquisi¢cao de dados de imagens e pode ser caracterizado pela adigéo
de um valor de distribuicdo gaussiana de média zero em cada pixel da imagem; veja
Elaiyaraja, Kumaratharan e Rao (2022). Em problemas com ruido Sal-pimenta, as
imagens sao afetadas por um ruido em que o pixel corrompido assume o valor de
cinza maximo ou minimo. Esse ruido aparece como pixels brancos e pretos na imagem
corrompida; veja Liang, Li e Zhao (2021). A aquisicao de imagens médicas pode ser
influenciada pelo funcionamento de equipamentos eletromagnéticos. Neste caso, o
ruido Riciano pode estar presente, e a modelagem desse problema é feita pela insercao
de uma distribuigdo riciana; veja Mohan, Krishnaveni e Guo (2014).

A reducéo de ruido em imagens pode ser feita por métodos classificados como:
métodos de dominio de transformacao e métodos de dominio espacial. Estes visam
remover o ruido pelo calculo da correlagdo do valor de cinza de cada pixel, entre as
imagens ruidosa e original (LI et al., 2010). Uma das classes de métodos espaciais
sao os métodos de reducéo de ruido variacional, que usam a imagem ruidosa b para
obtencdo da imagem reconstruida z minimizando uma fungéo energia E, como definido
a seguir (FAN et al., 2019):

= argmxinE(x).
Em problemas com a adi¢ao de ruido gaussiano, = pode ser definido por:
. 1 9
T = argmin §||b — z||5 + AR(x),

onde ||b — z||3 € um termo de fidelidade que denota a diferenca entre as imagens
originais e com ruido, R(x) € um termo de regularizagao probabilistico bayesiano e \ é
o parametro de regularizacao (FAN et al., 2019). O estudo das regularizagdes iniciou
com Tikhonov (1963), que define um modelo, mostrado a seguir, considerado simples
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e que minimiza a fungéo energia E(x) pela norma [,, onde |Vz| denota a norma de Vz
em R? mas suaviza muitos detalhes da imagem (DOBSON; SANTOSA, 1996):

1
E(z) = iHb——xH§+—Au/|Vhﬂ?

Buscando preservar os detalhes da imagem, foram realizados estudos sobre a
difusao anisotrépica por Perona e Malik (1990) e Weickert et al. (1998), mas as bordas
das imagens continuavam a estar borradas. Entao, um modelo para o processamento
de imagens, denominado Total Variation (TV), baseado no fato estatistico de que as
imagens naturais sao localmente suaves e que a intensidade do pixel varia gradualmente
na maioria das regides, foi introduzido por Rudin, Osher e Fatemi (1992). O modelo
supbe que a degradagdo de umaimagem U € R"*"2, representada na forma vetorizada
por u € R™, onde n = ny - ny, pode ser modelada por um ruido aditivo (¢), conforme 3.3,
onde ¢ € um ruido gaussiano aditivo de média zero e variancia o>.

u’ =u+e (3.3)

A transformag&o de uma matriz em vetor (vetorizagdo) pode ser realizada pela
insercao consecutiva de colunas dessa matriz (comando reshape do MATLAB), o que
significa transforma-la em um vetor linha. Como exemplo, pode-se observar as linhas
de cédigo a seguir, onde uma matriz X é transformada em um vetor coluna z:

input:
X=[1 23 4;56 7 8;9 10 11 12;13 14 15 16]

output:
X =
1

10 11 12
13 14 15 16

input:
x=reshape(X,4%4,1)

output:
x=[1 5 9 13 2 10 14 3 7 11 15 4 8 12 16]°.

O TV é um processoffiltro para remoc¢éao de ruido (Denoising) que se baseia no
principio de que sinais com detalhes excessivos e possivelmente indesejados tém alta
variacao total. Com essa premissa, reduzir a variacao total do sinal remove detalhes
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indesejados e preserva detalhes importantes. Esse € o modelo proposto por Rudin,
Osher e Fatemi (1992), denominado modelo ROF, que na forma discreta considera
uma imagem vetorizada u € R de dimensao n pixels, oriunda da matriz U € R™*"2,
tal que n = n; - ny, uma matriz u® € R™*™ como a imagem ruidosa e a regularizacédo TV
discreta, correspondente a norma /; da norma p dos gradientes da imagem, dados da
seguinte forma:

. 1
min | Dul,, + 5 [l — w3 (3.4)
IDull,, = 3 (D)= > (Dul ) + (Dl )", (3.5)

1=1,j=2 i=1,j=2

O parametro de regularizacdo )\, que deve ser positivo, desempenha fungao
importante no processo de Denoising. Quando A = 0, ndo ha suavizagao e o resultado
€ 0 mesmo que minimizar a soma dos quadrados. Para A — oo, no entanto, o termo
de variacao total se torna cada vez mais forte, forcando o resultado a ter variagao
total menor, a custa de ser menos parecido com o sinal ruidoso. Assim, a escolha
do parametro de regularizacao é fundamental para alcancar a quantidade certa de
remoc¢ao de ruido.

O termo || Dul|,1 definido em (3.5) corresponde a equagéo genérica da variacédo
total de um sinal. Atribuindo valores ao parametro p, denominamos para p = 1 a norma
anisotrdpica (denotado por TVa,is0), € para p = 2, a norma isotrépica (denotado por
TV;s,), definidas a seguir (LOU et al., 2015).

TViso = [|Dulla1 = [1y/| Dauf? + [Dyul?||3; (3.6)

TV aniso = || Dul[1 = || Dyully + ”Dyqu' (3.7)

As variaveis D, e D, sdo os operadores de derivada parcial horizontal e vertical,
respectivamente, sendo D = [D,; D,| o operador gradiente (V) na configuracdo discreta.
O uso de uma das duas normas esta atrelado as caracteristicas do problema. A
norma 7'V;,,, por exemplo, € utilizada para problemas com aditivos (ruidos) gaussianos
brancos, ja que reduzem o ruido ao mesmo tempo que suavizam as bordas em maior
ou menor grau. A norma 7'V, POr sua vez, é usada para o caso de remoc¢ao de
discrepancias e ruidos impulsivos (sal e pimenta), pois é robusta a tais valores.

3.4 Consideracgoes finais

Esse capitulo apresentou conceitos e preceitos importantes para a compreensao
das técnicas definidas e explicitadas no capitulo a seguir. A importancia se da nao
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somente pela compreensao isolada de cada técnica, mas para que fique clara como é
feita a integracéo entre elas.
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4 Algoritmos

Nesta secao estdo descritas as técnicas implementadas em MATLAB. Conforme
fluxograma da Figura 4, as implementacdes sao usadas para reconstruir imagens,
permitindo a avaliagcdo das reconstrugdes e a comparacao do desempenho das técnicas
aplicadas.

Figura 4 — Fluxograma de execuc¢éo das implementagdes.

Implementagdo de técnicas
com modelo TV ndo convexo

Implementagdo de técnicas
com modelo TV convexo
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* DCA;
e nmBDCA;
¢ BDCA suavizado.

o FISTA;
* DCA;
* nmBDCA;

¢ BDCA suavizado.

* Configuragdo de
técnicas;

* Aplicagbes com

imagens preto e

branco e médicas;
o Célculo da média

de 100 execugdes
por técnica.

4.1 Fast Iterative Shrinkage Thresholding Algorithm (FISTA)

A reconstrucdo de imagens, também chamada de remocéao de ruido, utiliza
com sucesso o0 modelo de variacao total (RUDIN; OSHER; FATEMI, 1992). Nessa
representacédo, conforme dito anteriormente, a imagem original X € R™*"2 com
vetorizagdo x € R™, com n = n; - ny, € considerada uma matriz de pixels, e pode sofrer
a influéncia de ruido e (gaussiano, sal-pimenta, por exemplo) e borrdo (operador A),
passando a ser representada por b, conforme (3.2). Assim, o problema de representacao
de imagem consiste na determinacao de z, e € um problema estudado extensivamente
para recuperacao de sinal/imagem na literatura através de métodos de regularizagéo
(FERNANDEZ-MARTINEZ et al., 2014; ENGL; HANKE; NEUBAUER, 1996; PEYRE;
BOUGLEUX; COHEN, 2008).

Como visto anteriormente, uma abordagem eficaz para resolver o problema é
baseada em Total Variation (T'V'), que consiste na obtencao de z a partir da otimizacao
de um modelo. Assim, de forma generalista, define-se A e b e determina-se x para o
problema de minimizag&o convexa dado por:

min{[| Az — b[|3 + 20TV (x)}, (4.1)

onde A\ > 0 e TV(-) é uma norma discreta de z, que pode ser escolhida conforme (3.6)
e (3.7). Os problemas que desconsideram borrdes de imagem consistem em tornar
A =7, sendo Z a matriz identidade.
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Os métodos iterativos que sdo extensdes do método do gradiente sdo usados
para resolver muitos problemas que envolvem o processamento de sinal/imagem. Esses
métodos sdo atraentes devido a sua simplicidade e eficacia para resolver problemas
de grande escala, mas também sdo conhecidos por convergirem lentamente (BECK;
TEBOULLE, 2009c).

Um exemplo de tal método, popular para resolver problemas de processamento
de imagem, € o ISTA (lterative Shrinkage-Thresholding Algorithms); veja Daubechies,
Defrise e Mol (2004) e Figueiredo e Nowak (2003). O passo geral do ISTA € (BRUCK,
1977):

Tpp1 = Toe(xp — 2tAT (Axy, — b)),

onde t € um passo apropriado, A € R™*™ & um operador borrdo (operador convolugao
bidimensional), b € R™ é uma imagem corrompida por ruido, x € R™ € o sinal a ser
estimado, que deve ter o mesmo tamanho de b, e 7, : R" — R"™ é 0 operador definido
por:

Ta(2)i = (|7:] — o) 5gn(2;). (4.2)

Considere um problema de minimizagéao irrestrita de uma fungéo continuamente
diferenciavel f : R" — R como:

min{f(z): x € R"}. (4.3)

A resolucao de (4.3) pode ser realizada pela aplicacdo do método do gradiente,
que gera uma sequéncia z;, tal que:

Xo € Rn, Tp = Tr_1 — thf(Z'kfl), (44)

onde t;, > 0 € 0 passo ajustavel.

Sabe-se que (4.4) pode ser vista como uma regularizacdo proximal e uma
linearizacado de f em z,_; (WALTER, 2014; POLYAK, 1987), e escrita de forma
equivalente como:

1
T = arg lein f(xk—l) + <$ — .Tk_l,Vf(.Tk_l» + TtkHl' — .I’k_1H2.
A ideia acima pode ser aplicada ao problema regularizado nao diferenciavel [,

dado por:
min f(z) + M|z, : € R"™. (4.5)

Dessa forma, obtém-se um esquema iterativo da seguinte forma:

. 1
T = argmxln f(xk—l) + <l’ — xk_l,Vf(mk_1)> + g“l’ — .’Ek_1H2 + )\”33‘”1,
k



Capitulo 4. Algoritmos 36

que pode ser reescrito, ao serem ignorados 0s termos constantes, por:
1 9
2, = argmin ol — (i1 — 6V f@r-1) I + Al
k

gue é um caso especial do regime introduzido em Passty (1979), resolvido por (4.5).

Como a norma [; é separavel, o calculo de z;, se reduz a resolver um problema
de minimizag&o unidimensional para cada uma de suas componentes, que produz:

rr = T, (-1 — 6V f(2r-1)),

onde T, : R™ — R" é o operador dado em (4.2). Uma condigao tipica para garantir a
convergéncia de {z;} € exigir que t;, € (0,1/||AT A||). Percebe-se, entéo, que a ideia
do ISTA é construir uma regularizagao da fungao diferenciavel linearizada em cada
iteragdo. Tomando f(x) = || Az — b||* em (4.5), o ISTA pode ser aplicado para resolver o
problema de imagem com regularizagao [, ou seja, resolver 0 seguinte problema:

min{F(z) = [ Az = b[|* + Allz||: }. (4.6)

De modo geral, pode-se formular o seguinte problema a ser resolvido pelo ISTA:
min{F'(z) = f(z) + g(z) : v € R"}, (4.7)

supondo que:

* ¢: R" — R € uma funcao convexa possivelmente nao diferenciavel;

« f:R" — R é uma fungéo convexa, continuamente diferencidvel com gradiente
Lipschitz continuo, isto é:

x |Vf(x) = Vf(y)| < L|lx—1yl, paratodo x e y € R", onde L > 0 é a
constante de Lipschitz do V f;

« O problema (4.7) tem solugéo, ou seja, X, := argmin I’ # (), e para z* € X,,
denotamos F, := F(x*).

Um algoritmo para resolugao do problema (4.7) pelo ISTA é apresentado no
Algoritmo 1, onde as constantes tol, max_iter e cont S0, respectivamente, tolerancia
de erro entre o valor calculado e o esperado, maxima iteragdo do método e contador
de vezes que a tolerancia foi alcancada, e p; € um minimizador dado por:

pr(y) == argmin{Q(z,y) : x € R"},

onde: ’
Quiwy) = f) + =y VW) + e —yI* + g(x).
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Desconsiderando os termos constantes em y, algumas manipulagdes permitem
definir p;, como:
2}

Dessa forma, com L sendo o tamanho de passo, o passo geral do ISTA
corresponde a:

2

pry) = argmin {g(fﬁ) . Hm - (y - iW(zD)

T = pL(ﬂqu)-

Algorithm 1 ISTA com passo fixo

1: Considerando L a constante de Lipschitz do V£, 2o € R";
2: Definir max_iter?, tol?, cont=0, k = 1;
3: while k <max_iter e cont’< 5do

4: zk = pr(xTp—1);

5: if W < tol then
6: cont=cont+1;

7. end if

8: Th—1 = Tk,

9: k=k+1;

10: end while

4  As variaveis max_iter e tol sdo definidas a priori. Neste trabalho foram usados max_iter = 200 e tol = 1074

b A variavel cont é definida no algoritmo FISTA e tem valor 5. Esse valor é definido pelos autores do algoritmo em
Beck e Teboulle (2009b), que considera a convergéncia quando a solu¢édo esta dentro do critério de tolerancia
por 5 iteragdes seguidas.

O algoritmo geral do ISTA (Algoritmo 1) é Gtil quando p(-) pode ser calculado
analiticamente. Isso ocorre particularmente quando ¢(-) é separavel, e nesse caso,
o calculo de p;, é a resolugao de um problema de minimizagé&o unidimensional. Um
exemplo € ¢(-) sendo a p-ésima poténcia de uma norma de x, com p > 1. Essa situacéo
pode ser analisada com mais profundidade em alguns trabalhos, como Combettes e
Wajs (2005), Moulin e Liu (1998).

Uma possivel desvantagem do Algoritmo 1 € que a constante de Lipschitz L
nem sempre € conhecida ou computavel. Por exemplo, a constante de Lipschitz no
problema de regularizagéo (4.6) depende do autovalor maximo de A" A, onde para
problemas de grande escala, nem sempre € facilmente calculavel. Assim, tem-se a
necessidade da andlise do ISTA com uma regra de ajuste de passo, explicitado no
Algoritmo 2.

A sequéncia {F'(x;)} produzida pelo ISTA & néo crescente. De fato, para cada
k>1:
F(xy) < Qr(wp,ar1) < Qry (Th-1,28-1) = Flp — 1),

onde L, é escolhido pela regra de ajuste ou L, = L € a constante de Lipschitz do V.

A andlise de convergéncia do ISTA foi avaliada para os problemas (4.6) e (4.7),
considerando condi¢des que asseguram a convergéncia da sequéncia {xy}, no trabalho
de Beck e Teboulle (2009b), e constata que a complexidade de pior caso do ISTA € da
ordem de O(1/k), conforme teorema enunciado a seguir.
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Algorithm 2 ISTA com passo ajustavel

1: Considerando Lo > 0,7 > 1, 7o € R";
2: Definir max_iter, tol, cont=0, k = 1;
3: while k£ <max_iter e cont< 5do

4. L= nZkkal;

St F(pg(zr—1) < Qp(pr(wr-1),7k-1);
6: L=n"Ly 1;
7:

8

9

zr = pr(Tr—1);
if lze—2i1ll - 4451 then

[ETA
cont=cont+1;

10:  endif

11: Th—1 = Tk,
12: k=k+1;
13: end while

Teorema 4.1. Seja {x,} a sequéncia gerada pelos Algoritmos 1 ou 2. Entdo para
qualquer k > 1:

L _ *
Flay) — F(at) < S =2l e 5

- 2k
onde « = 1 para passo fixo, ou o« = n para passo ajustavel.

Demonstracéo. Veja Beck e Teboulle (2009b, Pagina 192). O

Quando ¢g(z) = 0, o modelo geral (4.7) consiste em minimizar uma fungéo
convexa, que reduz o ISTA ao método do gradiente. Neste cendrio, diferenciavel, existe
um método de gradiente de primeira ordem “6timo” (NESTEROV, 1983). O interessante
€ que esse método ndo requer mais do que uma avaliagdo de gradiente em cada
iteragdo (o mesmo que o método do gradiente), mas apenas um ponto adicional a ser
calculado. A extensdo geral desse método para o problema (4.7), denominada FISTA
(Fast Iterative Shrinkage Thresholding Algorithm), € explicitada pelo Algoritmo 3, cujo
passo € fixo (BECK; TEBOULLE, 2009b).

Algorithm 3 FISTA com passo fixo

1: Considerando L := L a constante de Lipschitzdo V f, y1 = o € R", t; = 1;
2: Definir max_iter, tol, cont=0, k = 1;
3: while k <max_iter e cont< 5do

4: zr = prL(yr);
144 /14+4t2
5: tht1 = — k;
6: Yk+1 = Tk + ii;l (ke — Th—1);
7: if W < tol then
8: cont=cont+1;
9: end if
10: k=k+1;
11: end while

Em razdo da desvantagem do ISTA, ja mencionada, o FISTA com passo ajustavel
e definido pelo Algoritmo 4. A principal diferenca entre o FISTA e o ISTA € que o
operador p.(-) ndo € empregado no ponto anterior z;_;, mas sim no ponto y, que usa
uma combinagao linear dos dois pontos anteriores (zj_1, xx_2). Como resultado, tem-se
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a complexidade melhorada do FISTA, da ordem O(1/k?), conforme enuncia o teorema

a sequir.

Teorema 4.2. As sequéncias {x}, {yx} geradas pelo FISTA, satisfazem para cada
k>1:

2aL ||z — z*
Flay) — F(z*) < Zallzo =) e o x.

- (k+1)?2 7
onde o = 1 para passo fixo, ou « = n para passo ajustavel.

Demonstragc&o. Veja Beck e Teboulle (2009b, Pagina 196). O

Algorithm 4 FISTA com passo ajustavel

1: Considerando Lo > 0,1 > 1, 7o € R";

2: Definir y; = xo, t1 = 1, max_iter, tol, cont=0, k = 1;

3: while k <max_iter e cont< 5 do _ _

4. Calcular o menor indice ndo negativo i, tal que com L = n'* L;,_,, tem-se:

F(pz(yr)) < Qr(wr (yr),yx);

5: Ly =n"* Ly_1;
6: Tk = PLy (yk);
144 /14482
7: tet1 = fk;
8: Yr+1 = Tk + ?;J:ll(xk*mk—l)s
9: if ”E’“”’;ﬁlfl” <tol then
10: cont=cont+1;
11: end if

12: k=k+1;
13: Ly_1 = Lg;
14: end while

O problema (4.1) pode ser tratado pelo FISTA a partir da soma de funcoes, tal

como:
min{ F(z) = f(z) + g(z) : € R"}, (4.8)

onde:

+ f:R™ — R é continuamente diferenciavel com gradiente continuo Lipschitz L(f),
tal que: |V f(z) = Vf(y)|| < L(f) |z — yl|, para todo = e y € R";

* ||-]| € a norma euclidiana e L(f) > 0 € a constante Lipschitz de V f;

* g: R" — R, € uma fungédo convexa adequada ao problema.

Assim, levando-se em consideracao (4.1) e (4.8), pode-se definir um problema
para remogao de ruido (Denoising) com o FISTA por:

min ||z — blI> + 20TV (z), (4.9)
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onde TV (x) pode ser a norma isotropica ou anisotrépica, A = Z, sendo Z a matriz
identidade, e f e g séo:

f(z) = ||Az — bH2 . g(x) = 20TV (x) 4 de(x),

onde x € R™ € uma imagem a ser restaurada, b € a imagem ruidosa, A > 0 é um
parametro de regularizacao; veja Beck e Teboulle (2009a, Secéao Il). Um caso particular
é C = B,,, onde B,, é o cubo n-dimensional dado por

Bl,u = {.CU o S T j S u, VZ,j}

Isso é particularmente Gtil para modelar a situacdo em que os pixels tém limites
inferiores e superiores, por exemplo, entre 0 € 255 ou 0 e 1.

Uma versao do FISTA (Algoritmo 5), que resolve o modelo (4.9), denominada
Fast Projected Gradient (FGP), foi proposta por Beck e Teboulle (2009a) e consiste
em uma versdao melhorada dos Algoritmos 3 e 4. Essa técnica equivale a combinagao
do FISTA com o método de projecao de gradiente proposto por Nesterov (1983).
De acordo com Beck e Teboulle (2009a), o FGP combina simplicidade e taxa de
convergéncia global melhor do que os métodos baseados em projecdes de gradiente
atualmente conhecidos, podendo lidar com restricbes vinculadas, e com as fung¢des de
TV isotrépicas e anisotropicas.

Algorithm 5 FGP(B, ))

1: Receber aimagem B € R"1*"2;

2: Definir max_iter, tol, cont=0, k = 1;

3: (r1,51) = (90,90) = (Om—1)xn,Omx(n-1)),t1 = 1;
4: while k <max_iter e cont< 5 do

1
5:  Calcular (pr,qr) = Pp {(msk) + T (PelB = MG

14 /14482
6: tk+1 = fk;

70 (Per1,Ska1) = (Progr) + (Pk — Pr—1,qk — Qk—1);

tht1

Calcular uma solugéo 6tima z, = Pc[B — A£(pk, qk)];
if e = 2r—a]|

< tol then
|kl
10: cont = cont + 1;
11: end if
12: k=k+1;
13: end while
onde:

- P é o conjunto de pares de matrizes (p,q), tal que p € Rm=Yx" g g ¢ R™*(n=1)
que satisfaz:

s plitg; <lLi=1..m-1j=1..n-1

% pinl <1l,i=1,...,m—1,
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* lgmy] <1l,j=1,....n—1.

» Pp € uma projecao dada por Pr(p,q) = (r,s), tal que:

Di,j , i=1,...m—1,7=1,....n—1
max (112, + )
* Ti,j ==
pi—v"7 1=1,....m—1
max (17|pz,n’)
i , izl,...,m—l,j=17~-a”_1
max (1,m>
ES SiJ =
qmvj , J:17,n_1
max (1,|qm7j|)

« £ é uma operagao linear £ : Rim—1xn » Rmx(n=1) _ Rmxn definida por:

* SUpOﬂdO £(p,q)m- = Dij —+ qi; — Pi—1,5 — ij—1, para 7 = 1, RN 17j =
17 RN RS 1, assumindo que DPoj = Pm,j = 4,0 = Gin = 0.

« O operador linear £7 : R™*" — R(m=Dxn » Rmx("—1) é dado por:
x £T(x) = (p,q), onde p € Rm=1x7 g ¢ € R™*("~1) s30 matrizes definidas por:
> Di.j :xi,j—xHLj,i:1,...,m—1,j: 1,...,71,;
> qi.j :ilTi,j—fEiJ’_H,Z.: 1,...,m,j: 1,...,71—1.

+ Pc é o operador projegédo ortogonal no conjunto C. Por exemplo, para C = B,
PBl,u é:

[, caso x;; <l
* PBl,u(x)i,j =\ Ty, caso ! < ZTij <u

u,  €aso ;; > u.

A aplicacao do FISTA com FGP (FISTA-FGP) para os problemas de imagem
neste trabalho € mostrado no Algoritmo 6.

Algorithm 6 FISTA-FGP(X, \)

: Carregar imagem X € R"**"2;

. Criarimagem z € R™, onde n = n1 - n2;
. Definir ruido ¢ e calcular b = = + ¢;

. Definir A, tipo de TvV;

: Criar B € R"t*"2;

. Obter uma solugéo 6tima z,=FGP(B, \);

OO WN =
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4.2 O algoritmo DCA

Os modelos de representacao de imagem apresentados em (3.4) e (4.1) séo
problemas de otimizagao convexa, e portanto, podem ser representados de maneira
que possam ser utilizados por DCA, conforme aplicado em Nguyen (2014). O DCA
foi introduzido por Tao e Souad (1986), é a base da programacao DC, e consiste em
substituir a segunda componente convexa por uma aproximacao linear. Assim, o DCA
introduz o conceito de aproximar um problema n&o convexo, onde cada iteragao do
algoritmo requer a solugédo de um problema convexo.

Um problema geral DC possui a forma:

min f(z) := g(x) — h(z), (4.10)

r€R™

onde g e h sao fungdes convexas em R”. A fungédo f é chamada de fungcéo DC,e g — h
uma decomposi¢cédo DC de f.

Definicao 4.1. Um ponto z* € R™ é ponto critico de ¢(x) = g(x) — h(z), como em (4.10),
se:
dg(x*) N Oh(z™) # @.

O DCA consiste em construir duas sequéncias {z*} e {y*}, tais que y* € dh(z*)
e 2" € dg*(y*). Pela Proposicdo 3.9, tem-se que cada iteragdo do DCA aproxima a
parte cbncava —h e minimiza a fung@o convexa resultante. O algoritmo geral do DCA é
apresentado a seguir.

Algorithm 7 DCA

1: Definir z° € R", k = 0, tol, stop_rule= +00;
2: while stop_rule > tol do
3:  Calcular w® € oh(z");

4.  Calcular
y" € argmin{g(z) — (w",z — ") : z € R"}; (4.11)
5 stop_rule= ||y" — z"||;
6: it = yk;
70 k=k+1.
8: end while

Observa-se, do Algoritmo 7, que a cada iteracao &, o DCA obtém o préximo ponto
de iteragdo z**! resolvendo o subproblema convexo z**! € arg min{g(z) — (w*,z — ")},
para x € R". Esse subproblema necessita ser resolvido por uma técnica de minimizacao,
que neste trabalho é representada pela técnica FISTA. Algumas caracteristicas do DCA
sao:

« O DCA é um método de descida sem a necessidade de empregar qualquer tipo
de busca (/ine search);
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« Se o valor étimo do problema é finito e as sequéncias {z*} e {y*} séo limitadas,
entdo todo ponto de acumulagéo x* da sequéncia {z*} é um ponto critico de f;

 Para algumas situagdes especificas o DCA tem convergéncia linear e convergéncia
finita para programas DC poliedrais.

A definig&o precisa do DCA é uma quest&o crucial e altamente dependente da
natureza intrinseca da decomposicdo DC. De acordo com Niu (2022), uma analise
sobre a convergéncia do DCA deve ser feita a partir de algumas consideragdes definidas
a seguir, complementares entre si, onde as consideragdes iniciais ndo sdo suficientes
para garantir a boa definicdo do DCA e, por isso, necessitam das complementares; ver
Niu (2022, Paginas 4 € 5).

» Consideragdes iniciais:

(H1) g,h: R* — R s&o ambas fortemente convexos com médulo p > 0;
(H2) f*:= inf {f(2) = g(z) — h(z)} > —oo.
(H3) o conjunto solugao do problema (4.10) é nao vazio.

A hipétese (H1) ndo é teoricamente restritiva. Sabe-se que dadas duas fungdes
convexas, g e h, pode-se adicionar um termo fortemente convexo ngHQ para
se obter uma nova decomposi¢cdo, com componentes fortemente convexos com
maédulo p > 0. As hipéteses (H2) e (H3) sdo comuns no contexto da programagao
DC; veja Artacho, Fleming e Vuong (2018), Artacho e Vuong (2020), Neto et al.
(2020), Ferreira, Santos e Souza (2024).

» Consideragdes complementares:

* todos o0s subproblemas de (4.11) tém solucdes 6timas (sob a hipdtese (H1)
0 subproblema tem solugao unica).

Admitindo-se, entao, que a sequéncia {x;} gerada pelo DCA, partindo de um
ponto inicial z° € R", é bem definida, tem-se os seguintes resultados de convergéncia.
Esses resultados sdo demonstrados em Tao e Souad (1986). As demonstracdes sao
apresentadas no Capitulo 7 (Apéndices), por questdes de completude.

Lema 4.1. Se y* = 2* para algum k € N, entdo z* é ponto critico de f.

Proposicao 4.1. A sequéncia {x’“}keN gerada pelo Algoritmo 7 satisfaz uma das
seqguintes afirmacgoes:

(i) O Algoritmo 7 termina em um ponto critico;
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(i) A sequéncia { f (a:’“)}keN é decrescente, isto €, f(x*t1) < f(a2*), para todo k € N.

Proposicao 4.2. Se {x’“}keN € uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 7, entdo
+oo
Z ka . $k+1||2 < +00,
k=0

e ||z* — 2**|| — 0 quando k — +ooc.

Teorema 4.3. Cada ponto de acumulagcdo da sequéncia {xk}keN gerado pelo Algoritmo
7, se houver, é um ponto critico.

Propriedades de convergéncia e fundamentos teéricos detalhados do DCA
podem ser encontrados em An e Tao (2005) e Tao e An (1997). E crucial notar que o
DCA é construido a partir de componentes DC, que desempenham papel critico na
determinacao da velocidade de convergéncia, estabilidade, robustez e globalidade das
solucdes buscadas.

4.3 Non-monotone boosted DC Algorithm (nmBDCA)

Embora o DCA seja um método usado em muitas aplicagées, Artacho, Fleming
e Vuong (2018) prop6s um algoritmo que acelera a convergéncia do DCA, o Boosted
DC algorithm (BDCA). O método resolve o mesmo problema do DCA, mas realiza
uma busca linear com a regra do tipo Armijo, evitando solugdes locais ruins e, assim,
fornecendo melhores solucdes.

A ideia principal do BDCA ¢ definir uma dire¢cdo de descida usando o ponto
calculado pelo DCA e uma busca linear para dar um passo maior que o DCA, obtendo
mais diminuicdo no valor objetivo em cada iteracdo. O uso do BDCA requer que a
primeira componente DC seja diferenciavel, para garantir uma diregdo descendente do
ponto calculado pelo DCA, caso contrério, a diregdo pode ser ascendente. O Algoritmo
8 apresenta o BDCA. Propriedades de convergéncia e os fundamentos teéricos do
BDCA podem ser encontrados em Artacho, Fleming e Vuong (2018, Secéo 3).

Observa-se que se t;_; = 0, entao as iteracoes do BDCA coincidem com as
iteracbes do DCA. Neste caso particular, os resultados da convergéncia se aplicam
ao DCA. Pela Proposicao 4.1 que, definindo z**! := ¢* a imagem de f sofre uma
diminuigao, ou seja, f(y*) < f(z*). Além disso, tomando z**! na diregcdo de d* a partir
de 4*, alcanga-se uma diminuigdo ainda maior. Este fato € a ideia principal por tras do
BDCA e melhora o desempenho do DCA em muitas aplicagdes.

Adicionalmente as hipéteses feitas ao DCA, o BDCA considera a seguinte
SUposigao.
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Algorithm 8 BDCA

1: Definirt_1 >0, p>0,¢ € (0,1), k =0, tol, stop_rule= +o0;
2: Definir um ponto inicial z° € R™;

3: while stop_rule > tol do

4:  Calcular w* € 9h(z*) e obter:

y* € argmin{g(z) — <wk,x — $k> cx eR"} (4.12)

Calcular d* = y* — 2*

if &* = 0 then

Pare e retorne o ponto z*;
else v

Calcular tx = ¢’*t;_1, onde:

ooNe:

jrx = min {j eN: qzb(yk + Cjtk—ldk) < ¢(yk) —p (Cjtk’—l)Q Hdkuz};

10: end if

11:  Calcular 2"t = y* + ¢,d*;
12: stop_rule= ||z* ! — 2F||;
13: k=k+1;

14: end while

(H4) ¢ : R™ — R é diferenciavel.

A estrutura de busca do tamanho do passo considerada no BDCA requer a
suposicao (H4); caso contrario, a diregao obtida podera ser ascendente (veja Artacho e
Vuong (2020, Exemplo 3.4)).

Os resultados de convergéncia do Algoritmo 8 estdo em Artacho, Fleming e
Vuong (2018) e Artacho e Vuong (2020). As demonstragdes sdo mostradas no Capitulo
7 (Apéndices), por questdes de completude.

Proposicao 4.3. Para todo k € N, vale o seguinte:

(i) f(y*) < f(2*) = plld*|1?;
(ii) f'(y*;d*) < —plld*||*;
(iii) Para todo k € N, existe algum ¢, > 0 tal que
W5+ A" < FF) — aX?||d¥l, YA€ [0,6:],
e, portanto, a busca linear no passo 3 do BDCA termina finitamente.

Lema 4.2. Se y* = 2* para algum k € N, entdo z* é ponto crtitico de f.

Proposicao 4.4. A sequéncia {x’“}keN gerada pelo Algoritmo 8 satisfaz uma das
seqguintes afirmacgoes:

(i) O Algoritmo 8 termina em um ponto critico;
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(i) A sequéncia { f (xk)}keN esta diminuindo, ou seja, f(z**') < f(a%), para todo
k e N.

Corolario 4.1. Se {xk’ }keN € uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 8, entao a sequéncia
k Ve
{f@ )}keN é convergente.

Proposicao 4.5. Se {x’“}keN € uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 8, entdo as
seguintes afirmacdes sdo validas:

+o0
() > ||d¥||* < +oo. Em particular, ||y* — 2*|| — 0 quando k — +oc.
k=0

+oo
(i) Se {\i},ey € limitado, entdo > ||2*+! — 2*(|* < +oo. Em particular, ||z*+! — 2k | —
k=0
0 quando k — +oc.
Teorema 4.4. Cada ponto de acumulacao de {x’“}keN gerado pelo Algoritmo 8, se
houver, é um ponto critico de f.

A necessidade de diferenciabilidade da primeira componente DC no BDCA é
uma suposicao restritiva, que limita a aplicacdo do BDCA a modelos cuja primeira
componente é diferenciavel, ou seja, o BDCA nao pode ser aplicado a problemas nao
diferenciaveis e ndo convexos, cujas duas componentes DC sejam nao diferenciaveis.
Para superar essa desvantagem, uma versao nao diferenciavel do BDCA foi proposta
por Ferreira, Santos e Souza (2024), chamado de non-monotone boosted DC Algorithm
(nmBDCA), que usa uma busca linear ndo moné6tona no BDCA, para permitir um
possivel crescimento nos valores da funcao objetivo controlados por um parametro. O
Algoritmo 9 apresenta o nmBDCA geral.

O nmBDCA, que corresponde a uma versdao nao monotona do BDCA para
resolver (4.10) com ambos os componentes DC possivelmente ndo diferenciaveis,
gera, entao, uma sequéncia (z*).cn, que pode ser aplicado tanto para casos com g é
diferenciavel ou ndo. Se g € nao diferenciavel, supde-se que v, > 0, para todo k € N e,
portanto, estende-se os resultados do BDCA para o contexto ndo diferenciavel. Se g
for diferenciavel, supde-se que v, > 0, para todo k& € N. Neste caso, se v, = 0, para
todo k& € N, entdo a busca linear nao moné6tona do nmBDCA coincide com a busca
monétona do BDCA. Caso contrario, se v, > 0, para todo £ € N, entdo nmBDCA pode
ser visto como uma versao inexata do BDCA. E importante ressaltar que o problema
resolvido pelo nmBDCA (passo 4 do Algoritmo 9) sempre tem uma solucéo Unica vy,
(supondo H1), que é caracterizada por:

w” € dg(y*),Vk € N. (4.13)
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Algorithm 9 nmBDCA

1: Definirt_; > 0,p>0e( €(0,1), k=0, tol, stop_rule= oo;

2: Escolher um ponto inicial z° € R";

3: while stop_rule > tol do

4:  Caleular w* € dh(z*) e obter uma solugéo y* para o problema:

k. _ ok k.
y* = min i(z) = g(z) - (w'z - 2");

5: Calcular d* = y* — 2*;

6: ifd* =0then

7: Parar e retornar z*

8: else _

9: Tomar vy, € R4 (especificado antes) e calcular ¢, := (’*t,_1, onde:
e =min{j €N: (" + Ttx1d") < o(") = p (Ctar) 1M + i}

10: end if

11:  Calcular 2"t = * + ¢,.d*;

12: stop_rule= ||z*T! — F||;

13: k=Fk+1;

14: end while

O passo 5 do Algoritmo 9 tem um termo adicional (vy)ren Na busca de Armijo,
correspondente a uma sequéncia de parametros escolhida conforme as estratégias a
seguir; veja Ferreira, Santos e Souza (2024, Secéao 3.2).

(E1) Dado 6., € [0,1), a sequéncia (v;)ren C R, € definida como: vy > 0 € vy,
para cada i1 € [6min,1], que satisfaz a condigdo 0 < vy < (1 — Gp1)(f(2F) —
f@*Y) + 1), Vk € N;

(E2) (vi)ren C Ry étal que Y125 < +o0;
(E3) (v)ren C R, é tal que para cada ¢ > 0, existe k, tal que v, < §||d*||?, para todo

k> k.

Neste trabalho é considerado a escolha de (v )ren como em (E3). Portanto,
limita-se aos resultados de convergéncia para esse caso.

Os resultados de convergéncia do Algoritmo 9 sdo demonstrados em Ferreira,
Santos e Souza (2024). As demonstragdes sao apresentadas no Capitulo 7 (Apéndices),
por questdes de completude.

Teorema 4.5. Se lim;_.. ||d*|| = 0, entdo cada ponto de acumulagdo de (z*)icn, S€
houver, € um ponto critico de f.

Proposicao 4.6. Seja {x’“}keN a sequéncia gerada pelo Algoritmo 9. Suponha que
d* #0 ewv, > 0 para cada k € N. Entdo, valem as seguintes afirmagdes:

(i) E vélido que &), := v,/ (g(y* + d*) + g(a*) — 2¢9(y*)) > 0, e

S+ A" < f(yF) — aX?||dP|]” + vk, VA€ (0,64]
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onde §;, ;= min {Sk, 1, ;”—g} Consequentemente, a busca linear no passo 3 esta
bem definida.

(ii) f(z**1) < f(@*) = (p+ ar})||d"|[* + vy, para todo k € N.

Teorema 4.6. Se a sequéncia {v;},.y C R for escolhida de acordo com a estratégia
(E3), entdo cada ponto de acumulacéo de {x’f}keN, se houver, é um ponto critico f.

Teorema 4.7. Supondo que a sequéncia (vy)ren C R, Seja escolhida de acordo com
a estratégia (E3). Seja0 < ¢ < 1 e ky € N tais que v, < &pl|d*||? , para todos k > k.
Entdo, para cada N € N tal que N > k,, tem-se

0) __ fx ko—1
min{||d*||: k=0,1,--- ,N -1} < \/f(‘”) 2o v 1

N JA=6)p VN

Consequentemente, para um dado ¢ > 0 e ky € N tais que v, < &p||d*||? para todo
k> ko, s& N > max{ko, (f(z°) — f* 4+ S5 ve)/(p(1 — €)e?)}, entdo

min {||d*|| : k=01,--- N-1} <e.

4.4 Consideragdes finais

Esse capitulo descreveu os algoritmos implementados. A técnica FISTA é usada
para resolver o subproblema das técnicas DC (DCA, BDCA, nmBDCA), e aplicada em
conjunto essas técnicas para a reconstrucdao de imagens. A partir das descricdes e
definicdes apresentadas, os resultados explicitados no capitulo a seguir podem ser
obtidos.
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5 Reconstrucao de imagens

Esta secdo apresenta as definicbes sobre os modelos de reconstrugao de
imagens usados, bem como suas utilizagées em conjunto com as técnicas DC, as
reconstrugdes e os resultados dos experimentos realizados para as abordagens
apresentadas no Capitulo 4. Todas as implementacbées usam a mesma maquina,
com sistema operacional Windows 10 Home Single Language Versao 21H2, com a
seguintes configuragao: Intel(R) Core(TM) i7-8550U CPU @ 1.80 GHz, 1.99 GHz;
memoéria RAM de 8 GB e SSD de 256 GB.

Neste trabalho serdo realizadas trés secdes de experimentos numéricos, com
dois tipos de imagem: imagens sintéticas (preto e branco) e imagens médicas reais (em
escala de cinza). As imagens em preto e branco descritas na Tabela 2 serdo aplicadas
na Secao 5.3, e foram obtidas em <https://sipi.usc.edu/database/database.php> e
Oliveira e Tcheou (2019). A Secao 5.4 usa imagens de tomografia computadorizada
(TC) de COVID-19, especificadas na Tabela 3, retiradas de https://www.eibir.org/covid -
19- Imaging-datasets/, com acesso aberto. A Se¢éo 5.5 usa uma imagem de ressonancia
magneética (RM) de pacientes com Alzheimer, disponivel em <https://www.kaggle.
com/datasets/sachinkumar413/alzheimer-mri-dataset/data>). Todos os testes foram
implementados no software MATLAB®.

Tabela 2 — Imagens usadas na Segéo 5.3.

Imagem Descricao Cor Dimensao
1 Checkerboard | black and white | 200 x 200
2 Text black and white | 256 x 256
3 Qr code black and white | 200 x 200

Tabela 3 — Imagens usadas na Secao 5.4 € 5.5.

Imagem | Descricao Cor Dimensao
4 TCA grayscale | 200 x 200
5 TC2 grayscale | 200 x 200
6 TC3 grayscale | 200 x 200
7 RM grayscale | 128 x 128

Apesar das representagdes de imagem contarem com variadas fontes de ruido,
apenas os ruidos Gaussiano e Riciano foram considerados nas analises realizadas,
pois sdo comuns em aplicacdes com processamento de imagem/sinais. Ainda, apenas
a norma isotrépica (T'V;,,) foi implementada para as técnicas aplicadas. Cada técnica
possui parametros especificos, evidenciados em cada secao subsequente. Nao foram
utilizadas imagens coloridas para as reconstrucoes.


https://sipi.usc.edu/database/database.php
https://www.eibir.org/covid - 19- Imaging-datasets/
https://www.eibir.org/covid - 19- Imaging-datasets/
https: //www.kaggle.com/datasets/sachinkumar413/alzheimer-mri-dataset/data
https: //www.kaggle.com/datasets/sachinkumar413/alzheimer-mri-dataset/data
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5.1 Remocao de ruido em problemas nao convexos

Como ja mencionado, técnicas de reconstrucdo de imagem sao ferramentas
importantes em sistemas de visdo computacional e muitas outras aplicagcdes que
requerem imagens nitidas obtidas de imagens ruidosas. As imagens, entdo, podem
ser representadas e processadas por técnicas computacionais que necessitam de
parametros e uma forma padrao de representacéo das imagens a serem reconstruidas.

O FISTA possui um modelo padrao para a remocao de ruidos em imagens, que
conta com a variagao total convexa 7'V (z), a imagem com ruido b € R" (vetorizagéo da
imagem B em escala de cinza com dimensdes n; x nsy, onde n = ny - ny), a imagem
x € R™, que € a solugéo do problema, e o parametro de fidelidade/regularizagao . > 0,
conforme explicitado a seguir.

gelﬂlgg |z — b|% + TV (z). (5.1)

A remocao de ruido de imagens pela aplicacao do método DCA, representado
pelo modelo (4.10), pode ser alcancada pela insercao de uma técnica especifica para
reconstrucao de imagens dentro do algoritmo do DCA. Nesse caso, a técnica a ser
inserida é o FISTA, e o ponto de insercao sera pela transformag¢ao do modelo (4.10)
em (5.1).

A utilizacao de problemas convexos para Denoising possibilita a reconstrucao
de imagens por varios métodos. Entretanto, conforme explicitado por Oliveira e Tcheou
(2019), as regularizagdes nao convexas tém vantagens sobre as convexas, como na
preservacao de arestas e bordas (LANZA; MORIGI; SGALLARI, 2016; NIKOLOVA; NG;
TAM, 2010). Isso é realizado pela aplicacao de uma funcao penalizadora ndo convexa
(¢), que induz gradientes de imagem esparsos (Vz);. A insercdo da penalizacado no
modelo representativo de imagens € definida por:

min ||z — b]]” + TV, (), com TV,(x) = 3 é(|(Va)i), (5.2)

z€R™ 2 =1
onde ¢ : R, — R, u > 0 é um parametro de fidelidade e (Vx); representa aproximagoes
de diferencas finitas de derivadas parciais horizontais e verticais de primeira ordem,
conforme explicitado por:

X1y — Xuj o
(Va); = T 7|, com a i — ésima coordenada = de armazenamento de X ;,
Xij — X,

que define ||(Vz),|| = \/(Xm,j — X1;)?+ (X1 j11 — X ;)2 sendo X € R"*™ e x € R”,

com n = ny X ns.

O problema (5.2) é ndo convexo e nao diferenciavel, tratado por aproximagdes
locais (fortemente) convexas em Lanza, Morigi e Sgallari (2016). Dependendo da
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funcéo penalizadora escolhida, o problema (5.2) pode ser um problema de otimizacéo
convexa nao diferenciavel.

O trabalho de Oliveira e Tcheou (2019) mostra que, para uma ampla classe de
funcdes penalizadoras ¢, o problema (5.2) € de fato um problema de programagéao com
decomposicdes DC. Para isso, assume que ¢ : R, — R é cOncava e ndao decrescente,
e prova que, sob essas suposigdes, a fungado composta 7'V, (z) = 37, ¢(||(Vx);||) pode
ser escrita como uma diferenca de duas fungbes convexas, como 71TV (z) — TV, (z),
para todo 7 > ¢/, (0) > 0.

A prova dessa afirmacéao leva em consideracao o fato de que para uma funcao
convexa c : R" — R, se ¢ : R, — R é uma funcdo cdncava e ndo decrescente tal
que ¢’ (0) < oo, entdo 7c(x) — ¢(c(x)) é convexa para todo 7 > ¢/, (0); veja Oliveira e
Tcheou (2019, Lema 3).

5.1.1 Denoising com modelo TV,

A insercao de uma funcao penalizadora ¢ : R, — R em conjunto com o DCA
torna o modelo de imagem uma representagédo dada por:
min & o = blf° + TV, (2) = g(x) — h(x), (5.3)
onde p € o parametro de regularizacao do modelo de imagem, b € a imagem com
ruido e g e h sdo fungcdes convexas, isto é, (5.3) € um problema DC, como mostra a
Proposicao 5.1 a seguir; veja Oliveira e Tcheou (2019, Proposicéo 2).

Proposicao 5.1. Seja . > 0 e b € R™ fixos, e p > 0 um pardmetro de fortemente
convexa. Assuma que ¢ : R, — R é uma funcdo céncava e ndo decrescente. Entao,
flz) = %Hx —b||> + TV,(x) é uma fungdo DC com componentes DC fortemente
convexas

g(2) = P L = b + TV (@) € h(x) = £z 0P + 7TV () = TV,(2),  (5.4)

para todo T > ¢’ (0).

Observacgao 5.1. Seja f uma fungdo DC com componentes g e h, isto é, f(x) = g(x) —
h(x) com g e h fungdes convexas. Sem perda de generalidade, pode-se assumir que as
componentes DC sdo fungbes fortemente convexas, caso contrario, para determinadas
fungbes fortemente convexas a(x), pode-se obter uma decomposi¢do fortemente DC
da seguinte forma: f(x) = §(x) — h(zx), onde j(z) = g(z) + a(z) e h(x) = h(z) + a(x)
fungbes fortemente convexas.

A utilizacao do FISTA em conjunto com o DCA requer a resolugéo de problemas
como:

min
reR?

xr — skHQ + 20TV (x), (5.5)
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com parametro \ e imagem corrompida s*. O resultado seguinte garante que € possivel
aplicar FISTA resolvendo os subproblemas do nmBDCA.

Proposicao 5.2. Sejam g e h componentes DC (5.4) do modelo ndo convexo (5.3).
Entao, o subproblema (4.12) pode ser escrito como (5.5).

Observacao 5.2. Os ultimos resu/tados mostram que, na formulagéo (5.5), o FISTA
recebe a imagem s*, corrompida por -, eo0 pardmetro \ para resolver o problema
de remoc&o de ruido em uma /magem. Em outras palavras, mostra que o FISTA pode
resolver o subproblema (4.12).

5.1.2 Algoritmos DCA-FISTA e nmBDCA-FISTA com T'V;

Utilizando-se as Equacdes (5.4) e (5.5), pode-se implementar os algoritmos
do DCA-FISTA e nmBDCA-FISTA com penalizagéo (17'V;), que deve ser inserida na
funcéo de variacdo total, compondo a fung¢ao h(x). Alguns exemplos de fun¢des de
penalizagdo céncavas, diferenciaveis e ndo decrescentes sao apresentados na Tabela
4 e obedecem os critérios da Se¢éo 5.1.1 para 7 > 1. As descri¢gdes da Se¢éo 5.1.1
e a Tabela 4 permitem definir os Algoritmos 10 e 11, que correspondem ao DCA e
nmBDCA com variagéo total penalizada (7'V).

Tabela 4 — Fungbes de penalizacdo ¢, : R, — R, cOncavas, diferencidveis e nao decrescente,
parametrizadas por a > 0.

¢log ¢atan ¢ezp
oyt (T e
a 3/2
I S U
a 1+ar 1+ar+a?r? ear

Algorithm 10 DCA-FISTA com TV,

1: Carregar imagem X € R™ *"2;
2: Obter imagem = € R™, onde n = n; - n2;
3: Definir os parametros p, p, max_iter, k = 0;
4: Definir ruido ¢;
5: Criarimagem b = x +¢;
6: Definir a fungao de penalizagdo ¢;
7: Calcular ¢/, (usar a Tabela 4);
EAC)
ptp’
9: z, =b;

10: Whlle k <max_ 1ter do

11: s* —b—&—m,w eah(xk)

12: 341 = FISTA-FGP(s",\);

13:  stop_rule= [Zpei—trl;
Tl41

14: Tk = Thkt1,

15: if stop_rule<tol then

16: break;

17: end if

18: k=k+1;
19: end while
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Algorithm 11 nmBDCA com 7'V,

: Carregar imagem X € R"1*"2;
. Calcular x € R", com n = n1 - ns;
. Definir de parametros , to, v, (, p, p, max_iter, k = 0;
. Inserir ruido ¢;
: Criarimagem b =z + ¢;
. Definir a fungéo de penalizacéo ¢;
: Calcular ¢/, ;
_ 940,
ptp’
9.z, =0;
10: Whlle k <max_ 1ter do
11: sk :b—&——w eah(xk);

ptp?
12: yr = FISTA-FGP(s",\);
14:  while f(yx + tedi) — f(yx) + 7(txlldi]])* — vudkkuz > 0 do
15: ti = Ct;
16: end while
17: Tk41 = Y + tidi;

lzgt1—zll.
lzgrall

0 NOOTARWN =

18: stop_rule=

19: Tk = Tkt1,

20: if stop_rule<tol then
21: break;

22: end if

23: k=k+1;

24: end while

O Algoritmo 11, que consiste no nmBDCA para remogao de ruido, obtém e
vetoriza a imagem a ser analisada. Em seguida, os parametros de configuracao, que
podem variar de acordo com o problema, sdo definidos. A funcdo desses parametros é
definir: o parametro base (v) para gerar uma sequéncia do nmBDCA, o parametro de
fidelidade (1) do modelo de imagem, o parametro de funcéo fortemente convexa (p),
as iteracbes maximas da reconstrucdo (max_iter) e a variancia do ruido gaussiano (e)
inserida na imagem (b).

Assim como no Algoritmo 10, o nmBDCA realiza o calculo do parametro A,
calculo das fungbes ¢ e h, da imagem s*, de uma solugdo do subproblema com o
FISTA. Entretanto, apds a obtengéo de y, (linha 11 do Algoritmo 11), uma busca do tipo
Armijo é realizada, e pode ser descrita, de acordo com Fukushima e Mine (1981), como:
definir a dire¢do de busca em um ponto atual resolvendo o subproblema; determinar
o tamanho do passo ¢, pela regra do tipo Armijo (ARMIJO, 1966; POLAK, 1971);
atualizar a solugéo (zy.1). A regra Armijo contém uma sequéncia dada por “%1° cujas
estratégias de escolha sdo apresentadas na Secao 3.2 de Ferreira, Santos e Souza
(2024).

O ajuste dos parametros especificos do nmBDCA (¢, to, 7 € v), utilizados na
busca Armijo, influencia diretamente o tempo de CPU do nmBDCA, pois afeta a busca
realizada. A escolha de ¢, (¢, para a primeira iteracdo) determina a regularizacéo no
ponto inicial e, assim, pode influenciar o tempo para a execuc¢ado da busca. O parametro
7 pode ser entendido como uma compensacao de ¢, e reajusta sua influéncia na busca.
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A sequéncia gerada pelo nmBDCA é baseada em v e permite controlar, quando ocorre,
o crescimento da fungéo objetivo do problema. Ela pode ser ajustada para considerar
0s parametros 7 e t;, com maior énfase ou nao.

O nmBDCA também possui o parametro ¢, que pode afetar consideravelmente
o desempenho do método, pois determina em cada iteragdo o passo a ser aplicado na
busca do ponto de maior diminuicdo do fungao objetivo. Assim, valores inadequados de
¢ causam perda de informacao na busca. A particularidade dos parametros nmBDCA
pode ser considerada um desafio para aplicacdo em outros problemas de imagem, pois
requerem configuracdo em cada um deles. Por outro lado, reforca a necessidade de
pesquisas que busquem automatizar ou viabilizar essa configuracgéao.

5.2 Insercédo de ruido

A insercao de ruido em imagens busca representar as distor¢cdes que podem
ocorrer na aquisicao de uma imagem. Neste caso, a adicdo de ruido evidencia o
objetivo deste trabalho, que é a obtencdo da imagem original através de técnicas
computacionais, quando a imagem € degradada por ruido. A influéncia do ruido
Gaussiano ¢ ilustrada nas Figuras 5 e 6, com diferentes variancias (para imagens
preto e branco - 0,01, 0,05, 0,10, e 0,15; para médicas - 0,005, 0,0075 e 0,01).

Figura 5 — Imagens preto e branco com ruido.

(a) Checkerboard. (b) Variancia 0,01. (c) Variancia 0,05. (d) Variancia 0,10. (e) Variancia 0,15.

(f) Text. (g) Variancia 0,01. (h) Variancia 0,05. (') Variancia 0,10. (j) Variancia 0,15.

The term watershed The term watershed The term watershed
refers to aridge that ... refers to aridge that ... refers to a ridge that ...

drained by different

river systems.
drained by different

river systems.
drained by different

... divides areas
... divides areas
... divides areas:
river systems.

(k) Qr code. (I) Variancia 0,01.

Ofc40
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Figura 6 — Imagens médicas com ruido.

(a) TC1 original. (b) Variancia 0,005.  (c) Variancia 0,0075.  (d) Variancia 0,01.

e) TC2 ongmal f VarlanC|a 0,005. VarlanC|a 0,0075. h VarlanC|a 0,01.

(i) TC3 original. (j) Variancia 0,005. (k) Variancia 0,0075. () Variancia 0,01.

Além da analise visual, a qualidade das reconstru¢cées pode ser avaliada
numericamente por meio do céalculo de algumas métricas, como: Peak Signal-to-Noise
Ratio (PSNR) e a Structural Similarity Index Metric (SSIM); a fim de verificar a qualidade
de imagem em termos de contraste, resolucdo, ruido, iluminacéo, etc. Essas métricas
sdo amplamente utilizadas em processamentos de imagens digitais, como compressao
de imagem (MIN et al., 2017), restauragao de imagem (AKBAR et al., 2020), reducao
de ruido de imagem (SHUKLA; PANDEY; REDDY, 2020) e varios outros (HORé; ZIOU,
2010).

O PSNR é uma métrica que define a relagao entre a maxima energia de um sinal
e o ruido que afeta sua representacao fidedigna, resultante do calculo do logaritmo
do Mean Squared Error (MSE) da imagem, que tradicionalmente usa o método de
soma como seu principal componente (SETIADI, 2021), resultando em uma grandeza
em decibel (dB). A formulacdo do PSNR usa a soma do quadrado do valor do pixel
da imagem original menos o pixel de imagem a se avaliar. Assim, de maneira geral,
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tem-se:

MSE

onde max € 0 nivel maximo de uma imagem em escala de cinza de 8 bits (max = 255).

2
PSNR = 10 - log;, (ma" ) ,

O SSIM é outra ferramenta quantitativa usada para medir a qualidade de
imagens, definido pela primeira vez em Wang et al. (2004), construido com base
em trés fatores principais: luminéancia, contraste e estrutura. Esses fatores substituem o
método de somatério usado como base para o calculo do PSNR (HORE; ZIOU, 2013).
Matematicamente, o SSIM entre as imagens original (im) e reconstruida (im’) é:

SSIM(im, im") = l(im,im") - c(im,im’) - s(im,im’),
onde [(im,im’), c(im,im’) e s(im,im’), € suas componentes, sdo:

2pipy +Cy

l(im,im) = —————:
( N ET RN

2000 +Cy
o+ 0+ Cy
o +C3
ooy + C3’

o Yot qu;vzl Y7 Mays
e MNO !

o = Zyzl Zévzl Zzozl<immyz - /ﬁz')2.
! MNO ’
Yol Z]yvzl Z?:l(””wyz - Nz‘)(im;yz — Hir) .
MNO ’
o il 25:1 220:1 im;yz .
B MNO ’
o2 — Z:]c\/lzl Zq];\[:l ZzO:1<im;3yz - Hi’)2.
! MNO ’
Girs — Zivil ZgJJV:l Zzozl <Zm:/vyz B NZ’)(meyz B lul)
v MNO ’
onde M e N sao as dimensdes da imagem, e O se refere as camadas (cores) da

imagem.

c(im,im’) =

s(im,im’) =

Uii/ =

it

A Equacéo (5.6) compara a luminancia (u) entre as imagens e possui valor
maximo de 1, obtido quando as imagens sao iguais (u; = u). A Equacéao (5.7), por
sua vez, compara o contraste (o) das imagens, também possuindo valor maximo de 1,
guando os contrastes, calculados com base no desvio padrao, séo iguais. A fungao que
compara as estruturas das imagens, com base no coeficiente de correlacéao, é (5.8), e
possui valor maximo de 1 quando o, = ;0.
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O SSIM maximo (SSIM = 1) acontecera quando as trés métricas forem iguais a
1. As constantes 4, C5, C5 sdo usadas para evitar os denominadores zero (WANG et al.,
2004). Alguns valores para essas constantes sdo: C; = (0,01 x 255)2, Cy = (0,03 x 255)?
e (s = % A Tabela 5 apresenta as descricdes das métricas de avaliacdo selecionadas.

Tabela 5 — Métricas selecionadas para andlise das imagens.

Métrica Descricao
Relacéo sinal-ruido de pico. Quanto

PSNR maior, melhor a qualidade da imagem.
Indice de Similaridade Estrutural. Quanto mais
SSIM " X .
proximo de 1, melhor a qualidade da imagem.
Valor da iteragdo em que o método parou
lteradas (critério de parada satisfeito).
N2 hs1—akl Critério de parada definido

[ para cada técnica computacional.
Tempo, em segundos, que a técnica
leva para reconstruir a imagem.

Tempo (s)
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5.3 Reconstrucao de imagens preto e branco

Nesta sec¢ao o FISTA, com modelo convexo, DCA e nmBDCA, com modelo nao
convexo, sdo usados na reconstrucdo das imagens da Tabela 2. E realizada a analise
do parametro do modelo de regularizacao ... Ainda, sdo analisadas as qualidades de
cada reconstrucao e o tempo de CPU para cada técnica.

5.3.1 Reconstrucdo com FISTA

Esta secao apresenta os resultados obtidos pela aplicagao do FISTA, que utiliza
o modelo TV convexo para a reconstrugcao de imagens. A técnica busca, mediante
aplicagao de diferentes niveis de ruido, obter imagens préximas da imagem original.
O intuito dessa analise é comparar o resultados das reconstru¢des visualmente e
numericamente.

O FISTA necessita de algumas inicializacées, apresentadas na Tabela 6. O
parametro p influencia significativamente o desempenho (métricas de avaliacdo) das
técnicas aplicadas para reconstruir as imagens. Entéo, antes da obtencao dos resultados,
foi realizada a varredura do ., para cada nivel de ruido, em cada imagem. Isso possibilita
estimar um p que permita melhores resultados de reconstrucao (foi utilizado o x cujo
SSIM é maior, buscando destacar mais os detalhes da imagem). A varredura foi feita
em uma faixa de valores (0,01 a 0,99; 1 a 30) suficiente para evidenciar os valores
maximos de PSNR e SSIM, onde para cada y foi gerado uma nova imagem com ruido
(semente aleatoria de ruido).

Tabela 6 — Pardmetros de inicializa¢do do FISTA.

Parametro Descricao

€ Ruido inserido na Imagem original.

m Parametro de regularizagdo do modelo de imagem.
max_iter Numero maximo de iteragbes por reconstrucao.

As varreduras para o FISTA podem ser observadas nas Figuras 7 a 10. E
evidente que as métricas PSNR e SSIM, a medida que a variancia do ruido inserido
aumenta, alcangam menores valores, corroborando a importéncia da avaliagao do nivel
de ruido nas reconstrucoes. Nota-se, que a faixa de valores para os melhores PSNR e
SSIM é pequena, o que significa que o ;. possui muita influéncia sobre o desempenho
das reconstrucdes. Quanto menor o valor de p, mais lenta fica a técnica e mais ruido é
removido da imagem. No entanto, para um p muito pequeno, pode haver distor¢cdo dos
pixels da imagem.

Os valores de i que alcancam os maiores SSIM, em cada variancia aplicada, e
os resultados de cada reconstrucdo sdo mostrados na Tabela 7, que permite verificar o
desempenho de reconstrucédo (métricas PSNR e SSIM), e o tempo para a obtencgao
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da imagem (tempo de CPU em segundos (s)). Nota-se que as reconstrucdes foram
satisfatérias, com SSIM acima de 70% na maioria dos testes. Os resultados sao obtidos
pela média de 100 execucdes da mesma técnica, para cada cenario de variancia e
1 configurado. As analises devem ser feitas entre mesmas imagens com variancias
diferentes, ja que cada imagem tem suas caracteristicas.

Nota-se que, a medida que as variancias aumentam, as métricas PSNR e SSIM
diminuem e o tempo de reconstrugao se torna mais distinto entre as imagens, o que
ressalta a influéncia dos niveis de ruido inserido. Todas as reconstru¢cées com FISTA
alcancaram as iteracbes maximas (30000 iteracdes), devido ao critério de parada de
5 x 1071 definido pelos autores, visando garantir que o FISTA retorne a melhor imagem
possivel para o teste realizado. Entédo, os resultados apresentados sao os melhores
possiveis com o FISTA em cada teste.

Tabela 7 — Resultados de reconstrugdo com FISTA.

Variancia 0,01

Imagem Técnica n PSNR SSIM lter. | Tempo (s)
Checkerboard FISTA 0,09 | 31,5074 | 0,9024 | 30000 64,9197
Text FISTA 0,12 | 27,3387 | 0,9242 | 30000 150,5507
Qr code FISTA 0,09 | 28,6996 | 0,9400 | 30000 62,7289

Variancia 0,05
Imagem Técnica m PSNR SSIM lter. | Tempo (s)

Checkerboard FISTA 0,2 24,9515 | 0,7951 | 30000 75,7891

Text FISTA 0,27 | 20,9555 | 0,8226 | 30000 113,9681

Qr code FISTA | 0,17 | 22,1838 | 0,8599 | 30000 | 63,8970
Variancia 0,10
Imagem Técnica m PSNR SSIM lter. | Tempo (s)

Checkerboard FISTA 0,31 | 22,3435 | 0,7338 | 30000 90,8217

Text FISTA 0,37 | 18,6978 | 0,7381 | 30000 125,5682

Qr code FISTA 0,28 | 19,4782 | 0,8097 | 30000 64,5098
Variancia 0,15
Imagem Técnica m PSNR SSIM lter. | Tempo (s)

Checkerboard FISTA 0,37 | 20,8012 | 0,6979 | 30000 91,0962

Text FISTA 0,52 | 16,7676 | 0,6794 | 30000 108,8225

Qr code FISTA 0,34 | 17,9732 | 0,7700 | 30000 76,8756

A analise visual das reconstrucdes pode ser realizada na Figura 11, onde a
imagem original (4 esquerda) e as imagens reconstruidas (a direita) sdo comparadas. E
possivel observar que o modelo TV convexo remove o ruido das imagens, preservando
detalhes importantes em cada teste. Entretanto, ha imagens que apresentam maior
quantidade de pixels em cinza, a medida que a variancia aumenta, significando que
o modelo ndo preserva bem algumas de suas regides. Assim, o modelo carece de
melhorias para preservar mais os detalhes em cada imagem.
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Figura 7 — Varredura do FISTA com variancia 0,01.

(a) Checkerboard PSNR.

(b) Checkerboard SSIM.
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Figura 8 — Varredura do FISTA com variancia 0,05.

(a) Checkerboard PSNR.
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(b) Checkerboard SSIM.
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Figura 9 — Varredura do FISTA com variancia 0,10.

(a) Checkerboard PSNR.
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Figura 10 — Varredura do FISTA com variancia 0,15.
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Figura 11 — Reconstrugdo com FISTA.

a) Checkerboard. (b) Variancia 0,01. (c) Variancia 0,05. (d) Variancia 0,10. (e) Variancia 0,15.

s

f) Text. g) Variancia 0,01. (h) Variancia 0,05. (i) Variancia 0,10. (j) Variancia 0,15.
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5.3.2 Reconstrucdo com DCA e nmBDCA

Como explicado na Secéo 5.1, a maior preservacao de detalhes em imagens
pode ser alcancada pelo uso de regularizacdes nao convexas, a partir da alteracao
do modelo de imagem. Essa alteracdo requer que o modelo usado neste trabalho
seja resolvido pelos métodos DCA e nmBDCA, em conjunto com o FISTA (o FISTA
resolve o subproblema criado pelas técnicas DC). Assim, esta secao apresenta essas
reconstrucdes a partir da interagao entre as técnicas. Semelhante ao FISTA, as técnicas
DC precisam de parametros de inicializa¢ao, evidenciados na Tabela 8.

Nota-se que as técnicas DC, principalmente o nmBDCA, tém mais parametros
para configurar. Isso ocorre porque o modelo TV ndo convexo tem a fungdo de
penalizacdo, e o nmBDCA possui os parametros da busca Armijo. Ha parametros
variaveis que devem ser configurados, levando em consideracao as caracteristicas do
problema.
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Tabela 8 — Parametros de inicializagdo para DCA e nmBDCA.

Parametro | DCA | nmBDCA Valor Descricao
€ Sim Sim variavel BUIdO |nser_|d.o
na imagem original.
. . . Parametro de regularizacao
H Sim Sim variavel do modelo degi]magemg.
P Sim Sim 1 Parametro de
fortemente convexa.
v Nao Sim variavel ParélAme_tro que gera uma
sequéncia na regra Armijo.
= . . Passo de
¢ Nao Sim variavel decrescimento de to.
o Nio |  Sim variavel Passo inicial da
busca Armijo.
T Nao Sim variavel P?:gr:ﬂ'ﬁﬁicjjg a
] ) . . Numero de iteragdes
max_iter Sim Sim variavel pOr reconstrucao.
I Sim Sim arco tangente Fungéo de penalizagao.

Assim como na sec¢ao anterior, o parametro i das técnicas DC foram analisados
antes da obtencao dos resultados de reconstru¢cao, como mostram as Figuras 12 a 15.
Diferente das varreduras com o FISTA, o i das técnicas DC possui faixas de valores
maiores (Figuras 12 e 13, por exemplo). Isso significa que a variagdo desse parametro
influencia menos as reconstrugdes e, ainda, que existem resultados préximos em
métricas, com y diferentes, cujos tempos para reconstruir sejam distintos, afinal, quanto
menor o0 u, maior a chance de se gastar mais tempo com as reconstrucoes.

De maneira geral, em termos do PSNR e do SSIM, os desempenhos do
DCA e nmBDCA séao parecidos. Porem, como o nmBDCA tem uma busca, o custo
computacional € diferente. Isso pode ser verificado na Tabela 9, obtida pela média das
100 execugdes de cada técnica, que traz as configuragdes do DCA e nmBDCA e os
resultados das reconstrucoes. O DCA e nmBDCA foram configurados com os seguintes
critérios de parada: 200 iteragbes maximas e tolerancia de parada de 5 x 1074, com
funcdo de penalizacédo ¢ = ¢4, © parametro de fortemente convexa p = 1. Esses
critérios foram definidos para permitir a funcionalidade das técnicas aplicadas, mas
devem ser cuidadosamente estudados para outros problemas.

Observa-se que o nmBDCA gasta menos tempo que o DCA na maioria das
reconstrucoes, além de possuir PSNR e SSIM similares, corroborando as varreduras
realizadas. Quando o DCA ganha em tempo, possui desempenho inferior ao nmBDCA.
Nota-se, também, que a mudanga da variancia em cada imagem pode ocasionar a
alteracao do parametro v, tornando-o importante para alcancgar bons resultados.
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Figura 12 — Varredura do DCA e do nmBDCA com variancia 0,01.
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Figura 13 — Varredura do DCA e do nmBDCA com variancia 0,05.
(a) Checkerboard PSNR. (b) Checkerboard SSIM.
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Figura 14 — Varredura do DCA e do nmBDCA com variancia 0,10.
(a) Checkerboard PSNR.
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Figura 15 — Varredura do DCA e do nmBDCA com variancia 0,15.
(a) Checkerboard PSNR. (b) Checkerboard SSIM.

22 1 0.8
= = :DCA = = 'DCA
nmBDCA

nmBDCA

0.7 [

=
(92}
0 o4
0.3
10
s 0.2
6 . 0.1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1% 1%
(c) Text PSNR. (d) Text SSIM.
20 0.7
= = :DCA - = ‘DCA
19 | nmBDCA nmBDCA
0.6
18 -
05
17 +
X 16} 20.4
& n
n
n 15r N o3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
I H
(e) Qr code PSNR. (f) Qr code SSIM.
20r 09
= = :DCA = = 'DCA
nmBDCA 08t nmBDCA
18
0.7 {
16 o
0.6
% 14 { g 05|
wn 9]
o 12 ) 04
0.3
10
0.2
8
0.1
6 ! 0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Iz 0

E perceptivel, ainda, que & medida que as variancias do ruido inserido aumentam,
o p do maior SSIM diminui e reforga a causa de aumento do tempo nas reconstrugdes.
Os resultados sao considerados satisfatorios, com SSIM acima de 76% em todos os
testes realizados. E importante ressaltar que os parametros configurados podem alterar
para outras imagens, sendo necessario analisar cada problema para obtencao de
resultados aceitaveis.
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Tabela 9 — Resultados de reconstrugdo com DCA e nmBDCA.

Variancia 0,01

Imagem Técnica I v PSNR SSIM Iter. Tempo (s)
Checkerboard DCA 5 - 42,4985 | 0,9740 10,27 3,0467
nmBDCA 5 50 | 42,5624 | 0,9740 | 7,13 2,6121
Text DCA 6 - 36,8888 | 0,9647 17,95 21,9967
nmBDCA 6 50 | 36,8933 | 0,9647 | 13,80 19,6283
Qr code DCA 4 - 41,3309 | 0,9886 11,42 4,0008
nmBDCA 4 50 | 41,3721 | 0,9887 | 8,31 3,4766

Variancia 0,05
Imagem Técnica I v PSNR SSIM Iter, Tempo (s)

Checkerboard DCA 15 | - | 31,0011 | 0,099 | 36,04 10,5928
nmBDCA | 1,5 | 100 | 31,0869 | 0,9108 | 26,60 9,5465

Text DCA 15 | - | 28,4618 | 0,9114 | 65,67 97,1271
nmBDCA | 1,5 | 60 | 28,4640 | 0,9116 | 56,09 | 96,3565

Qr code DCA 15 | - | 28,6500 | 0,9578 | 43,99 28,9804

nmBDCA | 1,5 | 500 | 28,6972 | 0,9581 29,10 22,9369
Variancia 0,10

Imagem Técnica I v PSNR SSIM lter. Tempo (s)

DCA [ 0.6 | - | 242283 | 08340 | 5534 | 17.2762

Checkerboard | | \BRGA | 076 | 100 | 24,3256 | 0,8355 | 41.22 | 15,3733
Text DCA 1 - 22,0319 0,7995 107,92 161,9973
nmBDCA | 0,82 | 45 | 2211315 | 0,8121 | 100,67 | 1783707

O coge DCA T | - [ 213256 [ 08940 | 7028 | 39,0311

nmBDCA 1 500 | 21,3839 | 0,8959 | 45,79 29,1205
Variancia 0,15
Imagem Técnica I v PSNR SSIM Iter. Tempo (s)

Checkerboard DCA 0,46 | - | 21,0772 | 0,7674 | 67,69 21,8354
nmBDCA | 0,45 | 500 | 21,1852 | 0,7687 | 43,88 | 16,9160

Text DCA 0,62 | - | 18,9701 | 0,6932 | 136,51 | 186,7794
nmBDCA | 0,64 | 45 | 18,9767 | 0,6926 | 125,27 | 184,9044

ar code DCA 052 | - | 18,6150 | 0,8333 | 106,49 | 52,4293

nmBDCA | 0,52 | 300 | 18,6609 | 0,8345 | 81,62 48,2520

A implementacao do DCA e do nmBDCA para a reconstrugcdo das imagens
evidencia o potencial que as técnicas tem para este fim, ja que foram propostas para
fungbes. Assim, as reconstrugdes obtidas com o0 DCA e nmBDCA podem ser avaliadas
visualmente nas Figuras 16 e 17, onde se verifica imagens obtidas com qualidade, com
menos pixels em cinza em relacdo as imagens reconstruidas com o FISTA, significando
melhor preservacdo de bordas entre as superficies da imagem. Também ¢é nitida
a influéncia do aumento da variancia, pois as imagens reconstruidas apresentam
pontos degradados pelo ruido, mas em geral, ha grande semelhanca entre as imagens
reconstruidas e originais. Ratificando o exposto pela Tabela 9, as reconstru¢cdes com
DCA e nmBDCA séo similares, e 0 nmBDCA tem menor tempo de CPU que o DCA na
maioria dos testes realizados.
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Figura 16 — Reconstrugao com DCA.
a) Checkerboard. (b) Variancia 0,01. (c) Variancia 0,05. (d) Variancia 0,10. (e) Variancia 0,15.

f) Text. g) Variancia 0,01. (h) Variancia 0,05. (i) Variancia 0,10. (j) Variancia 0,15.
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Figura 17 — Reconstrugéo com ntDCA
(a) Checkerboard. (b) Variancia 0,01. (c) Variancia 0,05. (d) Variancia 0,10. (e) Variancia 0,15.
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5.3.3 Comparacéao entre os modelos convexo e ndo convexo

Esta secao busca ressaltar o desempenho dos testes realizados, comparando
0s resultados visuais e métricos obtidos com as Figuras 18 a 21 e na Tabela 10. Com
variancias 0,01 e 0,05, percebe-se que o nmBDCA tem desempenho similar ao DCA,
mas superior ao FISTA, cujas reconstrucdes contém pixels em cinza principalmente
nas regides de separacao entre as superficies preto e branco. Porém, em geral, as
reconstrucdes sao satisfatorias.

As Figuras 20 e 21 tem as maiores variancias do ruido inserido e ilustram a
degradacdo das imagens e 0 quanto as reconstrucdes, principalmente com as técnicas
DC, alcancam bons resultados, recuperando a maior parte dos detalhes nas imagens.
Nessas figuras, o desempenho qualitativo das técnicas DC é superior ao FISTA, pois
as imagens reconstruidas possuem menos pixels em cinza e maior nitidez.

A Tabela 10 compara as métricas calculadas, e evidencia que o nmBDCA gasta
menos tempo na maioria das reconstrugdes. Ela ressalta que o SSIM e PSNR do
nmBDCA séao superiores aos do FISTA em todos os testes, o que reforca a robustez
do modelo ndo convexo ao ruido, em relacdo ao modelo convexo, especialmente em
problemas de reconstru¢ao de imagens onde a qualidade da imagem estudada é de
grande importancia, e indica que o modelo ndo convexo é mais adequado que convexo.
Ha casos (16,67% dos testes) em que o FISTA ganha em tempo (testes com variancia
0,10 e 0,15 para a imagem "Text"), mas apresenta desempenho qualitativo inferior ao
das técnicas DC.

Nos testes realizados, o nmBDCA supera o DCA em PSNR e iteragcdes em
todos os testes, e em SSIM e tempo de CPU em 91,67% dos casos, corroborando
a proposta do método nmBDCA de acelerar a convergéncia mantendo a qualidade
da imagem obtida. Em experimentos onde o DCA possui SSIM superior ao nmBDCA
(teste com variancia de 0,15 para a imagem “Text”), o desempenho do nmBDCA
ainda é considerado satisfatorio por apresentar PSNR superior e menor tempo de
CPU, indicando melhor remocéo de ruido, com menos CPU tempo, mas com maior
degradacgéo dos pixels da imagem original.

O aumento da variancia, na maioria dos testes, provoca diminui¢do do PSNR e
SSIM e aumento do tempo de reconstrugéo. Isso € esperado, pois significa que mais
ruido é inserido nas imagens, tornando o problema mais dificil de ser resolvido. Em
experimentos onde o tempo do nmBDCA é maior que o do DCA (8,33% dos testes), o
SSIM e PSNR do nmBDCA sao superiores e, assim, 0 nmBDCA alcanca resultados
satisfatérios em termos de qualidade da imagem obtido. Fica claro, entao, que apesar
dos desempenhos de qualidade e tempo semelhantes, o desempenho do nmBDCA é
superior ao DCA.
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Figura 18 — Comparagéo de resultados para variancia 0,01.
(a) Checkerboard. (b) Noisy checker. c) nmBDCA. d) FISTA. e) DCA.

i

(f) Text. (9) Noisy text. h) nmBDCA. i) FISTA. j) DCA.
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Figura 19 — Comparacéo de resultados para variancia 0,05.
(a) Checkerboard. (b) Noisy checker.  (c) nmBDCA. (d) FISTA. (e) DCA.

(f) Text. (g) Noisy text.  (h) nmBDCA. (i) FISTA. (j) DCA.
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Figura 20 — Comparacgéao de resultados para variancia 0,10.

(a) Checkerboard. (b) Noisy checker.  (c) nmBDCA. (d) FISTA.

(f) Text. (g) Noisy text.  (h) nmBDCA. (i) FISTA.
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Figura 21 — Comparagéao de resultados para variancia 0,15.

(a) Checkerboard. (b) Noisy checker.  (c) nmBDCA. (d) FISTA.

(f) Text. (g) Noisy text. (h) nmBDCA. (i) FISTA.
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Tabela 10 — Métricas de avaliacdo para reconstrucbes com imagens preto e branco (A tolerancia do
FISTA é 5 x 1071, A tolerancia das técnicas DC é 5 x 10~%).

Variancia 0,01

Imag. Téc. I ¢ to T v PSNR SSIM Iter. Tempo (s)
FISTA 0,09 - - - - 31,5074 | 0,9024 | 30000 64,9197
Checkerboard DCA 5 - - - - 42,4985 | 0,9740 | 10,27 3,0467
nmBDCA 5 0,05 | 0,9 | 0,15 | 50 42,5624 | 0,9740 7,13 2.6121
FISTA 0,12 - - - - 27,3387 | 0,9242 30000 150,5507
Text DCA 6 - - - 36,8888 | 0,9647 17,95 21,9967
6

nmBDCA 0,05 | 0,9 | 0,15 | 50 | 36,8933 | 0,9647 | 13,80 19,6283
FISTA 0,09 - - - - 28,6996 0,9400 30000 62,7289
Qr code DCA 4 - - 41,3309 0,9886 11,42 4,0008
nmBDCA 4 0,06 | 0,9 | 0,15 | 50 | 41,3721 | 0,9887 8,31 3,4766
Variancia 0,05
Imag. Téc. I ¢ to T v PSNR SSIM Iter. Tempo (s)
FISTA 0,2 - - - - 24,9515 0,7951 30000 75,7891
Checkerboard DCA 1,5 - - - 31,0011 | 0,9099 | 36,04 10,5928
nmBDCA | 1,5 | 0,05 | 0,9 | 0,15 | 100 | 31,0869 | 0,9108 | 26,60 9,5465
FISTA 0,27 - - - - 20,9555 0,8226 30000 113,9681
Text DCA 1,5 - - - - 28,4618 0,9114 65,67 97,1271
nmBDCA | 1,5 | 0,6 | 0,3 | 0,15 | 60 | 28,4640 | 0,9116 | 56,09 96,3565
FISTA 0,17 - - - - 22,1838 0,8599 30000 63,8970
Qr code DCA 1,5 - - - 28,6500 0,9578 43,99 28,9894
nmBDCA | 1,5 | 0,05 | 0,9 | 0,15 | 500 | 28,6972 | 0,9581 | 29,10 22,9369
Variancia 0,10
Imag. Téc. I ¢ to T v PSNR SSIM Iter. Tempo (s)
FISTA 0,31 - - - - 22,3435 0,7338 30000 90,8217
Checkerboard DCA 0,76 - - - 24,2283 0,8340 55,34 17,2762
nmBDCA | 0,76 | 0,05 | 0,9 | 0,15 | 100 | 24,3256 | 0,8355 | 41,22 15,3733

FISTA 0,37 - - - 18,6978 | 0,7381 | 30000 125,5682

Text DCA 1 - - - - 22,0319 | 0,7995 | 107,92 161,9973
nmBDCA | 0,82 | 0,6 | 0,3 | 0,15 | 45 | 22,1315 | 0,8121 | 100,67 178,3707

FISTA 0,28 - - - - 19,4782 | 0,8097 | 30000 64,5098

Qr code DCA 1 - - 21,3256 | 0,8940 70,28 39,0311

nmBDCA 1 0,05 | 0,9 | 0,15 | 500 | 21,3839 | 0,8959 | 45,79 29,1205
Variancia 0,15
Imag. Téc. I ¢ to T v PSNR SSIM Iter. Tempo (s)
FISTA 0,37 - - - - 20,8012 0,6979 30000 91,0962
Checkerboard DCA 0,46 - - - - 21,0772 | 0,7674 67,69 21,8354
nmBDCA | 0,45 | 0,05 | 0,9 | 0,15 | 500 | 21,1852 | 0,7687 | 43,88 16,9160

FISTA | 0,52 - - = | 16,7676 | 0,6794 | 30000 | 108,8225

Text DCA 062 | - - - - | 18,9701 | 0,6932 | 136,51 | 186,7794
nmBDCA | 0,64 | 0,15 | 0,4 | 0,7 | 45 | 18,9767 | 0,6926 | 125,27 | 184,9044

FISTA | 0,34 | - - - = | 17,9732 | 0,7700 | 30000 | 76,8756

Qr code DCA 0,52 - - - | 18,6159 | 0,8333 | 106,49 | 52,4293

nmBDCA | 0,52 | 0,05 | 0,9 | 0,15 | 300 | 18,6609 | 0,8345 | 81,62 48,2520

5.4 Reconstrucado de imagens médicas

Semelhante a Sec¢éo 5.3, nesta se¢ado sao reconstruidas as imagens 4,5 e 6
da Tabela 3, corrompidas por ruido Gaussiano com variancias de 0,005, 0,0075 e 0,01.
Os critérios de parada para configurar as técnicas nesta se¢cao sao os mesmos da
secdo 5.3. Os resultados foram obtidos calculando a média de cada métrica em 100
execucoes com sementes aleatoérias.

Apesar da realizacdo das varreduras do parametro p, aqui sdo usados graficos
de boxplots do PSNR e SSIM, obtidos para diferentes . em cada modelo. Este
grafico apresenta os valores maximo, minimo, mediano e discrepantes (outliers) e
permite identificar a maior concentracao de valores calculados, possibilitando avaliar o
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desempenho dos modelos. Como na secéao 5.3, os boxplots foram construidos a partir
de 300 amostras coletadas, obtidas pela variacdo dos valores de 1 de 0,01 a 0,99 e de 1
a 30. A utilizagao de boxplots destaca o desempenho qualitativo das técnicas a partir
da faixa de bons valores de SSIM e PSNR (mediana e intervalo interquartil).

A andlise entre os modelos convexo e ndo convexo pode ser feita comparando
os boxplots SSIM e PSNR nas Figuras 22, 23 e 24, que mostram a mediana, 0 maximo,
minimo e a faixa de valores . obtidos (tamanho do boxplot) para cada técnica, em cada
variancia de ruido testada. E possivel notar que, para as trés imagens de Tomografia
computadorizada (TC), independente da variancia, a presenca massiva de valores mais
baixos neste modelo torna a mediana do boxplot menor e a distancia interquartilica
maior que o do método DC, embora alguns valores maximos de PSNR e SSIM sejam
maiores para o modelo convexo. Isso indica que € estatisticamente mais facil calibrar o
parametro 1 do modelo ndo convexo para obter bom desempenho e, portanto, destaca a
superioridade qualitativa (em PSNR e SSIM) do modelo ndo convexo nas reconstrucdes
realizadas.

A avaliacdo usando os boxplots considera a concentragao dos dados (localizagao
do boxplot), e deixa claro que as medianas das técnicas DCA e nmBDCA, que usam o
modelo ndo convexo, sdo maiores. I1sso ocorre porque cada modelo possui uma faixa
de bons valores . Neste caso, 0 modelo convexo possui uma faixa de bons valores
menor que o Nao convexo; portanto, a determinagéo do u, além de ser mais dificil, tem
maior influéncia no desempenho do modelo. Verifica-se também que grande parte dos
outliers (valores geralmente eliminados no pré-processamento dos dados) estao mais
presentes nas métricas do modelo convexo. Isto destaca ainda mais o desempenho
superior do modelo n&o convexo.

As Figuras 22, 23 e 24 também mostram que o desempenho qualitativo entre
DCA e nmBDCA é semelhante. Isso ocorre porque nmBDCA aplica uma busca linear
para superar o DCA em tempo de CPU, e ela geralmente ndao afeta as métricas
qualitativas de PSNR e SSIM. Assim, os boxplots do DCA e nmBDCA mostram que
as técnicas possuem uma faixa semelhante de bons valores de p e que o valor
escolhido para as reconstrucées tem a mesma influéncia. O tempo de CPU entre
DCA e nmBDCA pode ser avaliado na Tabela 11, que mostra as métricas calculadas
para os experimentos com imagens de TC, obtidas por uma média de 100 execucdes
de cada técnica em cada variancia aplicada.

A proposta do nmBDCA de acelerar a convergéncia do DCA é alcangada, pois
o tempo de CPU do nmBDCA ¢ inferior ao do DCA em todos os testes realizados. Esta
tabela também mostra que, mesmo com boxplots semelhantes, o nmBDCA supera o
DCA em termos de qualidade das reconstrugbes obtidas em todos os testes realizados,
pois possui maior SSIM e PSNR. Nesta tabela, o calculo das métricas SSIM e tempo
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Figura 22 — Boxplots com variancia 0,005.

(a) TC1 - PSNR.

(b) TC1 - SSIM.
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Figura 23 — Boxplots com variancia 0,0075.
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Figura 24 — Boxplots com variéncia 0,01.
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28 | — ] il o ‘f f‘
| 0.75 F } ! S
26 } 1 |
! 0.7+ |
24 - | B |
| 0.65 - !
22+ ! 1 } —
L = 0.6 |
| |
DZC 20 - | ! ] O 055 ‘ —
s | I 1 1
16 | ! 1 0.45 1 1
| |
14 + i : B 0.4 r : :
|
ol 1 1 ] 0.35 - | |
+
‘ ‘ : Fista DCA nmBDCA
Fista DCA nmBDCA
(c) TC2 - PSNR. (d) TC2 - SSIM.
‘ osf — .
28 | - 7 § | |
| 1 1
261 1 07t
24 | :
L ‘ ,
| 0.6 %
22 ; b |
|
L ! i |
DZ: 20 } | s 08 1
181 ‘ ‘ 1 n !
N ‘ | 04t |
8 o) | A 3
|
14k } : f 0.3 ! | |
|
126 P —1 4 } }
02t | |
10 - + + q : :
PR 1
81 + + 1 o1r ‘ ‘ ‘
Fi;ta DC‘:A nt‘DCA Fista DCA nMBDCA
(e) TC3 - PSNR. (f) TC3 - SSIM.
; 08f - _
26+ ! ‘ : 1 % | |
| 0.7+
24t : i ¥
n ! | 0.6+ ‘%
| |
|
051 !
% 20 + | 1 =2 |
7 | ‘ 7 |
O 18t : | | oA |
|
16 } } | 031 : | |
| |
‘ ‘ l l
" | B | :
| | \ |
12+ — —— i 01b 1

. .
Fista DCA nmBDCA Fista DCA nmBDCA



Capitulo 5. Reconstrugdo de imagens 80

de CPU também indica que o modelo ndo convexo supera 0 modelo convexo em todos
os experimentos, sendo superior no PSNR em 77,78% dos testes. Isso indica que o
modelo ndo convexo € mais adequado que o0 modelo convexo para a reconstrucéo de
imagens médicas de TC e, em aplicacdes que dependem de tempo de CPU, mostra
que o nmBDCA é mais adequado que o DCA.

A Tabela 11 também mostra os parametros utilizados por cada técnica. E
notavel que o parametro x nos modelos convexo (u < 1) € ndo convexo (u > 1)
varia significativamente em magnitude. Isso ressalta a importancia de investigar esse
parametro em reconstrucdes. A configuracdao da busca do nmBDCA foi feita com os
parametros fixos ¢ = 0,05, t, = 0,9 e 7 = 0,15. O parametro v foi alterado em alguns
testes para garantir o menor tempo de CPU para nmBDCA (isso pode ser notado tanto
nas iteragdes quanto no tempo de CPU) e demonstra, como na Seg¢ao 5.3, que cada
problema requer o estudo dos parametros aplicados e quéao trabalhoso isso pode ser.
Nota-se também que o tempo de CPU e as iteragbes alcangadas podem nao aumentar,
mesmo com o0 aumento do ruido introduzido, devido a influéncia dos parametros das
técnicas utilizadas, neste caso, o v do mBDCA.

Tabela 11 — Métricas de avaliacao para reconstrugdes com imagem de TC (A tolerancia do FISTA é
5 x 10710, A tolerancia das técnicas DC é 5 x 10~%).

Variancia 0,005
Imagem | Técnica 1 ¢ to T v PSNR SSIM Iter. | Tempo (s)
FISTA 0,04 - - - - 29,8854 | 0,8053 | 30000 73,5305
TC1 DCA 10,9 - - - - 29,5835 | 0,8369 | 10,23 3,0384
nmBDCA | 10,9 | 0,05 | 0,9 | 0,15 | 50 | 28,5832 | 0,8370 | 7,95 2,8957
FISTA 0,08 - - - - 29,4364 | 0,8519 | 30000 74,3184
TC2 DCA 15 - - - 29,6296 | 0,8634 8,95 1,9991
nmBDCA | 14,9 | 0,05 | 0,9 | 0,15 | 70 | 29,6352 | 0,8637 | 6,39 1,8723
FISTA 0,12 - - - - 28,3119 | 0,8184 | 30000 73,2467
TC3 DCA 8,4 - - - - | 28,5640 | 0,8389 | 13,39 4,4226
nmBDCA | 84 | 0,05 | 0,9 | 0,15 | 70 | 28,5859 | 0,8394 | 9,55 3,7460
Variancia 0,0075
Imagem | Técnica I ¢ to T v PSNR SSIM Iter. | Tempo (s)
FISTA™ [ 0,09 - - - - |728,8052 | 0,8204 | 30000 | 75,3287
TC1 DCA 10,6 - - - 28,7645 | 0,8217 | 13,42 3,8388
nmBDCA | 10,7 | 0,05 | 0,9 | 0,15 | 70 | 28,7727 | 0,8219 | 9,78 3,4021
FISTA 0,1 - - - - 28,4091 | 0,8345 | 30000 71,1701
TC2 DCA 11,1 - - - 28,3790 | 0,8418 | 12,23 3,1304
nmBDCA | 11 | 0,05 | 0,9 | 0,15 | 70 | 28,3818 | 0,8420 | 8,58 2,7792
FISTA 0,07 - - - - 27,4055 | 0,7867 | 30000 72,2797
TC3 DCA 9,9 - - - | 27,3435 | 0,8097 | 20,01 7,5018
nmBDCA | 11,1 | 0,05 | 0,9 | 0,15 | 70 | 27,4569 | 0,8113 | 14,69 6,0179
Variancia 0,01
Imagem | Técnica i ¢ to T v PSNR SSIM Iter. | Tempo (s)
FISTA | 0,12 - - - - | 27,8735 | 0,7954 | 30000 | 72,5502
TC1 DCA 8,9 - - - - 27,9039 | 0,8006 | 17,32 5,2131
nmBDCA | 8,8 | 0,05 | 0,9 | 0,15 | 80 | 27,9080 | 0,8012 | 13,53 5,0327
FISTA 0,12 - - - - 27,6242 | 0,8207 | 30000 71,2268
TC2 DCA 8,4 - - - - 27,4315 | 0,8237 | 15,63 4,6286
nmBDCA | 84 | 0,05 | 0,9 | 0,15 | 70 | 27,4362 | 0,8239 | 11,99 4,3880
FISTA 0,09 - - - - 26,4558 | 0,7636 | 30000 70,9048
TC3 DCA 9 - - - - | 26,5457 | 0,7895 | 25,48 9,5697
nmBDCA 9 0,05 | 0,9 | 0,15 | 80 | 26,5471 | 0,7895 | 20,71 9,2433
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Assim como na secao 5.3, as imagens de TC reconstruidas sdo mostradas lado
a lado nas Figuras 25, 26 e 27. Apesar da insercao do ruido Gaussiano, as técnicas
aplicadas reconstroem as imagens de forma satisfatéria, preservando a maior parte
dos detalhes das imagens originais. Porém, mesmo com reconstrucdes visualmente
semelhantes, é possivel notar que o DCA e nmBDCA, que utilizam o modelo de TV nao
convexo, recuperam imagens com menos distor¢ao. Isso fica evidente na comparacéo
de texturas entre as imagens originais e recuperadas, onde é notavel a presenca de
superficies mais homogéneas nas imagens obtidas pelo FISTA, como nas Figuras 25i,
26d e 27n e menor remogao de ruido na Figura 25d.

Figura 25 — Reconstrugdes de imagens de TC com variancia 0,005.
(a) TC1 original  (b) TC1 ruidosa (c) nmBDCA (d) FISTA (e) DCA

4969696059

f) TC2 orlgmal TC2 ruidosa (h) ntDCA FISTA DCA

6 9&)@36}@3

(k) TC3 original () TC3 ruidosa (m) nmBDCA (n) FISTA (o) DCA
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Figura 26 — Reconstrugdes de imagens de TC com variéncia 0,0075.
(a) TC1 original  (b) TC1 ruidosa (c) nmBDCA (d) FISTA (e) DCA
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f)y TC2 orlglnal (9) TC2 ruidosa ntDCA FISTA DCA
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TCS orlglnal TCS rwdosa ntDCA FISTA o) DCA

Figura 27 — Reconstrugdes de imagens de TC com variancia 0,01.

(a) TC1 original  (b) TC1 ruidosa (c) nmBDCA (d) FISTA (e) DCA
f)y TC2 orlglnal (9) TC2 ruidosa ntDCA FISTA DCA
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TCS orlglnal TCS rwdosa ntDCA FISTA o) DCA
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5.5 Comparacgao entre nmBDCA e BDCA suavizado

Esta se¢éo considera especificamente os métodos nmBDCA e uma suavizagao
do BDCA para a reconstrucao de imagens corrompidas por diferentes ruidos em
diferentes niveis (ruidos Gaussiano e Riciano, muito presentes em aplica¢des de
processamento de imagens e sinais). Assim, os experimentos séo divididos em duas
secoes. A Secao 5.5.1 usa uma imagem real de ressonancia magnética (RM) de
tamanho 128 x 128, disponivel em <https://www.kaggle.com/datasets/sachinkumar413/
alzheimer-mri-dataset/data>), corrompida por ruido Gaussiano. Por sua vez, a Se¢ao
5.5.2 usa as imagens TC1 e TC2 descritas na Tabela 3, corrompidas por ruido Riciano.

Como ja mencionado, para que o BDCA seja aplicavel para problemas nao
convexos, a primeira componente (g(z)) do problema (4.10) deve ser diferenciavel. Isso
pode ser feito pela insercdo de uma fungdo suavizagdo na componente g(x). Neste
trabalho, a suavizacao de g(x) é feita com o uso da fungéo Huber, definida por g, tal
como:

1

L el <
9a(2) = Q

=%, el > o

coma > 0 e z € R" (nos testes realizados com o BDCA suavizado, a = 1077).
Mais informagdes sobre a funcdo Huber podem ser encontradas em Huber (1992). A
utilizacdo da funcao Huber garante que o BDCA possa resolver o modelo nao convexo.
Porém, o uso da fungcao de suavizacao na primeira componente DC torna o BDCA
deste trabalho uma variagao da versao original proposta por Artacho e Vuong (2020).
Isso permite o desenvolvimento de outros estudos futuros.

Com a insergao da fungéo de suavizagdo na primeira componente, o algoritmo
original do BDCA deve ser ajustado, de forma a inserir a fungdo de suavizagdo no
problema a ser resolvido. Isso pode ser observado no Algoritmo 12, que corresponde a
versdo suavizada do BDCA. Nota-se que o problema (5.9) a ser resolvido é similar a
(4.12) do Algoritmo 8, porém a primeira componente € g, ().

5.5.1 Experimentos com ruido Gaussiano

Esta secdo mostra a comparacao entre o nmBDCA e a versao suavizada do
BDCA na reconstru¢do de uma imagem de ressonancia magnética, quando corrompida
por ruido Gaussiano com variancias 0,005, 0,01 e 0,025. O parametro de regularizacao
(1) do modelo de imagem foi escolhido por varredura, como explicado nas secdes
anteriores, e permite estimar o (1) que obtém o melhor SSIM para cada técnica.

As técnicas usam modelos ndo convexos para reconstrucdo de imagem e
possuem as mesmas regras de parada usadas nos testes das Sec¢des 5.3.2 e 5.4:


https: //www.kaggle.com/datasets/sachinkumar413/alzheimer-mri-dataset/data
https: //www.kaggle.com/datasets/sachinkumar413/alzheimer-mri-dataset/data
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Algorithm 12 BDCA suavizado

1: Definirt_; > 0,7 >0, ¢ € (0,1), k =0, tol, stop_rule= +o0;
2: Selecionar um ponto inicial z° € R™;
3: while stop_rule > tol do

4:  Definir w* € dh(z*) e calcular:
y" € argmin{ga (z) — (w",x —2") : 2 € R"}; (5.9)
5. Calcular d* := y* — z*. Se ||d"|| = 0, pare e retorne z*. Se n&o, calcular t;, := ¢(?*t;_1, onde

dre=min {5 € Nt oy + terd®) < o(%) — 7 (Ctn) 14"}

6: Calcular zF+! .= y* + t;,d";
7: stop_rule= ||z* ™! — z*||;
8: k=k+1.

9: end while

maximo de 200 iteragdes e tolerancia de parada 5 x 10~%, com funcao de penalidade
® = daan, Parametro de funcao fortemente convexa p = 1. O modelo e as funcgdes g
e h sdo os mesmos definidos na Secao 5.1.1, modelo (5.3) e funcdes (5.4). Porém,
a insercdo da suavizacao na primeira componente DC torna TV (z) = TV,(z). As
técnicas BDCA suavizado e nmBDCA também requerem a configuragao de parametros
especificos (¢ = 0,05, to = 0,9, 7 = 0,15) aplicados na busca Armijo. No nmBDCA, um
parametro adicional € considerado v, = M,f”g e corresponde a sequéncia gerada pelo
nmBDCA a ser inserida na busca realizada. E importante destacar que os parametros
de busca tanto para o nmBDCA quanto para o BDCA suavizado sdo 0s mesmos,
para definir o mesmo cenario de busca entre as técnicas, e corroborar ainda mais os

resultados alcancados.

A Tabela 12 mostra os resultados de reconstrucéo, obtidos pela média de cada
métrica em 100 execugdes com sementes aleatdrias e cada parametro utilizado na
configuracao dos métodos nmBDCA e BDCA suavizado (o i que fornece o melhor
SSIM e os parametros especificos para cada técnica). Os dados da Tabela 12 mostram
que as métricas PSNR e SSIM possuem valores proximos, mas os tempos de CPU
entre BDCA suavizado e nmBDCA séo diferentes, sendo muito maiores para BDCA
suavizado.

Isso demonstra que o nmBDCA é melhor que o BDCA suavizado em aplicacbes
onde o custo computacional é importante (destacam-se aplicacdes com recuperacao de
imagens em tempo real, onde os dados adquiridos sao processados a medida que sao
coletados). Por outro lado, os resultados também indicam que os métodos utilizados
podem ser aplicados a problemas que envolvem o processamento de imagens com
diferentes caracteristicas de cor e textura. Isto é importante porque mostra que eles
sdo versateis e gerais e podem ser usados para outros problemas de minimizagao.
Em particular, a reconstrugdo de imagens de ressonancia magnética de qualidade
indica que o BDCA suavizado e 0 nmBDCA s&o promissores para aplicacdes médicas
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Tabela 12 — Métricas de avaliacdo para RM com ruido Gaussiano

Variancia 0,005
Imagem | Técnica | x | v | PSNR | SSIM |[Tempo (s)

BDCA
RM suavizado 12,2| - | 28,3481 | 0,8999 28,3

nmBDCA |12,2| 100 | 28,3495 | 0,9000 1,7
Variancia 0,01
Imagem | Técnica | » | v | PSNR | SSIM |Tempo (s)
BDCA

RM suavizado 8 - | 28,1440 | 0,8525 54,2
nmBDCA| 8 |100 | 28,1458 | 0,8527 4,0
Variancia 0,025
Imagem | Técnica | x | v | PSNR | SSIM |[Tempo (s)
BDCA

RM suavizado 5 - | 23,1785 | 0,7438 99,1
nmBDCA| 5 |100 | 23,1863 | 0,7448 9,9

semelhantes.

A Figura 28 mostra, para ruido Gaussiano com variancia 0,025, a comparagao
entre aimagem original de RM e as imagens reconstruidas. As reconstrucoes nmBDCA
e BDCA suavizado sao satisfatérias e de qualidade semelhante.

Figura 28 — Reconstrugcdes da imagens de RM com ruido Gaussiano de variancia 0,025
(a) RM (b) Ruidosa (c) nmBDCA (d) BDCA suavizado

5.5.2 Experimentos com ruido Riciano

Semelhante a Secao 5.5.1, esta se¢ao usa as imagens TC1 e TC2 descritas na
Tabela 3, porém corrompidas por ruido Riciano com variancias 0,10, 0,15 e 0,20. Séo
usados os parametros ¢ = 0,05, to = 0,9, 7 = 0,15 nas buscas do BDCA suavizado e

vl|a*]?

nmBDCA. No nmBDCA, o mesmo parametro v, = “-~ € usado.

Muitos problemas de imagem envolvem o processamento de imagens médicas,
que consistem em dados complexos que representam magnitude, fase e frequéncia.
Eles s&o obtidos através da transformada inversa de Fourier e servem para representar
as caracteristicas de um paciente, por exemplo. Normalmente, esses dados podem ser
corrompidos por um tipo ruido conhecido como ruido Riciano, que depende dos sinais
elétricos gerados durante o processo de aquisigéo.

Neste contexto, uma pratica comum é transformar imagens de valores complexos
em imagens com magnitude e fase. Nesta transformacéo, os dados de magnitude no
dominio espacial sdo modelados como distribuicdo Riciana. O ruido é denominado
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ruido Riciano e corresponde ao erro entre as intensidades da imagem subjacente e os
dados de medicdo (MOHAN; KRISHNAVENI; GUO, 2014).

A distribuicdo de probabilidade Riciana de uma imagem corrompida f é dada
por:

P(flu) = fe:cp<u o >Io(£u) (5.10)

onde I, é o primeiro tipo de fun¢do de Bessel modificada com ordem zero (BOWMAN,
2012), 0% denota a variancia do ruido gaussiano nas imagens reais e imaginarias
(assumidas iguais) e f = /(u + n1)? + 13, onde u é a verdadeira amplitude da imagem,
e 11, 12 representa o ruido gaussiano branco independente com o mesmo desvio padrao
o. Sugerimos a leitura de Sijbers et al. (1998), Chen et al. (2018), Gudbjartsson e Patz
(1995) e Macovski (1996) para que se obtenham mais informacdes sobre a modelagem
do ruido Riciano.

Considerando (5.10), Wu et al. (2022) propdée um modelo MAP-Riciano nao
suave e ndo convexo para remog¢ao de ruido de imagens dado por:

inf {B(u) = 21 Qu2d$—/log (10<f ))dm+7/ Vall,  (5.11)

uEBV (Q o2

onde v é uma constante de regularizagdo nao negativa, D é um operador gradiente,
[ Q| Vu| é a variagdo total TV e BV (2) é o subespaco de fungdes u € L!(Q) tal que a
seguinte quantidade é finita:

= sup{/ z)divp(x)dx | ¢ € CSO(Q,RQ),HcpHLOQ(Q’Rz) <1}.

Considerando (5.11), o modelo a ser minimizado por BDCA suavizado e nmBDCA é
dado por:

1

inf {F(u) =52

uER™ u>0

Jull? - qog (1( L)) ) +1ve), 612

ondeovetor1=(1,1,....1)" e R", TV (u) = TV, (u) = X", ho((Viu)i,(Vyu);) € uma
aproximacao suave de T'V isotrépica para BDCA suavizado, com h,, definido por (5.5);
veja Wu et al. (2022, Secéo 3) para mais detalhes sobre TV,,. A partir de (5.12), as
fungdes g(u) e h(u) do problema DC a ser resolvido por BDCA suavizado e nmBDCA
podem ser definidas por:

1
9(u) = 55 lull® + ATV () + & ul]?
) = flog (10(3) ) 1) + £l

onde p é uma constante positiva tornando os componentes g(u) e h(u) fortemente
convexos, e a suposicao p > 7, uma constante positiva. Assim como nos experimentos
das secdes anteriores, o FISTA na versao FGP é aplicado para resolver o subproblema

(5.13)
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(5.9) e, como o0 modelo a ser resolvido é (5.12), com componentes DC dados em (5.13),

. ~ k
a cada iteragdo o FGP deve resolver um problema no forma de (5.5), onde s* = “{f:
_ qo?
A= 1

A configuragéo do parametro de regularizagéo () de (5.12) também foi definida
pela varredura dos valores deste parametro, nas mesmas condi¢cdes descritas na Secao
5.3. Em relacao aos critérios de parada utilizados, apenas o parametro da funcao
fortemente convexa foi alterado para p = 107°. Todos os resultados apresentados na
Tabela 13 foram obtidos calculando a média de cada métrica em 100 execugdes, com
sementes aleatérias, da mesma forma que na Secéao 5.5.1.

Tabela 13 — Métricas de avaliagédo para os experimentos com ruido Riciano

Variancia 0,10

Imagem | Técnica | v | v | PSNR | SSIM |[Tempo (s)

BDCA
CT1  |suavisado| 84 | - | 27,3707 | 0,6979 | 583
nmBDCA | 8,4 | 50 | 27,3714 [ 0,6979 | 3,9

BDCA
75| - |27,7105|0,8256 | 32,5

CT2 suavizado
nmBDCA | 7,5 | 50 | 27,7102 | 0,8256 2,3
Variancia 0,15
Imagem | Técnica | v | v | PSNR | SSIM |Tempo (s)
BDCA

CT1  |suavisado| 39 | - | 25,0072 0,6461| 710
nmBDCA | 5,9 | 50 | 25,0064 | 0,6461 4,9
BDCA 55| - | 25,0808 | 0,7762| 456

CT2 suavizado
nmBDCA | 5,5 | 50 | 25,0815 | 0,7762 3,7
Variancia 0,20
Imagem | Técnica| ~ | v | PSNR | SSIM |[Tempo (s)

BDCA
CT1 suavizado 5 - | 23,0764 | 0,6088 74,7
nmBDCA| 5 | 50 | 23,0765 | 0,6088 5,8

BDCA
4,3 | - | 23,0628 | 0,7358 52,3

CT2 suavizado
nmBDCA | 4,3 | 50 | 23,0626 |0,7358 4,2

A Tabela 13 contém os parametros de configuracédo (y e v) e as métricas
de avaliagdo calculadas. Pode-se notar que em cada variancia o parametro v €
ajustado, para que se obtenha o melhor SSIM possivel. Porém, nesses experimentos, a
manutencao do parametro v = 50 foi suficiente para permitir que o nmBDCA obtivesse
menor tempo de CPU que o BDCA suavizado em todos os testes realizados. E possivel
observar que os desempenhos de qualidade de imagem (métricas PSNR e SSIM) sao
semelhantes, mas diferentes em relagao ao tempo de CPU, como na Secao 5.5.1.

A comparagéao entre as imagens obtidas com nmBDCA e BDCA suavizado pode
ser vista na Figura 29, e mostra, assim como na Sec¢ao 5.5.1, que as reconstrucoes
sao satisfatérias, e recuperam imagens originais de qualidade. Porém, mesmo que
os desempenhos sejam qualitativamente semelhantes, a Tabela 13 comprova que
o nmBDCA é superior ao BDCA suavizado em termos de tempo de CPU, obtendo
imagens com menor custo computacional.
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Figura 29 — Reconstrugbes das imagens de TC corrompidas por ruido Riciano de variancia 0,20.

(a) TCH (b) Ruidosa (c) nmBDCA (d) BDCA suavizado

HH

g) nmBDCA h) BDCA suavizado

5.6 Comentarios finais dos experimentos

Como explicado na Secao 4.3, o nmBDCA néo precisa da diferenciabilidade
do primeiro componente DC, e aplica uma busca ndo monétona controlada por uma
sequéncia, parametrizada por v, que calcula uma direcao de descida maior que o DCA
e permite obter a diminui¢cdo adicional no valor da fungao objetivo. Isso proporciona
convergéncia em menor tempo de CPU e manutencao da qualidade de reconstrucao
das imagens analisadas, além de destacar a busca ndo monétona como ponto crucial
do nmBDCA.

A busca realizada contém parametros (to, 7, ( € v) que determinam o seu
ponto inicial, ajustam sua intensidade, determinam a etapa de atualizagcao e geram
a sequéncia que controla o crescimento do valor da fungéo objetivo (quando ocorre).
Esses parametros podem ser considerados uma dificuldade na aplicacdo do método,
pois sua configuracdo é necessaria particular a cada problema. Porém, incentiva o
surgimento de pesquisas, principalmente para a otimizacao.

O nmBDCA ¢é aplicado com o modelo TV n&o convexo, que se diferencia do
modelo convexo por apresentar uma funcao (¢) que penaliza a variagao total e é
aplicada para preservar mais detalhes da imagem, principalmente bordas e textura. Isto
€ importante, porque determinar um modelo que reconstréi melhores imagens permite
seu uso em problemas onde a qualidade da imagem é essencial. Embora as fungdes ¢
sejam concavas, o que tornaria o problema estudado nao convexo e, portanto, de dificil
solugao, existem condi¢cées em que a aplicacédo de ¢ possibilita resolver o problema
nao convexo usando métodos DC. Desta forma, a abordagem de otimizagdo DC pode
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ser aplicada, e melhorias no tempo de CPU e na qualidade da reconstrucdao da imagem
podem ser alcancadas.

A funcdo ¢ usada neste trabalho é ¢4, aplicada por Oliveira e Tcheou (2019).
Porém, conforme descrito na Secao 5.1.2 e exemplificado pela Tabela 4, existem
outras funcdes ¢ que satisfazem as condi¢cdes de aplicacdo no modelo de TV nao
convexo, cuja insergcédo pode interferir no desempenho do modelo. Assim, trabalhos
futuros envolvem o desenvolvimento de um conjunto de fungdes que satisfacam as
condigdes de aplicagdo no modelo ndo convexo, de forma a analisar a influéncia delas
no desempenho do modelo e, também, estudar a possibilidade de tornar o método DC
aplicado mais eficiente.

O parametro de configuracdo do modelo de imagem (u) foi ajustado com base na
varredura realizada para cada técnica. A Secao 5.3 apresenta os gréaficos de varredura
para cada imagem e variancia aplicada. E possivel notar que a faixa de valores bons
de p é diferente entre as técnicas FISTA (modelo convexo) e técnicas DC (modelo ndo
convexo) e que a maior quantidade dos maiores valores de PSNR e SSIM esta nas
técnicas DC. Isso indica que o modelo ndo convexo é superior ao modelo convexo
para a reconstrucédo de imagens nos experimentos realizados. As varreduras também
mostram que o DCA e nmBDCA retornam PSNR e SSIM semelhantes para o mesmo
. Porém, a Tabela 10 mostra que o nmBDCA, além de reconstruir imagens com
menos tempo de CPU que o DCA, possui SSIM e PSNR superiores na maioria dos
experimentos realizados.

A Secao 5.4 apresenta os resultados de experimentos com imagens médicas de
TC do COVID-19. O parametro i também ¢é avaliado para configurar as técnicas, mas
as varreduras sao apresentadas com boxplots para destacar os valores calculados de
PSNR e SSIM (outliers, maximo, minimo e mediana). Isso destaca estatisticamente os
valores de PSNR e SSIM obtidos pelos modelos convexos e ndo convexos, mostrando
que o modelo nao convexo contém a maior quantidade de i que atinge os melhores
PSNR e SSIM. O uso dos boxplots na Seg¢ao 5.4 mostra que o DCA e o nmBDCA
possuem desempenhos semelhantes em termos de métricas de qualidade, mas séo
diferentes em termos de tempo de CPU para reconstrucdes. Isso € mostrado na Tabela
11, que apresenta os parametros utilizados e as medidas calculadas em cada variancia
para cada imagem.

A comparacao especifica entre nmBDCA e a versdo suavizada do BDCA (este
trabalho aplica a fungao Huber na primeira componente DC) € feita na Secao 5.5, que
mostra a superioridade do nmBDCA principalmente quanto ao tempo de CPU. Percebe-
se que as imagens reconstruidas nessa secao possuem boa qualidade, recuperando a
maior parte dos detalhes das imagens originais. Assim, esses resultados mostram que
o nmBDCA ¢ indicado para aplicagdes onde o tempo de CPU é mais importante e que



Capitulo 5. Reconstrugdo de imagens 90

as técnicas sdo promissoras para reconstru¢do de imagens médicas.

Este trabalho se limita ao estudo da remocéo do ruido em imagens preto e
branco e médicas de TC e RM. As sec¢des de experimentos sao divididas em testes
que corrompem imagens com ruido Gaussiano e Riciano. Portanto, para outros ruidos,
como ruido impulsivo (sal e pimenta), ruido de Poisson, 0 modelo de imagem deve
contemplar ajustes no calculo da variagcao total. Assim, este trabalho incentiva a analise
futura de problemas com outros tipos de ruido e outros tipos de imagens.
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6 Conclusoes e consideracoes finais

Este trabalho propés recuperar imagens corrompidas por ruido Gaussiano e
Riciano, avaliando a influéncia do modelo de imagem aplicado. Para isso, utilizou
o nmBDCA para reconstruir as imagens corrompidas, com maior qualidade e menor
tempo de CPU que o DCA, e, ainda, comparou o desempenho dos modelos TV convexo
e nao convexo, com a insercao de diferentes niveis de ruido. Além disso, propbs uma
versdo suavizada do BDCA que recupera imagens com qualidade semelhante ao
nmBDCA.

Na Secao 5.3, a analise do tempo de CPU e da qualidade das reconstrucdes do
nmBDCA e a comparagdo com o DCA mostra que as imagens obtidas com nmBDCA
sao de melhor qualidade, porque apresentam melhor PSNR em todos os experimentos
e melhores SSIM e tempo de CPU em 91,67 % dos testes realizados. Isto € um indicio
de que a aplicagdo do nmBDCA é mais adequada para problemas cujo desempenho
computacional € crucial e que o nmBDCA com TV n&o convexa também é indicado para
problemas onde a recuperagao e tratamento da imagem é importante. Desta forma, os
resultados alcangados sao satisfatérios, e ha uma grande contribuicdo para a area de
otimizacao DC, que requer processamento de imagens.

Na mesma secéo, a comparagao entre 0s modelos nao convexo e convexo,
especificamente entre nmBDCA e FISTA, destaca que o modelo ndo convexo € mais
robusto ao aumento do ruido inserido nas imagens, pois as métricas PSNR e SSIM sao
superiores em 100% dos testes realizados. Portanto, a comparacéao contribui com a
determinacao de modelos para problemas de reconstru¢do de imagens que envolvem
diferentes niveis de ruido e sugere uma preferéncia pela escolha do modelo de TV néo
convexo.

A Secédo 5.4 apresenta os boxplots semelhantes do desempenho qualitativo
entre DCA e nmBDCA, mas a Tabela 11 indica a superioridade do nmBDCA quando
a avaliacao é feita sobre a média de execucdes. Em relacdo ao tempo de CPU, o
nmBDCA supera o DCA em todos os experimentos realizados com imagens de TC
e, portanto, a proposta do nmBDCA de acelerar a convergéncia do DCA é alcangada.
A comparagao entre os modelos convexo e ndo convexo mostra que o modelo néao
convexo supera o modelo convexo apresentando maior SSIM e tempo de CPU em
todos os testes e maior PSNR em 77,78% deles. Assim, indica que o0 modelo nao
convexo é mais adequado que o convexo para a reconstrucdo de imagens médicas de
TC e que o nmBDCA ¢ mais adequado para aplicagdes que dependem de tempo de
CPU.
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A comparagéao entre nmBDCA e o BDCA suavizado na reconstrugao de imagens
com diferentes niveis e tipos de ruido apresentada na Sec¢éo 5.5 mostra que o nmBDCA
€ superior, principalmente em tempo de CPU, e que ambas as técnicas podem ser
aplicadas para a recuperacao de imagens, mesmo com diferentes tipos de ruido. Em
termos de qualidade, o desempenho das técnicas é similar (na maioria dos testes, o
nmBDCA & superior), porém, para problemas cujo tempo de CPU € muito importante, o
nmBDCA se destaca e é mais indicado.

Existem desafios na configuracdo dos parametros do modelo de imagem e na
definicdo dos parametros de busca do nmBDCA e BDCA suavizado. O parametro de
regularizacdo n tem influéncia determinante na qualidade das imagens obtidas e foi
analisado antes das reconstrugdes, para que fosse determinado o melhor parametro
para cada teste. Isso permitiu entender que cada modelo possui uma faixa distinta de
valores 1 que possibilita alcangar bons resultados.

Os parametros de busca do nmBDCA (¢, to, 7 € v) e do BDCA suavizado (, t,
7) estao diretamente ligados ao tempo de CPU que cada técnica leva para reconstruir
as imagens. O numero de parametros a serem ajustados é um desafio, pois cada teste
pode exigir sua configuracéo individual. Além disso, também € importante analisar o
valor inicial da etapa de reducéo da busca Armijo, pois isso afeta diretamente o tempo
de CPU do nmBDCA.

Em pesquisas futuras, considera-se: analisar o impacto de outros tipos de ruido;
usar conjuntos de dados de imagens com caracteristicas diferentes (imagens coloridas,
por exemplo); examinar o impacto das fungdes de penalidade no modelo nao convexo
e relatar a sua influéncia no desempenho do modelo.
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7/ Apéndices

7.1 Demonstracao do Lema 4.1

De fato, a expressao (4.11) é equivalente a
w* € dg(y*).

Suponha que y* seja solucdo de (4.11). Entdo, como a fungao do subproblema é, em
particular, convexa, tem-se que

0e a(g() - <wk> > + <wkvxk>)(yk)'

Pela Proposicao 3.2 e Proposicéo 3.8, segue que 0 € dg(y*) — w*, que é, w* € dg(y*).
Por outro lado, w* € dh(x*), devido ao Passo 2. Consequentemente, se y* = z*, segue
que dg(x*) N Oh(2*) # @. Logo, =¥ é ponto critico.

7.2 Demonstracao da Proposicao 4.1

De fato, conforme passo 3, o Algoritmo 7 termina quando 3* = z*. Pelo Lema
4.1, ¥ € um ponto critico, e isso prova o item (i). Suponha que z**! # z* Vk € N.
Como w* € dh(z*) N dg(2**1) para qualquer k € N, aplicando o item (iii) do Teorema
3.7 tem-se que:

o) = (&) 2 (0, — 1)+ 2ljgt — o1 7.1
e
h(z") — h(z®) > (w*, " — ) + §||Zz‘k+1 — x| % (7.2)

Somando as desigualdades (7.1) e (7.2) termo a termo, tem-se

[9(2") = h(a")] = [g(a™) = A1) 2 (wF, 2 = a"1) o+ wh, o — ) 4 pllat —
— <wk,xk . xkz+1> _ <wk,l’k _ xkz+1> + pHmk _ xk+1H2
= plla* — .
Entdo
plla® — "HP < f(a*) — f(=*), VEeN. (7.3)
Em particular, ! £ z* implica ||z* — 2*1||? > 0. Por isso,
0 < f(z®) — f(z),Vk € N,

Entéo, f(2Ft1) < f(2*) para qualquer & € N e isso prova que {f(xk)} é decrescente.
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7.3 Demonstracao da Proposicao 4.2

Considerando a soma parcial na desigualdade (7.3):

0< g: pllz® — 22 < i [f(2") = (&™)
k=0 k=0

obtém-se N
0< Y plla® — "2 < f(a°) — fa™).
k=0

Pelas hipéteses (H2) e (H3), f* < f(2¥*!), para todo N € N, que implica que
—f(zN*1) < —f*, para todo N € N. Portanto,

N
0< Y plfa® — 2" < f(a®) - f,Vk €N, (7.4)
k=0
Tomando o limite como N — +o0o em (7.4) tem-se
+oo
> |aF = 2F P < 400
k=0
Em particular, ||z* — 2**!|| — 0 quando k — +oo.

7.4 Demonstracao do Teorema 4.3

Seja z* um ponto critico de {x’“}keN. Entdo existe uma subsequéncia {xkﬂ} .
J
tal que lim 2% = 2*. Em particular, {x’“]} é limitado.
j—o0 JEN

Afirma-se que lim "' = z*. Na verdade, pela desigualdade triangular, tem-se
Jj—o0o

2577 — ) = [ — )+ (b — 7))
< [t =2+ [a - a7
Entao,
[l — || < et — 2| + (2% — 7|, V) € N. (7.5)

Tomando o limite com j — oo em (7.5) e aplicando a Proposicéo 4.2, tem-se que

lim [|2®* — 2*|| = 0, porisso lim z%*! = 2*,
J—rtoo Jj—+o0

Pela limitacao de {x’%} o € aplicando a Proposicao 3.4, obtém-se a limitacao
J
de {w’ﬁ}A , onde w"i € dOh(x*i), para todo j € N.
JjeN

A condic¢éo de otimalidade de primeira ordem para (4.11) em k = k; implica

whi € dg(xFth).
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Sem perda de generalidade, supde-se {w’“f}jeN convergente. Portanto,

w € Og(x*) N oh(zM),Vj € N.

Pela Proposicao 3.4, tem-se que
dg(x*) N Oh(z™) # @.

Portanto, x* € um ponto critico.

7.5 Demonstracao da Proposicao 4.3

(i) Como »* é a Unica solugdo de (4.12), tem-se que Vg(y*) — w* = 0, ou seja,
Vg(y*) = w*. Pela forte convexidade de g e h, como w* € dh(z*) tem-se

p
S|

ko k2
511z ¥

g(@") = g(*) > (w*, 2" —y*) +

R(y") = h(a*) = (b " —ab) + iyt — ¥
Somando ambas as desigualdades acima termo a termo, tem-se
[g(2*) = h(a®)] = [9(y*) = h(y")] = (", 2" = y*) + (", yF —2) + pl|a® — 2|2
= (w*, 2" — ) — (¥ 2" — o) + plla® — ¥
= plla* — o[
Sabe-se que d* = y* — 2 e f(x) = g(x) — h(x). Assim,

Fh) < F®) = plld*|)?.

(i) Pela definicdo de derivada direcional, tem-se

FlyF + Md¥) — f(yF)

75 d) = lim

A0 A
g gy + Ad*) = h(y* + Md*) — (g(y*) — h(y"))
~ o )
g(yF + Ad¥) — g(yF) h(y* + M) — h(y*)

A0 A iﬁ)l A
Como g é diferenciavel, obtém-se
h(y* + Ad*) — h(y*)

fy*d") = (Vg(y"),d") — lim . ' (7.6)

Por outro lado, pela convexidade de i podemos escolher u € dh(y*), e entéo

h(y* + Ad®) — h(y*) > (u, \d"),
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(i)

que implica
h(y* + Ad;) — h(y") > . d), YA >0,
e portanto,
g MM R g

Portanto

F'y"d") < (Va(y*) —u,y* — o). (7.7)
Sabe-se que Vg(y*) = w* € dh(z*). A fungéo h é fortemente convexa com médulo
p, entao, pelo Teorema 3.7, 0h é fortemente mondtona com maodulo p. Assim,
como u € dh(y*), afirma-se que

(Va(y*) —u, 2% —y*)y > pllz* — " ||
Portanto,
(Vo(y") — u, v — %) < —p|l=* — y¥|1%.

A prova segue combinando a ultima desigualdade com (7.7).
Se d* = 0 ou A = 0, ndo ha nada a provar. Caso contrario, tem-se
k kY k
o SR M) — F ()

A0 A
Portanto, existe algum ¢, > 0 tal que

p
= f(y"d%) < —plla® —y* P < =S ll°.

Fly + AdF) — F(yF)
A

Py k2 N
<5l vAe (0, 6],
isto e, \

FF +2d") < FR) = BRIl A e (0,6
Escolha \ € (0, 54. Entdo
A
Fh) = a1 < £ — an?lla 2

que equivale a

A< P

~ 2a°

Portanto, definindo 4, := min {Sk, 22}, obtém-se

"+ Ad") < fyF) — aX?||d¥]], VA € (0,04].
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7.6 Demonstracao do Lema 4.2
Na verdade, a expressédo em (4.12) é equivalente a
Vy(y") = w".

zk,

Por outro lado, w* € 9dh(2*), devido ao passo 2. Consequentemente, se y*
segue-se que dg(z*) N oh(z*) = {Vg(a:k)}. Assim, z* é um ponto critico de f.

7.7 Demonstracao da Proposicao 4.4

Pelo passo 3, o Algoritmo 8 termina quando y* = 2*. Pelo Lema 4.2, ¥ é um
ponto critico, e isso prova o item (i). Combinando os itens (i) e (iii) da Proposigcéo 4.3
com o Passo 4, obtém-se

FWF + Med®) < F(5F) — arid¥|

F@®) = plld"|? — ax||d"|

f@®) = (p+aXp)d"|?, VkeN,

onde p > 0 é a constante de forte convexidade para as fungdes g e h. Assim, como
d¥ #£0e 2" = y*F + N\, d*, tem-se

<

@ = " + Mdb) < f(2¥), VEEN,

que completa a prova.

7.8 Demonstracédo do Corolario 4.1

Isso decorre imediatamente do fato de que f é limitado inferiormente, pela
hipotese (H3), e {f(x’“)}kGN é decrescente.

7.9 Demonstracao da Proposicao 4.5
(i) Pela Proposigéao 4.3 e passo 4 do Algoritmo 8, tem-se
F@*Y) < fa) = (aX}+p) )7, VEeN.

Entao,
(X2 +p) 4" < f(a%) = f(a*), VkeN.

Como a2 > 0, afirma-se que p||d*||?> < (aAi + p) ||d*||?. Por isso,

plld*]|* < f(a*) = f(@*1), VkeN. (7.8)
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Considerando a soma parcial na desigualdade (7.8):
N N
0< > plld|l* < > [f(a*) = f(a*)]
k=0 k=0

obtém-se N
0< > plldF|* < f(a°) — f(aNH).
k=0

Como f* = igﬂ{nf(x), pela hipétese (H2), entdo f* < f(zV*!) implica —f* >
—f(zN*1), para todo N € N. Portanto,

N
0< > plld*|* < f(2) — f*,Vk €N. (7.9)
k=0
Como p > 0 é constante, tomando o limite com N — +o0o0 em (7.9), tem-se

—+00
Z ||d¥||? < +oo.
k=0

(i) Seja A > 0talque 0 < )\, < \, para todo k& € N. Em primeiro lugar, nota-se que

[ = 2® )2 = {y" + Ad® — ¥
= [ly* + M (v — 2*) — 2|2
= (142 y* = (1 + M) 2
= (14 M) [ly* — 2"
= (14 M) || d")?
< (1+2)°[1d")?, VkeN.
Por causa disso, e usando o item (i), afirma-se que

+o0 +o0
0< Y e — P < 3 (14 A) d¥)? < +oc.
k=0 k=0

Em particular, ||z* — 2**1|| — 0 quando k& — +oc.

7.10 Demonstracao do Teorema 4.4

Como z* é um ponto critico de {xk}keN, ha uma subsequéncia {x’%} . talque
J
lim 2"
J—+00

sequéncia gerada pelo passo 2 do Algoritmo 8, entao klirf ||y* — 2*|| = 0. Por isso,
—+00

C . . kj || , e .~ k P
» =", ouseja, lim ||z — || = 0. Pela ltima proposigéo, se {v }keN éa

Iy — || = lly* — " + 2™ — 7|

< |ly* — 2|+ ||l2% — 2|, VjeEN,
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que implica que lim |y — 2*|| = 0, isto &, Jim y" = x*. O passo 2 fornece Vg (y*) €
J—+00 j—+oo
Oh(z*), para todo j € N. Pela Proposicao 3.4 com o Corolario 3.1, segue-se que

Vg(x*) € Oh(x™).

Assim, x* é um ponto critico de f.

7.11 Demonstracao do Teorema 4.5

Seja z um ponto de acumulagdo de (z*)yen, € (2™),en Uma subsequéncia de
(2% )en tal que limg_.. 2 = 7. Seja (w*™)sen € (y*)en as sequéncias correspondentes
geradas pelo Algoritmo 9, isto &, w* € dh(xz*). De (4.13), tem-se que w*: € dg(y**).
Como limy_,o ||d*|| = 0 € lim,_,, 2% = Z, obtém-se que lim,_.., y* = z. Considerando
que w* € Oh(x*)Ndg(y**) e devido a convexidade de g e h, sem perda de generalidade,
podemos aplicar a Proposigéo 3.4 para obter que lim, .., w* = w € dg(z) N Oh(T), que
conclui a prova.

7.12 Demonstracao da Proposicao 4.6

Antes de iniciar a prova, sabe-se que d* = y* — z*. Para provar o item (i),
assume-se que d* # 0 e é tomado w* € dh(z*). Como h é fortemente convexo com
médulo ¢ > 0, segue do Teorema 3.7, item 2, que

h(y® + Ad®) > h(y®) + Ms, d¥) + %AQHd’“HQ, Vs € Oh(y"). (7.10)

Além disso, levando em consideragédo que w* € dh(z*), pode-se aplicar o Teorema 3.7,
item 3, para obter que (s, d*) > (w*, d*) + o||d*||?. Portanto, (7.10) se torna

h(y® + Ad) > h(y") + Maw*, d®) + o\||d"]® + %A2||dk||2. (7.11)

Considerando que y* é a solugéo para (9), tem-se que g(y*) — <wk,d’“> < g(z*), que,
combinado com (7.11), produz

—(h(y* +2d") = h(y") < A (9(a") = (")) — oM | = SN0, (7.12)
Por outro lado, usando a forte convexidade de ¢ com mddulo o > 0, tem-se

9" + ") — g(y*) = gA" + d*) + (1 = N)y") — g(y")
< AW +d¥) + (1= Ng(y") — 20 = N[ d*]]? = 9(")

= Mg +d%) = g(6")) = ZAML= Nl (7.13)

|9
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para todo A € (0,1]. Combinando a definicdo de ¢ em (4.10), com (7.12) e (7.13),
obtém-se

PR+ M) = f(") = g(F + Md") — g(F) = (h(y* + Ad") — h(y"))
30
< =AM + A (g0F + d) + (") —29()) - (7.14)
Além disso, segue do Teorema 3.7, item 2, que
g g
g(y" +d%) > g(y*) + (w,d*) + §||d’“||2, g9(a*) > g(y*) — (w,d*) + §||d’“||2,

para todo w € dg(y*), que implica que g(y* + d*) + g(z*) — 2¢9(y*) > o||d¥||* > 0. Assim,
devido a v, > 0, tem-se 0 < 0y := v/ (g(y* + d¥) + g(z¥) — 2¢(y*)), que prova a primeira
da Proposigao 4.6, item (i). Além disso, tem-se

A

0 <A (g(y" +d") +g(z*) = 20(s")) <wi, A€ (0.0,
com &y, := min{d;,1, (30')/(2p)}. Portanto, a Gltima desigualdade junto com (7.14) implica
Fly* +2d") = f(y") < —pN||d°[1* + v, YA€ (0,54,

gue conclui a segunda afirmacgéo do item (i) da Proposi¢éo 4.6. Finalmente, considerando
que lim;_,., ¢(?\r = 0, segue da ultima desigualdade que a linha busca no Passo 3

esta bem definida e a prova do item (i) esta concluida. Para provar o item (ii), nota-se

que a Proposicao 4.6, item (i), implica que o Passo 4 esta bem definido para v, > 0.
Assim, como lim; ., (7, = 0, existe j € N grande o suficiente, tal que A\, = (7 )\,

satisfaz f(y* + \.d®) < f(y*) — pA2||d*||* + v, que combinado com Ferreira, Santos e

Souza (2024, Proposicao 12, item (ii)) implica na Proposicao 4.6, item (ii), e a prova da

proposicao esta completa.

7.13 Demonstracao do Teorema 4.6

Pela definigdo da estratégia (E3), existe k, € N tal que 0 < v, < o|d"*||?/2, para
todo k > ky. Entdo, o||d*||?/2 < ol||d*||* — v, para todo k > k,. Portanto, usando a
Proposigéo 4.6, item (ii), tem-se 0 < o|d*|?/2 < ¢(a*) — ¢(2*+1), para todo k > k.
Usando f* := j&g {f(x) = g(x) — h(z)} > —oo, conclui-se que (¢p(x*));>k, € cOnvergente.
Além disso, segue-se que lim,_,, ||d*|| = 0. Portanto, aplicando o Teorema 4.5, obtém-
se o resultado desejado.

7.14 Demonstragao do Teorema 4.7

Seja ¢ € (0,1) e ky € N tal que v, < <o d*||?, para todo k > ky. Segue da
Proposigéo 4.6, item (ii), que o||d*||? < f(2*)— f(2*T!)+14, paratodo k = 0,1,--- | N —1.
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Somando na ultima desigualdade com k£ = 0 até £k = N — 1, e assumindo f*

inf {f(z) =g(x) — h(z)} > —o0, tem-se

TER™

ko—1

UZIIdkll2<f f+ka+ka

k=ko

Portanto, considerando que v, < co||d*||?, para todo k > ko, a Ultima desigualdade se

torna
N-1 ko—1

> alld* < fa®) = f+ Z Vi + ZWHde

k=0
que equwaleaz L1=¢)a||d*|]?> < f(a0)—f* +Z’,§° o' vk Assim, tem-se N min{||d*||?: k =
0,1,--- N =1} < (f(2°) — f*+ Xk 1) /((1 — <)o), provando a primeira desigualdade.

A outra desigualdade segue de modo analogo a primeira.

7.15 Demonstracao da Proposicao 5.1
Como ¢ € cbncava, tem-se

¢ (a) > ¢', (), paratodo 0 < a < b. (7.15)

Considerando f(z) = g(x) — h(x), onde

g(a) = Pl o — b + 7TV (@) and h(e) = £l = b + 7TV (2) = TV (x),
para um dado parametro p > 0 e 7 > ¢ (0) > 0. Tem-se que mostrar que g € h so
funcdes fortemente convexas. De fato, g é fortemente convexa porque é a soma entre a
fungdo convexa ¢, (x) = 7TV (x) e a fun¢do fortemente convexa ¢»(x) = ”;rp |z — b||%;
vejar a Proposicdo 3.5. Note que para mostrar a convexidade forte de h, usando
argumento similar a funcdo g, uma vez que a norma quadrada é fortemente convexa,
basta provar que 71V (x) — TV, (x) é convexa. Segue-se da definigdo da fungdo 7'V, em
(5.2) que 7TV (z) — TVy(x) = (TV (x)), onde ¥(z) = T — ¢(x). Como ¢"(x) = —¢" (z)
e ¢ sdo concavos, temos que ¢ (x) € convexo. Além disso, ¢/, (z) = 7 — ¢/ (z) >
¢ (0) — ¢’ (x) > 0, para todo = > 0, onde a primeira desigualdade vem da suposig¢éo
T > ¢/, (0) e a segunda desigualdade segue de (7.15). Assim, tem-se que ) (z) é ndo
decrescente, em = > 0, e uma fung¢do convexa. Como 7'V (x) é uma fungéo convexa,
conclui-se da Proposicédo 3.6 que 71V (z) — TV, (z) = ¢(TV (x)) € uma fungdo convexa
e a prova esta concluida.

7.16 Demonstracao da Proposicao 5.2

Como y* é uma solucgéo de (4.12), combinando as Proposigdes 5.1 e 3.8, tem-se
que
0 € dg(y*) — w", (7.16)
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i+ p

onde w* € dh(z*) com g e h como em (5.4). Usando g(z) = = F ||z — b||> + 7TV (2)

2
em (7.16), obtém-se

0 € (u+p)(y* —b) + 7TV (y*) — w",

que é equivalente para

k

0€(n+p) [y’“— (Mzip

+ b)] + 70TV (y").
Mais uma vez, da Proposi¢ao 3.8, conclui-se que
y" € arg min {M2+,0 Hx . skHQ +7TV(z) 17 € R”} )

k
w , P
onde st = i + b e a prova esta concluida.
p+p
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