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RESUMO

Neste trabalho, aplicaremos técnicas de teoria quantica de campos escalares com interacao do tipo
A¢* e grupo de renormalizacio para calcularmos a razio entre as amplitudes de susceptibilidade
para uma teoria que apresente simetria O(N) e violagdo de Lorentz. A quebra de simetria ¢
introduzida na parte cinética da lagrangiana do sistema. O valor obtido € 0 mesmo encontrado
em uma teoria invariante de Lorentz, o que, como veremos, estd de acordo com a importante

hipotese de universalidade.

Palavras-chave: Teoria ¢*, Grupo de Renormalizagdo,Susceptibilidade,Razao entre Amplitudes,

Violagao de Lorentz.x.



ABSTRACT

In this work we will apply scalar-field quantum theory techniques with type A¢* interaction and
renormalization group to calculate the ratio between the susceptibility amplitudes for a theory
that presents O (N) and Lorentz . The symmetry break is introduced into the kinetic part of the
Lagrangian system. The value obtained is the same as that found in an invariant Lorentz theory,

which, as we shall see, is in agreement with the important hypothesis of universality.

Key-words: ¢* Theory, Renormalization Group, Specific Heat, Amplitude Ratios, Lorentz

violation..
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INTRODUCAO

O estudo de transi¢des de fase e fendmenos criticos tem um papel muito importancia na
descrigdo de varios sistemas fisicos, e € extremamente importante na fisica da matéria condensada,
que por sua vez encontra importancia tanto nos conceitos que fundamentam teorias da fisica,
como na tecnologia, pois com o conhecimento destas transi¢oes , por exemplo , podemos
construir novos matérias eletronicos facilitando ainda mais a vida humana. Um exemplo disto e
que sistemas com grande numero de particulas exibe grande variedade de transicdo de fase.

As transi¢oes de fase podem ser classificadas em dois tipos, transi¢do continua ou
transi¢cdo descontinua. Uma transi¢do € dita descontinua quando suas descontinuidades ocorrem
nas primeiras derivadas de algumas fungdes termodindmicas, em outras palavras, sofre uma
descontinuidade na primeira derivada da energia livre em uma certa temperatura, a exemplo
dessa primeira derivada temos a energia interna. Tal transi¢ao é acompanhada por uma absorg¢io
ou liberacdo de calor latente. Um exemplo importante € a evapora¢do da dgua. Uma transi¢cao
continua acontece quando a primeira derivada da energia livre € continua mas a segunda derivada
(calor especifico, compressibilidade ou susceptibilidade) sofre uma divergéncia em uma certa
temperatura 7., que é conhecida como temperatura critica. Sao ditas de segunda ordem quando a
descontinuidade dos sistemas ocorrem nas segundas derivadas das referidas funcoes, matendo a
simetria,assim sendo dita continua. Na nomenclatura antiga, devido a Ehrenfest, as transi¢oes
de fase eram classificadas como sendo de ordem N caso a N-ésima derivada da energia livre
apresentasse uma descontinuidade. Entretanto, essas tltimas, na verdade, apresentam uma
divergéncia nas derivadas segundas e nao uma descontinuidade. Por isso, a nomenclatura de
Ehrenfest nao ¢ a mais adequada, embora até hoje se use o termo “transi¢ao de fase de primeira
ordem™ para se referir as transi¢oes descontinuas e “transi¢do de fase de segunda ordem™ para se

referir as transi¢coes continuas.[ ]

Exemplo de transi¢@o de fase continua é a que acontece com a dgua quando aquecida a

uma temperatura de cerca de 647K e mantida a uma pressao de 218 atm, nessa condi¢ao temos
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uma coexisténcia de fases (liquido e gds) sem que mude a densidade ou ainda sem perda ou

absorcao de calor latente. Veja Figura ().
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Figura | — Diagrama de fase de um fluido como a dgua.

Outro exemplo importante é o de sistemas magnéticos, abaixo da temperatura critica
T, que para esse caso em particular é chamada de temperatura de Curie, o sistema encontra-
se magnetizado. A medida que aumentamos a temperatura, percebe-se que a magnetizagio
diminui continuamente até anular-se em 7,.. Ao mesmo tempo observa-se uma divergéncia na
susceptibilidade magnética (mudanga na magnetizagao induzida por um pequeno campo aplicada)
do sistema. As formagoes de dominios magnéticos (fase ferromagnética) e fase paramagnética
ocorrem em todas as escalas de distancias, conforme aumentamos ou diminuimos a temperatura
em torno da temperatura critica. Na fase ferromagnética, a interag¢ao entre 0s spins € mais forte
que os efeitos térmicos e os deixam alinhados com uma ordenacdo uniforme dentro de um
dominio. Ao passo que na fase paramagnética, os efeitos térmicos vencem a interagdo entre 0s

spins e os desalinham desordenadamente, como mostra a Figura 1.2.

WA ELR N RS

Figura 2 — Representagio esquemitica dos spins. Em (a) fase paramagnética, em (b) fase ferromagnética

Varios estudos que envolvem comportamentos criticos foram desenvolvidos com finali-
dade de compreender o que ocorre em um determinado sistema fisico no seu ponto critico ou
na regido proxima a este. Entre estes estudos, podemos colocar as transi¢ao de fase continuas

em bases mais solidas através da teoria de Landau, cuja energia que descreve o parimetro de
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ordem do sistema € invariante sob algum grupo de transformacado linear, dependendo apenas
da simetria do sistema [2]. Esta energia pode ser deduzida no caso de teorias de campo médio
especificas como teria de Weiss, Van Der Walls, ou BCS da supercondutividade. Outros modelos
de comportamento critico sao o modelo cldssico de Ising [3] para sistemas magnéticos, de
Heisenberg [-}] para sistemas ferromagnéticos e o modelo de Nambu [5] e Goldstone [0] que €

obtido a partir de quebra espontanea de simetria continua, entre outros modelos.

Modelos que envolvem quebra espontdnea de simetria sao oriundos de sistemas que
envolvem transi¢des de fase continuas. Elas sdo caracterizadas pelo estado de vacuo de um
determinado campo escalar, obtido pelo valor da minimizagao do seu potencial, quando observado
diferente de zero. Uma importante consequéncia estd no fato de que existe infinitas escolhas entre
diferentes dire¢des do campo escalar ¢ . O campo escalar ¢ estd contido em um grupo ortogonal
com N componentes, caracterizado como grupo de simetria O(N). As N componentes deste
campos sdo idénticas. Este grupo de simetria em geral representa uma invaridancia com relagao a
uma rotacao espacial de suas N componentes. Assim, para um campo que varia lentamente de
ponto a ponto no espago-tempo, é observada uma degenerescéncia no estado de viacuo de O(N).
Num dado sistema fisico que evolve quebra espontdnea de simetria, resulta no aparecimento de
campos escalares massivos e sem massa (bdsons de Goldstone). Tal modelo € bem utilizado em

estudo de ferromagnetismo, cristais liquidos, supercondutividade e etc.

O modelo mais simplificado criado para o estudo de transi¢cdes de fase em sistemas
magnéticos é o moledo Ising (N = 1). Que teve uma solugd@o exata, em sua versdo unidimensional,
obtida pela primeira vez por E. Ising. A versdo bidimensional do modelo Ising foi resolvida
exatamente, sem campo magnético externo por L.Osanger [7]. Na presenga de um campo externo

a versdo bidimensional ndo tem solu¢@o exata, assim como o caso tridimensional.

Um pardmetro importante no estude de transi¢des de fase € o chamado parametro de
ordem que tem como caracteristica ter um valor nao nulo abaixo da temperatura critica e que
se anula continuamente em 7. Este parametro foi inicialmente introduzido por L. D. Landau.
Em sistemas magnéticos, temos que 0 momento magnético por unidade de volume define a
magnetizagdo espontdnea M que é o pardmetro de ordem do sistema, pois ela nos da a informacao

de quando o sistema estar ordenado (M # 0) ou desordenado (M = 0).

Resultados experimentais e tedricos indicam que o comportamento das propriedades do
sistema podem, em geral, ser descritas por leis de poténcia simples. Através da introdugao do
parametro denominado temperatura reduzida ¢, onde

T — T(‘
= ——,

1.1
T (1.1)

que mede a distdncia em relagdo ao ponto critico e nos da a informagao sobre em qual lado da
transiciio estamos, podemos expressar 0 comportamento assintdtico das fungdes termodindmicas,

temos que
i %, (1.2)
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onde a é o expoente critico associado ao calor especifico C note que C tende ao infinito quando

o vai a zero, o que caracteriza uma transi¢ao continua;
M~ |t|P, (1.3)

onde B € o expoente critico relacionado com o parametro de ordem da teoria (magnetizagao
para sistemas magnéticos, e diferenca de densidade no caso de um fluido), veja que M — 0. para
t—=0;

x~ 177, (1.4)

y € 0 expoente associado susceptibilidade )y, que assim como o calor especifico diverge para
t—0;
M~H'S, (1.5)

Esta relagio é uma equacdo de estado, que define o expoente critico 0, e nos da a relagdo entre o

pardmetro de ordem e o campo externo (ou pressao no caso de fluidos).

No total existe seis expoentes criticos, sao eles v que estar associado a divergéncia do
comprimento de correlagdo &, este por sua vez estar relacionado com as fungoes de correlagoes.
O comprimento de correlagao mede o alcance das correlagdes entre as flutuagdes, e ele diverge

para t — 0 por isso temos
E~ e (1.6)

O outro expoente é chamado de dimensdo andmala 1, que também estar relacionado com as

funcoes de correlagoes,
1

onde D é o nimero de dimensodes do sistema, ele (dimensao andomala) recebe esse nome porque
aparentemente hd uma violagdo na analise dimensional quando comparado com o resultado
fornecido pela teoria de Landau. A explicacdo desse paradoxo estd em que outra escala de

comprimento deve necessariamente estar envolvida. [1].

Estes expoentes criticos ndo sao independentes entre si. Foi mostrado pela primeira
vez por Rushbrooke [8], Griffths [9, 10], Josephson [I1, 12] e Fisher [13], usando apenas
termodinamica basica e algumas suposi¢des razodveis, que estes expoentes deviam satisfazer a
quatro inequagoes. Posteriormente, experimentos indicaram que essas desigualdades deveriam

ser, na verdade, igualdades.

Antes do desenvolvimento da teoria do grupo de renormalizacdo, alguns pesquisadores
perceberam que na regiao critica as quantidades fisicas tinham um comportamento mais simples
como fungido dos pardmetros externos, como temperatura ¢ campo magnético. Um dos primeiros
a notar essa simplificac@o foi B. Widom [ 1-]. Essa simplificacdo leva o nome de Teoria de Escala
("scaling theory™). Uma das consequéncias mais importantes da teoria de escala € mostrar que

0s expoentes criticos ndo sdo independentes, mas satisfazem algumas relagoes que formam as
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leis de escala. Através da hipotese de escala de Widom [ 1], ele supds que a energia livre de

Helmotz F(T,H) poderia ser escrita como

L 2-a 7|
F(T.H) = i T(leﬁ)' (1.8)

que leva a quadro relagdes entre o0s seis expoentes sao elas

a+28 = 2—y

Yy = B(6-1)
vy = v@2-n)
Dv = 22—« (1.9)

Uma vez que ha quadro equacoes e seis varidveis em (1.9), existe apenas dois expoentes
independentes (encontrando dois deles podemos encontrar os outros seis usando). Para ver como

podemos chegar em (1.9) veja [15]

Utilizando a teoria do grupo de renormalizag¢do, pode-se obter essas relacoes de escalas
por primeiros principios e ndo meramente através de hipoteses apresentada acima. A ideia
pioneira foi devida a Kadanoff [16], com sua técnica de dizimagdo ou grupo de renormalizacao

no espaco real.

Esta ideia foi adaptada ao espago dos momentos levando a resultados extraordinarios, as
transformagdes de dizimag@o sobre blocos de spin ganhavam agora um significado mais preciso
em termos matematicos, permitindo pela primeira vez obter resultados analiticos muito além
da teoria de campo médio para as grandezas de interesse. Estas transformacdes de grupo de
renormalizacido no espaco dos momentos correspondem a resolver o problema nao-trivial da
interagdo entre todas as escalas de comprimento envolvidas. De acordo com Wilson [17, 5],
para examinarmos o problema no regime IR (para grandes escalas, que caracteriza a regiao
infravermelho) tudo o que temos que fazer é integrar os modos com pequenos comprimentos
de onda (dizimagao) sucessivamente. Quando as grandezas desejadas nao mudam mais depois
de um niimero de interagdes de grupo de renormalizacao, dizemos que o sistema fisico estd em
um ponto fixo, que nos leva aos pontos criticos do sistema, e sdo caracterizados pela invariancia
de escala. Estes conceitos juntamente com a expansao perturbativa em um parametro pequeno

(¢ =4 — D), fornece a chave para obter os resultados analiticos mais interessantes.

Esta técnica foi reformulada posteriormente adicionando elementos de teoria de campos
para o cadlculo de expoentes criticos para uma teoria sem massa renormalizada em momentos
externos arbitrdrios, e foi estendida para cdlculo de expoentes criticos usando uma teoria de
campo massiva e momentos externos nulos, conhecida como a equacao de Callan-Symanzik
[19, 20].

Os expoentes criticos apresentam uma caracteristica bastante crucial que € a universali-

dade, ou seja. dois ou mais sistemas fisicos diferentes podem apresentar os mesmos expoentes
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criticos. Os expoentes criticos nao dependem dos detalhes microscopicos do sistema, mas apenas
de suas simetrias, da dimensao espacial D do sistema, e do nimero de componentes do parametro
de ordem N. A classe de universalidade O(N) generaliza os modelos especificos de interagao
de curto alcance como o Ising (N = 1), XY (N = 2), Heisenberg (N = 3), caminhante aleatorio
(N = 0), esférico (N — o), etc [21]. Estes modelos sdo generalizados em termos de integracao

funcional, repassados para a representacio de um campo escalar ¢ com interagio do tipo A.¢*.

Neste trabalho estudaremos o método de teoria quéntica de campos, usando uma teoria
de campos escalar, com simetria O(N) conhecida como teoria ¢*, mais precisamente descrita
pela sua lagrangiana (ou energia), conhecida como a funcional de Landau-Ginzburg. O objetivo
aqui € usar as técnicas do grupo de renormaliza¢ao em teoria de campos e a expansao €, para
encontrar a razio entre a susceptibilidade no ponto critico em uma teoria que viola a simetria de

Lorentz.

A quebra de simetria de Lorentz € inserida, adicionando ao termo cinético da lagrangiana
um termo constante K,y que viola a simetria de Lorentz de modo que d,¢9"¢ — dydy¢ +
Kuv(0* 93" ¢), onde os coeficientes constantes K,y nio sio invariantes sob transformagéo de
Lorentz, isto €, KLV # Aﬁ AY Kpo [22]. Faremos a expansao até a segunda ordem em relagio a
Ky v, considerando |Kv| < 1. Estes coeficientes sdo simétricos (K v = Ky ) € iguais para todas
as N componentes do campo e preserva a simetria O(N).

Ao inserirmos a violagao de Lorentz, a lagrangiana do sistema para uma teoria sem

massa passa a ser dada por

I | ‘5 R _
Z = 5(3p¢)(8“¢)+ EKuv(a’u‘P)(av‘P) & %¢“+ ﬂ"‘- (1.10)

onde  é a fonte do operador composto ¢ = ¢ (y)0(y).

No cendrio de fisica de altas energias, a importancia de uma teoria do campo escalar com
violagdo de Lorentz resulta na possibilidade de ser um candidato a descrever o setor de Higgs do

assim chamado modelo padrao estendido [23, 24, 25].

O objetivo deste trabalho é investigar as consequéncias da quebra de simetria de Lorentz
no cdlculo da razao entre as amplitudes da susceptibilidade a fim de comparar com os calculados
nos diferentes métodos de renormalizacao para testarmos a hipotese de universalidade. Com
relagdo aos expoentes criticos ja foi mostrado que a classe de universalidade nao € alterada

quando a simetria de Lorentz ¢ violada [20, 27, 28]

No capitulo 2 iremos definir a teoria ¢*, através de métodos funcionais. Passaremos a
discutir as divergéncias da teoria, e mostraremos que sua dimensao critica acontece para D = 4.
Descreveremos a renormaliza¢do dos parametros fisicos ¢, A e t, através das condigoes de

normalizacao, encontrando por fim o potencial efetivo renormalizado.

No capitulo 3, calcularemos a razdo critica entre a susceptibilidade, utilizando para isso o

potencial efetivo renormalizado dado no capitulo 2. Os cdlculos foram feitos para n = 1(modelo



de Ising) devido ao modelo ser proposto para o estudo de fendmenos magnéticos em materiais.

E no capitulo 4 discutiremos os resultados obtidos, nas conclusdes e abordaremos

algumas perspectivas.
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RENORMALIZACAO DA TEORIA ¢*

Uma teoria de campos de flutuagoes térmicas ¢ definida por meios de uma representacio
em integral funcional da fungdo de parti¢@o, em que os campos sdo linearmente acoplados a
fontes externas. Isto constitui um funcional gerador, de que todas as quantidades termodinamicas

e fungdes de correlagdes do sistema podem ser obtidas por diferenciac@o funcional' [29].

Neste capitulo descreveremos a Teoria ¢*, passando a tratar suas divergéncias, assim
iniciamos uma exposic¢ao do processo de regularizaciao dos diagramas de Feynamn envolvidos na
série perturbativa das fungoes de correlagdes, e da renormalizacdo da teoria. Em uma teoria sem
massa, podemos utilizar das condi¢oes de normalizagao das fungdes de vértices para redefinir os
parametros da teoria (0 que constitui o processo de renormaliza¢do). O leitor interessado, pode

consultar a referéncia [29] para um estudo detalhado da teoria abordado neste capitulo.

2.1 Teoria ¢*

Todos os objetos de estudo abordados nesse capitulo, sd@o descritos em termos de N com-
ponentes do campo flutuante ¢ = (¢;(x),....on(x)) em um espaco euclidiano de D dimensoes.
A componentes dos campos interagem entre si, via um termo de quarta ordem nos campos,
ATopysPadpdyds, (. B.y.8 =1,....N), onde o parametro A > O caracteriza forga de interagdo
e ¢ chamada de constante de acoplamento. A quantidade 7,545 € 0 tensor de acoplamento.

O campo ¢ (x) realiza flutuacdes térmicas. Podemos investigar as propriedades do sistema
principalmente na fase normal onde o valor esperado do campo ¢ € zero, que acontece no regime
de temperatura em que a simetria do sistema € quebrada. Essas flutuacdes acontecem em torno

de zero. Seu tamanho € controlado por uma energia funcional local, constituida por dois termos:

E[9] = Eo[9] + Eine[9]- (2.1)

b Veja capitulo 2 da referéncia citada
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O primeiro termo ¢
Folo] = [ x5 {10 )P +nP0* ()} 22)

¢ quadratico no campo, e € chamado de energia do campo livre. O segundo termo

Einl¢] = ‘/d”-"’%‘?ﬁ(’q (2.3)

¢ de quarta ordem no campo e é chamado de energia de interacdo do campo com A sendo uma
constante de interagao e m um paramentro de massa ., ou seja , a massa do campo. Este nome é
devido ao fato de que podemos sair de um teoria de campos de flutuagoes térmicas para uma
teoria quantica de campos, para isso basta utilizarmos um “truque* chamado de rotaciao de Wick
que consiste em fazer xp — —it, 0 que nos permite sair de um espago euclidiano (mecanica
estatistica) para um espago de Minkowski (mecanica quantica relativistica) e vice-versa. Quando
estamos no espago de Minkowski a nomenclatura massa do campo faz sentido ja que o campo
quantico pode ser descrito por um operador ¢ (x) que é capaz de criar e aniquilar particulas de

massa m.

Todas as propriedades termodinamicas do sistema sao descritas pela funcao de parti¢ao
do campo flutuante o qual € dado pela integral funcional

ZPhys _ /EZQD(X) exp—f[@]fkﬂ'r (2.4)

onde kp € a constante de Botlzmann e 7" a temperatura. A medida da integral funcional ¢ definida
pelo produto das integrais em cada ponto do espaco x, multiplicada por um fator de normalizacao

#

irrelevante .4

/@@(x) = ,_A/H/aup (x) (2.5)
> X
devemos abreviar a notagcao renomalizando o campo, a massa e a constante de acoplamento de
tal modo que kg7 = 1, 0 que nos permite escrever a fungdo de parti¢cao, como

A integral funcional é agora uma Gaussiana, e pode ser calculada exatamente. Enquanto a
fungao de parti¢@o (2.4) nos da todas as propriedades termodinamicas do sistema, ela ndo nos
da nenhuma informacao das propriedades locais do sistemas que sao observadas por exemplo
em experimentos de espalhamento. Estas informagoes sao dadas pelas fungoes de correlacao do

campo ¢ (x) que é dada por
Gt.”)(xl oo Xn) = (O(X1)..0(Xn))
= g /_@qb(x)qb(x]).‘.q‘)(x,;)e_f[m. 2.7)
Elas também sdao chamadas de funcdes de n-pontos ou fungdes de Green.

Introduzindo um campo externo auxiliar j(x) chamado de fonte (source), e adicionando

a energia funcional (2.1) uma energia de interacdo linear desta fonte com o campo

Esource[#,J] = — / dPx0 (x) j(x). (2.8)



Capitulo 2. Renormalizagao da Teoria ¢* 19

temos que a energia total fica

1 i) l ; .
El0.])= [ x5 {0 @P+m0* 0} + [ P30 ) - [dPxomit)  @9)
A funcdo de particao formada com essa energia

= (Zgh_\'s)—l /@¢(x)e-£[¢,j] (2.10)

¢ um funcional de j(x). A derivada funcional -~ de Z[j] com respeito a j(x) calculada em j =0

nos da a funcao de correlagao do sistema

5 S
8j(x1) " 6j(xn)

Por esse motivo, Z[j] ¢ chamado de funcional gerador da teoria.

G (X1, Xn) =2 { Z[.j]} . e Bl

j=0

A energia do campo livre pode ser escrita como
1
5 [P0 (x) (=32 + )0 (x)

= %[deldD_1'2¢(x|)D(xl,x3)¢(x2)‘ (2.12)

Eol9]

Onde D é uma matriz funcional simétrica (D(X;,X3) = D(X2,X))) e tem sua forma explicita dada
por
D(x,x;) = 6P (x, —xg)(—c?,::‘2 +m?). (2:13)

Como a energia do campo livre é quadrdtica no campo o seu funcional gerador pode ser calculado,

ele toma a forma
Zolj] = el /d”.\-d’)x’j(x)o—l(x,x’)j(x’). (2.14)

Assim, obtemos as fungdes de correlagdes do campo livre

(n) - 1 1o} 0 D_iD. /. = Nilx' "
Go' (x1:-we1%2) = ooy {5f(xi)m5f(xn) U D eI )} }f-sz
(2.15)

Mostra-se também que para n = 2 temos

G (%), ....%2) = D™ (X150, X2)- (2.16)
Onde Géz}(xl ,....X2) é chamada de fungao livre de dois pontos, que também € simétrica em seus
argumentos.

Podemos daf escrever as fungoes de correlagdes para qualquer n em termos da fungdo
livre de dois pontos, temos que

(n—1)"1'n/2

n 2 3

GO (x1yx)= Y, []GP (Xmajo1y Xm(2j))- BIT)
=1 j=I

> veja a defini¢do de derivada funcional e um pouco mais sobre o que ¢ um funcional no final do capitulo 5 da
referéncia [ 2]
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Onde os pares 7;(2j — 1), m;(2j) indicam o nimero total de indices a partir do qual os pares
foram selecionados. O lado direito de (2.17) é chamada de expansao de Wick.

Fazendo uma expansao perturbativa no funcional gerador Z[j] em série de poténcia em

termos da constante de acoplamento A temos

Z(j) = Zolj) + ): (4!) /j o(x /dDZI P (1) 0" 2 e PR Ermreel ],
(2.18)
Por diferenciacio funcional calculamos as fungdes de correlagdes que podemos escrever-las

como

GO X1, tn) =270 |G (1, e X2) + T G (X1 X2) | (2.19)

onde

i o0 A P ,
G,{?l }(xl-----xn) = Z l (E) /lezl---dDz;).[@ (p(x)‘p(xl)“'(b(xn)

x04(2))...0% (z,) e 1EOlOIF Esourcel.} (2.20)

(”J(

Temos que a expansdo de Wick (a exemplo do que foi feito na (2.17)) de G " (X ... xy) ¢ dada

por

n

n ] }y p
{ ](X| g%} E = (_17) /duzl-“di)zf)/du)’l---dD)'ﬁlb%—nH [(SD()'-J;'J--'—I —X;)}

=1

[50(}’4&—3 . Zk)ﬁD(y4k—i = Zk)5D(Y4k) = Zk]

x
T

=
Il

1

(4p+n—1)11 B
x Y HGO( ()oY - ) (2.21)

i=1 (2))
A soma inclui todas as possiveis permutagdes das varidveis y; . exceto para aquelas que corres-
pondem apenas a uma troca dos argumentos espaciais num propagador, ou para uma troca de
propagadores idénticos no conjunto. Cada termo do produto total da soma (2.21) ¢ chamado de

diagrama de Feynamn ou grafo de Feynman [30].

Ao fazermos a expansio perturbativa em poténcias de A . obtemos diagramas que sao
desconectados e diagramas que sdo conectados. Os diagramas desconectados sao diagramas que
podem ser escritos como um produto disjunto de dois diagramas. Ja os Diagramas conectados
nio podem ser escritos como o produto disjunto de dois diagramas. Assim, qualquer termo da
expansio perturbativa pode, em geral, ser escrito como uma soma de diagramas conectados e

desconectados.

Iremos considerar apenas diagramas conectados, para uma dada ordem em A , com o
sentido de trabalharmos com um nimero menor de diagramas. De fato, tal expansao pode ser

obtida, considerando o funcional gerador

z[j] = "1, (2.22)
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onde as fungoes de correlacdes conectadas no espaco das coordenadas (Gﬁ”] (X1,....X,))sdo dadas
pelas derivadas funcionais de (2.22)

1,2 i w(jl| =0. (2.23)

(n) =
G Xy Ry ) =2 - i
XX =270 | 55y Bi) ],

E conveniente trabalhar em uma representacao das funcoes de Green de n-pontos no
espaco dos momentos (por exemplo para problemas que apresentem simetria translacional).
Aplicando uma transformada de Fourier em todos os argumentos das func¢oes de correlagoes

G"”}(x] .....Xy ), obtemos as funcdes de n-pontos no espaco dos momentos
G"(ky,..k,) = f dPx;...dPxpe~ (KX FthnXn) Gl (g %), (2.24)
dai obtemos

5!?2[;]
6.»‘;(_1‘1 )51(_1{:1)

G"(k,. k) =2Z"" [ (2.25)

Uma vez que as fungdes de correlag@o estao associadas com os diagramas de Feynman
desconectados, que podem ser fatorados das partes conectadas, esta associacdo € também
estendida para as suas transformadas de Fourier. Portanto € suficiente a criagio de regras de
Feynman para os diagramas conectados no espaco dos momentos. Assim, € suficiente a criacao
de regras de Feynman para os diagramas conectados no espaco dos momentos. Denotaremos
0s pontos externos € internos por Xg(k = 1,....,n) e z;(i = 1,..., p). Cada momento pode ser
representado por uma linha. Dependendo dos pontos finais, pode-se distinguir as linhas externas
(k=1....,n) e linhas internas p;(i = 1.,...,n). O nimero de linhas obviamente € n. O nimero de

linhas internos / ¢ determinado por n e o niimero de vértices p através de
I=(4p—n)/2. (2.26)

Omitindo por um momento o fator de acoplamento (—24) e o fator de peso W§, temos que as
funcoes de correlagdes conectadas de Gg')(x] ,...X) podem ser dadas por

n !
G(['”J (X1,---Xp) = /dnzl ---duzn HGU(XE —2j) X HGU(ZJ — ). (2.27)
=1 i=1
As transformagoes de Fourier de Gt(nn}(x; ....Xp) € definida como em (2.24), temos entdo que

G((»”J (k] . ...kn) - /Q'D.l] l”de”e—f(k.x+,,,+ku,xn)GE_n}(xl . ---1xn)- (2.28)

(n) — . »
Podemos ver que ng}(xl ....X,;) contem n fatores ¢~ ™ x;, cujos momentos k; sdo representados
por linhas externas. Cada ponto externo x; que aparece na fung¢io de Green, € representado pela

transformada de Fourier

; dPk; . i
G[(]”(Xk,u-zf) o ‘/Q?ﬁ)efkk.{xk a'}GO(kk)- (2.29)

Veja capitulo 4 de [2Y]
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que contribui para a integral (2.27) com um fator exponencial e™(X=%)_Cada par de pontos

internos z; que aparece na funcao de Green

D
Gz, ) = d”p e #=2) Gy (p) (2.30)
o \Zi....Zj (23’6)” olp)- L.

contribui com uma fator exponencial %%/ Como cada um dos pontos externos X; aparece
duas vezes nos fatores de fase, as integrais sobre x; produzem um fator (27)”8'D)(k-p) para
cada linhas externa. As subsequentes n integragoes sobre o correspondente momento p podem
todos serem feitos, levando as (4p —n)/2 integrais de momentos nao triviais, uma para cada

linha interna.

Cada vértice aparece em 4 fatores exponenciais ¢P¥. As integrais sobre os vértices
internos de posi¢do z; produzem p d-distribui¢ao que expressa a conservagao do momento em
cada vértice. Um desses podem ser escolhidos para conter a soma sobre todos 0s momentos
externos. Isso garante totalmente a conservagdo do momento. As demais integrais, podem
simplesmente serem feitas, por meio da remogao de p — I integragdes. Assim, € possivel acabar
com

L=1-p+1 (2.31)

integrais ndo triviais sobre as varidveis de momento /;, que € o loop do momento, que estar
; : . . (n)
associado com loops independentes nos diagramas. A transformada de Fourier de G (Kisaka)

tem portanto a forma

G (k... Ky) = Go(K1)...Go(ky) (27)"8P) | ¥ K;

i=1

df)f de
, ﬁ---ﬁ(}o(pl(l.k))...GO(p;(!.k)). (2.32)

Cada linhas de momento é expressada por uma combinagao do loop do momento l;(i = 1.....L)
e momento externo K;(i = 1,...,n), abreviado por (1.k).

Reintroduzindo os fatores omitidos anteriormente, vemos que os diagramas de Feynman

no espago dos momentos contém:
1. Um fator Gy(k;) para cada linha externa:

2. Um fator Go(p;) com j = 1.....I para cada linha interna, onde cada momento interno
pj tem uma orientagd@o e € expresso por uma combinagdo de L = I — p+ 1 loops de momento e

1 MOMentos externos;
3. Uma integrag@o sobre cada loop de momento independente;
4. Um fator (2m)P?8P) (k) + ... +kj,) para garantir totalmente a conservagdo do momento.
5. Um fator —A /4! para cada vértice; e

6. Um fator de peso Wg; do diagrama.
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Um exemplo € a fung¢do de livre de 2 pontos no espago dos momentos, ela € expressao

entdo por
1
Golk) = ——. 2.33
o(k) k2 +m? ( )
onde sua representagdo diagramdtica é dada por
Go(k) = — ! (2.34)

Apo6s estabelecido tais regras dos diagramas de Feynman no espago dos momentos,
temos que ¢ conveniente trabalhar com uma expansao perturbativa ainda mais simplificada onde
temos apenas diagramas cujos propagadores associados as pernas externas sao omitidos, pois
estes propagadores das pernas externas entram como fatores multiplicativos que nao envolvem
integrais. Desses diagramas, os que ndo podem ser separados em dois cortando-se apenas uma
linha sio chamados de 1P/ (irredutiveis a uma particula). Eles representam o menor diagrama de

Feynman nao trivial que forma blocos de construgdo bdsica para todos os diagramas.

Podemos obter as partes de vértice 1P/, formalmente, das fun¢des de Green conectadas

através de uma transformagao de Legendre

(o] + Wil =} 9 (2.35)
onde 5W[ 1
= J
= (i) = (9 (ki) = — 2.36
0; = (o) = (9 (ki)) 5); (2.36)
) 5Tp) .
55, (2.37)

onde obtemos uma fungio analoga as fungdes de n pontos conectadas, diferenciando I'[¢]| com

respeito a ¢. ou seja B
6"T'[¢]

5¢,..80,

que sdo as fungdes de vértices de n pontos ndo renormalizada.

r(,...,n) (2.38)

MMl

Podemos notar que as fungdes de Green de n pontos podem ser expressas em termos das

funcoes de vértices 1PI, tornando-se importantes na construgdo da teoria de pertubacao.

Quando violamos Lorentz em uma teoria sem massa, inserindo um termo a mais na

lagrangiana da teoria 0*, de modo que obtemos

] ] 2. A
2 = 5(9u0)(3"0) + 3Kuv(9"9)(9"9) + 597 + 770™. (2.39)
Assim, devemos modificar a agdo do campo ¢ sob a seguinte transformagao

0 — O+Kuvd*a". (2.40)
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Fazendo o mesmo processo para encontrar as funcdes de n pontos, podemos notar que
agora elas dependerao deste novo termo inserido na Lagrangiana. Porém, podemos representa-las
diagramaticamente pelos mesmos grafos. Fazendo novamente a transformada de Fourier, temos
as mesmas representagoes graficas para as fungoes de Green no espaco dos momentos, agora

sendo da seguinte forma como no diagrama do campo livre

Glk) = —"! L —
(k) T

(2.41)

De forma similar é feita para o outros diagramas, bastando fazer k* — k* + Kyv.

2.2 Divergéncias na Teoria ¢*

Ao fazermos a expansao diagramatica das fung¢des 1PI, encontramos o fato de que as
integrais de Feynman decorrentes da expansao sao divergentes. Estas divergéncias dependem da
dimensao do espago onde a teoria de campo estd definida. Considerando a integral associado ao
diagrama da funcdo de 4-pontos de um loop dada por

d"p 1 |
/ 2m)P (p2+m?)[(p+k)> +m?]’ (2.42)

podemos observar através de uma simples andlise da dimensionalidade dessa funcado de vértice,
que ela possui D — 4 poténcias de momento. Entdo, se D = 4, teremos uma divergéncia logarit-
mica, que ¢ a divergéncia mais fraca que pode ocorrer, pois para D < 4 a integral serd finita, e
para D > 4 teriamos divergéncias linear, quadratica e assim por diante.

Nesta se¢ao serd discutido um método para eliminar estas divergéncias da teoria, afim de
podermos trabalhar com essas integrais em termos de sua dimensao critica. Para a teoria sem
massa, hd divergéncias para momentos pequenos ou grandes comprimento de onda, assim sendo

chamados de divergéncia infravermelhas (IR-divergences).

Estas integrais, em geral, sdo dependentes da massa e de seus momentos externos K;.

Deste modo, para a teoria sem massa, algumas integrais sao nulas como as que correspondem aos

seguintes diagramas Q —8— e )6( , pois cada uma delas tem um integrando da seguinte

forma i
/a’kp =) (2.43)

Suponhamos agora que cada integral de Feynman I seja proporcional a um fator o e que

no limite para o — 0 as integrais comportem-se como
lxo? (2.44)

onde @ é o grau superficial de divergéncia IR das integrais. As integrais possuem divergéncias
IR quando @ > 0.
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Para compreendemos melhor as origens e a importancia das divergéncias, consideramos
uma teoria com intera¢do 4;¢” em D dimensoes. Analisando as dimensdes do campo através
do campo livre. Como estamos em um sistema onde as unidadesonde h =1, c=1lekg=1.a
linica dimensdo envolvida € a de comprimento. Para um campo escalar a dimensao do campo €

dada por
[0] = L' =P/2 = AP27L, (2.45)

Isto decorre do fato de que a Lagrangiana tem dimensao do inverso do volume, ou s¢ja,

L] =L =AP, (2.46)

A partir da (2.45) e da (2.46) podemos encontrar a dimensao da interagao, usando o fato
de que
[4;9") = AP (2.47)
obtemos
A,_ _- AD—!’D;’Z*-?’ — A(Sr (248)

Podemos fazer uma andalise dimensional para encontrar a dimensao das funcdes de vértice,

¢ obter as dimensoes destas em termos da dimensido candnica.

Em uma dimensdo especial, a interacdo torna-se adimensional. Nesta dimensdo, a teoria
torna-se renormalizavel. Para que as divergéncias sejam independentes da ordem da teoria de
pertubagao, a constante de acoplamento deve ser adimensional, para isto, devemos ter

#

D=— :
r/2—1

(2.49)

. : wo At o o — : -
Para uma teoria com interacao —f,— a divergéncia na teoria € dada nesta dimensao quando
temos D = 4. A renormalizagdo redefine as constantes de modo que as grandezas tornam-se
convergentes. Para a renormalizagao, devemos tratar as integrais proximo de D = 4. Para o caso

com violagdo de Lorentz, as integrais também sao divergentes em D = 4.

2.3 Condicao de Normalizacao

Agora passaremos a tratar suas divergéncias, renormalizando a teoria. Para isso, faremos

uso das condi¢oes de normalizagdo.

As funcoes de vértice de 2-pontos e 4-pontos podem se tornar finitas através de uma
renormalizacdo multiplicativa empregando as duas constantes de renormalizagao Z, e Z,> que
sdo as contantes de renormaliza¢do do campo e do operador composto respectivamente. Atraves
da renormalizag¢do multiplicativa sido estabelecidas as seguintes relagdes entre quantidades

renormalizadas e ndao-renormalizadas

LR g T B K (2.50)
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Existem vdrios esquemas de renormaliza¢ao. Em particular, estamos interessados em
renormalizar a teoria quando os momentos externos sao fixos a um ponto arbitrdrio, fixado a
escala de momento de valor K (pontos de simetria SP). Os valores sdo tais que para um momento
externo k; temos k; - k; = (k?/4)(46;; — 1), que implica em (k) +k; = k? = k%) parai # jem
SP. Em SP temos que k> = 3k% e kjkr = —1Kk% 0 que nos da p* = (k; +k;)? = k?. Utilizamos
condi¢oes de normalizac@o e no nosso caso, condi¢des de normalizacao para uma teoria sem

massa. Sao elas
2

ro.g) = o,
d 2
=5l (k;g)
ak" R k;‘:’c:

4
23
Ik kepig)| =

Iy (pie) g = P (2.51)

onde g € a constante de acolamento renormalizada.

Podemos obter as constantes de renormalizagao e a constante de acoplamento renormali-
zada em termos das fungoes de vértices nao renormalizadas (1PI). Utilizando as equacoes (2.56)
e as (2.57) obtemos

I'P(kg) = ZTP(k=01)=0

2 d
k=2 k2=x2
9 (ky: = Z,T%;)| =
Fr (k"g)‘sp ol i ).S'P J
(2.1) o s _ 1/2(2.1) (g, 4 _ 59
'y (ki,kh-p,g)‘ﬁ ZyZ,,'T (AI,,IQ.p.;’L)ﬁ I (2.52)

A expansao diagramadtica das partes de vértices que manifestam as divergéncias primitivas

da teoria ¢* podem ser representadas da seguinte forma

e = — - +_Q +0(2—loops)
= K +}..N_6+_2D1 +0(2 — loops) (2.53)

r — X+ X X+ 0(2— loops)
Y

-6'-8{5'[1+0(2—i'()()p.$) (2.54)

rh = i +é+ O(2 —loops)

= 1+35§3@ﬁ1y+0m—nmm) (2.55)
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reY = smaOwa
N
— —EISP‘f‘O(z—z’U(JpS) (2.56)
onde escrevemos ]
D= | d% 2:57
: / k? +m? (2.27)

1
SPISp / (k3+mz)[(k+K)2 +n:2] K2=¢2

Utilizando a equagao (2.53) em (2.52), pode-se obter uma expressao perturbativa para a

(2.58)

constante de acoplamento renormalizada 4, para o campo ¢, e para o operador composto ¢ [31],

que sdo dadas respectivamente por

N
A= g—i—gz zSISP+O(2—!'OOpS)‘ (2.59)
¢ =M+ 0(2— loops) (2.60)
N+2
t=1tr+g ax trlsp +O0(2— loops) (2.61)

Desses resultados encontramos o potencial efetivo renormalizado, que € dado por [31]

1 I | [ d% g 200
FR(M.IR)ZEIRME—FE(_QMS-FE./W{]H{:I-F k22 +(N—l)]ﬂ[l+
t+ 8L | N2 1 [2(N+2) N+8 >
6 2 2 AR
@ ]‘;ﬁTﬁM}*“z’ﬂ’[_ng g 6)]

+0(2—loops). (2.62)

Por conveniéncia, podemos reescrever o potencial efetivo renormalizado nas varidveis

renormalizadas e y, onde

y=uM* (2.63)
Explicitando I'g(y.7) temos
1 2% . 1 d% 42 r+%
l“;e(\ !)—ﬂ(!\ﬁ-ﬁ)—i—i (er)d{]n[]+ 2 }+(N—l)ln{l+7-}
| y 1 Z. 2 y , _
- = [N (: + 3) " ﬂ } + s [N (r +2) + (r 4 5)} +0(2—loops). (2.64)

Por conveniéncia adicionamos na integral acima, o termo linear em ¢ —‘-;-’rfg. que €
irrelevante no potencial I'(y = uM?.t) definido por um polinémio do segundo grau (ou, superior)
na varidvel ¢ para a descri¢@o das transi¢des de segunda ordem. Esta expressdo confere com a
encontrada nas referéncias [31, 32] e da qual obteremos os nossos resultados para a razao das

amplitudes criticas.



CAPITULO

o 3

CALCULO DA RAZAO DAS AMPLITUDES
DA SUSCEPTIBILIDADE

No capitulo anterior definimos a teoria ¢*, e como podemos encontrar as fungdes
de correlagdes atrds de uma teoria de pertubagdo, depois passamos a teoria para 0 espago
dos momentos, pois € mais conveniente trabalhar nesse espago, depois vimos que podemos
representar melhor as fungdes de Green em termos de uma série diagramatica, onde cada
diagrama ¢ um integral de D-dimensdes. Foi discutido sobre suas divergéncias, como elas
podem aparecem em cada diagrama. Assim, como a renormaliza¢ao da teoria pelas condi¢oes
de normaliza¢io em uma teoria sem massa. Encontramos o potencial efetivo renormalizacao
[k (v.1) que serd nosso ponto de partida para que possamos encontrar as amplitudes criticas do

calor especifico. Aplicando N = 1 na equagao (2.62) temos

L | [ d% 4 &L
Tr(M,tr) = StrRM"+ 55’544*:5 (2r) {l" l' + ;\,22
I 2 I 9y 2
+ Zl‘qp 2eM<tg + 7 (gM") +0(2 — loops) (3.1)

Comegamos o calculo da razdo substutuindo o potencial efetivo renomalizado na expres-

sao0

ot

3.2)

Obtemos entao

g 1 1 [
Hp(M.tr) = tgM>+ EgM“ + 5gM(r + EgMz)[[_.,-p — 1]+ 0(2 — loops). (3.3)
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As integral Isp é computada no apéndice B e € expressa por

1
= /dq [ + Kuva 4" ][(q + p)* + Kuv(g+ P (g +P)V] [ oy i
onde a condi¢do de normalizagio dada pelo ponto simétrico SP é: p? = k2 = 1.
A integral I tambem foi computada no apéndice B e € expressa por
I (3.5)

1:/,;{1 .
42 + Kuvg"q*] [Kuvgtq® +q> + (1 + £35)]

As integrais /5, e I foram inseridos o termo que viola a simetria de Lorentz q* — Kuvgq",

sendo elas resolvidas no apéndice B dando os seguintes valores respectivamente

! € g
onde ! i
f = =S Kuvp" p" + 7 KuvKpo (P p¥ 8" + pp" pPpT%). 3.7
e
1 € “M?
r=[-(1- 51n(r+“” ) (3.8)
Fazendo a subtragio [Isp — I] da equagdo (3.3) obtemos
] gM? (2)
fsp—!=§[]+|n(f+ ) T+ 1<) (3.9)

Onde fm € uma constante.
Aplicando essa subtragdo na esquagiao (3.3) do potencial efetivo obtemos

*

1 I 1 I * M?
Hr(M.1g) = 1xM* + M + SgM (1 + 5gM*)[5[1 +In(r + g S

+ £+ 0(2 — loops) (3.10)

Atraves deste potencial podemos calcular a Sucestibilidade y.Usando a seguinte fungao
1 =Ty (K=0) 3.11)

A minimizacdo da energia livre nos fornece os valores de M que descreve o vdcuos com simetria
O(N) da fase desordenada (M =0 e T > T.) e o vdcuo da fase ordenada (M #0e T < T.)
descrevendo a quebra espontanea da simetria O(N). Podemos usar a variavel y = u* M? para

minimizar o potencial temos

e ., e - Ie|
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Assim temos duas solugdes, o vécuo trivial M = 0 e o vacuo degenerado y, que pode ser

determinado por

0 | (r+,>+1/d N-—1 | I
= — —_— T = e q = - '
3_\‘ ¥V 2u 6 2 6 (q2+vaqﬂqV_|_r+%') q2+vaff“q‘
oo 1 ]
T oalfe 1) P+ Kuvghq
(q-+!<pvq“q"+r+3) 4" T Ruvd™q
+ Y X e 2) 4 (142
I 6 2
l r+}_! L r+"_r /i ]
= — =) - — = a
2u* 6 12 6 N+ Kva @'l + Kuvahq¥ +1+5/6]
y ]
— Ipl—=|t+= /d —Isp| HB2B
Usando o parimetro de Feynman dado por (B.10) e usando o resultado de (B.8) temos
que

1
d
/ q[qz + Kuvg*q¥][q* + Kuvg* q"¥ + 5%

| ) ;
—Isp = —5(1 +1Ins) + O(¢) (3.14)

Dai usando (3.14) em (3.13) obtemos
r—|—I +£ A r+z 1+1 :+E +- r+'\z L1 r+E +0(e*) =0
6/ 4\ 3 6 "\ 2 T )=0.
(3.15)

O primeiro termo do lado direito de (3.14) corresponde a contribui¢do da energia livre
de Landau para um teoria invariante de Lorentz, os outros termos € a corre¢do de 1-loops no

parametro de ordem.

Obtemos a solucdo da equagdo acima perturbativamente, que pode ser escrita como
V= uM2(t) = —6t + 3t [1 +In(—2¢) ] u* + O(u™), (3.16)
onde a contante de acoplamento no ponto fixo ate a ordem de um loop para uma teoria que viole

Lorentz foi encontrada em [26][33] € dada por

. 2 )

= — - }.
u 3H+O(8 ) (3.17)

onde o parametro € =4 —D.

De acordo com [33] podemos calcular a susceptibilidade acima e abaixo da temperatura

critica por meio de
x~Cit ! (3.18)
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Para o calculo das amplitudes faremos T > 7. de um estado de magnetizagdo macroscopica nula,

usaremos M = 0 e o valor do ponto fixo (3.17) em (3.10).Obtemos entao

)€ (3.19)

Sendo y = | + £ 0 expoente critico para uma temperatura 7" > T, a amplitude sera

2 £(2)

3.2
5 O )€ (3.20)

Para T < T; temos quebra de simetria. Como foi determinado a magnetizagdo M como valor
que extremiza. Usaremos , alem da solugdo M = 0. o valor de M?. obtido na expressio da
equagio perturbativamente como forma de solugdo, sendo seu valor y = uM?*(t) = —6t +
3t[1+1In(=21)]u* + O(u*’), ate a ordem de um loop. Aplicando o ponto fixo (3.17) e o valor de
M? em (3.10), obtemos

-5yl 1 2f2
= (=) U=8)_[1 ——(44In2+ =— 3
x=(-t) 62[1 6( +In2+ - )€] (3.21)
Sendo a equacio (3.21) a parte singular da Susceptibilidade abaixo de 7.,com expoente critico ¥
e amplitude
1 1 272
_==[1—=(4+1n2 322
C 2[! 6(+n+n)s] (3.22)
A razio entre C e C_ ate a ordem de um loop serd
G _ g1 I +6) (3.23)
C- (3—%)
Chegaremos no seguinte resultado
Cs+ —
L =212 3.24
o B ( )

Com ye B respectivamente (1+£)e (5 —£).



CONCLUSOES

Neste trabalho calculamos da susceptibilidade acima e abaixo da temperatura critica,
para depois computarmos a razao entre eles, para uma teoria com violacdo de Lorentz e simetria
O(N). Para isso utilizamos métodos de teoria de campos para campos escalares sem massa com
interagdo do tipo 2¢”, usando técnicas de grupo de renormalizag@o, para uma teoria que diverge
em D = 4. Calculamos abaixo da dimensio critica €, e observamos que a teoria € finita no limite
€ — 0, quando renormalizada. Nos concentramos no comportamento critico de sistemas que sao
extensoes do modelo Ising. com isto a magnetizagdo , que ¢ o paramentro de ordem associado a

tal modelo tem apenas uma componente. Restringimo-nos entdo ao caso particular N = 1.

Observamos que as amplitudes da susceptibilidade sofrem variacoes quando inserimos a
quebra de simetria de Lorentez, dependendo de K;v. Porém, a razdo entre elas nao depende da
viola¢ao de Lorentez, mostrando-se universal, mantendo-se numa mesma classe de universalidade.
Isso ocorre porque a violagdo de Lorentz acontece no espago onde o parametro de ordem €

definido, e ndao no espago do parametro de ordem em si.

Como extensio deste trabalho, pode-se pensar em calcular as outras razdes criticas,para a
mesma teoria com violagdo de Lorentz. E também pode-se usar outros métodos de renormalizagio

como o de subtracdo minima.



CALCULO DAS INTEGRAIS DE FEYNMAN
D-DIMENSIONAIS

Nesse apéndice iremos mostrar algumas expressoes para o cdlculo das integrais de

Feynman D-Dimensionais que serdo feitas no Apéndice B.

A.1 Regularizacao Dimensional

A regularizacio dimensional se da por "t Hooft e Veltman afim de regularizar a teoria
de gauge nao abeliana [34]. A ideia bdsica desta regularizacao ¢ tratar as integrais de Feynman
com valores continuos de dimensio D. Na teoria ¢*, variamos continuamente as integrais de
Feynman em torno de D = 4 (que é a dimensdo critica da teoria veja (2.49)). Deste modo, as
singularidades dos diagramas de 1 — loop sdo expressas em polos simplesmente da seguinte
forma

D=4—¢ (A.1)

Para exemplificar o método de regularizacao dimensional, considere a integral de Feyn-

man
1

I(D)= [ d?
(D) / (g% +2gp +m?|*

onde o fator angular foi absorvido por meio de uma redefini¢dao na constante de acoplamento, ou

(A.2)

seja
dg =dPq2° ' zP’1(D/2) (A.3)

Através da mudanca de varidvel y = ¢?/m? e usando a expressio da fung¢do Beta dada

por
- - I B . S L F((:)F(;?_)_
B(a.b) —/“ dxx"""(1—x) = T+’ (A4)
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mostra-se que

IT()C(@=3) 5 3%«

D)= — = F— ) ) A5

Diferenciando agora os propagadores com relagao ao momento p, ou seja,

d 1 g
=—0 : (A.6)
dph [(q2+2pq+mg)4 !(q2+2pq+mz)a*1}
Derivada n vezes temos
d d 1 g ...qtn }

=(—-1)"a...(a+n—1 —|. (A7
dapt " dphn [(ff2+2pf!+m2)a] =1 ( ) [(q2+2pq+m3)aﬂ’ )

Diferenciando até a quarta ordem, temos os seguintes valores para as integrais de Feyn-

man
q" lI"(‘%J) ( D) 2 2 %-«a
a = Flo——=)pH*(m —p)° ~, (A.8)
/ q(f12+2Pf]+n13)a 2 () 5. ( r°)
U v E{2 R D
/dq 2 1 I ) I‘((x——) (m=—p°)* “ptp
| (q°+2pq+m*) 2IN(a) 5
D_ 1 SUY
+F(a—l—9>(;n3_p2): at1 8 } ao
; 2
q“q"q° 1T (%) ( D) 3 gl
d = —— (el 2 _ 7 u,vop
/ (g2 +2pq +m2)* 2T («) B (m* = p°) ppp
r CI—I—Q = D_g4
D ey e ‘(6~“pp+6“9p"+a%ﬂ)1- (A.10)
a*q" ¢ q° 1T (%) ( D) B
. = ———=2L T(a—=|(m"—p°)? ~“pHp'pPp°
/ (¢* +2pg +m?)“ 2 N(a) 2 ( p7) PP DI
I C(—l—g 5 D_ot i ‘
" %U”"—PE)‘ “L(8HY pP po + 8HP p¥ p©
D (.
+ 3VPP“P°+5”OPVPP+6""P“p‘)+¥
D_ i
x (mP—p?)T" Z‘Smam]- (A.11)

onde §1HY§PT} = GHY§PT 4 SHPFVO | SHO VP,

A.2 Propriedades da funcao I
A fungio I'(z) pode ser definida por

[(z) = /mdrr:“'e—’. (A.12)
JO
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Essa integral diverge para z = 0 e para inteiros negativos. Executando uma integragao por partes
obtemos
INz+1) = z/ dir*~ e ! = I'(z). (A.13)
0

O que mostra que a fungdo I' pode ser uma generalizagao de um fatorial de uma varidvel

complexa z.
As fungoes I' podem ser combinadas usando a seguinte relagao

I1,T(1 + o,€)

= 1+0(g?). (A.14
DT+ Bne) T &) )

se

[Jow-]]Bn=0. (A.15)
n

m

essa propriedades pode ser verificada expandido as fungdes I'em €.
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CALCULO DA INTEGRAIS QUE VIOLAM A
SIMETRIA LORENTZ

Aqui sera feito o cdlculo das duas integrais que aparecem na teoria sem massa com

violagao de Lorentz, sdo elas

]
l:/dq . = o (B.1)
(4% + Kuvag"q"][KuvgH g +q* + (1 + 557
¢ _ ]
Fip.i= /d(, i i (B.2)
L ;[q-+vaq“q"][(q+p)-+va(q—i—p)”(q+p)‘*’] e
B.1 Calculo de /
Considerando
1 1 2B  3B? 3 l B 3p° 3
. . O < N=x [1 =254 o(p B.3
(a+B)2 « a3+a4 +0(B7) az[ " e +0(B7) (B.3)

E identificando & = ¢* + Kuvg"q" + (1 + 5‘2—”) e B = q*+Kuvg"q" e usando a expressio (x)

que e a parametrizacao de Faynman dada por

I _/'a, |
ab  Jo x[ax—i—b(l —x)]*°

(B.4)

Podemos calcular a integral I, usando os resultados do apéndice A e lembrando que D =4 — &

(emos:
l_.4—¢ 4—¢., gM? ae_ 1 4—¢ _d4—¢
I=SI( ) (2~ > )(‘["“T]J = 2[[—4—1!(“\,,6”"1"(2— b )T 5 )+
[ h—g. d—g
EKuvKpod'8°°T(2 - 5 () 8.9
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= A e e E My - Lk s By 2 =E
1= ST Gl + ) ¥ 1 - K TN +
1 v epo € €
e KuvKpo8#" 8°°T(2)I(2 - 5)] (B.6)
_b, & &M’ dag [ s
r=[-(1-Sme+550) ol ))fox.au]n (B.7)
1 *MZ
I=[E(l——§—ln(r+gz s (B.8)

onde

Kuv""  KuKposin'seo)

=1 3 3

(B.9)

B.2 Calculo de ISP

Para realizar essa integral iremos usar a parametrizacao de Feynman que ¢ dada por

1

1 1
ab :_/(.} dx{ax%—b(l—.r)]l' (B

Identificando a = [(q+ p)* + Kuv(q+p)* (g+p)"] e b= [¢* + Kuvg'q"] em (B.2) e
utilizando (B.4) temos que /sp fica

S
lsp = / dl’/dq ;
Jo T g2+ 2gpx + pre+ Ky [g#qY (1 —x) + (g + p)F (g + p) ]} i
(B.11)

Agora considerando (B.3) e fazendo & = [¢* + 2pgx + p*x| e B = Kuv [¢"q" (1 —x) + (g + p)* (g + p) ],

temos

1 1 HaVil —x U ol Vi
fep: = /dx/dq 3{1—21@\,[(’ (1 =) +(q+p)*(q+p)"]
Jo . (4% +2gpx + p?x]” q°+2qpx+ p°x
q"q"qPq° (1 —x)* + (g + p)*(q+ p)*(q+ p)P (g + p)°x
£ 3KiKse 2 e
(¢ +2gpx + px)
o [4“q" (g+ p)P (g + p)° + (g + p)* (g + P)"9° 4% x(1 —x)
(% +2qpx+ p2x)’* ek
= [ ~2Kuv15+31<wf<p01;]p2=x3. (B.12)
onde | |
r’:f dx]dq , (B.13)
" Jo 4%+ 2gpx + p]’
1 MV .. H v
q*q"(1 —x)+(q+p)H(q+p)'x
15=/ dx/a’q ; — (B.14)
Jo . [4? + 2qpx + p*x]
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B

= /i dx /{fq ¢"q"9Pq°(1 —x)° + (g + p)* (g + )" (g + p)P (g + p)°x
Bl [¢* + 2qpx + p*x]*

. [4"q"(q+p)P(g+p)° +(g+p)*(g+p) q°¢°] x(1 —x)
[ +2gpx + pa]*

(B.15)

B.2.1 Calculo de I

Fazendo p — px e m*> — p*x em (A.4) e usando (A.5) temos entdo que

I =% (§>r(2—-§) [Px(1-2)] 7 (B.16)

lembrando que D = 4 — € temos

1‘{:%F(2—§)F(g)./olf!x[p2.r(l—x)]_%. (B.17)

expandido em € até primeira ordem e usando as propriedades da fungdo I" temos

, 1 -2 I 2
]IZE(E_])./O dx{l—%]n[x(l—x)p‘]} (B.18)

[1—5——L( ]+0(e (B.19)

0 que nos da

onde fizemos |
L(p) = / dxln [x(1 —x)p?] (B.20)
Jo

B.2.2 Calculo de I, e I

Seguindo os passos feitos no cdlculo de /; e utilizando as relagoes de (A.8) a (A.11)

temos para />

L = / /d g"q"(1 —x)+ (g +p)* (q+p)”’x
B 0 [q> +2gpx+ p? 1’]

oHY D \ 2122
= ZF(2>{ 5 F(ZZ—?)‘/O dx[x(]—.r)p‘}*
I D_
+ r(3—g>/0 dxx(1 —x) [.r(l—.r)pz]j 3,0“])“}

1 £ € 5 x(1—x) pHpY 5
- :/:g[l_z_z‘r‘(pJ 2 4/ Yul—n) B2 E:ZL)
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Da mesmo maneira temos para /3

/= /ldr/dq a"q"qPq° (1 —x)*+ (q+p)* (g +p)* (g + p)P (g + p)°¥*
_ [¢% +2gpx+ pz.t]4

l4#q" (g + p)P(q+p)° + (g +p)*(q+p) 4P q° | x(1 —x)
(4% +2qpx+ p*

Sluvgpo} D
r(5){E (>-5)
2] 3

s
3
+ ( ) 6}'—1\’!)'0,0 +6p0-pup / er(l . [(l —\)p21| 5=

)/ dxx? l—\’)z[ —x) 2]¥‘3}

Stuvgpol | Suv ot ) Pl
- _{__[,_E_ﬁqp)h_/od;( ) pp

D5

/1 dx [x(l —.r)pz} A

0

|
2

8 € 2 2 4 x(1=x) p?
x(2-x) p“p"PPPG
. B.22
T3 / 2 2(2—x) pt ' { )

Desses resultados obtemos /sp que € dado por

1 £ & 3 €
Isp = - { [] 5 EL(‘D)] II— EKMVLHV(P) + ZKuvao (LMY (p)&Pe +L“VpU(P)]} (B.23)
P=i
onde
1 _ MV
I*V(p) = / G = (B.24)
x(1—x) p?
1 —x)] p*p’pPp°
[HYPO(p) = d bx( : B.25
(p) [x(1 —x)]? p? { )
Como o ponto de simetria (SP) é p? = k* = 1, temos
LY (1) = ptp"
LF*YPO(1) = pHp¥pP p°. (B.26)
Assim obtemos i
Isp =~ (1 e n) 1@, (B.27)
onde 1 |
£ = —Evap‘“pv - ZKH"KPG (pp¥&*Y + ptp¥ pP p°). (B.28)



40

- REFERENCIAS

[1] E.Miranda. Transi¢des de Fase e o Grupo de Renormalizagao. Notas de aula - Unicamp,

Campinas, 2005. Citado 2 vezes nas paginas 10 e |3.

[2] L. D. Landau and E. Lifhhitz. Statistical Physics. Pergamo, Oxford, 1968. Citado na

pagina | 2.
[3] E.Z.Ising. Phys., 31:253, 1925. Citado na pagina | 2.
[4] W. Heisenberg. Phys., 49:619, 1928. Citado na pagina |2.
[5] Y.Nambu. Phys. Rev. Lett., 4:380, 1960. Citado na pagina 1.
[6] 1. Goldstone. Nuovo Cimento, 19:154, 1961. Citado na pagina 1.
[7] L. Osager. Phys.,65:117, 1944. Citado na pdgina |2.
[8] G.S. Rushbrooke. The Journal of Chemical Physics, 39:842, 1963. Citado na pagina | 3.
[9] R.B. Griffths. Phys.Rev. Lett., 14:623, 1965. Citado na pagina |3.
[10] R. B. Griffths. The Journal of Chemical Physics, 43:1958, 1965. Citado na pagina | 3.
[11] B. D. Josephson. Proc. Phys. Soc., 92:269, 1967. Citado na pagina | 3.
[12] B. D. Josephson. The Journal of Chemical Physics, 92:276, 1967. Citado na pagina | 3.
[13] M. E. Fisher. Phys. Rev., 180:594, 1969. Citado na pagina | 3.

[14] B. Widom. The Journal of Chemical Physics, 43:3892, 1965. Citado 2 vezes nas pdginas

13e |4,

[15] S. R. A. Salinas. Introducdo a Fisica Estatistica. Edusp, Sao Paulo, 2005. Citado na

pagina |,
[16] L. P. Kadanoff. Physics, 2:263, 1966. Citado na pdgina |-}
[17] K. G. Wilson. Phy. Rev. B, 4:3174, 1971. Citado na pagina |-.
[18] K. G. Wilson. Phy. Rev. B, 4:3184, 1971. Citado na pagina |-.

[19] C. Callan. Phys. Rev. D, 8:1541, 1973. Citado na pagina .



Referéncias 41

[20]
(21]

[22]

(23]
[24]
[25]

(26]

(27]

(28]

[32]

(33]

[34]

K. Symanzik. Comm. Math. Phys., 18:227, 1970. Citado na pdgina |-.
A. Pelisseto and E. Vicari. Phys. Rep., 368:549, 2002. Citado na pagina |5.

L. H. Ryder. Quantum Field Theory. Cambridge University Press, Cambridge, 1996.
Citado 2 vezes nas paginas [5e 1Y,

A. Ferrero and E. Altschul. Phys. Rev. D, 84:65030, 2011. Citado na pdgina | 5.
P. R. S. Carvalho. Phys. Lett. B, 324:850, 2013. Citado na pagina 15.
P. R. S. Carvalho. Phys. Lett. B, 730:320, 2013. Citado na pagina |5.

P. R. S. Carvalho and W. C. Vieira. Europhysics Letters, 108:21001, 2014. Citado 2 vezes

nas paginas |5 e 30.

P. R. S. Carvalho. International Journal of Modern Physics B, 30:1550259, 2015. Citado

na pagina | 5.

P. R. S. Carvalho and W. C. Vieira. Journal of Geometric Methods in Modern Physics,
13:1650049, 2016. Citado na pagina |5.

H. Kleinert and V. Schulte-Frohlinde. Critical Properties of ¢*-Theories. World Scientific
Publishing Co. Pte. Ltd., Berlin, 2001. Citado 2 vezes nas paginas |7 e 21.

D. J. Amit. Field Theory, The Renormalization Group and Critical Phenomena. McGraw-
Hill, New York, 1978. Citado na pagina 20.

M. 1. S. Juinior. Amplitudes do calor especifico para sistemas competitivos. Master’s
thesis, Departamento de Fisica, Universidade Federal de Pernambuco, Recife, PE. BR,
2010. Citado na pagina 27.

E. Brezin, J. C. Le Guillou, and J. Zinn-Justin. Field theoretical approach to critical
phenomena, in Phase Transitions and Critical Phenomena, edited by C. Domb and M. S.

Green. Academia Press, volume 6, 1976. Citado na pagina 27.

C. F. F. Farias. Amplitudes de susceptibilidade para o ponto de lifshitz m-axial. Master’s
thesis, Departamento de Fisica, Universidade Federal de Pernambuco, Recife, PE, BR,
2009. Citado na pagina 30.

G. 't Hooft and M. VItman. Nucl. Phys. B, 44:189, 1972. Citado na pagina 33.



