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Resumo

Neste trabalho, aplicaremos técnicas de teoria quantica de campos escalares com interacdao
do tipo \¢* e grupo de renormalizagdio para calcularmos a razdo entre as amplitudes do calor
especifico para uma teoria que apresente simetria O(N) e violacdo de Lorentz. A quebra de simetria
€ introduzida no setor cinético da lagrangiana do sistema. O valor obtido € 0 mesmo encontrado em
uma teoria invariante de Lorentz, o que, como veremos, estd de acordo com a importante hipétese
de universalidade.

Palavras-chave: Teoria ¢*, grupo de renormalizacio, calor especifico, razdo entre amplitudes,
violacdo de lorentz.



Abstract

In this work, we will apply scalar quantum field theoretic and renormalization group tech-
niques with \¢* interaction-type to we caculate the amplitude ratios of the specific heat for a
theory presenting O(/N) symmetry and Lorentz violation. The symmetry breaking is introduced
in the kinetic term of the Lagrangian of the system. The value obtained is the same found in an
Lorentz-invariant theory, which, as we shall see, is in agreement with the important hypothesis of
universality.

Keywords: ¢* Theory, renormalization group, specific heat, amplitude ratios, lorentz viola-
tion.
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1 Introducao

O estudo de transicoes de fase e fendmenos criticos tem grande importancia em varios sistemas
fisicos, que vai desde sistemas que explicam a formagdo do universo até sistemas que descrevem
a estrutura interna das intera¢des fundamentais, e € extremamente importante na fisica da matéria
condensada, essa por sua vez encontra sua importancia tanto nos fundamentos da fisica como
na tecnologia, pois com seu desenvolvimento € possivel, por exemplo, construir novos materiais

eletronicos.

As transi¢oes de fase podem ser classificadas em dois tipos, transicao descontinua ou transicao
continua. Uma transi¢do € dita descontinua quando sofre uma descontinuidade na primeira deri-
vada da energia livre em uma certa temperatura, a exemplo dessa primeira derivada temos a energia
interna. Tal transicdo é acompanhada por uma absorcao ou liberagcao de calor latente. Um exemplo
importante € a evaporagdo da dgua. Uma transi¢do continua acontece quando a primeira derivada
da energia livre é continua mas a segunda derivada (calor especifico, compressibilidade ou suscep-
tibilidade) sofre uma divergéncia em uma certa temperatura 7., que é conhecida como temperatura
critica. Na nomenclatura antiga, devido a Ehrenfest, as transicdes de fase eram classificadas como
sendo de ordem N caso a N-ésima derivada da energia livre apresentasse uma descontinuidade.
Entretanto, essas tltimas, na verdade, apresentam uma divergéncia nas derivadas segundas e nao
uma descontinuidade. Por isso, a nomenclatura de Ehrenfest ndo é a mais adequada, embora até
hoje se use o termo “transi¢cdo de fase de primeira ordem” para se referir as transi¢oes descontinuas

e “transicao de fase de segunda ordem” para se referir as transicdes continuas.[1]

Exemplo de transicdo de fase continua € a que acontece com a dgua quando aquecida a uma
temperatura de cerca de 647K e mantida a uma pressdo de 218 atm, nessa condi¢do temos uma
coexisténcia de fases (liquido e gds) sem que mude a densidade ou ainda sem perda ou absor¢cao

de calor latente. Veja Figura (1.1).

Outro exemplo importante € o de sistemas magnéticos, abaixo da temperatura critica 7. que
para esse caso em particular € chamada de temperatura de Curie, o sistema encontra-se magne-
tizado. A medida que aumentamos a temperatura, percebe-se que a magnetizacdo diminui conti-

nuamente até anular-se em 7,.. Ao mesmo tempo observa-se uma divergéncia na susceptibilidade
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Figura 1.1: Diagrama de fase de um fluido como a agua.

magnética do sistema. As formagdes de dominios magnéticos (fase ferromagnética) e fase pa-
ramagnética ocorrem em todas as escalas de distancias, conforme aumentamos ou diminuimos a
temperatura em torno da temperatura critica. Na fase ferromagnética, a interacdo entre os spins é
mais forte que os efeitos térmicos e os deixam alinhados com uma ordenagdo uniforme dentro de
um dominio. Ao passo que na fase paramagnética, os efeitos térmicos vencem a interagao entre os

spins e os desalinham desordenadamente, como mostra a Figura 1.2.

(a) \ \ (b)
*—_

Figura 1.2: Representacdo esquemadtica dos spins. Em (a) fase paramagnética, em (b) fase ferro-
magnética

Virios estudos que envolvem comportamentos criticos foram desenvolvidos com finalidade de
compreender o que ocorre em um determinado sistema fisico no seu ponto critico ou na regido
proxima a este. Entre estes estudos, podemos colocar as transicdes de fase continuas em bases
mais solidas através da teoria de Landau, cuja a energia que descreve o parametro de ordem do
sistema € invariante sob algum grupo de transformacao linear, dependendo apenas da simetria do
sistema [2]. Esta energia pode ser deduzida no caso de teorias de campo médio especificas como
teria de Weiss, Van Der Walls, ou BCS da supercondutividade. Outros modelos de comportamento
critico sao o modelo classico de Ising [3] para sistemas magnéticos, de Heisenberg [4] para sis-
temas ferromagnéticos e o modelo de Nambu [5] e Goldstone [6] que € obtido a partir de quebra

espontanea de simetria continua, entre outros modelos.
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Modelos que envolvem quebra espontanea de simetria sdo oriundos de sistemas que envolvem
transicoes de fase continua. Elas podem ser caracterizados pelo estado de vacuo de um determi-
nado campo escalar, obtido pelo valor minimo em seu potencial, quando observado diferente de
zero. Uma importante consequéncia esta no fato de que existe infinitas escolhas entre diferen-
tes diregdes do campo escalar ¢ . O campo escalar ¢ estd contido em um grupo ortogonal com
N componentes, caracterizado como grupo de simetria O(N). As N componentes deste campos
sdo idénticas. Este grupo de simetria em geral representa uma invariancia com relagdo a uma
rotacdo espacial de suas N componentes. Assim, para um campo que varia lentamente de ponto
a ponto no espago-tempo, € observada uma degenerescéncia no estado de viacuo de O(N). Num
dado sistema fisico que evolve quebra espontanea de simetria, resulta no aparecimento de campos
escalares massivos e sem massa (bésons de Goldstone). Tal modelo é bem utilizado em estudo de

ferromagnetismo, cristais liquidos, supercondutividade e etc.

O modelo mais simplificado criado para o estudo de transi¢des de fase em sistemas magnéticos
¢ o moledo Ising. Que tem uma solugdo exata, em 1-dimensdo, obtida pela primeira vez por E.
Ising. A versao bidimensional do modelo Ising foi resolvida exatamente, sem campo magnético
externo por L.Osanger [7]. Na presenca de um campo externo a versao bidimensional nao tem

solucdo exata, assim como o caso tridimensional.

Um parametro importante no estude de transi¢coes de fase € o chamado parametro de ordem
que tem como caracteristica ter um valor ndo nulo abaixo da temperatura critica e que se anula
continuamente em 7. Este parametro foi inicialmente introduzido por L. D. Landau. Em siste-
mas magnéticos, temos que o momento magnético por unidade de volume define a magnetizacao
espontanea M que é o parametro de ordem do sistema, pois ela nos da a informacao de quando o

sistema esta ordenado (M # 0) ou desordenado (M = 0).

Resultados experimentais e tedricos indicam que o comportamento das propriedades do sis-
tema podem, em geral, ser descritas por leis de poténcia. Através da introducdo do parametro

denominado temperatura reduzida ¢, onde
l=——, (1.1)

que mede a distancia em relacdo ao ponto critico e nos da a informacgdo sobre em qual lado da
transicao estamos, podemos expressar o comportamento assintético das fungdes termodinamicas,
temos que

C~ |t (1.2)

onde « € o expoente critico associado ao calor especifico C' note que C' tende ao infinito quando «



1 Introdugdo 10

vai a zero, 0 que caracteriza uma transi¢ao continua;
M ~ |t|", (1.3)

onde [ € o expoente critico relacionado com o pardmetro de ordem da teoria (magnetizagdo para

sistemas magnéticos, e diferenca de densidade no caso de um fluido), veja que M — 0, parat — 0;
X~ [t (1.4)
v € o expoente associado susceptibilidade x, que assim como o calor especifico diverge para ¢t — 0;
M~ HYO, (1.5)

Esta relacdo é uma equacdo de estado, que define o expoente critico ¢, e nos da a relacdo entre o

parametro de ordem e o campo externo (ou pressao no caso de fluidos).

No total existe seis expoentes criticos, sdo eles v que estar associado a divergéncia do com-
primento de correlacdo &, este por sua vez estar relacionado com as funcdes de correlagcdes. O
comprimento de correlagdo mede o alcance das correlagdes entre as flutuacdes, e ele diverge para
t — 0 por isso temos

E~ [t (1.6)

O outro expoente ¢ chamado de dimensao anomala 7, que também esté relacionado com as fungdes

de correlagdes,
1

G(z) = WTM’

(1.7)

onde D € o nimero de dimensdes do sistema, ele (dimensdo andmala) recebe esse nome porque
aparentemente hd uma violacdo na analise dimensional quando comparado com o resultado forne-
cido pela teoria de Landau. A explicacdo desse paradoxo estd em que outra escala de comprimento

deve necessariamente estar envolvida. [1].

Estes expoentes criticos ndo sdo independentes entre si. Foi mostrado pela primeira vez por
Rushbrooke [8], Griffths [9, 10], Josephson [11, 12] e Fisher [13], usando apenas termodinamica
basica e algumas suposicdes razoaveis, que estes expoentes deviam satisfazer a quatro inequagdes.
Posteriormente, experimentos indicaram que essas desigualdades deveriam ser, na verdade, igual-

dades.

Antes do desenvolvimento da teoria do grupo de renormalizacdo, percebe-se que na regidao
critica as quantidades fisicas tinham um comportamento mais simples como fun¢ao dos parametros
externos, como temperatura e campo magnético. Um dos primeiros a notar essa simplificagcdo foi
B. Widom [14]. Essa simplificacdo leva o nome de teoria de escala (’scaling theory”). Uma

das consequéncias mais importantes da teoria de escala € mostrar que os expoentes criticos nao
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sdo independentes, mas satisfazem algumas relagdes que formam as leis de escala. Através da
hipétese de escala de Widom [14], ele supds que a energia livre de Helmotz F'(T', H) poderia ser

escrita como

t
F(T,H) = |t|2_°“P(M’]‘/ﬁ), (1.8)

que leva a quadro relagdes entre os seis expoentes sao elas

a+28 = 2—vy

v = p-1)
o= v(2=n)
Dv = 2—« (1.9)

Uma vez que ha quadro equagdes e seis varidveis em (1.9), existe apenas dois expoentes in-
dependentes (encontrando dois deles podemos encontrar os outros seis usando). Para ver como

podemos chegar em (1.9) veja [15]

Utilizando a teoria do grupo de renormalizag¢do, pode-se obter essas relacoes de escalas por
primeiros principios € ndo meramente através de hipoteses apresentada acima. A ideia pioneira foi

devida a Kadanoff [16], com sua técnica de dizimagdo ou grupo de renormalizag@o no espago real.

Esta ideia foi adaptada ao espaco dos momentos levando a resultados extraordinérios, as
transformacoes de dizimacao sobre blocos de spin ganhavam agora um significado mais preciso em
termos matemaéticos, permitindo pela primeira vez obter resultados analiticos muito além da teoria
de campo médio para as grandezas de interesse. Estas transformag¢des de grupo de renormaliza¢ao
no espagco dos momentos correspondem a resolver o problema nao-trivial da interacdo entre to-
das as escalas de comprimento envolvidas. De acordo com Wilson [17, 18], para examinarmos o
problema no regime IR (para grandes escalas, que caracteriza a regido infravermelho) tudo o que
temos que fazer € integrar os modos com pequenos comprimentos de onda (dizimagao) sucessiva-
mente. Quando as grandezas desejadas nao mudam mais depois de um numero de interagdes de
grupo de renormalizacdo, dizemos que o sistema fisico estd em um ponto fixo, que nos leva aos
pontos criticos do sistema, e sdo caracterizados pela invariancia de escala. Estes conceitos junta-
mente com a expansao perturbativa em um parametro pequeno (¢ =4 — D), fornece a chave para

obter os resultados analiticos mais interessantes.

Esta técnica foi reformulada posteriormente adicionando elementos de teoria de campos para
o cdlculo de expoentes criticos para uma teoria sem massa renormalizada em momentos externos
arbitrérios, e foi estendida para célculo de expoentes criticos usando uma teoria de campo massiva

e momentos externos nulos, conhecida como a equagao de Callan-Symanzik [19, 20].

Os expoentes criticos apresentam uma caracteristica bastante crucial que € a universalidade,
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ou seja, dois ou mais sistemas fisicos diferentes podem apresentar os mesmos expoentes criticos.
Os expoentes criticos nao dependem dos detalhes microscopicos do sistema, mas apenas de suas
simetrias, da dimensao espacial D do sistema, e do nimero de componentes do parametro de ordem
N e dp alcance das interagdes. O grupo de simetria O(V) generaliza os modelos especificos de
interacdo de curto alcance como o Ising (N = 1), XY (NN = 2), Heisenberg (N = 3), caminhante
aleatorio (N = 0), esférico (N — o0), etc [21]. Estes modelos sdo generalizados em termos de
integracdo funcional, repassados para a representacdo de um campo escalar ¢ com interacdo do
tipo A¢*.

Neste trabalho estudaremos o método de teoria quantica de campos, usando uma teoria de
campos escalar, com simetria O(/N) conhecida como teoria ¢*, mais precisamente descrita pela
sua lagrangiana, conhecida como a funcional de Landau-Ginzburg. O objetivo aqui € usar as
técnicas do grupo de renormalizacdo em teoria de campos e a expansio €, para encontrar a razao

entre o calor especifico no ponto critico em uma teoria que viola Lorentz.

A quebra de simetria de Lorentz é inserida, adicionando ao termo cinético da lagrangiana
um termo constante K, que viola a simetria de Lorentz de modo que 9,00"¢ — 0,,0"¢ +
K, (0"¢0” ¢), onde os coeficientes constantes K, ndo sdo invariantes sob transformacdo de
Lorentz, isto é, K //w =NSANSK po 7 K, [22]. Para que possamos tratar o problema perturba-
tivamente faremos a expansdo até a segunda ordem em relagdo a K, considerando |K,, | < 1.
Estes coeficientes sdo simétricos (K, = K,,,) e iguais para todas as N componentes do campo e

preserva a simetria O(N).

Ao inserirmos a violacdo de Lorentz, a lagrangiana do sistema para uma teoria sem massa

passa a ser dada por

1 1 2 A
£ = 3 (0,0)(0"6) + 5 K (06)(00) + > 6+ 0" (110
onde ¢ é a fonte do operador composto ¢> = ¢ (y)o(y).

No cendrio de fisica de altas energias, a importancia de uma teoria do campo escalar com
violacdo de Lorentz resulta na possibilidade de ser um candidato a descrever o setor de Higgs do

assim chamado modelo padrao estendido [23-25].

O objetivo deste trabalho € investigar as consequéncias da quebra de simetria de Lorentz no
célculo da razdo entre as amplitudes do calor especifico a fim de comparar com os calculados nos
diferentes métodos de renormalizacdo para testarmos a hipétese de universalidade. Com relagao
aos expoentes criticos ja foi mostrado que a classe de universalidade ndo € alterada quando a

simetria de Lorentz € violada [26-28]

No capitulo 1 iremos definir a teoria ¢, através de métodos funcionais. Passaremos a discutir
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as divergéncias da teoria, e mostraremos que sua dimensao critica acontece para DD = 4. Descre-
veremos a renormalizacdo dos parametros fisicos ¢, A e t, através das condi¢des de normalizacao,

encontrando por fim o potencial efetivo renormalizado.

No capitulo 2, calcularemos a razdo critica entre o calor especifico, utilizando para isso o

potencial efetivo renormalizado dado no capitulo 1.

E no capitulo 3 discutiremos os resultados obtidos, nas conclusdes e abordaremos algumas

perspectivas.
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2 Renormalizagdo da Teoria ¢*

Uma teoria de campos de flutuacdes térmicas é definida por meios de uma representacao em
integral funcional da fun¢do de parti¢cdo, em que os campos sao linearmente acoplados a fontes ex-
ternas. Isto constitui um funcional gerador, de que todas as quantidades termodindmicas e fungdes

de correlagdes do sistema podem ser obtidas por diferenciagio funcional® [29].

Neste capitulo descreveremos a Teoria ¢*, passando a tratar suas divergéncias, assim iniciamos
uma exposicao do processo de regularizacao dos diagramas de Feynamn envolvidos na série per-
turbativa das funcdes de correlagdes, e da renormalizacdo da teoria. Em uma teoria sem massa, po-
demos utilizar das condi¢des de normalizac¢do das fungdes de vértices para redefinir os parametros
da teoria (0 que constitui o processo de renormalizacdo). O leitor interessado, pode consultar a

referéncia [29] para um estudo detalhado da teoria abordado neste capitulo.

2.1 Teoria ¢*

Todos os objetos de estudo abordados nesse capitulo, sdo descritos em termos de N componen-
tes do campo flutuante ¢ = (¢(x), ..., o (X)) em um espaco euclidiano de D dimensdes. A com-
ponentes dos campos interagem entre si, via um termo de quarta ordem nos campos, AT, 5,50 @50~ Ps>
(o, 8,7,0 = 1,...,N), onde o pardmetro A\ > O caracteriza forca de intera¢do e é chamada de cons-

tante de acoplamento. A quantidade 7;,3+5 € 0 tensor de acoplamento.

O campo ¢(x) realiza flutuacdes térmicas. Podemos investigar as propriedades do sistema
principalmente na fase normal onde o valor esperado do campo ¢ € zero, que acontece no regime
de temperatura em que a simetria do sistema ¢ quebrada. Essas flutuagdes acontecem em torno de

zero. Seu tamanho € controlado por uma energia funcional local, constituida por dois termos:

E[¢] = Eo[¢] + Eint[¢]. 2.1)

O primeiro termo €

Eolo) = [ AP {06 + 267 (5)) 22)

Veja capitulo 2 da referéncia citada
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¢ quadratico no campo, e € chamado de energia do campo livre. O segundo termo

mt /de ¢4 2.3)

€ de quarta ordem no campo e é chamado de energia de interacdo. O parametro m é chamado de
massa do campo. Este nome € devido ao fato de que podemos sair de um teoria de campos de
flutuacdes térmicas para uma teoria quantica de campos, para isso basta utilizarmos um “truque*
chamado de rotacao de Wick que consiste em fazer zp — —it, 0 que nos permite sair de um espaco
euclidiano (mecanica estatistica) para um espago de Minkowski (mecanica quantica relativistica) e
vice-versa. Quando estamos no espaco de Minkowski a nomenclatura massa do campo faz sentido
J& que o campo quantico pode ser descrito por um operador gg(x) que € capaz de criar e aniquilar

particulas de massa m.

Todas as propriedades termodindmicas do sistema sdo descritas pela funcdo de particao do

campo que € dada por uma integral funcional
ZPhys — /@qﬁ(x) exp” Flol/ksT (2.4)

onde kp € a constante de Botlzmann e 7" a temperatura. A medida da integral funcional € definida
pelo produto das integrais em cada ponto do espago x, multiplicada por um fator de normalizacao

irrelevante .4
/ 76x)= ] / do(x) 2.5)

Assumiremos que k1" = 1, o que nos permite escrever a fungdo de particio como

zZPhys — / P¢(x) exp” Fl9) (2.6)

Enquanto a fun¢do de particdo (2.4) nos da todas as propriedades termodindmicas do sis-
tema, ela ndo nos da nenhuma informacao das propriedades locais do sistemas que sao observadas
por exemplo em experimentos de espalhamento. Estas informacdes sdo dadas pelas funcoes de

correlagdo do campo ¢(x) que é dada por

G (x1,.xn) = (B(X))...0(xp))
= 27 [ 26)0(x1)...0(0x0)e 1 27)

Elas também sdo chamadas de fun¢des de n-pontos ou funcoes de Green.

Introduzindo um campo externo auxiliar j(x) chamado de fonte (source), e adicionando a

energia funcional (2.1) uma energia de interacdo linear desta fonte com o campo

Esource|6,7] / dP o (x) (2.8)
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temos que a energia total fica
_ / de% {[026(x)12+m22(x) } + / P2z ¢4 / dPro(x) (2.9)
A funcdo de particao formada com essa energia
Z[j] = (")~ / D (x)eFlo] (2.10)

é um funcional de j(x). A derivada funcional > de Z[j] com respeito a j(x) calculada em j =0

nos da a funcdo de correlagdo do sistema

) o
G (x1,....%n :Zl[ I Zj} : 2.11)
(Xt n) = 2 Sy 5
Por esse motivo, Z[j] é chamado de funcional gerador da teoria.
A energia do campo livre pode ser escrita como
Bolg) = 5 [aPro()(=02 +m)o(x)
= 5 /delde2¢(X1)D(X1,X2>¢(X2). (212)

Onde D é uma matriz funcional simétrica (D(x1,X2) = D(xX2,X;)) e tem sua forma explicita dada
por
D(x1,%2) = 0P) (x —x2)(—02, +m?). (2.13)

Como a energia do campo livre € quadrética no campo o seu funcional gerador pode ser calculado,
ele toma a forma
Zolj] = ¢ / dPzdP j(x) D~ (x,x)j (x'). (2.14)

Assim, obtemos as funcdes de correlacdes do campo livre

(n) . 1 Y Y /- - N (o n/2
Go ("1"“”‘2>—zn/2<n/z)z{5j<xo“'5j<xn) [/ ded> @D (. X)] (X)} }

7=0

(2.15)
Mostra-se também que para n = 2 temos
(2) _ -1
GO (X],...,Xz)—D (X],...,Xz). (2.16)
Onde G(()z) (x1,...,X3) é chamada de func¢@o livre de dois pontos, que também é simétrica em seus

argumentos.

Podemos dai escrever as fungdes de correlagdes para qualquer n em termos da fungio livre de

%veja a definicdo de derivada funcional e um pouco mais sobre o que é um funcional no final do capitulo 5 da
referéncia [22]
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dois pontos, temos que
o) (n D!n/2
Gy (X1,.... Xy, Z HG Xr; (25 1) Xy (25))- (2.17)

Onde os pares 7;(2j — 1), m;(2;) indicam o nimero total de indices a partir do qual os pares foram

selecionados. O lado direito de (2.17) é chamada de expansao de Wick.

Fazendo uma expansio perturbativa no funcional gerador Z[j] em série de poténcia em termos

da constante de acoplamento A temos

= Zo[j +Z ( 4,) / ' 6(x) / dPz1..dP 2y (21) .0 (2,) e FO L0 Buource 641},
2.18)

Por diferenciacdo funcional calculamos as funcdes de correlagdes que podemos escrever-las como

G(”)(xl,...7xn) =71

G’én)(xl, ...,Xz) + Z Gz()n)(Xl,...,Xz)] , (219)
p=1

onde
1- . lp! T I D 1) n

x ¢t (21)...¢" (z) e~ 0PI+ Esource[9:71} (2.20)

(n) (

Temos que a expansdo de Wick (a exemplo do que foi feito na (2.17)) de G}, * (x1,...,X2) é dada

por

Gz(,n) (X1, Xp)

A\ -
! (E) /dDz1...dsz/dDyl---dDy4p+nH [5D(Y4p+l _Xl)]

=1

1

p

T [P —z;,)0" —1z;)0" —
< TT107 (Yar—3 —21)6" (Yar—1 — 2&)0" (Yar,) — %

(dp+n—1N =5
. (yﬂmpmny <4p+n>> . (2.21)

2i-1)  ™2j)

X
0
=

A soma inclui todas as possiveis permutacdes das varidveis y, , exceto para aquelas que corres-
pondem apenas a uma troca dos argumentos espaciais num propagador, ou para uma troca de
propagadores idénticos no conjunto. Cada termo do produto total da soma (2.21) é chamado de

diagrama de Feynamn ou grafo de Feynman [30].

Ao fazermos a expansao perturbativa em poténcias de A , obtemos diagramas que sao desco-
nectados e diagramas que sdo conectados. Os diagramas desconectados sao diagramas que podem
ser escritos como um produto disjunto de dois diagramas. Ja os Diagramas conectados nao po-

dem ser escritos como o produto disjunto de dois diagramas. Assim, qualquer termo da expansao
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perturbativa pode, em geral, ser escrito como uma soma de diagramas conectados e desconectados.

Iremos considerar apenas diagramas conectados, para uma dada ordem em A , com o sentido
de trabalharmos com um ndmero menor de diagramas. De fato, tal expansdo pode ser obtida,
considerando o funcional gerador

Z[j] =", (2.22)

onde as fung¢des de correlacdes conectadas no espaco das coordenadas (ng) (x1,...,X,))sd0 dadas

pelas derivadas funcionais de (2.22)

ng)(xl,...,xn) —z!

) )
Wiill =0. 2.23
530 T U (229

E conveniente trabalhar em uma representacio das funcdes de Green de n-pontos no espago
dos momentos (por exemplo para problemas que apresentem simetria translacional). Aplicando
uma transformada de Fourier em todos os argumentos das fun¢des de correlacdes GG (n) (X1, Xn),s

obtemos as fun¢des de n-pontos no espaco dos momentos
G (ky, . k) = / APy dP g e Xt X G (g x 0y, (2.24)
dai obtemos

5 2j]
5 (—ki1)--0j(—kn)

GM(k,.. k)= 27" { (2.25)

Uma vez que as fungdes de correlacdo estdo associadas com os diagramas de Feynman desco-
nectados, que podem ser fatorados das partes conectadas, esta associacdo é também estendida para
as suas transformadas de Fourier. Portanto € suficiente a criagdo de regras de Feynman para os
diagramas conectados no espaco dos momentos. Assim, € suficiente a criagdo de regras de Feyn-
man para os diagramas conectados no espaco dos momentos. Denotaremos os pontos externos e
internos por x;(k =1,...,n) e z;(i = 1,...,p). Cada momento pode ser representado por uma linha.
Dependendo dos pontos finais, pode-se distinguir as linhas externas (k = 1,...,n) e linhas internas
p;(i =1,...,n). O nimero de linhas obviamente ¢ n. O nimero de linhas internos / ¢ determinado

por n e o niimero de vértices p através de 3
I=(4p—n)/2. (2.26)

Omitindo por um momento o fator de acoplamento (—\) e o fator de peso W2, temos que as

funcgdes de correlacdes conectadas de Gz(jn) (x1,..-X,,) podem ser dadas por

n I
ng) (X1,..Xp) = /dDzl...dDanGo(X,- —17;) X HGo(zj —1;). (2.27)
i=1 i=1

3Veja capitulo 4 de [29]
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() (

As transformagoes de Fourier de G’ (X1, ...X,,) € definida como em (2.24), temos entao que

G (ky,.. k) = / dPxy...dP g e~ ikxttknx) G0 g gy (2.28)

(n) (

Podemos ver que G¢" (X1,...X,) contem n fatores e~ x;., cujos momentos kj, sdo representados
por linhas externas. Cada ponto externo x; que aparece na fungdo de Green, € representado pela
transformada de Fourier
dPky, .
n Kk;.. —Z;

G(() )(Xk,...Zi) = /Wel ke (Xp—2 )GO(kk) (229)
que contribui para a integral (2.27) com um fator exponencial e’k (xk—2i)  Cada par de pontos
internos z; que aparece na func¢ao de Green

n dD ip.(z;—2Z;
Gl )(zi,...zj):/ﬁe P-(#i %) Gy (p), (2.30)

contribui com uma fator exponencial ¢'?-(2i=2j) " Como cada um dos pontos externos X; aparece
duas vezes nos fatores de fase, as integrais sobre x; produzem um fator (27)”6(D)(k-p) para
cada linhas externa. As subsequentes n integracdes sobre o correspondente momento p podem
todos serem feitos, levando as (4p —n)/2 integrais de momentos ndo triviais, uma para cada linha

interna.

Cada vértice aparece em 4 fatores exponenciais ePX) As integrais sobre os vértices internos
de posi¢ao z; produzem p d-distribuicdo que expressa a conservagdo do momento em cada vértice.
Um desses podem ser escolhidos para conter a soma sobre todos os momentos externos. Isso
garante totalmente a conservagdo do momento. As demais integrais, podem simplesmente serem

feitas, por meio da remocdo de p — 1 integracdes. Assim, € possivel acabar com
L=I—-p+1 (2.31)

integrais nao triviais sobre as varidveis de momento /;, que € o loop do momento, que estar asso-
. . . . n
ciado com loops independentes nos diagramas. A transformada de Fourier de Gg )(kl, ..kp) tem

portanto a forma

G (ky,.. k) = Go(k1)...Go(ky) (2m) PP (Zk)

dP1,  dPip
/(27T)D"'(27T)D

Go(p1(LK))...Go(p(1,K)). (2.32)

Cada linhas de momento é expressada por uma combinacdo do loop do momento I;(i = 1,...,L) e

momento externo K;(i = 1,...,n), abreviado por (1,k).

Reintroduzindo os fatores omitidos anteriormente, vemos que os diagramas de Feynman no
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espago dos momentos contém:
1. Um fator G (k;) para cada linha externa;

2. Um fator Go(pj) com j = 1,..., ] para cada linha interna, onde cada momento interno p;
tem uma orientagcdo e € expresso por uma combinacdo de L = I —p+ 1 loops de momento e n

momentos externos;
3. Uma integragdo sobre cada loop de momento independente;
4. Um fator (2m)P8(P) (k| + ... +k,,) para garantir totalmente a conservacio do momento.
5. Um fator —\ /4! para cada vértice; e
6. Um fator de peso W do diagrama.

Um exemplo € a fun¢do de livre de 2 pontos no espaco dos momentos, ela é expressao entdao

por
1
Go(k) = 5——. 2.33
o(k) g, (2.33)
onde sua representacao diagramdtica é dada por
Go(k) = —"1 (2.34)

Ap0s estabelecido tais regras dos diagramas de Feynman no espago dos momentos, temos que
€ conveniente trabalhar com uma expansao perturbativa ainda mais simplificada onde temos apenas
diagramas cujos propagadores associados as pernas externas sao omitidos, pois estes propagado-
res das pernas externas entram como fatores multiplicativos que ndo envolvem integrais. Desses
diagramas, os que ndao podem ser separados em dois cortando-se apenas uma linha sao chamados
de 1P1I (irredutiveis a uma particula). Eles representam o menor diagrama de Feynman nao trivial

que forma blocos de construcdo bésica para todos os diagramas.

Podemos obter as partes de vértice 1P/, formalmente, das funcOes de Green conectadas

através de uma transformacdo de Legendre

Llé] + W) =} dui (2.35)
onde S
5= (0 = (ol = 2 230
e o)
55, = Ji (2.37)

onde obtemos uma funcéo andloga as fungdes de n pontos conectadas, diferenciando I'[¢] com
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respeito a ¢, ou seja

= 2T
S e

que sdo as fungdes de vértices de n pontos nao renormalizada.

r™a (2.38)

Podemos notar que as funcdes de Green de n pontos podem ser expressas em termos das

fungdes de vértices 1PI, tornando-se importantes na constru¢ao da teoria de pertubacao.

Quando violamos Lorentz em uma teoria sem massa, inserindo um termo a mais na lagrangiana

da teoria ¢*, de modo que obtemos

1 1 t2 A
L = (0u0)(0"9) + 5 K (016)(0) + 6> + 10" (2:39)
Assim, devemos modificar a acdo do campo ¢ sob a seguinte transformacgao

0 — O+ K, 0"0". (2.40)

Fazendo o mesmo processo para encontrar as funcdes de n pontos, podemos notar que agora
elas dependerdo deste novo termo inserido na Lagrangiana. Porém, podemos representa-las dia-
gramaticamente pelos mesmos grafos. Fazendo novamente a transformada de Fourier, temos as
mesmas representacoes graficas para as funcdes de Green no espago dos momentos, agora sendo
da seguinte forma como no diagrama do campo livre

1

_ ~1
G = R

(2.41)

De forma similar é feita para o outros diagramas, bastando fazer k> — ¢> + K watq”.

2.2 Divergéncias na Teoria ¢*

Ao fazermos a expansao diagramatica das fungdes 1PI, encontramos o fato de que as integrais
de Feynman decorrentes da expansdo sdo divergentes. Estas divergéncias dependem da dimensao
do espago onde a teoria de campo esta definida. Considerando a integral associado ao diagrama da

func¢ado de 4-pontos de um loop dada por

d"p 1
/ (27‘(‘)D (p2 + m2) [(p + k)Z 4 mZ] ’ (242)

podemos observar através de uma simples andlise da dimensionalidade dessa funcdo de vértice, que
ela possui D — 4 poténcias de momento. Entdo, se D = 4, teremos uma divergéncia logaritmica,
que € a divergéncia mais fraca que pode ocorrer, pois para DD < 4 a integral serd finita, e para D > 4

teriamos divergéncias linear, quadratica e assim por diante.
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Nesta secdo serd discutido um método para eliminar estas divergéncias da teoria, afim de
podermos trabalhar com essas integrais em termos de sua dimensdo critica. Para a teoria sem
massa, ha divergéncias para momentos pequenos ou grandes comprimento de onda, assim sendo

chamados de divergéncia infravermelhas (IR-divergences).

Estas integrais, em geral, sdo dependentes da massa e de seus momentos externos k;. Deste

modo, para a teoria sem massa, algumas integrais sao nulas como as que correspondem aos seguin-

tes diagramas Q, & e >& , pois cada uma delas tem um integrando da seguinte forma

I
/ k5 =0. (2.43)

Suponhamos agora que cada integral de Feynman [ seja proporcional a um fator a € que no

limite para o« — 0 as integrais comportem-se como
I oca” (2.44)

onde w € o grau superficial de divergéncia IR das integrais. As integrais possuem divergéncias IR

quando w > 0.

Para compreendemos melhor as origens e a importancia das divergéncias, consideramos uma
teoria com interac@o \;¢" em D dimensodes. Analisando as dimensdes do campo através do campo
livre. Como estamos em um sistema onde as unidadesonde A =1,c=1e¢e kg = 1, a inica dimenséo

envolvida € a de comprimento. Para um campo escalar a dimensao do campo € dada por
[¢] = L'™P/2 = AP, (2.45)
Isto decorre do fato de que a Lagrangiana tem dimensao do inverso do volume, ou seja,

(L) =LP=AP, (2.46)

A partir da (2.45) e da (2.46) podemos encontrar a dimensdo da interagdo, usando o fato de
que
Aj¢'] = AP (2.47)

obtemos
A = APTTD/2HT = pdr (2.48)
Podemos fazer uma andlise dimensional para encontrar a dimensdo das fun¢des de vértice, e

obter as dimensoOes destas em termos da dimensao canOnica.

Em uma dimensao especial, a interag@o torna-se adimensional. Nesta dimensio, a teoria torna-

se renormalizavel. Para que as divergéncias sejam independentes da ordem da teoria de pertubacdo,
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a constante de acoplamento deve ser adimensional, para isto, devemos ter

r

. . ~ 4 . A . . , . ~
Para uma teoria com interacao ’\%ﬁ, a divergéncia na teoria ¢ dada nesta dimensdo quando

temos D = 4. A renormalizacdo redefine as constantes de modo que as grandezas tornam-se
convergentes. Para a renormalizacdo, devemos tratar as integrais préximo de D = 4. Para o caso

com violacdo de Lorentz, as integrais também sao divergentes em D = 4.

2.3 Condicao de Normalizacao

Agora passaremos a tratar suas divergéncias, renormalizando a teoria. Para isso, faremos uso

das condi¢des de normalizacao.

As funcdes de vértice de 2-pontos e 4-pontos podem se tornar finitas através de uma renormalizacao
multiplicativa empregando as duas constantes de renormaliza¢do Z; e Z» que sdo as contantes de
renormalizacdo do campo e do operador composto respectivamente. Através da renormalizacio
multiplicativa sdo estabelecidas as seguintes relacdes entre quantidades renormalizadas e nao-

renormalizadas

. n n,l
ry o 202 2L, 000 (P K, ) (2.50)

¢

Existem vérios esquemas de renormalizacdo. Em particular, estamos interessados em renor-
malizar a teoria quando os momentos externos sdo fixos a um ponto arbitrario, fixado a escala de
momento de valor « (pontos de simetria SP). Os valores sdo tais que para um momento externo k;
temos k; - kj = (k2/4)(46;; — 1), que implica em (k; + ky = k*> = x?) para i # j em SP. Em SP
temos que k2 = f—t/az e kiky = —}1/12 0 que nos da p2 = (k1 + k2)2 — k2. Utilizamos condicoes de

normaliza¢do e no nosso caso, condicdes de normaliza¢do para uma teoria sem massa. Sao elas

r'?0;9) = o,
9
. =1
6]{32 R( ag) 122 )
4
F%)(ki;g)‘sp = g,
F%l)(klykz,p;g)‘ﬁ =1
r'%? (p:g) e = 0 (2.51)

onde g € a constante de acolamento renormalizada.
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Podemos obter as constantes de renormalizacdo e a constante de acoplamento renormalizada
em termos das fungdes de vértices nao renormalizadas (1PI). Utilizando as equacdes (2.56) e as
(2.57) obtemos

I (k:g) = 2,0 (k=0;0)=0

9 ) 9 1)
1%k = Zy=—=I'“9(k;\ =1
82 R ( 79) k2—=x2 ¢82 ( ) k2—=x2
4
ng)(ki;g)‘sp - Z;ZF(4)(ki;)\))SP —9
rgal)(kl,kz’p;g)‘ﬁ _ Z¢Z;£2F(2’l)(khk2>p’)‘)‘S—P =1, (252)

A expansdo diagramatica das partes de vértices que manifestam as divergéncias primitivas da

teoria ¢* podem ser representadas da seguinte forma

re = — _1+Q +O(2 — loops)
2
= k2+)\NT+D1+O(2—loops) (2.53)

r4 = >+ X X+0(2—loops)

N+8

= A+ + Isp+O(2—loops) (2.54)
rel — g +@+ O(2 — loops)

N+2

= 1+)\T+ISP()\)—|—O(2—loops) (2.55)
réh = AW
N
= —7]5’}3—{—0(2—100]7.5') (2.56)
onde escrevemos
1

d
= 2.57
i 2.57)

1
Taplos — / dlk
SpPisp (K2 +m2)[(k+ K)2+m?] | o2

(2.58)

Utilizando a equacdo (2.53) em (2.52), pode-se obter uma expressao perturbativa para a cons-
tante de acoplamento renormalizada A, para o campo ¢, e para o operador composto ¢ [31], que

sao dadas respectivamente por

N+38
A=g+g? + Isp+O(2 —loops). (2.59)
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¢ =M+ 0O(2—loops) (2.60)

N+2
t=tr+yg i trlsp+O(2 —loops) (2.61)

Desses resultados encontramos o potencial efetivo renormalizado, que é dado por [31]

2
1 4k t+ﬂ
Tr(M,tp) = EtRM2+ gM4 2/ { kzz +(N=1)In[1+
t+ 9257 N2 0Ly L PV NS
K2 26 Y 4P| Ty RT3 Y

+0(2—loops). (2.62)

Por conveniéncia, podemos reescrever o potencial efetivo renormalizado nas varidveis renor-
malizadas ¢ e y, onde

y = uM? (2.63)
Explicitando I'g(y,t) temos

1 v\ 1 [ d%k t+4 t+¢
r = — — - In |1+ —*= N—-1)In|1
r(y,t) 5 (ty+12)+2 (2ﬂ>d{n{ +02 +( )In |1+ 12

_ % [N <t+%> +%] } +%ISP {N <t+%>2+§y (t+%)1 +O(2—loops).  (2.64)

Por conveniéncia adicionamos na integral acima, o termo linear em ¢ — ];] t klz, que € irrelevante
no potencial I'(y = uM?,t) definido por um polindmio do segundo grau (ou, superior) na varidvel
t para a descricao das transi¢Oes de segunda ordem. Esta expressdo confere com a encontrada nas

referéncias [31, 32] e da qual obteremos os nossos resultados para a razao das amplitudes criticas.
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3 Cdlculo da Razdo das Amplitudes do
Calor Especifico

No capitulo anterior definimos a teoria ¢*, e como podemos encontrar as fungdes de correlacdes
atrds de uma teoria de pertubacdo, depois passamos a teoria para o espaco dos momentos, pois €
mais conveniente trabalhar nesse espaco, depois vimos que podemos representar melhor as fungdes
de Green em termos de uma série diagramaética, onde cada diagrama € um integral de D-dimensdes.
Foi discutido sobre suas divergéncias, como elas podem aparecem em cada diagrama. Assim,
como a renormalizacdo da teoria pelas condi¢cdes de normalizacdo em uma teoria sem massa. En-
contramos o potencial efetivo renormalizag¢do I'r(y,t) que serd nosso ponto de partida para que

possamos encontrar as amplitudes criticas do calor especifico.

Para levarmos uma teoria invariante de Lorentz para um teoria que viola Lorentz basta fazer

k* — ¢* + K,,q"q", fazendo isso em (2.64) obtemos

1 t+y
Tr(y=u*M> 1) = /d 1
rly=u 1) 2u*< ) > q{n{ . +quuq }4_
1 Y\ , Y

N—-1)In|1 N(t+2 4

. >n{ o~ e (D) )
1 y\2 2 y

+ Z[SP [N(IH_E) +§y<t+§)1+0(2—loops), 3.1

que € o potencial efetivo renormalizagcdo para uma teoria sem massa com violacao de Lorentz.

A integral Igp € computada em (B.27) e é expressa por

[ :
P ) NP K a0+ 1) + Kpoa+0) (g +p)"]

; (3.2)

2

pP=kK
onde a condi¢io de normaliza¢io dada pelo ponto simétrico SP é: p? = k% = 1.

A minimizagdo da energia livre nos fornece os valores de M que descreve o vicuos com
simetria O(N) da fase desordenada (M =0 e T > T,) e o vacuo da fase ordenada (M # 0 e

T < T.) descrevendo a quebra espontanea da simetria O(N). Podemos usar a variavel y = u*M 2
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para minimizar o potencial temos

r
om0 —  M=0 e

I'r
EIVi 3y — 0. 3.3)

oy g_

Assim temos duas solucdes, o vacuo trivial M = 0 e o vicuo degenerado y, que pode ser

determinado por

_Ir
= 5

1 (t+y)+1/d N—1 1 1
— . z — q — — >
7 2u 6 2 6 <q2+KMunqV+t+?6/> qz—f—K/u/q/*Lq

0

1 1 1
D) 7\ 2
2 (q2+quuq”+t+%) ¢+ Kuwahg”

1 N-—1 7 ]
+ ZISP|: 3 (t+6)+(t+§>:|
1 i N-—1 y) [/ 1
= t+2 | ——t+2 d
Zu*( 6) 12 ( 6 NP+ Kt @+ Kwd'a +1+7/6]

1 ] 1
O Ry (PO /d —Igp| + @4
sP| 4( 2) { NPT Kwd @l + Kpara' vt 1572 " @

Usando o parametro de Feynman dado por (B.10) e usando o resultado de (B.8) temos que

1
d
/ e+ K" ¢")® + Kuwqhq” + 52

—Isp:—%(l—l—lnsz)—l—O(a) (3.5)

Dai usando (3.5) em (3.4) obtemos
N uw N1 Y Y Y 2y
(t—|—6> + 1 { 3 <t+6) {1+ln(t—|—6)] + (t—|—2) [l—Hn (t—|—2>}}+0(6 )=0.
(3.6)

O primeiro termo do lado direito de (3.5) corresponde a contribuicao da energia livre de Lan-
dau para um teoria invariante de Lorentz, os outros termos € a correcao de 1-loops no parametro

de ordem.

Obtemos a solugdo da equacao acima perturbativamente, que pode ser escrita como
7= M(t) = —6t +3t[1 +1In(—28)] u* + O(u*), 3.7)

onde a contante de acoplamento no ponto fixo para uma teoria que viole Lorentz foi encontrada

em [26] é dada por

. 6 33N+14) 1 f
oot e ) oY

onde o parametro ¢ =4 — D.
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De acordo com [31] podemos calcular o calor especifico acima e abaixo da temperatura critica

por meio de
RS T TS (3.9
= T RE o u ), .
onde o termo B(u*) vem da contribui¢do inomogénea do grupo de renormalizagdo, e ele é dado
por
N 0 (0,2) N
B(u ) =—Fk (&Fbare e = —Eéfsp (3.10)
em que parte de vértice nao renormalizada é expressa por
0,2 N
pare = — 5 K Isp. 3.11)

Na referencia [27] os expoentes criticos para uma teoria de violagao de Lorentz foram calcu-

lados, temos que o v (expoente do comprimento de correlacdo) é dado por

—1+ N+2
2 4(N+38)

v

e+ 0(e), (3.12)

e por teoria de escala temos que

_ 4-N (N +2)(N?+30N +56) , 3
a= 2(N+8)8_ TRETIE ec4+0(e”). (3.13)

Usando esses resultados obtemos

N(N+8)H{1 [1 N+2  (N42)(N?2430N +56) f}} (3.14)

a—me L T2 T 2v—e(v+8? T m

—gB(u*) =

Em termos de u* temos

3N 2N(N+8)
G—Nyw | (@-N)?

1% 0
Y B = (3.15)

f
o

3.1 Amplitude do Calor Especifico paral > T,

Na fase desordenada (7' > T.) temos que o pardmetro de ordem € nulo (y = u*x M 2=0).

Assim

N t t N
Tpe(t :—/d In|1+ - T 3.16
R+( ) D) q{ |i q2_|_KMVqu1/:| q2_|_KMunqy} 4 SP ( )

Usando (3.16) e (3.15) em (3.9), obtemos o calor especifico acima da temperatura critica

e =N 3N 2N(N +38)

1
Iep— [ d
2 {SP /q[q2+KWq/‘q”+t2]2}+(4—N)u*+ (4—N)?

L. (3.17)
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Usando os resultados do apéndice B, escrevemos C'y como uma lei de poténcia na varidvel ¢

_ A+

CL(t) e (3.18)
!
Note que o expoente critico do calor especifico « é expandido até a primeira ordem o = %e.
A4 € a amplitude do calor especifico acima da temperatura critica, e ela é dada por
NTI
Ap=—-11 A 2 1

=M e (P rar) 0] (.19)

onde a constante

1 9N+42 4-N (N+2)(N>+30N+56) 2(N+2

2 (N+82 N+8  2@4—N)(N+8?2  N+8 II
¢é responsavel pela ndo universalidade das amplitudes do calor especifico, mas ela é cancelada

quando calculamos a razdo entre as amplitudes, o que torna essa ultima universal.

3.2 Amplitude do Calor Especifico para 1" < T.

Na fase ordenada o parametro de ordem assume um valor nio nulo, que corresponde ao vicuo
degenerado (3.7). A corre¢do em 1-loop do parametro de ordem mostra-se irrelevante no calculo

das amplitudes do calor especifico em O(e) [31]. Assim para podermos encontrar o potencial

renormalizada abaixo de 7T, usamos y = u*M? = —6t + O(1 — loop), obtemos entio
3 , 1 —2t —2t )
I'p_(t)=— t+—/d In |1+ - +tIgp. 3.21
r-(1) 2ur 2 q{ [ q2+Kuuq’~‘cz”] q2+KwCI’“‘61”} or G20

Assim como foi feito para C';, obtemos para C_

12 1 2N(N+38)
C_(t)=———-21I —/d IT. 3.22
0= =g 2 [ ) 62
Escrevendo o calor especifico através de uma lei de potencial

A_
C_(t)=—(—t) ¢ (3.23)

o

Encontramos a amplitude abaixo da temperatura critica A_
N 4—N

A_=TI|1 — In(2) +A O(<? 3.24
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3.3 Razao das Amplitudes do Calor Especifico

Como foi visto as amplitudes do calor especifico, A, e A_ ndo s@o universais. Mas a razao

entre eles que € expressa por
Av _ N2Q(1+ ) (3.25)
e = 4 €), .

€ universal, pois ndo depende de K.
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4 Conclusoes

Neste trabalho calculamos as amplitudes do calor especifico acima e abaixo da temperatura
critica, para depois computarmos a razao entre eles, para uma teoria com viola¢do de Lorentz
e simetria O(N). Para isso utilizamos métodos de teoria de campos para campos escalares sem
massa com interacdo do tipo A\¢*, usando técnicas de grupo de renormalizagio, para uma teoria
que diverge em D = 4. Calculamos abaixo da dimensao critica €, e observamos que a teoria € finita

no limite € — 0, quando renormalizada.

Observamos que as amplitudes do calor especifico sofrem variacdes quando inserimos a quebra
de simetria de Lorentez, dependendo de /. Porém, a razio entre elas ndo depende da violagdo
de Lorentez, mostrando-se universal, mantendo-se numa mesma classe de universalidade. Isso
ocorre porque a violacdo de Lorentz acontece no espaco onde o paradmetro de ordem € definido, e

nao no espacgo do parametro de ordem em si.

Como extensdo deste trabalho, pode-se pensar em calcular as outras razdes criticas, no total
existem nove delas, para a mesma teoria com violacao de Lorentz. E também pode-se usar outros

métodos de renormalizacdo como o de subtra¢do minima.
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APENDICE A

Nesse apéndice iremos mostrar algumas expressoes para o cdlculo das integrais de Feynman

N-Dimensionais que serdo feitas no Apéndice B.

A.1 Regularizacao Dimensional

A regularizacao dimensional se da por 't Hooft e Veltman afim de regularizar a teoria de gauge
ndo abeliana [33]. A ideia basica desta regularizagdo € tratar as integrais de Feynman com valores
continuos de dimensio D. Na teoria ¢*, variamos continuamente as integrais de Feynman em
torno de D =4 (que € a dimensao critica da teoria veja (2.49)). Deste modo, as singularidades dos

diagramas de 1 — loop sdo expressas em polos simplesmente da seguinte forma

D=4—¢ (A.1)

Para exemplificar o método de regularizacao dimensional, considere a integral de Feynman

I
(D) = /dq PO (A2)

onde o fator angular foi absorvido por meio de uma redefini¢ao na constante de acoplamento, ou
seja

dg =dP P '7xP/’1(D /2) (A.3)
Através da mudanga de varidvel iy = ¢>/m? e usando a expressio da funcdo Beta dada por

B(a,b) = /Om dex® (1 —z) 0t = 22 (A4)

mostra-se que

(AS)
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Diferenciando agora os propagadores com relacdo ao momento p, ou seja,

n
d )a—i-l] . (A.6)

e
=—«
IpH | (¢ +2pg+m?)* (2 +2pq +m?

Derivada n vezes temos

(A7)

- (—1)”04...(oz+n—1){

0 0 1 gh...qHn
Opm " optn | (g2 +2pg+m2)* |

(42 +2pg+m2)*™™"

Diferenciando até a quarta ordem, temos os seguintes valores para as integrais de Feynman

D D
/dq( g __lr(g)F(Q_Q)pM(mz_pz)z—a, AS)

P +2pg+m2)* 2 T(a) 2
¢"q” 1T(3) D\, 5 5%
_ - ra_2 _ p
/dq(q2+2pq+m2)a 2 I'(a) “72 (m*=p) " "'y
D D1 M
+F(a—1—5) (m?—p?)? O‘“T}, (A.9)
¢"q"q 10 (%) D\ 2 2%«
_ = ol A e TR
o ~are [T T) ) e
F(a—1-2 D_
R 2 ) () °‘“(6“”pf’+6“pp”+6”pp“)], (A.10)
"¢ ¢"q° 10 (%) DN/ o 25«
d = —— T _ _ 2 w v, p. o
/ N+ 2pg +m2)" 2T() | \" 2 (m™=p") " PP
[(a—1-2 D_
+ (Oé 5 2) <m2_p2) 7 —atl (éuupppa_i_é,uppypa
(a—2-2
+ (Suppupa+5uapupp+5papupy)_I_ ( Z 2)
D _
x (m?—p?)? 0‘”5{“”59"}}, (A11)

onde 51507} = §HV5PT 4 GHPGVT 4 G §VP,

A.2 Propriedades da funcao I

A funcio I'(2) pode ser definida por

['(z) = /0 T et (A.12)
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Essa integral diverge para z = 0 e para inteiros negativos. Executando uma integragcdo por partes

obtemos
[(z+1)= z/ dit*"le™ = 2T(2). (A.13)
0
O que mostra que a fung@o I' pode ser uma generalizacao de um fatorial de uma variavel complexa
z.
As fungdes I' podem ser combinadas usando a seguinte relacao
[1,T(1 + ame) 2
=1+0(7). (A.14)
[1n T(1 + Pme) &)
se
[Toen—]18n=0. (A.15)
n m

essa propriedades pode ser verificada expandido as fun¢des I" em .
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APENDICE B

Aqui seré feito o cédlculo das duas integrais que aparecem na teoria sem massa com violagcao

de Lorentz, sdo elas

1
I:/dq[q2+quf‘q”+t]2 ®D
c
1
= |d B.2
i / NPT Kwatdl(a+0)? + Kula + ) (g + )] P2 ©2
B.1 Calculo de /
Considerando
1 1 28 3432 1 352
m:a—a—f+i+0<ﬁ3>——z {1—2B+£} +0(57) (B3)

E identificando o = ¢* +te f = K wqtq” temos

1 2K, q"¢" 3K, K
1= fogp - e
(¢®+1) >+t (p*+1t)

Podemos separa essa integral em outras trés, depois usando os resultados do apéndice A e lem-

brando que D = 4 — ¢ temos:

1 1 D D\ b 1 € € c
I = — =TI (= )r(2-= )tz ?2==r(2—-2)(=)t2
: /dq[q2+t]2 2 (2) ( 2)t2 2 ( 2) <2>t ’
1 1 € 1 E €
— (E—E) (l—zlnt)_g[l—i—ilnt]—i—O(g), (B.5)
o 1 g€ €
L =-2K,, 'uy —|1—=—=1 B.
“/p+t 2 g[ 2 2“t]+0<€)’ (B.6)
€
"q’¢°° K Kpodtsroh | e €
L=3K,,K,, | dq = ~|1—=—Z1Int . B.7
3= 38y ”/ T 8 5[ 2 2“%0(5) ®.7)
Logo
1 € €
= 6[1—§—§lnt]ﬂ+0() (B.8)
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onde 5 sl gpo)
K,o" KK mv §po
M=1- o | Zwlo (B.9)
2 8
B.2 Calculo de /5p
Para realizar essa integral iremos usar a parametriza¢do de Feynman que € dada por
1 1 1
—=/[d . B.10
ab /o x[am—i—b(l—x)]z (8.10)

Identificando @ = [(q+p)* + K (q+p)"(q+p)”] € b= [¢* + K,q'q"] em (B.2) e utili-
zando (B.10) temos que Igp fica

1
Iop = dx
e / / {q +2qpa + pPa + Ky lghq? (1 — ) + (g +p)i(q +p)¥a]} R

. (B.11)

Agora considerando (B.3) e fazendo o = [¢* 4 2pgz + p*z] e 8= K, [¢"q" (1 — ) + (¢+p)"(q+ p)"z],

temos
1 1 g (1 — p v
Iep = / dx/dq 2{1—2Kw[q “( x)+(Q+p)2(Q+p) 7]
0 q2 +2qpx + p*a) ¢* +2qpr +p*x
a"q"q"q° (1 —2)*+ (q+p)"(q+p)” (q+p)(q+p)7z*
+ 3K, K .
(¢% +2qpz + p*x)
. [q"q" (¢ +p)’(q+p)° + (¢+p)'(qg+p)’q°¢°] x(1 —fv)] }
(¢2+2qpr + p?a)’ .
= [[ 2Kl +3K Kol oo (B.12)
onde
1 1
I :/ dx/dq 5 (B.13)
0 [¢% + 2qpx + p?a]
rav (1 — v
- / /d "¢’ (1 —2x)+ (g +p)* (q+p) T (B.14)
(2 +2qpz +p x]

I /1d / 7"¢"¢°¢° (1 — ) + (g +p)"(g+p)" (g +p)’(q+p)° z*
3= x [ dg :
0 [ + 2qpz + p*a]
lg"q" (¢+p)°(q+D)” + (¢+p)*(qg+p)’q°¢") z(1 —x)
%+ 2qpz +p2a)’

n (B.15)
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B.2.1 Cailculo de I]
Fazendo p — px e m2 — pzx em (A.4) e usando (A.5) temos entdo que
1 D D 2 D_»
J;:§r<§)r(z—5> [prz(l—2)]? 7, (B.16)
lembrando que D =4 — ¢ temos
n=1r (2-5)r(5) /1dx PPr(l—z)] 2 (B.17)
) 2/ \2/) Jo ’ '
expandido em ¢ até primeira ordem e usando as propriedades da fun¢do I'" temos
1/2 1 €
I;:§<g—1>/0 dw{l—iln[x(l—x)pz}} (B.18)
o que nos da
I’—l[l—E—EL( )}+O(5) (B.19)
=S A '
onde fizemos .
L(p) = / dzIn [z(1 — 2)p?] (B.20)
0

B.2.2 Cilculode I} e I

Seguindo os passos feitos no cédlculo de /; e utilizando as relagdes de (A.8) a (A.11) temos

para [

: Pg"(1 =)+ (g+p)"(g+p)'s
q“q )+ (q+p)H(g+p
0 [¢% + 2qpx + p*x]

= T (%) {5% (2‘ %) /oldx (1 —a)p?]
+ r(3—§) /Oldxa:(l—ac) [x(1—x)p2]?3p~pv}

1 e ¢ o1t x(1—x) ptp¥
15500 5+ @i 2

2¢e

(B.21)
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Da mesmo maneira temos para [}

I = /ldx/dq ¢"¢"0"¢°(1—2)* + (¢ +p)"(a+p)" (a+p)’ (g +p)72*
’ (% + 2qpz + p2a]*

(4"” (q+p)*(q+p)° + (q+p)"(q+p) ¢ ¢") w(1 - x)]
[q%+ 2qpz +p2a]”

11_ /DY [ olmseot D\ ! 22
- 551"(;) {TF(2_3>/0 dz [2(1—z)p”]
D3

1
+ T (3 - %) %(5“”19”}90 —|—5p‘7p/‘p”)/ drz(1—z) [z(1 —x)pz} :
0

- r<4—§> /01 dra?(1 —z)? [x(1_g;>p2}’33}

1| olmgeot g e ¢ 67 b x(1—x) ptp”
S St P o
3{ 8 5[ 2 2 (p)]+ 4 /0 dxm(l_x) P2

Lt a?(2—a)? pip"pPp”
~ [ d B.22
* 4/0 2222 P } (B.22)

Desses resultados obtemos /gp que é dado por

1 € € 3 €
15 = M 1= 2 L1 M= 2R () + S B Ko L) + D )]} B23)
e 2 2 2 4 P=r?
onde
T iz
L (p) = / dz xE ip L (B.24)
KV P
LA () — / [w(1—2)] P'p"pp” B.25
) H—oF (523
Como o ponto de simetria (SP) é p> = x> = 1, temos
LF(1) = p"p”
LHPO(1) = ptp"pPp°. (B.26)
Assim obtemos
1
Isp =~ (1 n %n) +f (B.27)
onde
1 1
f==5Kuwp"p" + 7K Kpe (PP 0" +p'p"p/p%). (B.28)

2 4
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