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à Josias Lucas Leódido Bona

e à Lı́gia Maria da Castro Ferreira Bona



Agradecimentos

Ao meu orientador Prof. Paulo Renato S. de Carvalho, pela a ajuda, orientação, paciência e

compreensão durante o decorrer deste trabalho.

Aos demais professores do Departamento de Fı́sica da Universidade Federal do Piauı́, pelo

conhecimento que adquiri durante esses anos de graduação e pós-graduação.
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Resumo

Neste trabalho, aplicaremos técnicas de teoria quântica de campos escalares com interação
do tipo λφ4 e grupo de renormalização para calcularmos a razão entre as amplitudes do calor
especı́fico para uma teoria que apresente simetria O(N) e violação de Lorentz. A quebra de simetria
é introduzida no setor cinético da lagrangiana do sistema. O valor obtido é o mesmo encontrado em
uma teoria invariante de Lorentz, o que, como veremos, está de acordo com a importante hipótese
de universalidade.

Palavras-chave: Teoria φ4, grupo de renormalização, calor especı́fico, razão entre amplitudes,
violação de lorentz.



Abstract

In this work, we will apply scalar quantum field theoretic and renormalization group tech-
niques with λφ4 interaction-type to we caculate the amplitude ratios of the specific heat for a
theory presenting O(N) symmetry and Lorentz violation. The symmetry breaking is introduced
in the kinetic term of the Lagrangian of the system. The value obtained is the same found in an
Lorentz-invariant theory, which, as we shall see, is in agreement with the important hypothesis of
universality.

Keywords: φ4 Theory, renormalization group, specific heat, amplitude ratios, lorentz viola-
tion.
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1 Introdução

O estudo de transições de fase e fenômenos crı́ticos tem grande importância em vários sistemas

fı́sicos, que vai desde sistemas que explicam a formação do universo até sistemas que descrevem

a estrutura interna das interações fundamentais, e é extremamente importante na fı́sica da matéria

condensada, essa por sua vez encontra sua importância tanto nos fundamentos da fı́sica como

na tecnologia, pois com seu desenvolvimento é possı́vel, por exemplo, construir novos materiais

eletrônicos.

As transições de fase podem ser classificadas em dois tipos, transição descontı́nua ou transição

contı́nua. Uma transição é dita descontı́nua quando sofre uma descontinuidade na primeira deri-

vada da energia livre em uma certa temperatura, a exemplo dessa primeira derivada temos a energia

interna. Tal transição é acompanhada por uma absorção ou liberação de calor latente. Um exemplo

importante é a evaporação da água. Uma transição contı́nua acontece quando a primeira derivada

da energia livre é contı́nua mas a segunda derivada (calor especı́fico, compressibilidade ou suscep-

tibilidade) sofre uma divergência em uma certa temperatura Tc, que é conhecida como temperatura

crı́tica. Na nomenclatura antiga, devido a Ehrenfest, as transições de fase eram classificadas como

sendo de ordem N caso a N-ésima derivada da energia livre apresentasse uma descontinuidade.

Entretanto, essas últimas, na verdade, apresentam uma divergência nas derivadas segundas e não

uma descontinuidade. Por isso, a nomenclatura de Ehrenfest não é a mais adequada, embora até

hoje se use o termo “transição de fase de primeira ordem” para se referir às transições descontı́nuas

e “transição de fase de segunda ordem” para se referir às transições contı́nuas.[1]

Exemplo de transição de fase contı́nua é a que acontece com a água quando aquecida a uma

temperatura de cerca de 647K e mantida a uma pressão de 218 atm, nessa condição temos uma

coexistência de fases (lı́quido e gás) sem que mude a densidade ou ainda sem perda ou absorção

de calor latente. Veja Figura (1.1).

Outro exemplo importante é o de sistemas magnéticos, abaixo da temperatura crı́tica Tc que

para esse caso em particular é chamada de temperatura de Curie, o sistema encontra-se magne-

tizado. À medida que aumentamos a temperatura, percebe-se que a magnetização diminui conti-

nuamente até anular-se em Tc. Ao mesmo tempo observa-se uma divergência na susceptibilidade
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Figura 1.1: Diagrama de fase de um fluido como a água.

magnética do sistema. As formações de domı́nios magnéticos (fase ferromagnética) e fase pa-

ramagnética ocorrem em todas as escalas de distâncias, conforme aumentamos ou diminuı́mos a

temperatura em torno da temperatura crı́tica. Na fase ferromagnética, a interação entre os spins é

mais forte que os efeitos térmicos e os deixam alinhados com uma ordenação uniforme dentro de

um domı́nio. Ao passo que na fase paramagnética, os efeitos térmicos vencem a interação entre os

spins e os desalinham desordenadamente, como mostra a Figura 1.2.

Figura 1.2: Representação esquemática dos spins. Em (a) fase paramagnética, em (b) fase ferro-
magnética

Vários estudos que envolvem comportamentos crı́ticos foram desenvolvidos com finalidade de

compreender o que ocorre em um determinado sistema fı́sico no seu ponto crı́tico ou na região

próxima a este. Entre estes estudos, podemos colocar as transições de fase contı́nuas em bases

mais sólidas através da teoria de Landau, cuja a energia que descreve o parâmetro de ordem do

sistema é invariante sob algum grupo de transformação linear, dependendo apenas da simetria do

sistema [2]. Esta energia pode ser deduzida no caso de teorias de campo médio especı́ficas como

teria de Weiss, Van Der Walls, ou BCS da supercondutividade. Outros modelos de comportamento

crı́tico são o modelo clássico de Ising [3] para sistemas magnéticos, de Heisenberg [4] para sis-

temas ferromagnéticos e o modelo de Nambu [5] e Goldstone [6] que é obtido a partir de quebra

espontânea de simetria contı́nua, entre outros modelos.
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Modelos que envolvem quebra espontânea de simetria são oriundos de sistemas que envolvem

transições de fase contı́nua. Elas podem ser caracterizados pelo estado de vácuo de um determi-

nado campo escalar, obtido pelo valor mı́nimo em seu potencial, quando observado diferente de

zero. Uma importante consequência está no fato de que existe infinitas escolhas entre diferen-

tes direções do campo escalar φ . O campo escalar φ está contido em um grupo ortogonal com

N componentes, caracterizado como grupo de simetria O(N). As N componentes deste campos

são idênticas. Este grupo de simetria em geral representa uma invariância com relação a uma

rotação espacial de suas N componentes. Assim, para um campo que varia lentamente de ponto

a ponto no espaço-tempo, é observada uma degenerescência no estado de vácuo de O(N). Num

dado sistema fı́sico que evolve quebra espontânea de simetria, resulta no aparecimento de campos

escalares massivos e sem massa (bósons de Goldstone). Tal modelo é bem utilizado em estudo de

ferromagnetismo, cristais lı́quidos, supercondutividade e etc.

O modelo mais simplificado criado para o estudo de transições de fase em sistemas magnéticos

é o moledo Ising. Que tem uma solução exata, em 1-dimensão, obtida pela primeira vez por E.

Ising. A versão bidimensional do modelo Ising foi resolvida exatamente, sem campo magnético

externo por L.Osanger [7]. Na presença de um campo externo a versão bidimensional não tem

solução exata, assim como o caso tridimensional.

Um parâmetro importante no estude de transições de fase é o chamado parâmetro de ordem

que tem como caracterı́stica ter um valor não nulo abaixo da temperatura crı́tica e que se anula

continuamente em Tc. Este parâmetro foi inicialmente introduzido por L. D. Landau. Em siste-

mas magnéticos, temos que o momento magnético por unidade de volume define a magnetização

espontânea M que é o parâmetro de ordem do sistema, pois ela nos dá a informação de quando o

sistema está ordenado (M 6= 0) ou desordenado (M = 0).

Resultados experimentais e teóricos indicam que o comportamento das propriedades do sis-

tema podem, em geral, ser descritas por leis de potência. Através da introdução do parâmetro

denominado temperatura reduzida t, onde

t=
T −Tc
Tc

, (1.1)

que mede a distância em relação ao ponto crı́tico e nos dá a informação sobre em qual lado da

transição estamos, podemos expressar o comportamento assintótico das funções termodinâmicas,

temos que

C ∼ |t|−α, (1.2)

onde α é o expoente crı́tico associado ao calor especı́fico C note que C tende ao infinito quando α
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vai a zero, o que caracteriza uma transição contı́nua;

M ∼ |t|β, (1.3)

onde β é o expoente crı́tico relacionado com o parâmetro de ordem da teoria (magnetização para

sistemas magnéticos, e diferença de densidade no caso de um fluido), veja que M → 0, para t→ 0;

χ∼ |t|−γ , (1.4)

γ é o expoente associado susceptibilidade χ, que assim como o calor especı́fico diverge para t→ 0;

M ∼H1/δ, (1.5)

Esta relação é uma equação de estado, que define o expoente crı́tico δ, e nos da a relação entre o

parâmetro de ordem e o campo externo (ou pressão no caso de fluidos).

No total existe seis expoentes crı́ticos, são eles ν que estar associado à divergência do com-

primento de correlação ξ, este por sua vez estar relacionado com as funções de correlações. O

comprimento de correlação mede o alcance das correlações entre as flutuações, e ele diverge para

t→ 0 por isso temos

ξ ∼ |t|−ν . (1.6)

O outro expoente é chamado de dimensão anômala η, que também está relacionado com as funções

de correlações,

G(x) =
1

|x|D−2+η , (1.7)

onde D é o número de dimensões do sistema, ele (dimensão anômala) recebe esse nome porque

aparentemente há uma violação na analise dimensional quando comparado com o resultado forne-

cido pela teoria de Landau. A explicação desse paradoxo está em que outra escala de comprimento

deve necessariamente estar envolvida. [1].

Estes expoentes crı́ticos não são independentes entre si. Foi mostrado pela primeira vez por

Rushbrooke [8], Griffths [9, 10], Josephson [11, 12] e Fisher [13], usando apenas termodinâmica

básica e algumas suposições razoáveis, que estes expoentes deviam satisfazer a quatro inequações.

Posteriormente, experimentos indicaram que essas desigualdades deveriam ser, na verdade, igual-

dades.

Antes do desenvolvimento da teoria do grupo de renormalização, percebe-se que na região

crı́tica as quantidades fı́sicas tinham um comportamento mais simples como função dos parâmetros

externos, como temperatura e campo magnético. Um dos primeiros a notar essa simplificação foi

B. Widom [14]. Essa simplificação leva o nome de teoria de escala (”scaling theory”). Uma

das consequências mais importantes da teoria de escala é mostrar que os expoentes crı́ticos não
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são independentes, mas satisfazem algumas relações que formam as leis de escala. Através da

hipótese de escala de Widom [14], ele supôs que a energia livre de Helmotz F (T,H) poderia ser

escrita como

F (T,H) = |t|2−αΨ

(
|t|

M1/β

)
, (1.8)

que leva a quadro relações entre os seis expoentes são elas

α+2β = 2−γ

γ = β(δ−1)

γ = ν(2−η)

Dν = 2−α (1.9)

Uma vez que há quadro equações e seis variáveis em (1.9), existe apenas dois expoentes in-

dependentes (encontrando dois deles podemos encontrar os outros seis usando). Para ver como

podemos chegar em (1.9) veja [15]

Utilizando a teoria do grupo de renormalização, pode-se obter essas relações de escalas por

primeiros princı́pios e não meramente através de hipóteses apresentada acima. A ideia pioneira foi

devida a Kadanoff [16], com sua técnica de dizimação ou grupo de renormalização no espaço real.

Esta ideia foi adaptada ao espaço dos momentos levando a resultados extraordinários, as

transformações de dizimação sobre blocos de spin ganhavam agora um significado mais preciso em

termos matemáticos, permitindo pela primeira vez obter resultados analı́ticos muito além da teoria

de campo médio para as grandezas de interesse. Estas transformações de grupo de renormalização

no espaço dos momentos correspondem a resolver o problema não-trivial da interação entre to-

das as escalas de comprimento envolvidas. De acordo com Wilson [17, 18], para examinarmos o

problema no regime IR (para grandes escalas, que caracteriza a região infravermelho) tudo o que

temos que fazer é integrar os modos com pequenos comprimentos de onda (dizimação) sucessiva-

mente. Quando as grandezas desejadas não mudam mais depois de um número de interações de

grupo de renormalização, dizemos que o sistema fı́sico está em um ponto fixo, que nos leva aos

pontos crı́ticos do sistema, e são caracterizados pela invariância de escala. Estes conceitos junta-

mente com a expansão perturbativa em um parâmetro pequeno (ε = 4−D), fornece a chave para

obter os resultados analı́ticos mais interessantes.

Esta técnica foi reformulada posteriormente adicionando elementos de teoria de campos para

o cálculo de expoentes crı́ticos para uma teoria sem massa renormalizada em momentos externos

arbitrários, e foi estendida para cálculo de expoentes crı́ticos usando uma teoria de campo massiva

e momentos externos nulos, conhecida como a equação de Callan-Symanzik [19, 20].

Os expoentes crı́ticos apresentam uma caracterı́stica bastante crucial que é a universalidade,
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ou seja, dois ou mais sistemas fı́sicos diferentes podem apresentar os mesmos expoentes crı́ticos.

Os expoentes crı́ticos não dependem dos detalhes microscópicos do sistema, mas apenas de suas

simetrias, da dimensão espacialD do sistema, e do número de componentes do parâmetro de ordem

N e dp alcance das interações. O grupo de simetria O(N) generaliza os modelos especı́ficos de

interação de curto alcance como o Ising (N = 1), XY (N = 2), Heisenberg (N = 3), caminhante

aleatório (N = 0), esférico (N → ∞), etc [21]. Estes modelos são generalizados em termos de

integração funcional, repassados para a representação de um campo escalar φ com interação do

tipo λφ4.

Neste trabalho estudaremos o método de teoria quântica de campos, usando uma teoria de

campos escalar, com simetria O(N) conhecida como teoria φ4, mais precisamente descrita pela

sua lagrangiana, conhecida como a funcional de Landau-Ginzburg. O objetivo aqui é usar as

técnicas do grupo de renormalização em teoria de campos e a expansão ε, para encontrar a razão

entre o calor especı́fico no ponto crı́tico em uma teoria que viola Lorentz.

A quebra de simetria de Lorentz é inserida, adicionando ao termo cinético da lagrangiana

um termo constante Kµν que viola a simetria de Lorentz de modo que ∂µφ∂
µφ → ∂µ∂

µφ+

Kµν(∂
µφ∂νφ), onde os coeficientes constantes Kµν não são invariantes sob transformação de

Lorentz, isto é, K ′µν = Λ
ρ
µ Λ σ

ν Kρσ 6= Kµν [22]. Para que possamos tratar o problema perturba-

tivamente faremos a expansão até a segunda ordem em relação a Kµν , considerando |Kµν | � 1.

Estes coeficientes são simétricos (Kµν =Kνµ) e iguais para todas as N componentes do campo e

preserva a simetria O(N).

Ao inserirmos a violação de Lorentz, a lagrangiana do sistema para uma teoria sem massa

passa a ser dada por

L =
1
2
(∂µφ)(∂

µφ)+
1
2
Kµν(∂

µφ)(∂νφ)+
t2

2
φ2 +

λ

4!
φ4, (1.10)

onde t é a fonte do operador composto φ2 ≡ φ(y)φ(y).

No cenário de fı́sica de altas energias, a importância de uma teoria do campo escalar com

violação de Lorentz resulta na possibilidade de ser um candidato a descrever o setor de Higgs do

assim chamado modelo padrão estendido [23–25].

O objetivo deste trabalho é investigar as consequências da quebra de simetria de Lorentz no

cálculo da razão entre as amplitudes do calor especı́fico a fim de comparar com os calculados nos

diferentes métodos de renormalização para testarmos a hipótese de universalidade. Com relação

aos expoentes crı́ticos já foi mostrado que a classe de universalidade não é alterada quando a

simetria de Lorentz é violada [26–28]

No capı́tulo 1 iremos definir a teoria φ4, através de métodos funcionais. Passaremos a discutir
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as divergências da teoria, e mostraremos que sua dimensão crı́tica acontece para D = 4. Descre-

veremos a renormalização dos parâmetros fı́sicos φ, λ e t, através das condições de normalização,

encontrando por fim o potencial efetivo renormalizado.

No capı́tulo 2, calcularemos a razão crı́tica entre o calor especı́fico, utilizando para isso o

potencial efetivo renormalizado dado no capı́tulo 1.

E no capı́tulo 3 discutiremos os resultados obtidos, nas conclusões e abordaremos algumas

perspectivas.
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2 Renormalização da Teoria φ4

Uma teoria de campos de flutuações térmicas é definida por meios de uma representação em

integral funcional da função de partição, em que os campos são linearmente acoplados à fontes ex-

ternas. Isto constitui um funcional gerador, de que todas as quantidades termodinâmicas e funções

de correlações do sistema podem ser obtidas por diferenciação funcional1 [29].

Neste capı́tulo descreveremos a Teoria φ4, passando a tratar suas divergências, assim iniciamos

uma exposição do processo de regularização dos diagramas de Feynamn envolvidos na série per-

turbativa das funções de correlações, e da renormalização da teoria. Em uma teoria sem massa, po-

demos utilizar das condições de normalização das funções de vértices para redefinir os parâmetros

da teoria (o que constitui o processo de renormalização). O leitor interessado, pode consultar a

referência [29] para um estudo detalhado da teoria abordado neste capı́tulo.

2.1 Teoria φ4

Todos os objetos de estudo abordados nesse capı́tulo, são descritos em termos de N componen-

tes do campo flutuante φ= (φ1(x), ...,φN (x)) em um espaço euclidiano de D dimensões. A com-

ponentes dos campos interagem entre si, via um termo de quarta ordem nos campos, λTαβγδφαφβφγφδ,

(α,β,γ,δ = 1, ...,N), onde o parâmetro λ > 0 caracteriza força de interação e é chamada de cons-

tante de acoplamento. A quantidade Tαβγδ é o tensor de acoplamento.

O campo φ(x) realiza flutuações térmicas. Podemos investigar as propriedades do sistema

principalmente na fase normal onde o valor esperado do campo φ é zero, que acontece no regime

de temperatura em que a simetria do sistema é quebrada. Essas flutuações acontecem em torno de

zero. Seu tamanho é controlado por uma energia funcional local, constituı́da por dois termos:

E[φ] = E0[φ]+Eint[φ]. (2.1)

O primeiro termo é

E0[φ] =
∫
dDx

1
2
{
[∂xφ(x)]2 +m2φ2(x)

}
(2.2)

1Veja capı́tulo 2 da referência citada
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é quadrático no campo, e é chamado de energia do campo livre. O segundo termo

Eint[φ] =
∫
dDx

λ

4!
φ4(x) (2.3)

é de quarta ordem no campo e é chamado de energia de interação. O parâmetro m é chamado de

massa do campo. Este nome é devido ao fato de que podemos sair de um teoria de campos de

flutuações térmicas para uma teoria quântica de campos, para isso basta utilizarmos um “truque“

chamado de rotação de Wick que consiste em fazer xD→−it, o que nos permite sair de um espaço

euclidiano (mecânica estatı́stica) para um espaço de Minkowski (mecânica quântica relativı́stica) e

vice-versa. Quando estamos no espaço de Minkowski a nomenclatura massa do campo faz sentido

já que o campo quântico pode ser descrito por um operador φ̂(x) que é capaz de criar e aniquilar

partı́culas de massa m.

Todas as propriedades termodinâmicas do sistema são descritas pela função de partição do

campo que é dada por uma integral funcional

Zphys =
∫

Dφ(x)exp−E[φ]/kBT (2.4)

onde kB é a constante de Botlzmann e T a temperatura. A medida da integral funcional é definida

pelo produto das integrais em cada ponto do espaço x, multiplicada por um fator de normalização

irrelevante N ∫
Dφ(x)≡N ∏

x

∫
dφ(x) (2.5)

Assumiremos que kBT = 1, o que nos permite escrever a função de partição como

Zphys =
∫

Dφ(x)exp−E[φ] (2.6)

Enquanto a função de partição (2.4) nos da todas as propriedades termodinâmicas do sis-

tema, ela não nos da nenhuma informação das propriedades locais do sistemas que são observadas

por exemplo em experimentos de espalhamento. Estas informações são dadas pelas funções de

correlação do campo φ(x) que é dada por

G(n)(x1, ...,xn) ≡ 〈φ(x1)...φ(xn)〉

= Z−1
∫

Dφ(x)φ(x1)...φ(xn)e−E[φ]. (2.7)

Elas também são chamadas de funções de n-pontos ou funções de Green.

Introduzindo um campo externo auxiliar j(x) chamado de fonte (source), e adicionando à

energia funcional (2.1) uma energia de interação linear desta fonte com o campo

Esource[φ,j] =−
∫
dDxφ(x)j(x), (2.8)
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temos que a energia total fica

E[φ,j] =
∫
dDx

1
2
{
[∂xφ(x)]2 +m2φ2(x)

}
+
∫
dDx

λ

4!
φ4(x)−

∫
dDxφ(x)j(x) (2.9)

A função de partição formada com essa energia

Z[j] = (Zphys0 )−1
∫

Dφ(x)e−E[φ,j] (2.10)

é um funcional de j(x). A derivada funcional 2 de Z[j] com respeito a j(x) calculada em j ≡ 0

nos da a função de correlação do sistema

G(n)(x1, ...,xn) = Z−1
[

δ

δj(x1)
...

δ

δj(xn)
Z[j]

]
j≡0

. (2.11)

Por esse motivo, Z[j] é chamado de funcional gerador da teoria.

A energia do campo livre pode ser escrita como

E0[φ] =
1
2

∫
dDxφ(x)(−∂2

x+m
2)φ(x)

=
1
2

∫
dDx1d

Dx2φ(x1)D(x1,x2)φ(x2). (2.12)

Onde D é uma matriz funcional simétrica (D(x1,x2) =D(x2,x1)) e tem sua forma explicita dada

por

D(x1,x2) = δ(D)(x1−x2)(−∂2
x2
+m2). (2.13)

Como a energia do campo livre é quadrática no campo o seu funcional gerador pode ser calculado,

ele toma a forma

Z0[j] = e
1
2

∫
dDxdDx′j(x)D−1(x,x′)j(x′). (2.14)

Assim, obtemos as funções de correlações do campo livre

G
(n)
0 (x1, ...,x2) =

1
2n/2(n/2)!

{
δ

δj(x1)
...

δ

δj(xn)

[∫
dDxdDx′j(x)D−1(x,x′)j(x′)

]n/2
}
j≡0

.

(2.15)

Mostra-se também que para n= 2 temos

G
(2)
0 (x1, ...,x2) =D−1(x1, ...,x2). (2.16)

Onde G(2)
0 (x1, ...,x2) é chamada de função livre de dois pontos, que também é simétrica em seus

argumentos.

Podemos daı́ escrever as funções de correlações para qualquer n em termos da função livre de

2veja a definição de derivada funcional e um pouco mais sobre o que é um funcional no final do capı́tulo 5 da
referência [22]
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dois pontos, temos que

G
(n)
0 (x1, ...,xn) =

(n−1)!!

∑
i=1

n/2

∏
j=1

G
(2)
0 (xπi(2j−1),xπi(2j)). (2.17)

Onde os pares πi(2j−1), πi(2j) indicam o número total de ı́ndices a partir do qual os pares foram

selecionados. O lado direito de (2.17) é chamada de expansão de Wick.

Fazendo uma expansão perturbativa no funcional gerador Z[j] em série de potência em termos

da constante de acoplamento λ temos

Z[j] = Z0[j]+
∞

∑
p=1

1
p!

(
λ

4!

)p ∫
D ′φ(x)

∫
dDz1...d

Dzpφ
4(z1)...φ

4(zp)e−{E0[φ]+Esource[φ,j]}.

(2.18)

Por diferenciação funcional calculamos as funções de correlações que podemos escrever-las como

G(n)(x1, ...,xn) = Z−1

[
G

(n)
0 (x1, ...,x2)+

∞

∑
p=1

G
(n)
p (x1, ...,x2)

]
, (2.19)

onde

G
(n)
p (x1, ...,xn) =

∞

∑
p=1

1
p!

(
λ

4!

)p ∫
dDz1...d

Dzp

∫
D ′φ(x)φ(x1)...φ(xn)

×φ4(z1)...φ
4(zp)e−{E0[φ]+Esource[φ,j]} (2.20)

Temos que a expansão de Wick (a exemplo do que foi feito na (2.17)) de G(n)
p (x1, ...,x2) é dada

por

G
(n)
p (x1, ...,xn) ≡

1
p!

(
λ

4!

)p ∫
dDz1...d

Dzp

∫
dDy1...d

Dy4p+n

n

∏
l=1

[
δD(y4p+l−xl)

]
×

p

∏
k=1

[
δD(y4k−3− zk)δD(y4k−1− zk)δD(y4k)− zk

]
×

(4p+n−1)!!

∑
i=1

4p+n
2

∏
j=1

G0

(
y
π
(4p+n)
(2j−1)

,y
π
(4p+n)
(2j)

)
. (2.21)

A soma inclui todas as possı́veis permutações das variáveis yi , exceto para aquelas que corres-

pondem apenas a uma troca dos argumentos espaciais num propagador, ou para uma troca de

propagadores idênticos no conjunto. Cada termo do produto total da soma (2.21) é chamado de

diagrama de Feynamn ou grafo de Feynman [30].

Ao fazermos a expansão perturbativa em potências de λ , obtemos diagramas que são desco-

nectados e diagramas que são conectados. Os diagramas desconectados são diagramas que podem

ser escritos como um produto disjunto de dois diagramas. Já os Diagramas conectados não po-

dem ser escritos como o produto disjunto de dois diagramas. Assim, qualquer termo da expansão
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perturbativa pode, em geral, ser escrito como uma soma de diagramas conectados e desconectados.

Iremos considerar apenas diagramas conectados, para uma dada ordem em λ , com o sentido

de trabalharmos com um número menor de diagramas. De fato, tal expansão pode ser obtida,

considerando o funcional gerador

Z[j] = eW [j], (2.22)

onde as funções de correlações conectadas no espaço das coordenadas (G(n)
c (x1, ...,xn))são dadas

pelas derivadas funcionais de (2.22)

G
(n)
c (x1, ...,xn) = Z−1

[
δ

δj(x1)
...

δ

δj(xn)
W [j]

]
j

≡ 0. (2.23)

É conveniente trabalhar em uma representação das funções de Green de n-pontos no espaço

dos momentos (por exemplo para problemas que apresentem simetria translacional). Aplicando

uma transformada de Fourier em todos os argumentos das funções de correlações G(n)(x1, ...,xn),

obtemos as funções de n-pontos no espaço dos momentos

G(n)(k1, ...kn) =
∫
dDx1...d

Dxne
−i(k.x+...+kn.xn)G(n)(x1, ...,xn), (2.24)

daı́ obtemos

G(n)(k1, ...kn) = Z−1
[

δnZ[j]

δj(−k1)...δj(−kn)

]
(2.25)

Uma vez que as funções de correlação estão associadas com os diagramas de Feynman desco-

nectados, que podem ser fatorados das partes conectadas, esta associação é também estendida para

as suas transformadas de Fourier. Portanto é suficiente a criação de regras de Feynman para os

diagramas conectados no espaço dos momentos. Assim, é suficiente a criação de regras de Feyn-

man para os diagramas conectados no espaço dos momentos. Denotaremos os pontos externos e

internos por xk(k= 1, ...,n) e zi(i= 1, ...,p). Cada momento pode ser representado por uma linha.

Dependendo dos pontos finais, pode-se distinguir as linhas externas (k = 1, ...,n) e linhas internas

pi(i= 1, ...,n). O número de linhas obviamente é n. O número de linhas internos I é determinado

por n e o número de vértices p através de 3

I = (4p−n)/2. (2.26)

Omitindo por um momento o fator de acoplamento (−λ) e o fator de peso W a
G, temos que as

funções de correlações conectadas de G(n)
p (x1, ...xn) podem ser dadas por

G
(n)
c (x1, ...xn) =

∫
dDz1...d

Dzn
n

∏
i=1

G0(xi− zi)×
I

∏
i=1

G0(zj− zi). (2.27)

3Veja capı́tulo 4 de [29]
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As transformações de Fourier de G(n)
c (x1, ...xn) é definida como em (2.24), temos então que

G
(n)
c (k1, ...kn) =

∫
dDx1...d

Dxne
−i(k.x+...+kn.xn)G

(n)
c (x1, ...,xn), (2.28)

Podemos ver que G(n)
c (x1, ...xn) contem n fatores e−ikk .xk, cujos momentos kk são representados

por linhas externas. Cada ponto externo xk que aparece na função de Green, é representado pela

transformada de Fourier

G
(n)
0 (xk, ...zi) =

∫
dDkk
(2π)D

eikk.(xk−zi)G0(kk). (2.29)

que contribui para a integral (2.27) com um fator exponencial eikk(xk−zi). Cada par de pontos

internos zi que aparece na função de Green

G
(n)
0 (zi, ...zj) =

∫
dDp

(2π)D
eip.(zi−zj)G0(p), (2.30)

contribui com uma fator exponencial eip.(zi−zj). Como cada um dos pontos externos xi aparece

duas vezes nos fatores de fase, as integrais sobre xi produzem um fator (2π)Dδ(D)(k-p) para

cada linhas externa. As subsequentes n integrações sobre o correspondente momento p podem

todos serem feitos, levando as (4p−n)/2 integrais de momentos não triviais, uma para cada linha

interna.

Cada vértice aparece em 4 fatores exponenciais eip.x). As integrais sobre os vértices internos

de posição zi produzem p δ-distribuição que expressa a conservação do momento em cada vértice.

Um desses podem ser escolhidos para conter a soma sobre todos os momentos externos. Isso

garante totalmente a conservação do momento. As demais integrais, podem simplesmente serem

feitas, por meio da remoção de p−1 integrações. Assim, é possı́vel acabar com

L= I−p+1 (2.31)

integrais não triviais sobre as variáveis de momento li, que é o loop do momento, que estar asso-

ciado com loops independentes nos diagramas. A transformada de Fourier de G(n)
c (k1, ...kn) tem

portanto a forma

G
(n)
c (k1, ...kn) =G0(k1)...G0(kn)(2π)Dδ(D)

(
n

∑
i=1

ki

)

×
∫

dDl1
(2π)D

...
dDlL
(2π)D

G0(p1(l,k))...G0(pl(l,k)). (2.32)

Cada linhas de momento é expressada por uma combinação do loop do momento li(i= 1, ...,L) e

momento externo ki(i= 1, ...,n), abreviado por (l,k).

Reintroduzindo os fatores omitidos anteriormente, vemos que os diagramas de Feynman no



2.1 Teoria φ4 20

espaço dos momentos contém:

1. Um fator G0(ki) para cada linha externa;

2. Um fator G0(pj) com j = 1, ..., I para cada linha interna, onde cada momento interno pj
tem uma orientação e é expresso por uma combinação de L = I − p+ 1 loops de momento e n

momentos externos;

3. Uma integração sobre cada loop de momento independente;

4. Um fator (2π)Dδ(D)(k1 + ...+kn) para garantir totalmente a conservação do momento.

5. Um fator −λ/4! para cada vértice; e

6. Um fator de peso WG do diagrama.

Um exemplo é a função de livre de 2 pontos no espaço dos momentos, ela é expressão então

por

G0(k) =
1

k2 +m2 . (2.33)

onde sua representação diagramática é dada por

G0(k) =
−1 (2.34)

Após estabelecido tais regras dos diagramas de Feynman no espaço dos momentos, temos que

é conveniente trabalhar com uma expansão perturbativa ainda mais simplificada onde temos apenas

diagramas cujos propagadores associados às pernas externas são omitidos, pois estes propagado-

res das pernas externas entram como fatores multiplicativos que não envolvem integrais. Desses

diagramas, os que não podem ser separados em dois cortando-se apenas uma linha são chamados

de 1PI (irredutı́veis a uma partı́cula). Eles representam o menor diagrama de Feynman não trivial

que forma blocos de construção básica para todos os diagramas.

Podemos obter as partes de vértice 1PI , formalmente, das funções de Green conectadas

através de uma transformação de Legendre

Γ[φ]+W [j] = ∑
i

φiji (2.35)

onde

φi = 〈φi〉= 〈φ(ki)〉=
δW [j]

δji
(2.36)

e
δΓ[φ]

δφi
= ji (2.37)

onde obtemos uma função análoga às funções de n pontos conectadas, diferenciando Γ[φ] com
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respeito a φ, ou seja

Γ
(n)(1, ...,n)≡ δnΓ[φ]

δφ1...δφn
(2.38)

que são as funções de vértices de n pontos não renormalizada.

Podemos notar que as funções de Green de n pontos podem ser expressas em termos das

funções de vértices 1PI, tornando-se importantes na construção da teoria de pertubação.

Quando violamos Lorentz em uma teoria sem massa, inserindo um termo a mais na lagrangiana

da teoria φ4, de modo que obtemos

L =
1
2
(∂µφ)(∂

µφ)+
1
2
Kµν(∂

µφ)(∂νφ)+
t2

2
φ2 +

λ

4!
φ4. (2.39)

Assim, devemos modificar a ação do campo φ sob a seguinte transformação

�−→�+Kµν∂
µ∂ν . (2.40)

Fazendo o mesmo processo para encontrar as funções de n pontos, podemos notar que agora

elas dependerão deste novo termo inserido na Lagrangiana. Porém, podemos representá-las dia-

gramaticamente pelos mesmos grafos. Fazendo novamente a transformada de Fourier, temos as

mesmas representações gráficas para as funções de Green no espaço dos momentos, agora sendo

da seguinte forma como no diagrama do campo livre

G(k) = −1 −→ 1
k2 +Kµνkµkν

. (2.41)

De forma similar é feita para o outros diagramas, bastando fazer k2→ q2 +Kµνq
µqν .

2.2 Divergências na Teoria φ4

Ao fazermos a expansão diagramática das funções 1PI, encontramos o fato de que as integrais

de Feynman decorrentes da expansão são divergentes. Estas divergências dependem da dimensão

do espaço onde a teoria de campo está definida. Considerando a integral associado ao diagrama da

função de 4-pontos de um loop dada por∫
dDp

(2π)D
1

(p2 +m2)[(p+k)2 +m2]
, (2.42)

podemos observar através de uma simples análise da dimensionalidade dessa função de vértice, que

ela possui D− 4 potências de momento. Então, se D = 4, teremos uma divergência logarı́tmica,

que é a divergência mais fraca que pode ocorrer, pois paraD< 4 a integral será finita, e paraD> 4

terı́amos divergências linear, quadrática e assim por diante.
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Nesta seção será discutido um método para eliminar estas divergências da teoria, afim de

podermos trabalhar com essas integrais em termos de sua dimensão crı́tica. Para a teoria sem

massa, há divergências para momentos pequenos ou grandes comprimento de onda, assim sendo

chamados de divergência infravermelhas (IR-divergences).

Estas integrais, em geral, são dependentes da massa e de seus momentos externos ki. Deste

modo, para a teoria sem massa, algumas integrais são nulas como as que correspondem aos seguin-

tes diagramas , e , pois cada uma delas tem um integrando da seguinte forma∫
dk

1
k2 = 0. (2.43)

Suponhamos agora que cada integral de Feynman I seja proporcional a um fator α e que no

limite para α→ 0 as integrais comportem-se como

I ∝ αω (2.44)

onde ω é o grau superficial de divergência IR das integrais. As integrais possuem divergências IR

quando ω ≥ 0.

Para compreendemos melhor as origens e a importância das divergências, consideramos uma

teoria com interação λjφr em D dimensões. Analisando as dimensões do campo através do campo

livre. Como estamos em um sistema onde as unidades onde h̄= 1, c= 1 e kB = 1, a única dimensão

envolvida é a de comprimento. Para um campo escalar a dimensão do campo é dada por

[φ] = L1−D/2 = Λ
D/2−1. (2.45)

Isto decorre do fato de que a Lagrangiana tem dimensão do inverso do volume, ou seja,

[L ] = L−D = Λ
D. (2.46)

A partir da (2.45) e da (2.46) podemos encontrar a dimensão da interação, usando o fato de

que

[λjφ
r] = Λ

D (2.47)

obtemos

λi = Λ
D−rD/2+r ≡ Λ

δr . (2.48)

Podemos fazer uma análise dimensional para encontrar a dimensão das funções de vértice, e

obter as dimensões destas em termos da dimensão canônica.

Em uma dimensão especial, a interação torna-se adimensional. Nesta dimensão, a teoria torna-

se renormalizável. Para que as divergências sejam independentes da ordem da teoria de pertubação,
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a constante de acoplamento deve ser adimensional, para isto, devemos ter

D =
r

r/2−1
. (2.49)

Para uma teoria com interação λφ4

4! , a divergência na teoria é dada nesta dimensão quando

temos D = 4. A renormalização redefine as constantes de modo que as grandezas tornam-se

convergentes. Para a renormalização, devemos tratar as integrais próximo de D = 4. Para o caso

com violação de Lorentz, as integrais também são divergentes em D = 4.

2.3 Condição de Normalização

Agora passaremos a tratar suas divergências, renormalizando a teoria. Para isso, faremos uso

das condições de normalização.

As funções de vértice de 2-pontos e 4-pontos podem se tornar finitas através de uma renormalização

multiplicativa empregando as duas constantes de renormalização Zφ e Zφ2 que são as contantes de

renormalização do campo e do operador composto respectivamente. Através da renormalização

multiplicativa são estabelecidas as seguintes relações entre quantidades renormalizadas e não-

renormalizadas

Γ
ki,pi,g,κ
R Z

n/2
φ Z lφ2Γ

(n,l)
B (Pi,Kj ,λ0) (2.50)

Existem vários esquemas de renormalização. Em particular, estamos interessados em renor-

malizar a teoria quando os momentos externos são fixos a um ponto arbitrário, fixado a escala de

momento de valor κ (pontos de simetria SP). Os valores são tais que para um momento externo ki
temos ki · kj = (κ2/4)(4δij − 1), que implica em (k1 + k2 ≡ k2 = κ2) para i 6= j em SP. Em SP

temos que k2 = 3
4κ

2 e k1k2 =−1
4κ

2 o que nos da p2 = (k1 +k2)
2 = κ2. Utilizamos condições de

normalização e no nosso caso, condições de normalização para uma teoria sem massa. São elas

Γ
(2)
R (0;g) = 0,

∂

∂k2 Γ
(2)
R (k;g)

∣∣∣∣
k2=κ2

= 1,

Γ
(4)
R (ki;g)

∣∣∣
SP

= g,

Γ
(2,1)
R (k1,k2,p;g)

∣∣∣
SP

= 1

Γ
(0,2)
R (p;g)

∣∣∣
p2=κ2

= 0 (2.51)

onde g é a constante de acolamento renormalizada.
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Podemos obter as constantes de renormalização e a constante de acoplamento renormalizada

em termos das funções de vértices não renormalizadas (1PI). Utilizando as equações (2.56) e as

(2.57) obtemos

Γ
(2)
R (k;g) = ZφΓ

(2)(k = 0;λ) = 0
∂

∂2 Γ
(2)
R (k;g)

∣∣∣∣
k2=κ2

= Zφ
∂

∂2 Γ
(2)(k;λ)

∣∣∣∣
k2=κ2

= 1

Γ
(4)
R (ki;g)

∣∣∣
SP

= Z2
φ2Γ

(4)(ki;λ)
∣∣∣
SP

= g

Γ
(2,1)
R (k1,k2,p;g)

∣∣∣
SP

= ZφZ
1/2
φ2 Γ

(2,1)(k1,k2,p;λ)
∣∣∣
SP

= 1, (2.52)

A expansão diagramática das partes de vértices que manifestam as divergências primitivas da

teoria φ4 podem ser representadas da seguinte forma

Γ
(2) = −1 + +O(2− loops)

= k2 +λ
N +2

6
D1 +O(2− loops) (2.53)

Γ
(4) = + +O(2− loops)

= λ+λ
N +8

6
ISP +O(2− loops) (2.54)

Γ
(2,1) = + +O(2− loops)

= 1+λ
N +2

3
ISP (λ)+O(2− loops) (2.55)

Γ
(2,1) =

= −N
2
ISP +O(2− loops) (2.56)

onde escrevemos

D1 =
∫
ddk

1
k2 +m2 (2.57)

ISP ISP =
∫
ddk

1
(k2 +m2)[(k+K)2 +m2]

∣∣∣∣
K2=κ2

(2.58)

Utilizando a equação (2.53) em (2.52), pode-se obter uma expressão perturbativa para a cons-

tante de acoplamento renormalizada λ, para o campo φ, e para o operador composto t [31], que

são dadas respectivamente por

λ= g+g2N +8
6

ISP +O(2− loops). (2.59)
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φ=M +O(2− loops) (2.60)

t= tR+g
N +2

6
tRISP +O(2− loops) (2.61)

Desses resultados encontramos o potencial efetivo renormalizado, que é dado por [31]

ΓR(M,tR) =
1
2
tRM

2 +
1
4!
gM4 +

1
2

∫
ddk

(2π)d

{
ln

[
1+

t+ gM2

2
k2

]
+(N −1) ln [1+

t+ gM2

6
k2

]
− 1
k2
N +2

6
gM2

}
+

1
4
ISP

[
2(N +2)

3
gM2tR+

N +8
36

(
gM2)2

]
+O(2− loops). (2.62)

Por conveniência, podemos reescrever o potencial efetivo renormalizado nas variáveis renor-

malizadas t e y, onde

y = uM2 (2.63)

Explicitando ΓR(y, t) temos

ΓR(y, t) =
1

2u

(
ty+

y2

12

)
+

1
2

∫
ddk

(2π)d

{
ln
[

1+
t+ y

2
k2

]
+(N −1) ln

[
1+

t+ y
6

k2

]
− 1
k2

[
N
(
t+

y

6

)
+
y

3

]}
+

1
4
ISP

[
N
(
t+

y

6

)2
+

2
3
y
(
t+

y

3

)]
+O(2− loops). (2.64)

Por conveniência adicionamos na integral acima, o termo linear em t−N2 t
1
k2 , que é irrelevante

no potencial Γ(y = uM2, t) definido por um polinômio do segundo grau (ou, superior) na variável

t para a descrição das transições de segunda ordem. Esta expressão confere com a encontrada nas

referências [31, 32] e da qual obteremos os nossos resultados para a razão das amplitudes crı́ticas.
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3 Cálculo da Razão das Amplitudes do
Calor Especı́fico

No capı́tulo anterior definimos a teoria φ4, e como podemos encontrar as funções de correlações

atrás de uma teoria de pertubação, depois passamos a teoria para o espaço dos momentos, pois é

mais conveniente trabalhar nesse espaço, depois vimos que podemos representar melhor as funções

de Green em termos de uma série diagramática, onde cada diagrama é um integral de D-dimensões.

Foi discutido sobre suas divergências, como elas podem aparecem em cada diagrama. Assim,

como a renormalização da teoria pelas condições de normalização em uma teoria sem massa. En-

contramos o potencial efetivo renormalização ΓR(y, t) que será nosso ponto de partida para que

possamos encontrar as amplitudes crı́ticas do calor especı́fico.

Para levarmos uma teoria invariante de Lorentz para um teoria que viola Lorentz basta fazer

k2→ q2 +Kµνq
µqν , fazendo isso em (2.64) obtemos

ΓR(y = u∗M2, t) =
1

2u∗

(
ty+

y2

12

)
+

1
2

∫
dq

{
ln
[

1+
t+ y

2
q2 +Kµνqµqν

]
+

+ (N −1) ln
[

1+
t+ y

6
q2 +Kµνqµqν

]
− 1
q2 +Kµνqµqν

[
N
(
t+

y

6

)
+
y

3

]}
+

1
4
ISP

[
N
(
t+

y

6

)2
+

2
3
y
(
t+

y

3

)]
+O(2− loops), (3.1)

que é o potencial efetivo renormalização para uma teoria sem massa com violação de Lorentz.

A integral ISP é computada em (B.27) e é expressa por

ISP =
∫
dq

1
[q2 +Kµνqµqν ][(q+p)2 +Kµν(q+p)µ(q+p)ν ]

∣∣∣∣
p2=κ2

, (3.2)

onde a condição de normalização dada pelo ponto simétrico SP é: p2 = κ2 = 1.

A minimização da energia livre nos fornece os valores de M que descreve o vácuos com

simetria O(N) da fase desordenada (M = 0 e T > Tc) e o vácuo da fase ordenada (M 6= 0 e

T < Tc) descrevendo a quebra espontânea da simetria O(N). Podemos usar a variável y = u∗M2
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para minimizar o potencial temos

∂ΓR

∂M
= 2u∗M

ΓR

∂y
= 0 =⇒ M = 0 e

ΓR

∂y

∣∣∣∣
y

= 0. (3.3)

Assim temos duas soluções, o vácuo trivial M = 0 e o vácuo degenerado y, que pode ser

determinado por

0 =
ΓR

∂y

∣∣∣∣
y

=
1

2u∗

(
t+

y

6

)
+

1
2

∫
dq

N −1
6

 1(
q2 +Kµνqµqν+ t+

y
6

) − 1
q2 +Kµνqµqν


+

1
2

 1(
q2 +Kµνqµqν+ t+

y
2

) − 1
q2 +Kµνqµqν


+

1
4
ISP

[
N −1

3

(
t+

y

6

)
+

(
t+

y

2

)]
=

1
2u∗

(
t+

y

6

)
− N −1

12

(
t+

y

6

)[∫
dq

1
[q2 +Kµνqµqν ][q2 +Kµνqµqν+ t+y/6]

− ISP ]−
1
4

(
t+

y

2

)[∫
dq

1
[q2 +Kµνqµqν ][q2 +Kµνqµqν+ t+y/2]

− ISP
]
+O(ε)(3.4)

Usando o parâmetro de Feynman dado por (B.10) e usando o resultado de (B.8) temos que∫
dq

1
[q2 +Kµνqµqν ][q2 +Kµνqµqν+s2]

− ISP =−1
2
(1+ lns2)+O(ε) (3.5)

Daı́ usando (3.5) em (3.4) obtemos(
t+

y

6

)
+
u∗

4

{
N −1

3

(
t+

y

6

)[
1+ ln

(
t+

y

6

)]
+

(
t+

y

2

)[
1+ ln

(
t+

y

2

)]}
+O(ε2) = 0.

(3.6)

O primeiro termo do lado direito de (3.5) corresponde a contribuição da energia livre de Lan-

dau para um teoria invariante de Lorentz, os outros termos é a correção de 1-loops no parâmetro

de ordem.

Obtemos a solução da equação acima perturbativamente, que pode ser escrita como

y = u∗M2(t) =−6t+3t [1+ ln(−2t)]u∗+O(u∗
2
), (3.7)

onde a contante de acoplamento no ponto fixo para uma teoria que viole Lorentz foi encontrada

em [26] é dada por

u∗ =
6ε

(N +8)Π

{
1+ ε

[
3(3N +14)
(N +8)2 −

1
2
+
f

Π

]}
, (3.8)

onde o parâmetro ε= 4−D.
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De acordo com [31] podemos calcular o calor especı́fico acima e abaixo da temperatura crı́tica

por meio de

C± =− ∂2

∂t2
ΓR±(t)−

ν

α
B(u∗), (3.9)

onde o termo B(u∗) vem da contribuição inomogênea do grupo de renormalização, e ele é dado

por

B(u∗) =− κ
(
∂

∂κ
Γ
(0,2)
bare

)∣∣∣∣
κ2=1

=−N
2
εISP (3.10)

em que parte de vértice não renormalizada é expressa por

Γ
(0,2)
bare =−

N

2
κεISP . (3.11)

Na referencia [27] os expoentes crı́ticos para uma teoria de violação de Lorentz foram calcu-

lados, temos que o ν (expoente do comprimento de correlação) é dado por

ν =
1
2
+

N +2
4(N +8)

ε+O(ε), (3.12)

e por teoria de escala temos que

α=
4−N

2(N +8)
ε− (N +2)(N2 +30N +56)

4(N +8)3 ε2 +O(ε3). (3.13)

Usando esses resultados obtemos

−ν
α
B(u∗) =

N(N +8)Π
2(4−N)ε

{
1+ ε

[
1
2
+

N +2
2(N +8)

+
(N +2)(N2 +30N +56)

2(N −4)(N +8)2 +
f

Π

]}
(3.14)

Em termos de u∗ temos

−ν
α
B(u∗) =

3N
(4−N)u∗

+
2N(N +8)
(4−N)2 +

f

Π
(3.15)

3.1 Amplitude do Calor Especı́fico para T > Tc

Na fase desordenada (T > Tc) temos que o parâmetro de ordem é nulo (y = u ∗M2 = 0).

Assim

ΓR+(t) =
N

2

∫
dq

{
ln
[

1+
t

q2 +Kµνqµqν

]
− t

q2 +Kµνqµqν

}
+
N

4
t2ISP (3.16)

Usando (3.16) e (3.15) em (3.9), obtemos o calor especı́fico acima da temperatura crı́tica

C+(t) =−
N

2

[
ISP −

∫
dq

1
[q2 +Kµνqµqν+ t2]2

]
+

3N
(4−N)u∗

+
2N(N +8)
(4−N)2 Π. (3.17)
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Usando os resultados do apêndice B, escrevemos C+ como uma lei de potência na variável t

C+(t) =
A+

α
t−α (3.18)

Note que o expoente crı́tico do calor especı́fico α é expandido até a primeira ordem α= 4−N
2(N+8)ε.

A+ é a amplitude do calor especı́fico acima da temperatura crı́tica, e ela é dada por

A+ =
NΠ

4

[
1+ ε

(
4

4−N
+AN

)
+O(ε2)

]
, (3.19)

onde a constante

AN =
1
2
− 9N +42

(N +8)2 −
4−N
N +8

− (N +2)(N2 +30N +56)
2(4−N)(N +8)2 − 2(N +2)

N +8
f

Π
, (3.20)

é responsável pela não universalidade das amplitudes do calor especı́fico, mas ela é cancelada

quando calculamos a razão entre as amplitudes, o que torna essa ultima universal.

3.2 Amplitude do Calor Especı́fico para T < Tc

Na fase ordenada o parâmetro de ordem assume um valor não nulo, que corresponde ao vácuo

degenerado (3.7). A correção em 1-loop do parâmetro de ordem mostra-se irrelevante no cálculo

das amplitudes do calor especı́fico em O(ε) [31]. Assim para podermos encontrar o potencial

renormalizada abaixo de Tc usamos y = u∗M2 =−6t+O(1− loop), obtemos então

ΓR−(t) =−
3

2u∗
t2 +

1
2

∫
dq

{
ln
[

1+
−2t

q2 +Kµνqµqν

]
− −2t
q2 +Kµνqµqν

}
+ t2ISP . (3.21)

Assim como foi feito para C+, obtemos para C−

C−(t) =
12

(4−N)u∗
−2
[
I∗SP −

∫
dq

1
[q2 +Kµνqµqν−2t2]2

]
+

2N(N +8)
(4−N)2 Π. (3.22)

Escrevendo o calor especı́fico através de uma lei de potencial

C−(t) =
A−
α

(−t)−α (3.23)

Encontramos a amplitude abaixo da temperatura crı́tica A−

A− = Π

[
1+ ε

(
N

4−N
− 4−N

2(N +8)
ln(2)+AN

)]
+O(ε2), (3.24)
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3.3 Razão das Amplitudes do Calor Especı́fico

Como foi visto as amplitudes do calor especı́fico, A+ e A− não são universais. Mas a razão

entre eles que é expressa por
A+

A−
=
N

4
2α(1+ ε), (3.25)

é universal, pois não depende de Kµν .
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4 Conclusões

Neste trabalho calculamos as amplitudes do calor especı́fico acima e abaixo da temperatura

crı́tica, para depois computarmos a razão entre eles, para uma teoria com violação de Lorentz

e simetria O(N). Para isso utilizamos métodos de teoria de campos para campos escalares sem

massa com interação do tipo λφ4, usando técnicas de grupo de renormalização, para uma teoria

que diverge emD= 4. Calculamos abaixo da dimensão crı́tica ε, e observamos que a teoria é finita

no limite ε→ 0, quando renormalizada.

Observamos que as amplitudes do calor especı́fico sofrem variações quando inserimos a quebra

de simetria de Lorentez, dependendo de Kµν . Porém, a razão entre elas não depende da violação

de Lorentez, mostrando-se universal, mantendo-se numa mesma classe de universalidade. Isso

ocorre porque a violação de Lorentz acontece no espaço onde o parâmetro de ordem é definido, e

não no espaço do parâmetro de ordem em si.

Como extensão deste trabalho, pode-se pensar em calcular as outras razões crı́ticas, no total

existem nove delas, para a mesma teoria com violação de Lorentz. E também pode-se usar outros

métodos de renormalização como o de subtração mı́nima.
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APÊNDICE A

Nesse apêndice iremos mostrar algumas expressões para o cálculo das integrais de Feynman

N-Dimensionais que serão feitas no Apêndice B.

A.1 Regularização Dimensional

A regularização dimensional se da por ’t Hooft e Veltman afim de regularizar a teoria de gauge

não abeliana [33]. A ideia básica desta regularização é tratar as integrais de Feynman com valores

contı́nuos de dimensão D. Na teoria φ4, variamos continuamente as integrais de Feynman em

torno de D = 4 (que é a dimensão crı́tica da teoria veja (2.49)). Deste modo, as singularidades dos

diagramas de 1− loop são expressas em polos simplesmente da seguinte forma

D = 4− ε (A.1)

Para exemplificar o método de regularização dimensional, considere a integral de Feynman

I(D) =
∫
dq

1
[q2 +2qp+m2]α

(A.2)

onde o fator angular foi absorvido por meio de uma redefinição na constante de acoplamento, ou

seja

dq = dDq2D−1πD/2
Γ(D/2) (A.3)

Através da mudança de variável y = q2/m2 e usando a expressão da função Beta dada por

β(a,b) =
∫

∞

0
dxxa−1(1−x)−a−b = Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
, (A.4)

mostra-se que

I(D) =
1
2

Γ
(
D
2

)
Γ
(
α− D

2

)
Γ(α)

(
m2−p2)D2 −α . (A.5)



A.2 Propriedades da função Γ 33

Diferenciando agora os propagadores com relação ao momento p, ou seja,

∂

∂pµ

[
1

(q2 +2pq+m2)
α

]
=−α

[
qµ

(q2 +2pq+m2)
α+1

]
. (A.6)

Derivada n vezes temos

∂

∂pµ1
...

∂

∂pµn

[
1

(q2 +2pq+m2)
α

]
= (−1)nα...(α+n−1)

[
qµ1 ...qµn

(q2 +2pq+m2)
α+n

]
. (A.7)

Diferenciando até a quarta ordem, temos os seguintes valores para as integrais de Feynman

∫
dq

qµ

(q2 +2pq+m2)
α =−1

2
Γ
(
D
2

)
Γ(α)

Γ

(
α−D

2

)
pµ
(
m2−p2)D2 −α , (A.8)

∫
dq

qµqν

(q2 +2pq+m2)
α =

1
2

Γ
(
D
2

)
Γ(α)

[
Γ

(
α−D

2

)(
m2−p2)D2 −α pµpν

+ Γ

(
α−1−D

2

)(
m2−p2)D2 −α+1 δµν

2

]
, (A.9)

∫
dq

qµqνqρ

(q2 +2pq+m2)
α =−1

2
Γ
(
D
2

)
Γ(α)

[
Γ

(
α−D

2

)(
m2−p2)D2 −α pµpνpρ

+
Γ
(
α−1− D

2

)
2

(
m2−p2)D2 −α+1

(δµνpρ+ δµρpν+ δνρpµ)

]
, (A.10)

∫
dq

qµqνqρqσ

(q2 +2pq+m2)
α = −1

2
Γ
(
D
2

)
Γ(α)

[
Γ

(
α−D

2

)(
m2−p2)D2 −α pµpνpρpσ

+
Γ
(
α−1− D

2

)
2

(
m2−p2)D2 −α+1

(δµνpρpσ+ δµρpνpσ

+ δνρpµpσ+ δµσpνpρ+ δρσpµpν)+
Γ
(
α−2− D

2

)
4

×
(
m2−p2)D2 −α+2

δ{µνδρσ}
]
, (A.11)

onde δ{µνδρσ} ≡ δµνδρσ+ δµρδνσ+ δµσδνρ.

A.2 Propriedades da função Γ

A função Γ(z) pode ser definida por

Γ(z) =
∫

∞

0
dttz−1e−t. (A.12)
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Essa integral diverge para z = 0 e para inteiros negativos. Executando uma integração por partes

obtemos

Γ(z+1) = z
∫

∞

0
dttz−1e−t = zΓ(z). (A.13)

O que mostra que a função Γ pode ser uma generalização de um fatorial de uma variável complexa

z.

As funções Γ podem ser combinadas usando a seguinte relação

∏nΓ(1+αnε)
∏mΓ(1+βmε)

= 1+O(ε2). (A.14)

se

∏
n

αn−∏
m

βm = 0. (A.15)

essa propriedades pode ser verificada expandido as funções Γ em ε.
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APÊNDICE B

Aqui será feito o cálculo das duas integrais que aparecem na teoria sem massa com violação

de Lorentz, são elas

I =
∫
dq

1
[q2 +Kµνqµqν+ t]2

(B.1)

e

ISP =
∫
dq

1
[q2 +Kµνqµqν ][(q+p)2 +Kµν(q+p)µ(q+p)ν ]

∣∣∣∣
p2=κ2

(B.2)

B.1 Cálculo de I

Considerando

1
(α+β)2 =

1
α
− 2β
α3 +

3β2

α4 +O(β3) =
1
α2

[
1−2

β

α
+

3β2

α2

]
+O(β3) (B.3)

E identificando α= q2 + t e β =Kµνq
µqν temos

I =
∫
dq

1
(q2 + t)2

[
1−

2Kµνq
µqν

q2 + t
+

3KµνKρσ

(p2 + t)2

]
(B.4)

Podemos separa essa integral em outras três, depois usando os resultados do apêndice A e lem-

brando que D = 4− ε temos:

I1 =
∫
dq

1
[q2 + t]2

=
1
2

Γ

(
D

2

)
Γ

(
2−D

2

)
t
D
2 −2 =

1
2

Γ

(
2− ε

2

)
Γ

(ε
2

)
t−

ε
2

=

(
1
ε
− 1

2

)(
1− ε

2
ln t
)
=

1
ε

[
1− ε

2
− ε

2
ln t
]
+O(ε), (B.5)

I2 =−2Kµν

∫
qµqν

[p2 + t]3
=−

Kµνδ
µν

2
1
ε

[
1− ε

2
− ε

2
ln t
]
+O(ε), (B.6)

e

I3 = 3KµνKρσ

∫
dq
qµqνqρqσ

[p2 + t]4
=
KµνKρσδ

{µνδρσ}

8
1
ε

[
1− ε

2
− ε

2
ln t
]
+O(ε). (B.7)

Logo

I =
1
ε

[
1− ε

2
− ε

2
ln t
]

Π+O(ε). (B.8)
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onde

Π = 1−
Kµνδ

µν

2
+
KµνKρσδ

{µνδρσ}

8
(B.9)

B.2 Cálculo de ISP

Para realizar essa integral iremos usar a parametrização de Feynman que é dada por

1
ab

=
∫ 1

0
dx

1
[ax+ b(1−x)]2

. (B.10)

Identificando a =
[
(q+p)2 +Kµν(q+p)

µ(q+p)ν
]

e b =
[
q2 +Kµνq

µqν
]

em (B.2) e utili-

zando (B.10) temos que ISP fica

ISP =
∫ 1

0
dx
∫
dq

1

{q2 +2qpx+p2x+Kµν [qµqν(1−x)+(q+p)µ(q+p)νx]}2

∣∣∣∣∣
p2=κ2

, (B.11)

Agora considerando (B.3) e fazendo α=
[
q2 +2pqx+p2x

]
e β=Kµν [q

µqν(1−x)+(q+p)µ(q+p)νx],

temos

ISP =
∫ 1

0
dx
∫
dq

1

[q2 +2qpx+p2x]
2

{
1−2Kµν

[qµqν(1−x)+(q+p)µ(q+p)νx]

q2 +2qpx+p2x

+ 3KµνKρσ

[
qµqνqρqσ(1−x)2 +(q+p)µ(q+p)ν(q+p)ρ(q+p)σx2

(q2 +2qpx+p2x)
2

+
[qµqν(q+p)ρ(q+p)σ+(q+p)µ(q+p)νqρqσ]x(1−x)

(q2 +2qpx+p2x)
2

]}∣∣∣∣∣
p2=κ2

≡
[
I ′1−2KµνI

′
2 +3KµνKρσI

′
3
]
p2=κ2 . (B.12)

onde

I ′1 =
∫ 1

0
dx
∫
dq

1

[q2 +2qpx+p2x]
2 , (B.13)

I ′2 =
∫ 1

0
dx
∫
dq
qµqν(1−x)+(q+p)µ(q+p)νx

[q2 +2qpx+p2x]
3 (B.14)

e

I ′3 =
∫ 1

0
dx
∫
dq

[
qµqνqρqσ(1−x)2 +(q+p)µ(q+p)ν(q+p)ρ(q+p)σx2

[q2 +2qpx+p2x]
4

+
[qµqν(q+p)ρ(q+p)σ+(q+p)µ(q+p)νqρqσ]x(1−x)

[q2 +2qpx+p2x]
4

]
(B.15)
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B.2.1 Cálculo de I ′1

Fazendo p→ px e m2→ p2x em (A.4) e usando (A.5) temos então que

I ′1 =
1
2

Γ

(
D

2

)
Γ

(
2−D

2

)[
p2x(1−x)

]D
2 −2

, (B.16)

lembrando que D = 4− ε temos

I ′1 =
1
2

Γ

(
2− ε

2

)
Γ

(ε
2

)∫ 1

0
dx
[
p2x(1−x)

]− ε
2 , (B.17)

expandido em ε até primeira ordem e usando as propriedades da função Γ temos

I ′1 =
1
2

(
2
ε
−1
)∫ 1

0
dx
{

1− ε
2

ln
[
x(1−x)p2]} (B.18)

o que nos da

I ′1 =
1
ε

[
1− ε

2
− ε

2
L(p)

]
+O(ε) (B.19)

onde fizemos

L(p) =
∫ 1

0
dx ln

[
x(1−x)p2] (B.20)

B.2.2 Cálculo de I ′2 e I ′3

Seguindo os passos feitos no cálculo de I1 e utilizando as relações de (A.8) a (A.11) temos

para I2

I ′2 =
∫ 1

0
dx
∫
dq
qµqν(1−x)+(q+p)µ(q+p)νx

[q2 +2qpx+p2x]
3

=
1
4

Γ

(
D

2

){
δµν

2
Γ

(
2−D

2

)∫ 1

0
dx
[
x(1−x)p2]D2 −2

+ Γ

(
3−D

2

)∫ 1

0
dxx(1−x)

[
x(1−x)p2]D2 −3

pµpν
}

=
1
2ε

[
1− ε

2
− ε

2
L(p)

] δµν
2

+
1
4

∫ 1

0
dx
x(1−x)
x(1−x)

pµpν

p2 . (B.21)
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Da mesmo maneira temos para I ′3

I ′3 =
∫ 1

0
dx
∫
dq

[
qµqνqρqσ(1−x)2 +(q+p)µ(q+p)ν(q+p)ρ(q+p)σx2

[q2 +2qpx+p2x]
4

+
[qµqν(q+p)ρ(q+p)σ+(q+p)µ(q+p)νqρqσ]x(1−x)

[q2 +2qpx+p2x]
4

]

=
1
2

1
3!

Γ

(
D

2

){
δ{µνδρσ}

4
Γ

(
2−D

2

)∫ 1

0
dx
[
x(1−x)p2]D2 −2

+ Γ

(
3−D

2

)
1
2
(δµνpρpσ+ δρσpµpν)

∫ 1

0
dxx(1−x)

[
x(1−x)p2]D2 −3

+ Γ

(
4−D

2

)∫ 1

0
dxx2(1−x)2 [x(1−x)p2]D2 −3

}
=

1
3

{
δ{µνδρσ}

8
1
ε

[
1− ε

2
− ε

2
L(p)

]
+
δρσ

4

∫ 1

0
dx
x(1−x)
x(1−x)

pµpν

p2

+
1
4

∫ 1

0
dx
x2(2−x)2

x2(2−x)2
pµpνpρpσ

p4

}
, (B.22)

Desses resultados obtemos ISP que é dado por

ISP =
1
ε

{[
1− ε

2
− ε

2
L(p)

]
Π− 3

2
KµνL

µν(p)+
ε

4
KµνKρσ [L

µν(p)δρσ+Lµνρσ(p)]

}∣∣∣∣
p2=κ2

,(B.23)

onde

Lµν(p) ≡
∫ 1

0
dx
x(1−x)
x(1−x)

pµpν

p2 , (B.24)

Lµνρσ(p) ≡
∫ 1

0
dx

[x(1−x)]2

[x(1−x)]2
pµpνpρpσ

p4 . (B.25)

Como o ponto de simetria (SP) é p2 = κ2 = 1, temos

Lµν(1) = pµpν

Lµνρσ(1) = pµpνpρpσ. (B.26)

Assim obtemos

ISP =
1
ε

(
1+

ε

2
Π

)
+f, (B.27)

onde

f =−1
2
Kµνp

µpν+
1
4
KµνKρσ (p

µpνδµν+pµpνpρpσ) . (B.28)



39

Referências Bibliográficas
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