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Resumo

O presente trabalho aborda os conceitos bésicos sobre Modelagem Matematica apli-
cado a Programacao linear. Neste sentido, faremos algumas modelagens e resolucoes de
Modelos de Programagao Linear usando o Método Simplex e tambem através de recursos
computacionais para mostrar resultados importantes a respeito de solugoes de Modelos
de Programagao Linear.

Esse tema é bastante apropriado, principalmente, a alunos e professores que buscam
motivagao para os estudo de matematica e resolugao de problemas do cotidiano. Usa-
remos, algumas aplicacoes nas areas de Gestao Hospitalar, Agricultura e Nutricao com

analise teodrica e pratica dos resultados obtidos.

Palavras-chave: Modelagem Matematica, Programacao Linear, Simplex, Solver.






Abstract

The present paper approached basic concepts about Mathematical Modeling by li-
near programming. We use the concepts of functions of several variables and computer
resources to show important results about Linear Programming Models solutions.

This theme is very appropriate, especially to students and teachers who seek motiva-
tion for the study of mathematics and solving daily problems. We use some applications
in the areas of Hospital Management, Agriculture and Nutrition with theoretical and

practical analysis of the results.

Key words: Mathematical Modeling, Linear Programming, Simplex, Solver.
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Introducao

A ciéncia é uma atividade essencialmente desenvolvida pelo ser humano que procura
entender a natureza por meio de teorias adequadas; ainda que a natureza continue exis-
tindo e funcionando independente das teorias cientificas, o homem utiliza tais teorias
para avancar seus conhecimentos que possibilitam num futuro tomar decisoes e agir cor-
retamente. A ciéncia contemporanea, entretanto, é fruto de experiencias planificadas e
auxiliadas por teorias sujeitas a evolugao. A consisténcia de uma teoria ou sua prépria
validacao tem sido dependente, muitas vezes, da linguagem matematica que a envolve.
Segundo [10], toda teoria especifica é, na verdade, um modelo matematico de um pedago

da realidade.

O objetivo fundamental do uso da matematica é de fato extrair a parte essencial
da situagao-problema e formaliza-la em um contexto abstrato onde o pensamento possa
ser absorvido com uma economia de linguagem. Dessa forma, a mateméatica pode ser
vista como um instrumento intelectual capaz de sintetizar idéias concebidas em situagoes

empiricas que estao quase sempre camufladas num emaranhado de variaveis.

A Modelagem Matemadtica aparece como uma metodologia alternativa bastante in-
teressante para o ensino da Matematica que pode ser utilizada no Ensino Fundamental
e no Ensino Médio e vem sendo explorada para tentar dar mais motivacao ao processo
de ensino-aprendizagem de Matematica. Pois se desenvolve de maneira criativa, moti-
vadora e eficaz, ela pode proporcionar diversos beneficios, como por exemplo, facilitagao
da aprendizagem, preparacao para futuras profissoes, desenvolvimento do raciocinio, de-
senvolvimento do aluno como cidadao critico, compreensao do papel sécio-cultural da

Matematica tornando-a mais importante e agradavel.

Os alunos nao percebendo a necessidade imediata do que estuda em Matematica vem

perdendo o interesse e a motivacao. A maioria dos alunos manipula as formas avaliati-

13
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vas para conseguirem a nota ou a certificacao de que precisam para o emprego ou para
se libertar dos estudos ou da pressao que seus pais fazem. Diante dessa realidade, a
intervengao ocorrida, inicia-se no ensino fundamental, onde comeca o problema, pois, a
expectativa é muito grande por parte do aluno que, na maioria das vezes, é frustrada, teve
o como objetivo produzir um aumento de interesse, através de uma maior aproximacao
da realidade, nos alunos.

O presente trabalho mostra a Modelagem Matemaética por meio da Programacao Li-
near como ferramenta de otimizacgao aplicada em problemas das mais diveras areas, dentre
elas escolhemos a Agricultura fazendo um planejamento da plantacao de graos, a Nutrigao
fazendo uma programacao de dieta e a Administracao fazendo um estudo sobre a quanti-
dade de funcionérios em relagao a demanda minima exigida. E sao apresentados de forma
detalhada as etapas do Algoritmo Simplex na forma primal, assim como a implementagao
do Solver como recurso computacional para a resolugao de Problemas de Programacao

Linear (PPL).



Capitulo 1

Modelagem Matematica

Quando se procura refletir sobre uma porcao da realidade, na tentativa de explicar, de
entender, ou de agir sobre ela, o processo usual ¢ selecionar, argumentos ou paramentros
considerados essenciais e formalizé-los através de um sistema artificial: o modelo ma-
tematico. Denominamos por Modelo Matematico, um conjunto de simbolos e relagoes

matematicas que representam de alguma forma o objeto estudado.

A Modelagem Matematica tem sido estudada desde os anos 80 e devido ao grande
avanco das tecnologias, muitas das atividades do dia-a-dia passaram a ser realizadas por
computadores. Com toda esta evolucao ocasionada pelo avanco da informatica, os con-
ceitos matematicos tornaram-se implicitos, pois os programas de computacao sao capazes
de realizar calculos em uma fracao de segundo, o que manualmente levariam horas para

o ser humano resolver.

Neste sentido, muitas pessoas questionam sobre o papel da matematica na formacao
de nossos alunos, qual o professor que nunca ouviu aquela velha pergunta que os alunos
sempre fazem: “onde eu aplico isso?”. Uma resposta para esta questao é a Modela-
gem Matematica, pois ela tem como objetivo interpretar e compreender os mais diversos
fenomenos do nosso cotidiano, devido ao “poder” que a Modelagem proporciona pelas
aplicagoes dos conceitos matematicos. Podemos descrever estes fenomenos, analisa-los
e interpretd-los com o propdsito de gerar discussoes reflexivas sobre tais fenomenos que

cercam nosso cotidiano.

A Modelagem Matematica nao deve ser utilizada apenas para justificar o contetido

que esta sendo ensinado, mas sim deve valorizar a razao, o motivo pelo qual o aluno deve

15



16 CAPITULO 1. MODELAGEM MATEMATICA

aprender Matematica, e a importancia que isto representa na formacao dele como cidadao
responsavel e participativo na sua sociedade.

Fazer Modelagem Matematica nao é apenas resolver problemas no quadro usando
situagoes do cotidiano, como acontece com muitos professores hoje que pensam estar
fazendo modelagem, na verdade eles apenas estao resolvendo um problema como outro
qualquer. Neste sentido pode-se dizer que Modelagem Matematica é o processo que
envolve a obtencao de um modelo que tenta descrever matematicamente um fenémeno da
nossa realidade para tentar compreendé-lo e estuda-lo, criando hipdteses e reflexoes sobre
tais fenomenos.

Uma série de pontos podem ser levantados para destacar a relevancia da modelagem

matematica quando utilizada como instrumento de pesquisa:

1. Pode estimular novas idéias e técnicas experimentais;
2. Pode dar informacoes em diferentes aspectos dos inicialmente previstos;
3. Pode ser um método para se fazer interpolagoes, extrapolagoes e previsoes;

4. Pode sugerir prioridades de aplicacoes de recursos e pesquisas e eventuais tomadas

de decisao;
5. Pode preencher lacunas onde existem falta de dados experimentais;
6. Pode servir como recurso para melhor entendimento da realidade;

7. Pode servir de linguagem universal para compreensao e entrosamento entre pesqui-

sadores em diversas areas do conhecimento.

Ao trabalharmos Modelagem Matemaética dois pontos sao fundamentais: aliar o tema a
ser escolhido com a realidade de nossos alunos e aproveitar as experiéncias extra-classe dos
alunos aliadas a experiéncia do professor em sala de aula. Afinal a Modelagem Matematica
¢ um conjunto de etapas que tem como objetivo final fornecer uma descricao matematica
de um dado fenomeno, ou situacao do cotidiano. Tal descrigao, que geralmente é feita por
meio de equagoes ou inequagoes, ¢ chamada de modelo matematico.

Atualmente a modelagem é utilizada em diversas areas, como por exemplo: no estudo
da proliferacao de doencas infecciosas, producao de materias para construcao civil, es-

tratégias de pesca, efeitos bioldgicos de radiagoes, movimentacao de animais, movimento
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de rios, estratégias de vacinacao, teoria da decisao, crescimento de cidades, trafego urbano,
controle biolégico de pragas, entre outros.

O campo da Programacao Matematica é enorme e suas técnicas consagram-se face a
sua grande utilidade na resolucao de problemas de otimizacao. Nesse ramo do conheci-
mento se destacam os modelos de Programacao Linear, caso particular dos modelos de
programagcao em que as variaveis sao continuas e apresentam comportamento linear, tanto

em relacao as restrigoes quanto em relacao a fungao objetivo.
1.1 Programacao Linear

A Programacao Linear consiste em métodos para resolver problemas de Otimizagao
com restrigoes (injungoes) em que a Func¢ao Objetivo é linear em relagdo as varidveis
de controle x1, s, ...,z, € o dominio destas variaveis é injucionado por um sistema de

inequacoes lineares.

De maneira formal, o problema de Programacao Linear consiste em determinar a

solugdo (x1, z, ...x,) que maximize a Fung¢ao Objetivo dada por:

z = f(x1, 29, ...x,) = 121 + 2T + ... + CpTp.

Podemos ainda definir a Fung¢ao Objetivo como:

n
z = f(z1,29,..0,) = ch:cj.
j=1

Precisamos maximizar z obedecendo as m restrigoes (injungdes) impostas as n varidveis

a1y + apxes + ... 4+ ainTn < bl
an Ty + anry + ... + awT, < b
Am1T1 + GAmaTs + ..+ QGunZn < b,

Ou ainda,
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n
E aijrj < b
i=1

para:t=1,2,...,m.
Onde:

x; > 0 ¢ a varidvel a ser designada ou produzida;

¢; € o coeficiente de lucro (ou de custo) para a varidvel x;;

z é a Fungao Objetivo a ser maximizada;

a;; ¢ o coeficiente da varidvel z; na injuncao ¢;

b; é o valor limite da restricao ;

J = 1,2,...,n é o numero de variaveis; e ¢ = 1,2,....m ¢é o nimero de injungoes
impostas.

Utilizando notagao matricial, o problema de Otimizacao Linear pode ser escrito como:

Maximizar
Sujeita as restrigoes:

onde

¢ = [¢;] é um vetor linha;

x = [x;] e b= [b;] sdo vetores coluna;

A = [a;] é uma matriz m x n.

As inequacoes de injuncao delimitam uma regiao convexa e fechada de solugoes viaveis,
denominada regiao de injungdes ou regido vidavel. Devido a todas as equagoes (e ine-
quagoes) envolvidas serem lineares, o valor étimo da Fungao Objetivo z s6 pode ocorrer
em um dos vértices da regiao das solugoes viaveis. Para determinarmos a solugao 6tima
basta procurarmos o valor da Funcao Objetivo nos vértices da regiao viavel. Estes vértices
correspondem a intersecao de pelo menos duas equagoes de injuncao. As afirmacoes an-

teriores serao demonstradas mais adiante.
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1.2 Modelos de Programacao Linear

Segundo [8], um modelo de Programacao Linear (PL) é um modelo matemdtico de
otimizacao na qual a funcao objetivo é linear e todas as restrigoes tambem sao lineares.
Estes modelos sao um tipo especial de modelos de otimizagao. Para que um determinado
sistema possa ser representado por meio de um modelo de (PL), ele deve possuir as
seguintes caracteristicas:

Proporcionalidade: a quantidade de recurso consumido por uma dada atividade
deve ser proporcional ao nivel dessa atividade na solucao final do problema. Além disso,
o custo de cada atividade é proporcional ao nivel de operagao da atividade.

Nao Negatividade: deve ser possivel desenvolver dada atividade em qualquer nivel
nao negativo e qualquer propor¢ao de um dado recurso deve sempre ser utilizado.

Aditividade: o custo total é a soma das parcelas associadas a cada atividade.

Separabilidade: pode-se identificar de forma separada o custo (ou consumo de re-

cursos) especifico das operagoes de cada atividade.

1.2.1 Operagoes Elementares

Um mesmo modelo de (PL), composto pelo conjunto de equagbes ja apresentados
anteriormente, pode, sem perda de propriedades matematicas, ser reescrito em cada uma
das formas basicas. Esse processo de traducao é realizado atraves das seguintes operagoes

elementares:

1. Mudanca no critério de otimizacao, ou seja, transformacao de maximizacao para
minimizagao e vice-versa.
Observe que maximizar uma funcdo f(x) é corresponte a minimizar (—f(x)) e mi-

nimizar f(x) corresponte a maximizar (—f(x)).

2. Transformacao de uma variavel livre z,, € R, em varidveis nao negativas. Neste
caso, a mudanca exigird a substituicao da variavel em questao por duas variaveis

auxiliares, ambas nao negativas, cuja soma € igual a variavel original.

Tpn = Tin — T2n onde Tin = 07 Ton > 0.
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3. Transformacao de desigualdades em igualdades e vice-versa. Nesta situacao, temos

dois casos a analisar:

Caso 1: Transformacao de restricoes de menor ou igual em igualdade.

$1+$2+"‘+$n§b.

Para transformar em uma restricao de igualdade podemos introduzir uma variavel

de folga x,,,, capaz de garantir a desigualdade, o que gera:

Ty +To+ o+ Ty + Tpgr = b,

com T4 > 0.

Caso 2: Transformagao de restri¢oes de maior ou igual em igualdade.

r1+ x4+ 2y > b

Para transformar em uma restrigao de igualdade podemos introduzir uma variavel

de folga x,., capaz de garantir a desigualdade, o que gera:

$1+$2+"'+xn_‘rn+1:bv

com T,1q > 0.

1.2.2 Modelando Problemas através da Programacao Linear

Podemos decompor o processo de organizacao de um modelo de Programacao Linear

nas seguintes etapas:

1. Definicao das atividades: Apds a analise do problema, as atividades que compoem

sao definidas. Normalmente, associada a cada atividade uma unidade de medida

deve ser adotada.
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2. Definicao dos recursos: Considerando os insumos disponiveis dentro de cada
atividade, determina-se os recursos que estao sendo usados e produzidos em cada

uma.

3. Célculo dos coeficientes de insumo/produgao: E indispensédvel estabelecer
claramente como as atividades e os recursos estao relacionados em termos de recursos

necessarios por unidade de atividade produzida.

4. Determinacao das condigoes externas: Considerando que os recursos sao limi-
tados, cumpre determinar a quantidade de cada recurso disponivel para o processo

modelado. Essas sao as denominadas condicoes externas do modelo.

5. Formalizagao do Modelo: Consiste em associar quantidades nao negativas
x1,T,...,2T, a cada uma das atividades, escrever as equagoes de balanceamento e

indicar o uso de cada recurso.

Sendo assim, qualquer Problema de Programagao Linear (PPL) pode ser escrito na

forma matricial como:

mar z = T
s.a. Ar = b
r > 0

onde xz > 0 é dizer que todas as componente x; > 0, com ¢ =1,2,...,n.

Vamos formular o seguinte exemplo:
Exemplo .1 O Problema da Pequena Fabrica

Considere a situagao de decidir sobre o nimero de unidades a serem produzidas por
certo fabricante de dois tipos de produto A e B. Os lucros por unidade do produto A e do
produto B sao, respectivamente, 2 e 5 unidades monetarias. Cada unidade do produto A
requer 3 horas de maquina e 9 unidades de matéria-prima, enquanto o produto B requer
4 horas de maquina e 7 unidades de matéria-prima.

Os tempos maximos disponiveis de horas de maquina e de materia prima sao 200 horas

e 300 unidades, respectivamente. Formule o problema de forma a otimizar o lucro total.
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Solucgao:

1. Escolha da varidvel de decisao:

x; := quantidade de unidades do produto A (i = 1) e do produto B (i = 2)

fabricadas.

2. Elaboracao da funcao objetivo:
Maximizar z(z, x2) = 2x1 + dxg

Neste caso, otimizar o lucro total é equivalente a maximizar.

3. Formulacao das restrigoes:

Restrigao associada a disponibilidade de tempo de maquina:

3xq1 + 4ay < 200;

Restricao associada a disponibilidade de matéria-prima:

9xq + Ty < 300;

Restrigoes de nao negatividade:

r1>0exy>0.

1.3 Definicoes e Resultados Preliminares

Definicao .1 Uma base de uma matriz A,,x, € uma matriz quadrada de m vetores coluna
linearmente independentes em R™. As varidveis associadas a essas colunas denominare-

mos variaveis basicas.

Dessa maneira, podemos decompor a matriz A em outras duas matrizes B e R, onde
B ¢é uma matriz invertivel m x m e R é uma matriz m x (n —m), assim como podemos
decompor o vetor como x em z? = [z 2%] onde xp representa o vetor das varidveis
basicas de m componentes e xr € 0 vetor das restantes n — m variaveis nao basicas.

Denotaremos por I é o conjunto dos indices correspondentes as variaveis basicas, e J

¢é o Indice das varidvies nao bésicas.

Definigao .2 Seja B uma base associada o matriz A. O vetor x dado por 7 = [zL, 0]

onde v = B~'b é chamado de solugao bésica do (PPL).
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Definigao .3 Uma solugao bdsica sem componentes negativas de um (PPL) é denomi-

nada solugao basica viavel

s

Defini¢ao .4 Uma solugdo bdsica sem componentes negativas que otimiza um (PPL) é

denominada solugao basica viavel 6tima
Exemplo .2

Seja o seguinte sistema de equagoes que constitui um conjunto de restricoes de algum

problema de Programacao Linear:

IA
W

x| + 2.1'2

T S 1.

Passando para a forma padrao de representacoes temos:

r1 + 2z + x3 = 4

To + Xy = 1.
A matriz A é dada por:
1 210
0101
E pode ser decomposta por :
10 1 2
B — 5 R et
0 1 0 1

Nesse caso x5 = [x3, 4] € xg = [21, 22].
Escolhendo z1 = 15 = 0, 23 = 4 e 24 = 1. Assim o vetor 27 = [4, 1,0, 0] é uma solugao

basica nao degenerada.

Defini¢ao .5 O conjunto C = {x € R* | Az = b,x > 0} denomina-se conjunto de

solucoes vidveis.

Teorema .1 O conjunto C das solucoes vidveis de um modelo de programagao linear é

um conjunto convexo.
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Demonstragao: Devemos provar que: para quaisquer dois ponto distintos x1, s
pertencentes a C', a combinacao linear convexa desses pontos tambem pertence a C, isto
é:

r=ar+ (1 —a)r, € C

T1,T9 € C =
com 0 < a< 1.

Sejam x1, x5 duas solugoes viaveis de C, assim:
Al’l = b A.’EQ =

b
T Z 0 ) Z 0.
Dado z definido como:

r=oar + (1 —a)x

comlO<ax<l

Entao:

Az = Alaxy + (1 — a)xs]
= aAr; + (1 — a)Ax,
= ab+ (1 —a)b=0.

além disso x > 0, uma vez que:

pois,
12 0,20>20e0<a<l.
X

Definicao .6 Seja P um conjunto convexo, dizemos que x € P é um ponto extremo do
conjunto, se nao existe a € (0,1), tal que, x = ax; + (1 — a)zy, com xy # x, x5 # T €

T1,T9 e P.

Teorema .2 Um ponto x € C' é uma solucao basica vidvel se , e somente se, x € um

ponto extremo(vértice) de C.

Demonstragao: Seja x € C, entao:

Ax

I
s

X

v
o
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Suponha x uma solucao basica viavel, sem perda de generalidade, as variaveis bésicas

Sa0 as m primeiras:

x
X2
TB
T g xm g
0
0
0

Suponha, por absurdo, que x nao seja um ponto extremo do conjunto C. Entao z
pode ser escrito como combinagao convexa de dois pontos distintos de x. Sejam y e z

esses pontos. Dai:

r=oy+(1—-a):z

0<a<l
Como y, z € C, entao:
Ay = b Az = b
e
y =2 0 z >0
Observando = = ay + (1 — a)z veja que:
g | | I—a)yp+azp
0 (1 —a)yr +azg

Logo, yr = zr = 0. Por outro lado, sendo y* = [yp 0T e 27 = [25 0], dai,

Ay=[B Rlly=Bys & Byp=b & yp=B"'b & y=uz
Az2=[B R]z]=Bzp & Bzpp=b & 23=B7' & z==x

Consequentemente, r =y = z.

Absurdo! Pois os pontos y e z sao distintos z. de Logo x é um ponto extremo do
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conjunto C.

Veja que em todos os passos desta demonstragao a correspondencia é biunivoca.

O Teorema a seguir é o principal resultado deste trabalho e pode ser mais detalhado

em [2].

Teorema .3 ( Teorema Fundamental da Programacao Linear ) Dado um modelo

de programacado linear na forma padrdo onde A,,x, € uma matriz de posto m,

mar z = cx,
s.a. Ar = b,
z > 0.

(1) - Se existe uma solugao vidvel, entao existe uma solug¢ao bdasica vidvel.

(II) - Se eziste uma solugao vidvel étima, entao existe uma solu¢ao basica vidvel étima.

Demonstragao:
(I) - Sejam Ay, As, ..., A, os vetores coluna da matriz A. Suponha x = [x1,2s, ..., T,
uma solucao vidavel. Entao:

I’lAl + I‘QAQ —+ -4 ann = b. (1)

Suponha que exatamente p das variaveis x; sao positivas, e sem perda de generalidade,

que s@o as p primeiras variaveis. Assim podemos reescrever (1) como:

l’lAl + ZL’QAQ + -+ ZL’pAp =b. (2)

Temos entao que considerar dois casos, quando os vetores A;, A,, ..., A, sao linearmente

independentes (LI) ou linearmente dependentes (LD).
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Suponha que Aj, Ay, ..., A, sdo (LI), entdo, p < m. Se p = m, a solucdo = é uma
solucdo bésica . Se p < m, entdo podemos selecionar (m—p) vetores entre os (n—p) res-
tantes tal que o conjunto dos m vetores formado por A;, As, ..., A, e os (m—p) escolhidos
sao LI, pois o posto de A é m. Atribuindo o valor zero as m—p varidveis correspondentes,

obtemos uma solugao bésica vidvel (degenerada neste caso).

Por outro lado, suponha que A;, A, ..., A, sao LD. Entao, por defini¢ao, existe uma
combinacao nao trivial destes vetores que é nula. Isto é, existem constantes yi,v2, ..., Yp,

com pelo menos uma delas positiva, tal que

y1A1 + ygAQ + -4+ ypAp =0. (3)

Multiplicando (3) por k € R e subtraindo de (2), temos:

(w1 — k) Ar + (22 — ky2) Ao + - - + (zp, — kyp) A, = 0. (4)

A expressao (4) é valida para qualquer k e, para cada k, as componentes x;,—ky;
correspondem a uma solugao de (1), embora a restrigao x;—ky; > 0 possa ser violada.
Fazendo y = [y1, %2, .., Y, 0,0,...,0] vemos que, para qualquer k , uma solugao de (4) é

x — ky.

Para £k = 0, x é a solugao basica viavel inicial. Quando k cresce positivamente, como
estamos suponto pelo menos um g; > 0, temos que pelo menos uma componente x; — ky;
tende a zero. Escolha k = mm{% . y; > 0}. Para este valor de k, a solugao dada por
x — ky é viavel e possui no maximo p—1 varidveis positivas. Repetindo este processo, se
necessario, podemos eliminar as variaveis positivas até que se tenha uma solugao viavel
com as colunas correspondentes LI, situacao onde o caso anterior se aplica.

Portanto existe uma solugao basica viavel.

(IT) - Suponha = = [z1,x9,...,x,] uma solugdo vidvel étima e, como no caso da

prova da parte (I) acima, suponha que somente p variaveis, x1, za, . . ., T, sejam positivas.
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Temos, de novo, dois casos.

Suponha que Aj, As,..., A, sao LI, entao p < m. E a demonstracao é andloga ao
caso (I). Por outro lado, quando os vetores Aj, Ay, ..., A, sao LD e também é tratado
da mesma forma com no caso (I), mas neste caso temos que mostrar que k na solugao
xr — ky é 6timo. Para isso, sabemos que o valor da funcao objetivo para a solucao z—ky é

z = cx—cky.

Para k suficientemente pequeno, z—ky é uma solucao viavel para valores positivos e
negativos de k. Podemos entao concluir que cy = 0, pois caso contrario, se cy # 0, um
valor pequeno de k com um sinal apropriado poderia ser encontrado para fazer cx—cky
maior que cr, mantendo ainda a viabilidade, o que contraria a hipétese que z é uma
solucao 6tima. Logo cy = 0.

Portanto, com isso obtém-se uma nova solugao viavel com um nimero menor de com-
ponentes positivas, situacdo onde o caso (I) se aplica. Consequentemente existe uma

solugao basica viavel 6tima.

1.4 O Método Simplex

O modelo de progracao linear esta associado a um conjunto de equagoes ou inequagoes
onde pretende-se otimizar uma funcao objetivo. Vimos na se¢ao anterior que a solugao

Otima esta sempre em um vértice do conjunto das solugoes viaveis, pois o numero de

n!

i~ Mesmo assim a dificuldade de resolver um (PPL) é grande.

vértices é C),, =
Logo podemos resumir em dois blocos as dificuldades que deverao ser vencidas por quem

deseja encontrar a solugao étima de um (PPL).
1. Como obter solucoes basicas viadveis do sistema de equagoes.

2. Como evitar o teste de todas as solucoes bdsicas viaveis possiveis para garantir a

otimizacao do sistema.
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E nesse contexto que o algoritmo Simplex se destaca como uma das grandes contri-
buigoes a Programacao Matematica. Trata-se de um algoritmo extremamente eficiente
para a solu¢ao de um (PPL) o qual ja estd disponivel em vdrios softwares gratuitos, e com
base neles foram desenvolvidos varios outros métodos.

O Simplex é um algoritmo que se utiliza de um ferramental baseado na Algebra Linear
para determinar por um método interativo uma solucao 6tima de um Problema de Pro-
gramagcao Linear (PPL), caso exista. Sua concepgao bésica é simples e, por isso mesmo,
eficiente. De modo geral, o algoritmo parte de uma solucao viavel, solucao essa normal-
mente extrema (vértice). A partir dessa solucao inicial vai identificando novas solugoes
vidveis cujo valor da funcao objetivo nesta solugao é igual ou maior que a corrente. O
algoritmo, portanto, possui um critério de escolha que permite encontrar sempre novas
(e melhores) solugdes do conjunto de solugdes vidveis, e um outro critério que consegue
determinar se a solucao escolhida é ou nao uma solugao étima.

Antes de desenvolvermos o algoritmo propriamente dito s@o necessarias algumas de-

finigoes que serao utilizadas no método.

1.4.1 O Algoritmo Primal Simplex

O algoritmo Simplex descreve uma sequéncia de passos para a solucao de sistemas
de equacoes lineares sujeitos a uma funcao objetivo. Basicamente, ele dispoes sobre trés

situacoes:

1. O método de inversao da matriz basica m x m deduzida a partir de A, uma matriz

de restrigoes m X n.

2. As condicoes de troca de coluna da varidvel dentro da matriz béasica, para que
exista garantia de uma melhoria no valor da solucao ao longo do desenvolvimento

dos passos do algoritmo.
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3. As regras de parada do algoritmo e a interpretacao dessa situacao final.

Eventualmente, o algoritmo pode ser adaptado para promover a escolha da base basica
viavel inicial, ou solugao basica viavel de partida. Nao entraremos em detalhes no modo

de escolha da solugao basica viavel inicial, no entanto, pode ser encontrado na integra em

8].

1.4.2 Melhoria de uma solucao basica

Considerando que exista uma solucao basica viavel para o seguinte problema de pro-

gramagao linear:

maxr z = cr,
s.a. Axr = b,
r > 0.

onde A é a matriz mxn, de posto m, podemos decompor o vetor ¢ em suas componentes

bésicas e nao bdsicas ¢ = [cp,cg|, e supor que a solugdo bésica vidvel existente seja
_ B~ : N .
representada por um vetor T = cujo valor associado ¢ dado pela seguinte
0

expressao:

B B~ B~ o

Z=c = [cB, cR] =cpB™b.

0 0

Queremos agora encontrar uma solucao = basica viavel, a qual estd em funcao das

variaveis basicas e nao-basicas da seguinte forma:

x
r= b ,sendo b = Ar = b= Bxpg + Ry

TR
Aplicando B~! a inversa de B e isolando z g, temos:
b

vp=B"'"b—B'Rrp=B"'b— Y B la,

jeJ

dessa forma pode-se reescrever a expressao z = cx como:
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z = cr
= CBTB + CRIR

= c¢p|B7'b— Y Blajz;| + > B ¢

jedJ jed

= z—2.(5 — )z

j€J

onde z; = cgB~'a; para cada varidvel nao bésica.

A equacgado acima mostra a possibilidade do estabelecimento de um critério para o
processo de melhoria da solugao basica. Quando o valor do termo z; — ¢; ¢ estritamente
menor que zero existe a chance de, com a entrada da variavel de indice j na base, aumentar
o valor da func@o objetivo em (z; — ¢;)z;, desde que essa varidvel possa assumir um
valor positivo. Se denominarmos k o indice dessa varidvel nao bésica e fazendo z; = 0

Vj e J—{k}.

z2=7Z— (2 — cx)xp

Observando a equagao acima, veja que a variavel x; deve ser incrementada ao maximo
para que ocorra o processo de melhoria. Com o crescimento de xj, o valor de z aumenta
na nova solugao basica proporcionalmente ao valor de zp — c.

Veja que

rg = Bilb — B’lakxk = E — YTk

onde y, = B 'a, ¢ b= B~'b.

Denotando as componentes do vetor g e de b respectivamente por g1, TgBa, ..., TBm
e by, by, ..., by, temos, finalmente, a seguinte expressao:
IB1 by Yk
Tp2 by Yok
= —_ xk‘
TBm bm Ymk

A expressao acima mostra que:
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Se existir algum ;. < 0, entao o xp; associado pode crescer indefinidamente com o
crescimento de x;. Ou seja, a solugao nao tem valor finito.

Do contrario, se existem y;, > 0, entao xp; decresce com o incremento de x;. Para
satisfazer a condicao de nao negatividade de uma solucao basica viavel, a nova variavel
x 80 poderd crescer até que a primeira componente xrp; seja reduzida a zero, o que

corresponde ao minimo entre todos os ;—k para os valores positivos de y;x, ou seja,
1

onde 7 € [ tal que y;, > 0.
Note que para garantir a independéncia linear da coluna k com as demais colunas da

base é indispensavel que yg, # 0. E pelo critério

2=Z— (2 —cp)Tp = 2 > Z,

a variavel x, devera entrar na base melhorando o valor da fungao objetivo, e a nova base
continuara linearmente independente.

Assim de acordo com [1] e com o que concluimos a cima, podemos formalizar o processo
de escolha da solugao basica viavel inicial, critério de troca de varidveis na base e regra
de parada da seguinte forma:

1. Calcular os valores z; — ¢;, Vj € J:

- Se zj —c; > 0, Vj € J, entao a solugao basica vidvel T é 6tima e z = Z. Pare!

- Caso contrério, defina J; = {j € J|z; —¢; < 0}

2. Se y; < 0 para pelo menos um j € J;, nao existe solucao 6tima finita. Pare!
- Caso contrério, determine k de modo que 2, — ¢ = min{z; —¢;}, com j € J

Na coluna k encontre x, de forma que vale a relacao:

com ¢ € [ tal que y; > 0.

3. Considere a nova base B deduzida a partir da anterior pela substituicao de as por

ag
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B = (B —{as}) U{ak}

Calcular a nova solugao basica viavel:

75 = B~

Atualizar:

R = (R —{ar}) U{as})
I'=(I—{s})U{k})
J=(J—{k})U{s})

e repita o processo.

Em alguns casos pode ocorrer que o valor da fungao objetivo nao aumente, e nesses ca-
sos 0 algoritmo pode retornar ao mesmo vértice apos uma certa quantidade de interagoes.

Nesse caso pode-se usar a Regra de Bland, que pode ser vista com detalhes em [8].

Exemplo .3 Faremos agora um exemplo utilizando a notagao matricial com inversao de

matrizes.
Max z = 3x1+ 519
s.a. :
T < 4
T < 6
3r1+ 21, < 18
T1,x9 > 0
Resolucao

Dessa maneira, reescrevemos o (PPL)da seguinte maneira:



34 CAPITULO 1. MODELAGEM MATEMATICA

max z = 3561 + 5:32 + 0:53 + 0I4 + 0.755
s.a. r1+x3 = 4
To+ X4 = 6

3SL'1 -+ 256'2 + Ts 18

x1,79 > 0

onde x3, x4, x5 > 0 sao as variaveis de folga.

Dessa maneira, as matrizes A, b e ¢ sao dadas por:

1 01 00
A= [al,ag,ag,a4,a5] =10101 0],
3 2 0 0 1

b=1[4 6 18Tec=[35 0 0 0]

Consideremos a base composta pelas variaveis x3, xo, x5, Ou seja,

1 00
B =las,az,as) = | 0 1 0
0 21
Nesse caso as varidveis z; e x4 sdo nao bésicas. I = {3,2,5} e J = {1,4}.

Calculando a inversa da base temos:

T3 1 0 0 4 4
rg=| a2y, | =B%=10 1 0 6 |=16[,
Ts 0 -2 1 18 6



1.4. O METODO SIMPLEX

:L‘R _= =
T4 0
ssim,

z=cr=cprp+crrr=1[0 5 0].[4 6 6]T =30

35

Para verificar se podemos melhorar a solucao z, serd necessario calcular os valores

zj —c; para j € J, ou seja:

21— C = cBB*1a1 —C] =CRY1 —C = [0 5 0]

o O =

24 — Cq = CBB71G4 — C4 = CBYq — C4 = [O 5 0]

o O =

=

[ )

= o O

= o O

Como z; — ¢ < 0, entao, pelo criterio de melhoria, x; entrard na base. Por outro lado,

observando - _
by , [ b; }
— =T;=min|— Yy >0
Ysk Yik
com 1 <17 < m, ou seja,
XT3 4 1
ro | =1 6| —| 0 [Z1
T5 6 3

. 46 . . . L. .
Dessa forma min{—, =} = 2. assim x5 sai da base, pois ocorre o minimo dos quocientes
1a 3 ; 5 )

relativo a variavel xs.

A nova base sera formada pelas varidveis x3, xo, 1, ou seja:

1 01
010
0 2 3

B - [a37a27a1] —
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Agora as varidveis z4 e x5 sdo nao basicas. [ = {3,2,1} e J = {4,5}.

Calculando a inversa da base temos:

1

— wIN
W=

Bl'=1o
0

I
Wi
W=

Dai, podemos calcular g, xr e z da seguinte forma:

T 1 2 -1 4 2
rg=| a2y, | =B%=10 1 0 6 |=161,
KN 0 -2 3 18 2

Ty 0
l‘R: =
Ty 0

z=cr=cprg+crrg=1[0 5 3].[2 6 2|7 = 36.

Para verificar a melhoria a solugao z serd necessédrio calcular os valores z; — ¢; para

j € J, ou seja:

2 1
12 1] o
24—04:cBB_1a4—c4:cBy4—c4:[O53]. 0 1 0 1 —0=3
2 1
0= 3 ][O
_ ) N
12 1] o
zs—cs=cgBlas—cs=cpys —c5=[05 3.0 1 0 0|l —-0=1
2 1
|0 =5 5 L1

como z; —¢; > 0, V5 € J assim pelo algoritmo a solucao encontrada ¢ 6tima, onde

r1=2,19=06¢e z=30.

Para facilitar a execucao dos calculos, podemos utilizar um formato tabular para o
desenvolvimento do algoritmo Simplex. Esse formato é um recurso a mais para que pos-

samos acompanhar melhor os calculos do desenvolvimento. De forma geral, descrevemos
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um (PPL) como:

Mazx z = ri+cxs+ -+,
sujeito a: 111 + a190xs + - - - + a1, < by

2171 + A22%2 + - -+ + ATy < by

Am1T1 + Am2T2 + -+ AmnTn S bm

X1, T2, ..., Ty >0

Dai, seguem-se os seguintes passos:

1. Introduzir as varidveis de folga, uma para cada desigualdade.

2. Montar um quadro para os célculos, colocando os coeficientes de todas as variaveis
com seus respectivos sinais e, na primeira linha incluir os coeficientes da fungao

objetivo transformada: z — cixy — coxo — - - - — ¢, = 0.

3. Estabelecer uma solucao basica inicial, usualmente atribuindo valor zero as variaveis

originais e achando os valores positivos para as variaveis de folga.

4. Como proxima variavel a entrar na base, escolher a varidvel nao bésica que fornece,
na primeira linha, a maior contribuigao para o aumento da func¢ao objetivo (ou seja,
dos negativos o que tiver maior valor absoluto). Se todas as varidveis que estao fora
da base tiverem coeficientes nulos ou positivos na primeira linha, a solucao atual é
Otima. Se alguma dessas varidveis tiver coeficiente nulo, isto significa que ela pode
ser introduzida na base sem aumentar o valor da funcao objetivo. Isso quer dizer

que temos outra solugao 6tima , com o mesmo valor da fungao objetivo.

5. Para escolher a variavel que deve deixar a base, deve-se realizar o seguinte procedi-

mento:

(a) Dividir os elementos da ultima coluna pelos correspondentes elementos posi-
tivos da coluna da variavel que vai entrar na base. Caso nao haja nenhum
elemento positivo nessa coluna, o processo deve parar, ja que a solucao seria

ilimitada.
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(b) O menor quociente indica a equagao cuja respectiva variavel bésica deverd ser

anulada, tornando-se variavel nao-basica.

6. Empregando operagoes validas com as linhas da matriz, transformar o quadro de
calculos de modo a encontrar a nova solugao basica. A coluna da nova variavel
basica devera se tornar um vetor identidade, no qual o elemento 1 aparece na linha

correspondente a variavel que esta sendo anulada.

7. Retornar ao passo 4 para inicial outra interacao.

Exemplo .4
max z = 3x1+ 0T
s.a. :
T < 4
o <6
3r1 + 2z < 18
T1,L9 > 0
Resolucgao

Veja que o (PPL) acima possui a funcao objetivo z = 3x; + 5xs, a qual podemos
reescreve-la por z — 3x; — bxy = 0. Por outro lado, temos 3 restricoes z; < 4, x5 < 6
e 3r1 + 2z < 18, que vamos inserir variaveis de folga com o intuito de transformar as
inequagoes em equacoes. Dessa maneira, reescrevemos as expressoes € enumeramos as

equacoes:

z—3x; —bxe = 0 (1)
rn+k = 4 (2
ro+w = 6 (3)

3ry +2x2+y = 18 (4)

r1,T9 > 0

onde k,w,y > 0 sao as variaveis de folga.
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Considere a tabela abaixo com os coeficientes das variaveis das equacoes encontradas,

onde cada linha da tabela corresponde a uma equacao.

Funcio Objetiva  >>> L{=3 =5 0 0 0[]0 ]|(1)
Of1 0 1 0 04](2)

Restrigiies 3% 010 1 0 1 06 [(3)

01 3 2 0 0 1([18|(4)

Observe na linha (1) os termos negativos, e escolha o de maior valor absoluto. Neste

caso —b, e marque a coluna onde ele esta localizado.

Funcio Objetiva  >>> L|=3 =510 0 00 |(1)
011 Oy 0 04 |(2)
Restriges  >»> 010 Lo 1 0

=r|
—
-
o

O3 210 0 1]18]|(4)

6 18

Dessa forma min{I, 7} = 6, assim a linha 3 deve ser marcada.
ooy laa |k ow oy b
Funcio Objetiva > (=3 |=510 00|01

O 1 jo031 0 04

Restrigdes  >>> 00 L0 1 06

O3 1210 0 1|18




40 CAPITULO 1. MODELAGEM MATEMATICA

A intersecao entre a linha e a coluna marcadas é denominado pivo. Neste caso pivo =
1. A linha que contém o pivo é denominada linha pivo.
Destaque a linha pivo e divida todos os elementos desta linha pelo pivo. A linha

resultande é denominada nova linha pivo (NLP).

Linha Pivd o 0 1 0 1 0 =6 i1

MNLP === o o 1 ©o 1 ©0 6

Com a nova linha pivo em maos (NLP), multiplica-se ela pelo oposto do elemento
correspondente a cada linha na coluna escolhida inicialmente e soma-se o resultado com

a atual linha e a linha resultante substituira a atual linha. Como mostra a figura abaixo:

NLP >3 00 1 0 1 0 6
X5 0 0 5 0 5 0 30 .
12 linha 1 -3 5 0 0 0 0O

1 -3 0 0 5 0 30
NLP >3 00 1 0 1 0 6
X0 00 0 0 0 0 0 .
22 linha 0 1 0 1 0 0 4

0 1 0 1 0 0 4
NLP >3 00 1 0 1 0 6
x(-2) o0 -2 0 -2 0 -12
42 linha 0 3 2 0 0 1 18

0 3 0 0 -2 1 &6

Com isso geramos uma nova tabela com novas linhas.



1.4. O METODO SIMPLEX 41

Fungdo Objetivo  >>> | 1 |=3 0 0 5 0 |30](1)
01 0 1 0 0f4](2

Resticges >>> (0|0 1 0 1 0]6 |3
013 0 0 -2 1|6 ](4)

Como ainda existem valores negativos na primeira linha, entao repetimos o algoritmo.
Devemos repetir o processo até que nao exista mais nenhum valor negativo na primeira

linha.

Observe novamente na linha (1) os termos negativos, e escolha o de maior valor abso-

luto. Neste caso —3, e marque a coluna onde ele estd localizado.

zley oy ko ow oy b
Fungio Objetivo e 1 W3l 0 0 5 ) 20 {1)
opLryo 1 0 04| (2
Restrighes »»> |OQO0O | 1 0 1 0 6 (3)
o310 0-2 1|6 (4)

4 6
Mais uma vez observe min{I, §} = 2, assim a linha 4 deve ser marcada.

ey e kowoy b
Fungio Objetive >>> |1 I=3] 0 0 5 0 |30 (1)
opLryo 1 0 0f4;](2)
Restrighes =»> | U (O 1 0 1 0 i (3)
Of310 0 -2 1[6 [|(4)
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A intersecao entre a linha e a coluna marcadas é o pivo, neste caso pivo = 3. A linha

pivo sera a (4).

E repetindo o processo teremos:

NLP  »=> 0 1 0 0 -0,67 033 2
X3 0O 3 0 0 -2 6 .
12 linha 1 -3 0 0 5 0 30

1 0 0 0 3 1 36
NLP  »=> 0 1 0 0 -0,67 033 2
x(-1) 0 -1 0 0 067 -0,33 -2 .
22 linha 0o 1 0 1 0 0 4

0O 0 0 1 067 -0,33 2
NLP  »=> 0 1 0 0 -0,67 033 2
X0 O 0 0 0O 0O 0 O .
32 linha o 0 1 0 1 0 6

o 0 1 0 1 0 6

Com isso geramos uma nova tabela com novas linhas.

z ry Ty ok w y b
Lo 0 0 3 1 36
oro 0 1 067 —0,33 2
O o0 1 ¢ 1 () §
oy 1 0 0 —0,67 0,33 2

Como nao temos mais termos negativos na primeira linha, entao paramos o processo.
E observa-se as colunas LI, estas representam as variaveis basicas (Vg). As demais sdo as

nao bdasicas (Vg), e igualamos a zero.
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.
Vi VR
ry = 2 w = 0
9 = 6 y = 0
kK = 2
\

Portanto a solucao do nosso PPL é 1 =2, 5, =6 e z = 36.

1.5 Uso de Recursos Computacionais

O uso de recursos computacionais no ensino de matematica vem se mostrando uma
ferramenta muito eficiente pois mostra agilidade na resolucao de problemas, além de
fazer com que o aluno veja na pratica onde cada céalculo é utilizado na sua realidade.
As aulas se tornam mais dinamicas e assim fazem com que o aluno nao fique apenas
na posicao de receptor de informagoes e passe a posi¢ao de protagonista do processo de

ensino-aprendizagem.

Um Problema de Programagao Linear pode ser resolvido utilizando alguns recursos
computacionais na busca pela solugao 6tima. Neste trabalho procurou-se dar énfase na

resolucao de um PPL utilizando a extensao Solver do Excel.

Para tal, voltemos ao Exemplo .4, e vamos observar a resolucao dele utilizando este

recurso.

Defina a funcao objetivo e destaque os coeficientes das varidveis, e ainda, reserve
células para onde a solucao do problema sera colocada. Logo abaixo, escreva a fungao

objetivo na linguagem do Excel como na figura abaixo:
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(o A ? Pastal - Microsoft Excel
Y
g Inserir Layout da Pigina Farmulas Dados Revisdo Exibigdo
% ol =
Colar B N I 8 A\ E = o=
Area de Transt.. Fonte Alinhamenta Humera
SOMA - Ko | ={2"Ch)+5"DE)
A B C D E F G H | ] K
> Marimis : = 3
2 ) Coeficientes de varidveis SR B 1 Mz
Fungdo Objetiva 2.4,
3 x1 x2 .
ry <
4 3 5 -
5 s =< 0O
. v Jry+2r, < 18

& Solugao Gtima 1 -

ry.ry = )
7
8 z=|=(3*cs)+(5*D6) |
9
10

Escreva logo a baixo as restri¢oes tambem destacando os coeficientes das variaveis. E
as colunas LHF e DHF representam, respectivamente, 1° e 2° membros das inequagoes

restrigoes. Descreva em LHF e DHF as restricoes na linguagem do Excel como na figura

abaixo:
Cn . = ¥ Pastal - Microsoft Excel
- Inécho Imserir Layout da Pagina Formulas Dados Revisdo Exibicdo
& - -

Colar M 8 o E EEE|| =

Area de Transt, Fonte Alinhamento Hamerg
SOMA * (3 % o fe| ={C12°5C36)+(D12°5D%6)
A B C D E F G H | ] K
1
\ : 3 g
2 Coeficientes de varidveis Mazimizar 1 -
Fungdo Objetivo sl
3 ¥1 ®a ! .
4 3 5 ! :
5 Ty v}
= 3 21, 18
[ solugdo étima | Il ] ! Tz
ry.rz = 0

7
8 = ]
9
10
11 ¥l w2 LHF DHF
= Restripies I—ll o J=“:12 5C 4
13 o 1 [
14 3 2 18
15




1.5. USO DE RECURSOS COMPUTACIONAIS 45

Abra a extengao Solver na aba Dados da barra de tarefas. Em seguida, defina a célula
de destino como o local onde o valor maximo da fungao objetivo sera apresentado. Insira

as restrigoes utilizando LHF e RHF como na figura abaixo:

Pardmetros do Solver pd

Definir célula de destino:

55 Resolver |

Igual a: @mix OmMn Ovalorde: |0
Células variaveis:

Fechar

SCE5:i5056 Ehs Estimar

Submeter s restrigies: Opgoes

SES12 <= 5F512
S8ES13 <= 5F513
SES14 <= 5F514

Adicionar

Alterar

Redefinir tudo
Excluir

Ajuda

Agora, va em Opgoes e marque Presumir modelo linear, pois nosso caso é um
problema de progmacao linear e marque tambem Presumir nao negativos, pois nossas

solucoes sao nao negativas. Em seguida "OK”.

Opgdes do Solver >
Tempo maximo: [ | segundos oK |
Iteractes: 100 Cancelar
Precisdo: 0,000001 Carregar modelo...
Toleréncia: 5 B Salvar modelo...
Convergénda: 02,0001 Ajuda
Presumir modelo linear [ ] Usar escala automatica
Presumir ndo negativos [ ] Mostrar resultado de iteracdo
Estimativas Derivadas Pesquisar

(®) Tangente (®) Adiante (®) Newton
() Quadratica () Central () Conjugado

Por fim, clique em Resolver, e a solucao encontrada é exibida.
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A B C D F H | J
. Maoximizar z = Jdr B
- o Coeficientes de varidveis ! 1 9Ty
Funcgao Objetivo 8.l 1
%1 %2 ;
I = .I.
3 5 .
e = 6
" ey + 2, < 18
Solugdo otima 2 6 ! -
Ty = A
z=| 36 |
%1 x2 LHF DHF
" ] 2 4
Restrigoes
1 6 6
3 2 18 18
Resultados do Solver h:4
O Solver encontrou uma solucdo. Todas as restriches e
condicdes otimizadas foram atendidas. Relatdrios
Resposta
] = Sensibilidade
(®)iManter solucio do Solver! Limites
O Restaurar valores originais
Cancelar Salvar cenario. .. Ajuda

Clique em "OK”, e o problema esta solucionado com xy; = 2, x5 =6 e z = 36.




Capitulo 2

Aplicacoes

2.1 Nutricao

Uma aplicagao muito interessante e bastante utilizada ¢ a elaboracao de dietas levando
em consideracao todas as condicoes clincas de pacientes. No problema abaixo, o objetivo
¢ determinar numa dieta de reducao caldrica, as quantidades de certos alimentos que
deverao ser ingeridos diariamente, de modo que determinados requisitos nutricionais sejam
satisfeitos a custo minimo.

Suponha que, por motivos justificaveis, uma certa dieta alimentar esteja restrita a
leite desnatado, carne magra de boi, carne de peixe e uma salada de composicao bem
conhecida. Sabendo-se ainda que os requisitos nutricionais serao expressos em termos de
vitaminas A, C e D e controlados por suas quantidades minimas (em miligramas), uma
vez que sao indispensaveis a preservacao da saide da pessoa que estard se submetendo a
dieta. A tabela a seguir resume a quantidade de cada vitamina em disponibilidade nos

alimentos e sua necessidade diaria para a boa saide de uma pessoa.

RESTRICOES DE NUTRIENTES NA DIETA ALIMENTAR

Requisito
Vitamina Leite (litro)  Carne (kg) Peixe (kg) Salada(100g) Mutricional
Minimo
A 2mg 2mg 10 mg 20mg 11 mg
C S0 mg 20mg 10 mg 30mg 70mg
D 20 mg 70 mg 10mg 80 mg 250 mg

Custo 2 reais 4 reais 1.5 reais 1 real
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Modelando esta situagao através de Programacao Linear obtemos:

1. Escolha das varidveis de decisao:
x; := quantidade de litros de leite;
z. := quantidade de Kg de carne;
z, = quantidade de Kg de peixe;

xs := quantidade de salada em porcoes de 100g.

2. Elaboracao da funcao objetivo Minimizar Custo:

z=2x +4x.+ 1,52, + x4

3. Restrigoes relevantes:

(a) Restri¢do associada & demanda de vitamina A:

272 + 2x, + 10z, + 202, > 11

(b) Restrigao associada a demanda de vitamina C:

50x; + 20z, + 10z, + 30z, > 70

(c) Restrigao associada a demanda de vitamina E:

80x; + 70z, + 10z, + 80xs > 250

(d) Nao negatividade:

>0,2,.2>0,2,>0ez, >0.

Agora implementando as informagoes acima na extensao Solver do Excel temos:
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A B C D E F G H |
1
2 Fungao Objetivo al Xc Xp Xs
3 2 4 1,5 1
4
5
6 Solugdo otima 1] 1] 1] 3,125
7
8 Z= 3,125
9
10 Xl Xc xp Xs LHF DHF
11 e 2 2 10 20 62,5 11
Restrigoes
12 50 20 10 30 93,75 70
13 80 70 10 80 250 250
14
15

16 Modelo de um programa de dieta que define a quantidade de cada alimento que
17 |serd consumido fazendo com que a quantidade de vitaminas seja ingerida
18 'minimizando o custo total

Logo, a solucao indica que deve-se comer salada e nao comer nenhum tipo de carne

ou tomar leite.

2.2 Gestao Hospitalar

Um determinado hospital que trabalha com demanda durante as 24 horas do dia. As

necessidades de enfermeiros distibuem-se segundo a tabela:

MECESSIDADE DE ENFERMEIROS POR TURNO NO HOSPITAL

Turno Hordrio Numero requerido de enfermeiros
1 08 as 12h 51
2 12 s 16h 58
3 16 as 20h 62
a4 20 as 24h a1
3 24 as 04h 32
] 04 as 08h 19
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O horario de trabalho de um enfermeiro é de 8 horas seguidas e s6 pode ser iniciado no
comego de cada turno, isto é, as 8 ou 12 ou 16 ou 20 ou 04 horas. A gerencia financeira do
hospital deseja elaborar um modelo que minimize o gasto com mao-de-obra. Considerando
que cada enfermeiro recebe R$100 por hora de trabalho no periodo diurno (08 as 20h) e

R$125 no periodo noturno (20 as 08h).

Modelando esta situagao através de Programacao Linear obtemos:

1. Escolha das varidveis de decisao:

x; := numero de enfermeiros que iniciam sua jornada no turno ;

2. Elaboracao da funcao objetivo Minimizar Custo:

z = 800x; + 800x2 4+ 900zx3 + 1000x4 + 100025 + 900z
3. Restrigoes relevantes:

(a) Numero de enfermeiros necessarios no turno 1:
r1 + 2 > 51

(b) Numero de enfermeiros necesséarios no turno 2:
To + X1 Z 58

(c) Numero de enfermeiros necessarios no turno 3:
T3 + To Z 62

(d) Nimero de enfermeiros necessérios no turno 4;
T4+ w3 > 41

(e) Numero de enfermeiros necessérios no turno 5;
Ts + x4 > 32

(f) Ndmero de enfermeiros necesséarios no turno 6.

$6+l’5219
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(g) Nao negatividade:

Il20,I2207$320,I420,I52061’620.

A B C D E F G H I
1 | Funcio X1 X2 X3 X4 X5 X6
2 |Objetivo 800 800 900 1000 1000 900
3

solugdo

2 Btma 1 34 28 13 19 0
5
6 7= 125200
7
8 X1 X2 X3 X4 X5 X6 LHF RHF
g 1 0 0 0 0 1 51 51
0 1 1 0 0 0 0 85 58
11, <= 0 1 1 0 0 0 62 62
12 E 0 0 1 1 0 0 a1 a1
13 0 0 0 1 1 0 32 32
14 0 0 0 0 1 1 19 19

Logo, a solucao indica que deve-se ter as seguintes quantidades de enfermeiros distri-
buidos por turno:

$1:517$2:34,$3:28,I4:13,I‘5:19€IL’6:0.

2.3 Agricultura

Uma cooperativa agricola opera 3 fazendas que possuem produtividades aproximada-
mente iguais. A producao total por fazenda depende fundamentalmente da area disponivel
para o plantio e da agua de irrigacao. A cooperativa procura diversificar sua produgao
de modo que pretende plantar este ano trés tipos de cultura em cada fazenda a saber:
milho, arroz e feijao. Cada tipo de cultura demanda por uma certa quantidade de agua.
Para reduzir o conflito no uso das colheitadeiras, que sao alugadas pela cooperativa,

estabeleceram-se limites de area de producao dentro de cada tipo de cultura. Para evitar
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a concorréncia entre os cooperados, acordou-se que a producao de area cultivada seja a

mesma para cada uma das fazendas. As tabelas abaixo resumem os dados tecnoldgicos.

AREA DISPONIVEL E AREA DE CULTIVO POR FAZENDA

Area Total para Cultivo

Fazenda (Hectares) Agua Disponivel (Litros)
1 400 1200
2 650 2200
3 350 950

CONSUMO DE AGUA, AREA DE CULTIVO E LUCRO POR CULTURA

Area Maxima de Cultivo - Lucro
Cultura Consumo de Agua
(Hectares) (RS / Hectare)
Milho 660 3.5 S000
Arroz 880 4 4000
Feijdo 400 3.5 1800

Pretende-se elaborar um programa de producao que defina a area de cada cultura
que sera plantada em cada fazenda, de modo a maximizar o lucro total da producao da

cooperativa.

Modelando esta situagao através de Programacao Linear obtemos:

1. Escolha das variaveis de decisao:

x;y = quantidade de unidades de hectares, que na fazenda (i = 1,2, 3), serd desti-

nada a cultura de milho;

z;4 = quantidade de unidades de hectares, que na fazenda (i = 1,2, 3), sera desti-

nada a cultura de arroz;

z;r := quantidade de unidades de hectares, que na fazenda (i = 1,2,3), serd desti-

nada a cultura de feijao.
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2. Elaboracao da funcao objetivo Maximizar Lucro:

z = 5000(1‘1]\4 + Zopr + ng) + 4000(£L’1A + ZToa + 373,4) + 1800(331}? + ZTop + iL‘3F)

3. Restrigoes relevantes:

(a) Restrigoes associadas a drea de cultivo:
*Fazenda 1
Tim + 214 + 210 < 400
*Fazenda 2
Tons + Toa + xop < 650
*Fazenda 3
Tapm + Tza + x3p < 350
(b) Restrigoes associadas ao consumo de agua:
*Fazenda 1
5,510 + 4214 + 3,571 < 1800
*Fazenda 2
D, 0Taons + 4224 + 3,529 < 2200
*Fazenda 3
5,5x3nr + 4x34 + 3,023 < 950
(¢) Restrigoes associadas ao plantio por cultura:
*Fazenda 1
Tiyv + Topr + 2300 < 660
*Fazenda 2
T1a + Toa + 234 < 880
*Fazenda 3

T1F + Top + 23 < 400

(d) Restrigoes associadas & propor¢ao da area cultivada:

Tim +T1a +T1p Toym + Toa + Tap  Tayp + Taa + Tar

400 650 350
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4. Restricoes de nao negatividade:

i 2 0, wopr 2 0, 23y 2> 0, 94 2 0, 294 2 0, 234 2 0, 29p > 0, 297 > 0 €

z3p > 0.

Agora implementando as informagoes acima na extensao Solver do Excel temos:

o [=] L= o C T g m T T ™~ C T

1 Coeficientes de variaveis
2 | Fungdo | X1m ®2m X3m Xla X2a X3a X1f H2f ®3f
_% Objetivo| 5000 5000 5000 4000 4000 4000 1800 1200 1800

Solugdo
E stima 271,429] 290,476 1] 1] 150,595 2375 1] 1] (1]
o
7 Z= 4361904,762
9 X1m X2m X3m Xla X2a X3a x1f w2f xaf LHF DHF
10 ] 1 0 0 1 ] 0 271,4286 | 400
11 ] ] 1 0 ] 1 0 441,0714| 650
12 0 0 1 ] 0 1 ] ] 1 237.5 350
13 " 5,5 0 ] a 0 0 3.5 ] 0 1492 857 | 1800
14 Eg 0 5,5 ] ] 4 0 ] 3.5 0 2200 2200
15 g 0 0 5,5 ] 0 4 ] ] 3.5 950 950
16 g 1 1 1 ] 0 0 ] ] 0 561,9048 | 660
17 0 0 ] 1 1 1 ] ] 0 388,0952 | B8O
18 0 0 ] ] 0 0 1 1 1 ] 400
19 1 0 ] 1 0 0 1 ] 0 0,678571
20 0 1 ] ] 1 0 ] 1 0 0,678571
21 0 0 1 ] 0 1 ] ] 1 0,678571

Logo, a solucao indica que deve-se produzir milho apenas nas fazendas 1 e 2, produzir

arroz apenas nas fazendas 2 e 3 e nao produzir feijao esse ano.
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Comnsideracoes Finais

A modelagem matemaética através da programacao linear se mostra muito eficiente e é
interdisciplinar por natureza, pois utiliza os resultados e os instrumentos de outras areas
como ponto de partida para o seu desenvolvimento, assim, ao compara-lo com o método
tradicional que é usado para ensinar a Matematica em salas de aula, fica em evidéncia
que para os alunos, que existe sim relagao entre o que é aprendido na sala de aula com o

mundo que esta a sua volta.

As atividades investigativas, caracteristicas da modelagem matematica, exigem o exercicio
constante tanto do professor quanto dos alunos de habilidades como a busca, a selegao,
a organizacao, o levantamento de hipdteses, a manipulagao, andlise, interpretagao e va-
lidacao de informagoes. Os professores em sua formagao inicial, e mesmo na sua pratica
profissional, estao acostumados a utilizar os exemplos e exercicios ja formulados pelos
livros didaticos. Por isso, quando apresentados a proposta da modelagem, onde pratica-
mente nao ha nada pronto, sentem um impacto muito grande e dificuldades em colocé-la
em pratica. Percebe-se que a partir das situagoes-problema apresentadas na proposta, os
conceitos de maximizagao, minimizacao e solu¢ao 6tima surgem de forma natural, onde
cada nova informagao interage com algum aspecto relevante da estrutura cognitiva do
individuo.

Para que acontega uma aprendizagem significativa dos alunos, sera necessario que o
professor tenha a coragem de sair da rotina e inovar sua postura em sala de aula. Dessa
forma, é preciso valer-se de metodologias significativas para o ensino onde possamos deixar

que o aluno trabalhe sua criatividade e assim, ir se inteirando ao conteido com o auxilio
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do professor. Neste aspecto, temos a modelagem matematica como via para uma educacao
significativa preparando o aluno nao s6 de maneira académica, mas tambem na formagao
do cidadao como critico e analista do que acontece a sua volta.

Nesse sentido, a proposta busca contribuir com a pratica dos professores de Ma-
tematica interessados em utilizar a modelagem matematica por meio da programagao
linear, utilizando-se de matemadtica basica permitindo aos alunos aprenderem de modo
significativo, relacionando a Matematica com a realidade que estd em sua volta e com
outras areas, a partir da oportunidade que lhe sao dadas atuando na construcao do seu
proprio conhecimento. Assim, os alunos realmente compreendem o que estao fazendo
e sao capazes de aplicar os conhecimentos matematicos adquiridos em outras situagoes-
problema contextualizadas.

Diante dessas possibilidades, é preciso que a modelagem, na perspectiva da Educagao
Matematica, seja utilizada como ferramenta para compreensao das ciéncias e para a ati-
vidade humana, como instrumento da vida cotidiana, como instrumento do exercicio dos
direitos democraticos. E importante que pesquisas cientificas se ocupem em investigar de
que forma o aprendiz relaciona e compreende os conceitos matematicos trabalhados com

o uso da modelagem na perspectiva construtivista.
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