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Mestrado em Matemática
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Resumo

Neste trabalho introduzimos o conceito de p-parabolicidade para uma variedade Rie-

manniana. Este importante invariante está relacionado com a Teoria Potencial não-linear

do operador p-Laplaciano. A p-parabolicidade de uma variedade é estudada através da

p-capacidade de conjuntos compactos, bem como da existência (ou não) de uma função

de Green positiva. Critérios para a validade desta propriedade são discutidos fazendo-se

uso de estimativas para p-capacidade em termos de crescimento de área e volume, além

de estimativas geométricas com o uso de integrais de hipersuperf́ıcies.

Palavras-chave: p-Parabolicidade; p-Laplaciano; p-Capacidade; Crescimento de Vo-

lume

4



Abstract

In this work we introduce the concept of p-parabolicity for a Riemannian manifold.

This important invariant is related to the Nonlinear Potential Theory of the p-Laplacian

operator. The p-parabolicity of a manifold is studied using the p-capacity of compact

sets, as well as from the existence (or not) of a positive Green’s function. Criteria for the

validity of this property are discussed using estimates for p-capacity in terms of area and

volume growth, as well as geometric estimates using hypersurface integrals.

Keywords: p-Parabolicity; p-Laplacian; p-Capacity; Volume Growth.
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Introdução

Dado um domı́nio conexo Ω em uma variedade Riemanniana M e D um subconjunto

compacto de Ω. Definiremos p-capacidade para um condensador (D,Ω) como

Capp(D,Ω) = inf

{∫
Ω

|∇u|p : u ∈W1,p
0 (Ω) ∩ C0

0(Ω),u > 1 em D

}
.

Assim, podemos compreender o comportamento das funções do espaço de SobolevW1,p
0 (Ω)

cont́ınuas em Ω e com valor maior ou igual a 1 em D, com relação a p-Dirichlet integral∫
Ω

|∇u|pdx.

A partir da definição apresentaremos algumas propriedades, resultados para o caso em que

D é um conjunto p-polar, isto é, Capp(D,Ω) = 0, a relação entre conjuntos limitados com

dimensão de Hausdorff s (0 < s < n − 1) e mostraremos que, se Capp(D,Ω) = 0 para

algum subconjunto compacto D ⊂ Ω com interior não-vazio, então Capp(D
′,Ω) = 0

para todo subconjunto compacto D ′ ⊂ Ω. A importância desse resultado reflete na

caracterização de Ω como um domı́nio do tipo p-parabólico ou p-hiperbólico.

Diremos que Ω é p-parabólico se existir um compacto D com interior não-vazio tal

que Capp(D,Ω) = 0. Caso contrário, diremos que Ω é p-hiperbólico. Expandiremos a

definição de p-parabolicidade para a não existência de uma função de Green positiva para

o operador p-Laplaciano

∆pu = div(||∇u||p−2∇u).

Em seguida, construiremos a definição de p-capacidade em termos de integrais de

hipersuperf́ıcies, e algumas estimativas geométricas. Com isto, é posśıvel ver que Rn é p-

parabólico para p > n e p-hiperbólico para p < n. Uma variedade completa com volume

finito é 1-parabólico, e veremos mais a frente que é p-parabólico para todo 1 6 p <∞.

Introduziremos um pouco da teoria do potencial gráficos, e apresentaremos a definição

de p-capacidade neste ambiente. Veremos que se um gráfico com geometria limitada é

1



Sumário 2

p-parabólico, então ela será q-parabólico para todo q > p. Concluiremos com o resultado:

Se M é uma variedade Riemanniana com geometria limitada e p-parabólico, então M será

q-parabólico para todo q > p.

Uma variedade Riemanniana (M,g) completa é p-hiperbólico quando p é menor ou

igual a dimensão isoperimétrica(disop(M,g)) e p-parabólico quando p maior ou igual ao

grau de crescimento de M(dgr(M,g)). A dimensão parabólica de M é o número

dpar(M,g) = inf{p > 1 : M é p-parabólico }.

No caso em que M tem geometria limitada. Então, podemos também definir dpar como

o número

dpar(M,g) = sup{p > 1 : M é p-hiperbólico}.

Uma variedade completa com curvatura de Ricci não-negativa é p-parabólico para todo

p > dgr. Uma variedade simplesmente conexa com curvatura seccional K 6 −1 é p-

hiperbólico para todo p <∞.

Por fim, a n-parabolicidade é uma propriedade conformemente invariante das varie-

dades. Com isto se uma variedade Riemanniana completa (M,g0) é tal que disop > n,

então dgr(M,g) > n para toda métrica g conformemente equivalente à g0.



Caṕıtulo 1

Noções Preliminares

Iremos apresentar algumas noções básicas sobre a teoria dos espaços de Sobolev, me-

dida, dimensão de Hausdorff e operador p-Laplaciano.

1.1 O espaço de Sobolev

Vamos iniciar com a teoria do espaço de Sobolev em um domı́nio Ω ⊂ Rn. Dado uma

função u ∈ L1(Ω) e um multi-́ındice α, definimos a derivada distribucional Dαu de u por

〈Dαu,ϕ〉 := (−1)|α|
∫
Ω

uDαϕdx

para todo ϕ ∈ C∞0 (Ω), onde C∞0 (Ω) é o conjunto das funções suaves com suporte com-

pacto em Ω. Uma distribuição T é dito estar em Lp se existe uma função f ∈ Lp(Ω) tal

que 〈T ,ϕ〉 =
∫
Ω
fϕdx. Dado k ∈ N, e p > 1, definimos

Wk,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω) : |α| 6 k,Dαu ∈ Lp(Ω)}.

Por definição, Wk,p(Ω) é o espaço de Sobolev com ordem p de integrabilidade e ordem k

de diferenciabilidade. O espaço Wk,p(Ω) é um espaço de Banach quando munido com a

norma

||u||Wk,p(Ω) :=

k∑
i=0

∑
|α|=i

||Dαu||Lp(Ω).

Outra possibilidade é definir o espaço de Sobolev Hk,p(Ω) como o fecho com respeito à

norma ||.||Wk,p(Ω) do conjunto das funções u ∈ C∞(Ω), o qual ||u||W1,p(Ω) < +∞.

Teorema 1.1. Para qualquer inteiro k e qualquer p > 1 temos Wk,p(Ω) = Hk,p(Ω).

3
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Demonstração. Vide [2].

Agora, vejamos o caso para uma variedade Riemanniana. Seja (M,g) uma variedade

Riemanniana de dimensão n > 1. Para k ∈ N e p > 1, definimos Ck,p(M) o conjunto das

funções u ∈ C∞(M) de tal modo que
∫
Ω
|∇iu|pgdµ < +∞, para todo i ∈ 1, 2, ..., k. Sendo

assim, definiremos o espaço de Sobolev para uma variedade Riemanniana da seguinte

forma.

Definição 1.1. O espaço de Sobolev Wk,p(M,g) é o fecho em Lp(M) de Ck,p(M) com

respeito à norma

||u||Wk,p :=

k∑
i=0

||∇iu||p

onde ||∇iu||p é a norma Lp da função |∇iu|. O espaço de Sobolev Wk,p
0 (M) é o fecho de

C∞0 (Ω).

Para este trabalho, iremos utilizar apenas o espaço de Sobolev de ordem k = 1. A

seguir, veremos algumas propriedades deste espaço a serem utilizadas posteriormente. As

demonstrações podem ser encontradas em [3, Caṕıtulo 1].

Lema 1.1. Se u ∈ W1,p
0 (Ω) com ∇u = 0, então u = 0. Se u ∈ W1,p(Ω), então

u+ = max{u, λ} ∈W1,p(Ω) e u− = min{u, λ} ∈W1,p(Ω), para todo λ ∈ R.

Teorema 1.2. Se u, v ∈ W1,p(Ω), então as funções max{u, v} e min{u, v} estão em

W1,p(Ω).

Lema 1.2. Se u, v ∈ W1,p
0 (Ω), então min{u, v} e max{u, v} estão em W1,p

0 (Ω). Se u ∈

W1,p
0 (Ω) é não negativa, então existe uma sequência de funções não negativa ϕj ∈ C∞0 (Ω)

convergindo para u em W1,p(Ω).

Teorema 1.3. Suponha que u e v são funções limitadas em W1,p(Ω). Então,

i) uv ∈W1,p(Ω) e ∇(uv) = v∇u+ u∇v.

ii) Se uv ∈W1,p
0 (Ω), então uv ∈W1,p

0 (Ω).

Um importante fato sobre os espaçosW1,p(Ω) eW1,p
0 (Ω) é a de serem sequencialmente

fracamente compacto. Para p > 1 dizemos que uma sequência uj ∈ Lp(Ω) converge

fracamente em Lp(Ω) para uma função u ∈ Lp(Ω) se∫
Ω

vujdµ→
∫
Ω

vudµ

qualquer que seja v ∈ Lp/(p−1)(Ω).
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Teorema 1.4. Suponha que uj é uma sequência limitada em W1,p(Ω). Então, existe

uma subsequência uji e uma função u ∈W1,p(Ω) tal que uji → u fracamente em Lp(Ω)

e ∇uji → ∇u fracamente em Lp(Ω). Além disso, se uj ∈W1,p
0 (Ω), então u ∈W1,p

0 (Ω).

Demonstração. Vide [3, 1.31].

Teorema 1.5. Suponha que uj é uma sequência limitada em W1,p(Ω) tal que uj → u

pontualmente quase sempre. Então, u ∈ W1,p(Ω), uj → u fracamente em Lp(Ω), e

∇uj → ∇u fracamente em Lp(Ω). Além disso, se uj ∈W1,p
0 (Ω), então u ∈W1,p

0 (Ω).

Demonstração. Vide [3, 1.32].

Teorema 1.6. (Desigualdade de Poincaré) Se Ω é limitado, então∫
Ω

|ϕ|pdµ 6 C
∫
Ω

|∇ϕ|pdµ

para ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Demonstração. Vide [3, 1.4].

1.2 Noções básicas de medida

Introduziremos a noção geral de medida em um espaço X. Iniciaremos definindo X

um conjunto e F uma σ-algebra de subconjuntos, isto é, F é uma famı́lia não-vazia de

subconjuntos de X, fechados sobre uma união enumerável, complementar e interseção de

enumeráveis subconjuntos. Também, temos que (X, F) é um espaço mensurável. Note

que, se S ∈ F, então X\S ∈ F, X = S ∪ (X\S) ∈ F e também Xc = ∅ ∈ F.

Definição 1.2. Uma medida µ em (X, F) é uma função µ : F → [0,∞] satisfazendo as

seguintes condições:

i) µ(∅) = 0;

ii) Sj ∈ F disjuntos, enumerável =⇒ µ (∪jSj) =
∑
j µ(Sj)

As seguintes propriedades são satisfeitas por µ:

1. Sj ∈ F,S1 ⊂ S2 =⇒ µ(S1) 6 µ(S2);

2. Sj ∈ F enumerável =⇒ µ (∪jSj) 6
∑
j µ(Sj).
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Definição 1.3. Seja µ uma medida de X e A ⊂ X. Então µ restrito a A, denotado por

µ

Γ

S1,

é a medida definida por

(µ

Γ

S1)(S2) = µ(S1 ∩ S2),∀S2 ⊂ X.

Definição 1.4. Um conjunto A ⊂ X é µ-mensurável se para cada conjunto B ⊂ X

µ(B) = µ(B ∩A) + µ(B−A)

Observação 1. Se µ(A) = 0, então A é µ-mensurável. A é µ-mensurável se, e somente

se, X−A é µ-mensurável. Observe que se A é qualquer subconjunto de X, então qualquer

conjunto µ-mensurável é também µ

Γ

A-mensurável.

Definição 1.5. Uma coleção de subconjuntos A ⊂ F é uma σ-álgebra quando

i. ∅,X ∈ A;

ii. S ∈ A =⇒ X− S ∈ A;

iii. Sj ∈ A =⇒ ∪jSj ∈ A.

Sendo assim, a coleção de todos subconjuntos µ-mensurável de X forma uma σ-álgebra.

Definição 1.6. A σ-álgebra de Borel de Rn é a menor σ-álgebra de Rn contendo sub-

conjuntos abertos de Rn.

Definição 1.7. A seguir algumas definições.

i) Uma medida µ em X é regular se para cada conjunto S1 ⊂ X existe um conjunto S2

µ-mensurável tal que S1 ⊂ S2 e µ(S1) = µ(S2).

ii) Uma medida µ em Rn é chamada de Borel se todo conjunto de Borel é µ-mensurável.

iii) Uma medida µ em Rn é Borel regular se µ é Borel e para cada S1 ⊂ Rn existir um

conjunto de Borel B tal que S1 ⊂ B e µ(S1) = µ(B).

iv) Uma mediada µ em Rn é uma medida de Radon se µ é Borel regular e µ(K) < ∞
para cada conjunto compacto K ⊂ Rn.
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Dimensão de Hausdorff

Seja s > 0 e 0 < δ 6∞. Para um conjunto E em Rn definiremos

Hδs(E) = inf
∑

rsi

onde o ı́nfimo é tomado sobre toda cobertura de E, por bolas abertas Bi com diâmetro ri

não excedendo δ. Observe que Hδs é uma medida exterior, isto é, para todos os conjuntos

E1,E2, ... ⊂ Rn tem -se

i. Hδs(∅) = 0;

ii. Hδs(E1) 6 H
δ
s(E2) se E1 ⊂ E2;

iii. Hδs(∪
i
Ei) 6

∑
i

Hδs(Ei).

Agora definiremos a medida de Hausdorff de E por

Hs(E) = sup
δ>0

Hδs(E) = lim
δ→0

Hδs(E).

A medida Hs é regular em um conjunto de Borel, isto é, uma medida aditiva em um

conjunto de Borel em Rn e para cada E ⊂ Rn existe um conjunto de Borel B tal que

E ⊂ G e Hs(E) = Hs(G). Ver [3, Pág. 61].

Teorema 1.7. Se Hs <∞, então Ht(E) = 0 para todo t > s.

Demonstração. Seja Hs(E) < ∞ e δ > 0. Então existe uma cobertura por bolas abertas

Bi com diâmetro ri não excedendo δ e∑
i

rsi 6 H
δ
s(E) + 1 6 Hs(E) + 1.

Dáı,

Hδt(E) 6
∑
i

rti =
∑
i

rsi .r
t−s
i 6 δt−s

∑
i

rsi 6 δ
t−s(Hδs(E) + 1)

e fazendo δ→ 0, conclúımos que Ht(E) = 0.

O menor s > 0 que satisfaz Hδt(E) = 0 para todo t > s é chamado de dimensão de

Hausdorff de E.

Lema 1.3. Suponha que 0 < δ 6∞. Então Hs(E) = 0 se, e somente se Hδs(E) = 0.



Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 8

Demonstração. Desde que

Hs(E) > H
δ
s(E)

é suficiente mostrar que Hs(E) = 0 se Hδs(E) = 0. Então, assuma que Hδs(E) = 0 e fixe

ε > 0. Escolha uma cobertura de E por bolas abertas Bi com diâmetro ri não excedendo

δ tal que ∑
i

rsi < ε
s.

Então, ri < ε e

Hεs(E) 6
∑
i

rsi < ε
s.

Fazendo ε→ 0 nós obtemos

Hs(E) = lim
ε→0

Hεs(E) = 0

como queŕıamos provar.

Seja h uma função real crescente em [0, 1) satisfazendo lim
t→0

h(t) = h(0) = 0. Definimos

a medida h-Hausdorff de E por

Hh(E) = sup
δ>0

inf
∑
i

h(ri),

onde o ı́nfimo é tomado sobre toda cobertura de E, por bolas abertas Bi com diâmetro ri

não excedendo δ. A medida Hh(E) é regular em um conjunto de Borel em Rn. A escolha

h(t) = ts nos dá a medida s-Hausdorff Hs(E).

Lema 1.4. Assuma que 0 < s < n, f ∈ L1loc(Ω) e seja

E =

{
x ∈ Ω : lim sup

r→0

1

rs

∫
B(x,r)

|f|dy > 0

}
.

Então, Hs(E) = 0.

Demonstração. Vide [4, Pág. 109].

O Espaço BV(Ω)

Apresentaremos de forma superficial o espaço das funções com variação limitada em

um aberto de uma variedade Riemanniana. Para mais informação sobre este tema é

recomendado a leitura de [13] e [5].
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Seja (M,g) uma variedade Riemanniana conexa n-dimensional consideremos uma

famı́lia de formas semi-cont́ınuas por baixo e quadráticas Gx : TxM→ [0,∞] e

D(x) := {v ∈ TxM : Gx(v) <∞}.

Aqui, Gx induz um produto escalar gx em D(x) satisfazedo

gx(v, v) = Gx(v) ∀x ∈ D(x).

Para Ω ⊂M aberto, denotaremos Γ(Ω,D) como

Γ(Ω,D) := {X : X é um campo de vetor suave em Ω, X(x) ∈ D(x) para todo x ∈ Ω }.

Também denotaremos

Γg(Ω) := {X ∈ Γ(Ω,D) : gx(X(x),X(x)) 6 1 ∀x ∈ Ω}.

Definição 1.8. Seja Ω ⊂ M um subconjunto aberto de M e u ∈ L1(Ω). Dizemos

que u tem variação limitada em Ω, e escrevemos u ∈ BV(Ω) se DXu existe para todo

X ∈ Γg(Ω) e

sup{|DXu|(Ω) : X ∈ Γg(Ω)} <∞.

Denotaremos por ||Dgu|| a medida de Radon em Ω. Se E ⊂M é um conjunto de Borel,

dizemos E tem peŕımetro finito se χE ∈ BV(Ω), munido com a norma

||u||BV(Ω) = ||u||L1(Ω) + |∇u|(Ω)

Teorema 1.8. Seja u ∈ BV(Ω). Então existe uma sequência de funções (uj) ∈ C∞(Ω)

tal que uj → u ∈ L1loc(Ω) e

lim
j→∞
∫
Ω

|∇uj|dx = ||u||BV(Ω).

Além disso, se u ∈ L1(Ω), então uj → u ∈ L1(Ω).

Demonstração. Vide [5, Pág. 298].

1.3 O p-Laplaciano

Seja M uma variedade Riemanniana não-compacta munida com a métrica 〈, 〉 e a

forma Riemanniana de volume dµ. Dizemos que um campo vetorial ∇u ∈ L1loc(M) é o

gradiente de uma função u ∈ L1loc(M) se
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∫
M

〈∇u,V〉dµ = −

∫
M

udivVdµ

para todo campo de vetores V ∈ C1
0(M).

Seja A : TM→ TM um operador satisfazendo as seguintes propriedades:

i. A aplicação Ax = A|TxM : TxM → TxM é cont́ınua para quase todo x ∈ M e a

aplicação x 7→ Ax(X) é mensurável para todo campo de vetores mensurável X, para

quase todo x ∈M e para todo h ∈ TxM;

ii. 〈Ax(h),h〉 = |h|p;

iii. |Ax(h)| = |h|p−1;

iv 〈Ax(h1) −A− x(h2),h1 − h2〉 > 0, para quaisquer h1 6= h2;

v. Ax(h) = |λ|p−2λAx(h), para todo λ ∈ R\{0}.

Dizemos que o operador A é o operador p-Laplaciano quando

Ax(h) = |h|p−2|h|.

Uma função u ∈W1,p
loc(M) é uma solução fraca da equação do p-Laplaciano

∆pu = −div(Ax(u)) = −div(‖ ∇u ‖p−2 ∇u) = 0 (1)

em M se

∫
M

〈‖ ∇u ‖p−2 ∇u,∇ϕ〉dµ = 0 (2)

para todo ϕ ∈ C∞0 (M). Soluções cont́ınuas para a equação (1) são chamadas de p-

harmônica. Uma função u ∈W1,p
loc(M) é chamada de p-supersolução em M se satisfaz

∫
M

〈‖ ∇u ‖p−2 ∇u,∇ϕ〉dµ > 0

para toda função não-negativa ϕ ∈ C∞0 (M). Equivalentemente, nomeamos uma função

v ∈W1,p
loc(M) de p-subsolução em M quando

∫
M

〈‖ ∇u ‖p−2 ∇u,∇ϕ〉dµ 6 0

para toda função não-negativa ϕ ∈ C∞0 (M).
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Lema 1.5. (Prinćıpio da Comparação): Se u ∈W1,p(M) é p-supersolução, v ∈W1,p(M)

é uma p-subsolução e max(v− u, 0) ∈W1,p
0 (M), então u > v quase sempre em M.

Demonstração. Faça ϕ = max(v−u, 0) ∈W1,p
0 (M) e utilizando a desigualdade de Tartar

obteremos

0 >
∫
M

〈‖ ∇v ‖p−2 ∇v,∇ϕ〉dµ−

∫
M

〈‖ ∇u ‖p−2 ∇u,∇ϕ〉dµ

=

∫
u<v

〈‖ ∇v ‖p−2 ∇v− ‖ ∇u ‖p−2 ∇u,∇ϕ〉dµ > 0

Portanto, ∇ϕ = 0 quase sempre em M.

Uma importante propriedade de uma solução da equação (1) é a de ser minimizante da

integral p-Dirichlet na classe de funções ϕ com mesmo valor na fronteira que u, em outras

palavras, dado u ∈W1,p(Ω), para cada ϕ ∈W1,p(Ω) tal que u−ϕ ∈W1,p
0 teremos

∫
Ω

|∇u|p =

∫
Ω

〈|∇u|p−2∇u,∇u〉

=

∫
Ω

〈|∇u|p−2∇u,∇ϕ〉

6
∫
Ω

|∇u|p−2|∇u|.|∇ϕ|

=

∫
Ω

|∇u|p−1|∇ϕ|

6

(∫
Ω

|∇u|p
)p−1

p
(∫
Ω

|∇v|p
) 1
p

.

Portanto
∫
Ω
|∇u|p 6

∫
Ω
|∇ϕ|p.

Teorema 1.9. Suponha que Ω é limitado e que v ∈W1,p(Ω). Existe uma única solução

u ∈W1,p(Ω) da equação (1) em Ω com u− v ∈W1,p
0 (Ω).

Demonstração. Vide [3, Pág. 68].

Teorema 1.10. (Desigualdade de Harnack.) Seja h uma função p-harmônica não nega-

tiva em um domı́nio Ω. Então, existe uma constante c > 0 tal que

sup
B

h 6 c inf
B
h

onde B é uma bola em Ω tal que 2B ⊂ Ω.

Demonstração. Vide [3, 6.2].
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Teorema 1.11. (Prinćıpio do máximo forte). Uma função não-constante e p-harmônica

em um domı́nio Ω ⊂M não atinge seu supremo ou ı́nfimo.

Demonstração. Se u(xo) = maxΩ u = M, então a função v = M − u é não-negativa e

p-harmônica em Ω. Desde que v(x0) = 0 segue, pela desigualdade de Harnack, que v ≡ 0

em Ω. O caso do mı́nimo é tratado de forma análoga.

Teorema 1.12. (Prinćıpio de Harnack). Suponha que hi, i = 1, 2, ... seja uma sequência

crescente de funções p-harmônica em um domı́nio Ω. Então a função h = lim
i→∞hi é uma

função p-harmônica ou ela é identicamente +∞.

Demonstração. Vide [3, 6.14].



Caṕıtulo 2

p-Capacidade

O conceito de p-capacidade é indispensável para entendermos o comportamento local

das funções no espaço de Sobolev. Veremos que podemos usá-la para caracterizar as

variedades Riemanniana.

Definição 2.1. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana, Ω ⊂ M um domı́nio conexo

em M e D ⊂ Ω um conjunto compacto. Para 1 6 p < ∞, a p-capacidade de D em Ω é

definida por:

Capp(D,Ω) := inf

{∫
Ω

|∇u|p;u ∈W1,p
0 (Ω) ∩ C0

0(Ω), u > 1 em D

}
onde W1,p

0 (Ω) é o fecho de C1
0(Ω), com respeito à norma

‖ u ‖1,p:=‖ u ‖Lp + ‖ |∇u| ‖Lp .

Consideremos W(D,Ω) = {u ∈ W1,p
0 (Ω) ∩ C0

0(Ω) : u > 1 em D} e denotaremos

A(D,Ω) = {u ∈ W1,p
0 (Ω) ∩ C0

0(Ω): 0 6 u 6 1 e u = 1 em D}. Pela propriedade do

ı́nfimo, temos que

Capp(D,Ω) 6 inf

{∫
Ω

|∇u|p : u ∈ A(D,Ω)

}
pois A(D,Ω) ⊂W(D,Ω). Dado ε > 0, existe u ∈W(D,Ω) tal que

∫
Ω

|∇u|p 6 Capp(D,Ω) + ε.

Então, por um argumento de truncamento, neste caso v = max{0, min{|u|, 1}} ∈ A(D,Ω)

e |∇v| 6 |∇u| quase sempre. Assim,

13
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Capp(D,Ω) 6
∫
Ω

|∇v|p 6
∫
Ω

|∇u|p 6 Capp(D,Ω) + ε.

Fazendo ε→ 0 obtemos

inf

{∫
Ω

|∇u|p : u ∈ A(D,Ω)

}
= Capp(D,Ω)

Com isto fica provado que podemos restringir a definição acima para as funções u ∈

W1,p
0 (Ω) ∩ C0

0(Ω) tal que 0 6 u 6 1 e u = 1 em D.

Apresentaremos algumas observações e propriedades acerca da p-capacidade.

Lema 2.1. SuponhaΩ ⊂M com volume finito. Se Capp(D,Ω) = 0, então Capq(D,Ω) =

0 para todo 1 6 q < p.

Demonstração. Dados p,q ∈ R tais que 1 6 q < p, temos que p/(p − q) > 1 e p/q > 1

com a soma de suas inversas igual a 1. Logo, pela desigualdade de Hölder,∫
Ω

|∇u|q 6

(∫
Ω

1

)p−q
p
(∫
Ω

(|∇u|q)
p
q

)q
p

.

6 (Vol(Ω))
p−q
p

(∫
Ω

|∇u|p
)q
p

Passando o ı́nfimo sobre as funções em A(D,Ω), conclúımos que Capq(D,Ω) = 0.

Teorema 2.1. A p-capacidade satisfaz as seguintes propriedades:

i) Ω1 ⊂ Ω2 ⇒ Capp(D,Ω1) > Capp(D,Ω2);

ii) D1 ⊂ D2 ⇒ Capp(D1,Ω) 6 Capp(D2,Ω);

iii) Capp(D,Ω1) = inf{Capp(U,Ω1); U é aberto e D ⊂ U b Ω};

iv) Capp(D1 ∪D2,Ω) 6 Capp(D1,Ω) + Capp(D2,Ω) − Capp(D1 ∩D2,Ω);

v) Se U b Ω é aberto, então Capp(U,Ω) = Capp(∂U,Ω);

vi) Se D ⊂ Ω1 ⊂ Ω2 ⊂ · · · ⊂ ∪
i
Ωi = Ω, então Capp(D,Ω) = lim

i→∞Capp(D,Ωi).

Demonstração. i) Observe que A(D,Ω1) ⊂ A(D,Ω2), logo pela definição de ı́nfimo con-

clúımos que Capp(D,Ω1) > Capp(D,Ω2). Já em ii) temos que A(D2,Ω) ⊂ A(D1,Ω),

portanto Capp(D1,Ω) 6 Capp(D1,Ω).

iii) Se D ⊂ U b Ω, então

D ⊂ U⇒ Capp(D,Ω) 6 Capp(U,Ω).
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Logo Capp(D,Ω1) 6 inf{Capp(U,Ω1); U é aberto e D ⊂ U b Ω}. Por outro lado, dado

ε > 0 existe u ∈ A(D,Ω) tal que u = 1 em uma vizinhança aberta U de D e

∫
Ω

|∇u|p 6 Capp(D,Ω) + ε.

Assim,

Capp(U,Ω) 6 Capp(D,Ω) + ε,

e fazendo ε → ∞ teremos inf{Capp(U,Ω); U aberto e D ⊂ U b Ω} 6 Capp(D,Ω)

concluindo a igualdade do item iii).

iv) Dado ε > 0, tomemos u ∈ A(D1,Ω) e v ∈ A(D2,Ω) tais que

∫
Ω

|∇u|p 6 Capp(D1,Ω) +
ε

2
e

∫
Ω

|∇v|p 6 Capp(D2,Ω) +
ε

2
.

Observe que, w1 = max{u, v} ∈ A(D1 ∪D2,Ω) e w2 = min{u, v} ∈ A(D1 ∩D2,Ω) e

∫
Ω

|∇w1|
p +

∫
Ω

|dw2|
p =

∫
Ω

|∇u|p +
∫
Ω

|∇v|p.

Como

Capp(D1 ∪D2,Ω) + Capp(D1 ∩D2) 6
∫
Ω

|∇w1|
p +

∫
Ω

|∇w2|

conclúımos que

Capp(D1 ∪D2,Ω) + Capp(D1 ∩D2) 6 Capp(D1,Ω) + Capp(D2,Ω).

v) É imediato que Capp(∂U,Ω) 6 Capp(U,Ω). Seja A um aberto contendo U.

Definindo D1 = U e D2 = A\U, pelo item anterior,

Capp(A,Ω) 6 Capp(A\U,Ω).

Consequentemente, infA{Capp(A,Ω)} 6 infA{Capp(A\U,Ω)}. Isto prova o resultado.

vi) Observe que pelo item i) conclúımos que tal limite existe, pois é uma sequência

monótona e limitada inferiormente. Dado ε = 2−k > 0, existe u ∈ A(D,Ω) tal que

Capp(D,Ω) 6
∫
Ω

|∇u|p 6 Cap(D,Ω) + ε.
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Existe i(k) ∈ N suficientemente grande com i(k)→∞, quando k→∞, de tal modo que

supp(u) ⊂ Ωi. Dáı ∫
Ω

|∇u|p =

∫
Ωi

|d(u|Ωi)|
p,

logo

Capp(D,Ω) 6 Capp(D,Ωi) 6
∫
Ωi

|d(u|Ωi)|
p =

∫
Ω

|∇u|p 6 Capp(D,Ω) +
1

2k
.

Fazendo k→∞ teremos

lim
k→∞Cap(D,Ωi(k)) = Capp(D,Ω),

e conclúımos a demonstração do teorema.

A definição de p-capacidade pode ser estendida para conjuntos arbitrários A ⊂ Ω.

Primeiro, para um aberto U ⊂ Ω definiremos

Capp(U,Ω) := sup{Capp(D,Ω) : D ⊂ U compacto}.

De fato, dado ε > 0 existe um compacto D ′ε ⊂ U tal que

sup
U⊃D

{Capp(D,Ω)}− ε 6 Capp(D
′
ε,Ω) 6 sup

U⊃D
{Capp(D,Ω)}.

como D ′ ⊂ U, pelo item ii) do Teorema 2.1, temos

sup
U⊃D

{Capp(D,Ω)}− ε 6 Capp(D
′
ε,Ω) 6 Capp(U,Ω) 6 sup

U⊃D
{Capp(D,Ω)},

e fazendo ε→ 0, conclúımos a igualdade estabelecida. A partir disso, podemos estender

a definição para um conjunto arbitrário A ⊂ Ω como sendo

Capp(A,Ω) := inf{Capp(U,Ω) : A ⊂ U ⊂ Ω aberto},

utilizando argumento semelhante, neste caso para o ı́nfimo.

Definição 2.2. Um conjunto E ⊂M (não necessariamente compacto) é dito conjunto de

p-capacidade nula, ou simplesmente p-polar, se para todo par de bolas abertas B1 b B2

tivermos

Capp(E ∩ B1,B2) = 0.

Caso contrário, o conjunto E é dito de p-capacidade localmente positiva.
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Lema 2.2. Se E é um conjunto p-polar, então E também é um conjunto q-polar para todo

q 6 p.

Demonstração. Dados B1 b B2 bolas abertas. Temos que volume de B2 é finito e Capp(E∩

B1,B2) = 0. Então, pelo Lema 2.1, Capq(E ∩ B1,B2) = 0. Portanto E é q-polar.

Teorema 2.2. Conjuntos com p-capacidade nula em uma variedade Riemanniana M de

dimensão n possuem as seguintes propriedades:

i) Se E é limitado e Capp(E,U) = 0 para alguma vizinhança aberta U relativamente

compacto, então E é um conjunto p-polar;

ii) Uma união enumerável de conjuntos p-polar é um conjunto p-polar;

iii) Conjuntos p-polar tem medida (n-dimensional) nula;

iv) Se existe uma constante c <∞ tal que para todo aberto U ⊃ E tivermos Capp(E,U) 6

c, então E é um conjunto p-polar.

Demonstração. i) Sendo E limitado, podemos cobri-lo com uma coleção finita de bolas

abertas {Bi} de tal modo que E ⊂ E ′ = ∪Bi, E ′ ⊂ U e que B2 seja uma bola da

coleção. Para qualquer B1 b B2 tem-se Capp(E ∩ B1,U) = 0. Então, podemos tomar

u ∈W(E∩B1,U)∩C∞0 (U) com a condição
∫
U
|∇u|p < ε e dado v ∈W(E∩B1,B2), pelo

Teorema 1.3, uv ∈W(E ∩ B1,B2). Segue que

Capp(E ∩ B1,B2) 6
∫
B2

|∇(uv)|p

6 2pmax |v|p
∫
B2

|∇u|p + 2pmax |∇v|p
∫
B2

|u|p

< 2pmax |v|pε+ c

∫
B2

|∇u|p < ε(c),

onde na última desigualdade usamos Poincaré.

Fazendo ε→ 0 conclúımos que Capp(E ∩ B1,B2) = 0.

ii) Seja E = ∪
i
Ei a união enumerável de conjuntos p-polares, teremos pela generalização

do Teorema 2.1, item iv), que Capp(∪
i
Ei,Ω) 6

∑
i

Capp(Ei,Ω) = 0. Aqui, temos que a

p-capacidade da interseção de k conjuntos p-polares é também um conjunto p-polar pelo

simples fato de ∩
i
Ei ⊂ Ei.

iii) Dado ε > 0, escolhemos u ∈ A(E,Ω) tal que
∫
Ω
|∇u|p < ε, existe uma vizi-

nhançaU de E, satisfazendo

|E| 6 |U| 6
∫
Ω

|u|p 6 c
∫
Ω

|∇u|p < cε.
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Portanto, E tem medida nula.

iv) Escolhendo uma sequência decrescente de conjuntos abertos limitados tais que

U1 c U2 c · · · c
⋂
i

Ui = E,

e escolhendo ϕi ∈ C∞0 (Ui), 0 6 ϕ 6 1 com ϕ = 1 em E e também∫
Ui

|∇ϕi|pdx 6 C+ 1.

Pela desigualdade de Poincaré ∫
Ui

|ϕi|
pdx 6M

onde M é uma constante que não depende de i. Como ϕi converge pontualmente para a

função ψ o qual assume os valores 1 em E e 0 em U1\E, com ∇ψ = 0 quase sempre. Pelo

Teorema 1.5 temos que ψ ∈W1,p
0 (U1). E portanto,

Capp(E,U1) 6
∫
U1

|∇ψ|pdx = 0.

Agora veremos algumas conexões entre a p-capacidade e medida de Hausdorff.

Lema 2.3. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Dado x0 ∈ M e 0 < r 6 1.

Então, existe uma constante c = c(n,p) tal que

Capp(B(x, r)) 6 cr
n−p.

Demonstração. Defina a função

u(y) =


1, se y ∈ B(x0, r);

2 − |y−x0|
r

se y ∈ B(x0, 2r)\B(x0, r);

0, se y ∈ Ω\B(x0, 2r).

Observe que 0 6 u 6 1 e |∇u| 6 1/r quase sempre. Logo u ∈ A(B(x, r),Ω) e

Capp(B(x, r),Ω) 6
∫
B(x,2r)

|u(y)|pdy+

∫
B(x,2r)

|∇u(y)|pdy

6 (1 + r−p)Vol(B(x, 2r))

6 (2r−p)Vol(B(x, 2r))

= crn−p.
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Teorema 2.3. Seja 1 < p < n. Então, existe uma constante c = c(n,p) tal que

Capp(E,Ω) 6 cHn−p(E)

para todo E ⊂ Ω limitado.

Demonstração. Seja B(xi, ri), i = 1, 2, ... uma cobertura de E tal que ri 6 δ, para todo

i ∈ N. Temos

Capp(E,Ω) 6
∞∑
i=1

Capp(B(xi, ri)) 6 c
∞∑
i=1

rn−pi

tomando o ı́nfimo sobre toda cobertura por tais bolas e observando que Hsδ(E) 6 Hs(E)

obtemos

Capp(E,Ω) 6 cHn−pδ (E) 6 cHn−p(E).

Lema 2.4. Assuma que 1 < p < n. Se Capp(E,Ω) = 0, então Hs(E) = 0 para todo

s > n− p.

Demonstração. Se Capp(E,Ω) = 0 para cada i ∈ N, então existe uma sequência de

funções ui ∈ A(E,Ω) tal que ||ui||
p
W1,p 6 2−i. Defina u =

∑∞
i=0 ui ∈W1,p(Ω). Ora, seja

vk =
∑k
i=1 ui, k = 1, 2, ..., então vk ∈W1,p(Ω) e

||vk||W1,p(Ω) =
∣∣∣∣ k∑
i=1

ui
∣∣∣∣ 6 ∞∑

i=1

||ui||W1,p(Ω) <∞.

Assim, (vk) é uma sequência limitada em W1,p(Ω). Desde que 0 6 ui 6 1, observamos

que vk é crescente e assim vk → u quase sempre. Pelo Teorema 1.5 conclúımos que

u ∈W1,p(Ω). Ademais u > 1 em E.

Se s > n− p, então

lim sup
r→0

∫
B(x,r)

|∇u|pdy =∞
para todo x ∈ E, [4, Pág. 112]. Assim,

E ⊂
{
x ∈ Ω :

1

rs

∫
B(x,r)

|∇u|pdy =∞} ⊂ {x ∈ Ω :
1

rs

∫
B(x,r)

|∇u|pdy > 0

}
.

Pelo Lema 1.5,

Hs(E) 6 Hs
({
x ∈ Ω :

1

rs

∫
B(x,r)

|∇u|pdy > 0

})
= 0.

Isto mostra que Hs(E) = 0 para qualquer que seja s ∈ (n − p,n). Como Hs(E) = 0

implica em Ht(E) = 0 para todo t > s, chegamos ao resultado.
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Teorema 2.4. Seja E ⊂M um conjunto limitado com dimensão de Hausdorff s (0 < s <

n − 1). Então E é p-polar para 1 < p < (n − s) e E é um conjunto com p-capacidade

localmente positiva se p > (n− s).

Demonstração. Seja p ∈ (1,n − s). Então, pelo Teorema 2.3 e a definição de dimensão

de Hausdorff temos

Capp(E,M) 6 cHn−p(E) = 0

portanto E é p-polar.

Agora, suponha p > n − s e Capp(E,Ω) = 0. Então, s > n − p e pelo Lema 2.4

Ht(E) = 0 para todo t > n − p contrariando o fato de s ser a dimensão de Hausdorff de

M.

Proposição 2.1. Um conjunto fechado E ⊂ M é p-polar se, e somente se, para toda

vizinhança U de E e todo ε > 0, existir uma função u ∈ C1(M) tal que

i) O suporte de u está contido em M\E;

ii) 0 6 u 6 1;

iii) u ≡ 1 em M\U;

iv)
∫
Ω
|∇u|p 6 ε.

Demonstração. Seja E ⊂ M um conjunto p-polar. Primeiramente, suponha E limitado.

Pelo item i) do Teorema 2.2, para cada vizinhança U de E temos Capp(E,U) = 0. Dado

ε > 0 existe v ∈ C1
0(U) tal que v = 1 em uma vizinhança U ′ ⊂ U de E com 0 6 v 6 1 e∫

|∇v|p 6 ε. Definindo u ∈ C1(M) por

u(x) =

1 − v(x), se x ∈ U

1, se x ∈M\U

veremos que u satisfaz as propriedades i)-iv). Para cada x0 ∈ E existe uma vizinhança V de

x0 contida emU ′ tal que u(x) = 0, para todo x ∈ V , logo x /∈ supp(u). Consequentemente

supp(u) ∈ M\E. Os itens ii) e iii) são claramente satisfeitas pela construção de u. E,

finalmente, temos que
∫
M

|∇u|p 6
∫
M

|∇v|p 6 ε. Agora, suponha E ⊂M ilimitado. Seja

U alguma vizinhança de E. Podemos decompor E como a união enumerável de conjuntos

disjuntos e limitados, E =
⋃
Ei. Para cada Ei podemos encontrar uma vizinhança Ui

limitada tal que Ei ⊂ Ui ⊂ U e que a cobertura {Ui} de E seja localmente finita, isto é,
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cada compacto de M intersecta apenas um número finito de conjuntos da coleção. Para

cada i existe ui ∈ C1(M) satisfazendo

i. supp(ui) ⊂M\Ei;

ii. 0 6 ui 6 1;

iii. ui ≡ 1 em M\Ui;

iv.
∫
M

|∇ui|p 6 2−piε.

Por construção, a função u =
∏
ui ∈ C1(M) satisfaz as propriedades.

Reciprocamente, escolhamos um par de bolas B1 b B2 ⊂ M e uma vizinhança U de

E tal que Vol(U ∩ B2) < ε. Seja ϕ : M → [0, 1] uma função suave com ϕ = 1 em

B1 e suppϕ ⊂ B2. Faça c := ||ϕ||L∞ . Seja u : M → [0, 1] uma função satisfazendo as

propriedades da hipótese. Defina w :M→ [0, 1] por

w := min{ϕ, 1 − u},

e veja que w = 1 em uma vizinhança de E ∩ B1 e supp(w) ⊂ U ∩ B2. Logo

||dw||Lp(B2) = ||∇w||Lp(U∩B2) 6 ||∇(1 − u)||Lp(U∩B2) + ||∇ϕ||Lp(U∩B2). (2.1)

Temos que ||∇(1 − u)||Lp(U∩B2) = ||∇u||Lp(U∩B2) 6 ε
1/p. E,

||∇ϕ||Lp(U∩B2) =

(∫
U∩B2

|∇ϕ|p
)1/p

6 sup |∇ϕ|
∫
U∩B2

1 6 cε1/p.

Assim, substituindo isto em (2.1) obteremos

||∇w||Lp(B2) 6 (1 + c)ε1/p

e fazendo ε→ 0 conclúımos que Capp(E,M) = 0.

Suponha Ω ⊂ M um domı́nio conexo de M e D ⊂ Ω um subconjunto compacto.

Seja Ui b Ω uma sequência crescente de subconjuntos abertos de Ω tal que D ⊂ U1

e
⋃
i

Ui = Ω. Seja ϕ ∈ C∞0 (Ω) uma função tal que ϕ = 1 em uma vizinhança U

de D e suppϕ ⊂ U1. Então, pelo Teorema 1.9 existe uma única função p-harmônica
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ui ∈W1,p(Ui\D) com ui−ϕ ∈W1,p
0 (Ui\D). Façamos ui = 1 em D e ui = 0 em Ω\Ui.

Pela propriedade minimizante temos a seguinte desigualdade

Capp(D,Ω) 6
∫
Ω

|∇ui|p =

∫
Ui

|∇ui|p 6 Capp(D,Ui).

Como (ui) é uma sequência crescente e limitada de funções p-harmônica em Ui\D, pelo

prinćıpio de Harnack, a função u = limui é p-harmônica em Ω\D. Assim, pela desigual-

dade acima conclúımos que

Capp(D,Ω) =

∫
Ω

|∇u|p.

Esta função u é chamada de p-potencial de D em Ω. Esclarecido isto, a proposição

a seguir afirma que se um compacto D2 ⊂ Ω contém um compacto D1 com interior

não-vazio e p-capacidade nula então ele também será de p-capacidade nula.

Proposição 2.2. Seja Ω um domı́nio conexo emM e D1 b D2 b Ω conjuntos compactos.

Suponha que D1 tenha interior não vazio e que Capp(D1,Ω) = 0. Então Capp(D2,Ω) =

0.

Demonstração. Pela monotonicidade da p-capacidade podemos assumir que D1 e D2 são

fechos de domı́nios suaves. Escolha uma exaustão de Ω por conjuntos abertos, limitados

e com fronteira suave Ui de tal forma que

D1 b D2 b U1 b · · · b Uk b Ω.

A partir disso, para cada Ui existe uma única solução cont́ınua ui : Ui → R para o

problema de p-Dirichlet


ui = 1 em D1;

ui = 0 em ∂Ui;

∆pui = 0 em Ui\D1.

Pelo prinćıpio do máximo, conclúımos acerca de cada ui que: 0 6 u 6 1, c:=

infD2(ui) > 0 em D2 e que ui+1 > ui em Ui. Em particular, a função ui assume

valores maiores que c > 0 em D2. Podemos observar, pelo comentário anterior, que a

integral p-Dirichlet da função ui é a p-capacidade de D1 em Ui, isto é,

Capp(D1,Ui) =

∫
Ui

|∇ui|p.
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Defina a função vi : Ω → R como sendo vi = ui/c e vi = 0 em Ω\Ui. Apartir dessa

definição teremos que vi > 1 em D2. Portanto,

Capp(D2,Ω) 6 lim
i→∞
∫
Ω

|∇vi|p

=
1

cp
lim
i→∞
∫
Ui

|∇ui|p

=
1

cp
lim
i→∞Capp(D1,Ui)

=
1

cp
Capp(D1,Ω) = 0.

Corolário 2.1. Se Capp(D,Ω) = 0 para algum subconjunto compacto D ⊂ Ω com

interior não vazio, então Capp(D
′,Ω) = 0 para todo subconjunto compacto D ′ ⊂ Ω.

Demonstração. Tome D2 ⊂ Ω compacto tal que D ∪ D ′ ⊂ D2. Pela Proposição 2.2

Capp(D2,Ω) = 0 e portanto Capp(D
′,Ω) 6 Capp(D2,Ω) = 0.

Com este resultado conclúımos que se um subconjunto compacto de interior não-vazio

D em uma variedade Riemanniana M tem p-capacidade nula, então a p-capacidade de

qualquer outro subconjunto compacto de M também será nula. Por outro lado, se D

tem p-capacidade positiva, então todo subconjunto compacto de M tem p-capacidade

positiva. Em outras palavras, p-capacidade ser ou não positiva em um compacto é uma

propriedade válida para todo compacto na variedade M.
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Parabolicidade

Definição 3.1. Seja Ω um domı́nio conexo em um variedade Riemanniana (M,g) e

p > 1. Dizemos que Ω é p-parabólico se existir um compacto D ⊂ Ω com interior não-

vazio tal que Capp(D,Ω) = 0. Dizemos que Ω é p-hiperbólico se existir um conjunto

compacto D ⊂ Ω com interior não-vazio tal que Capp(D,Ω) > 0.

A definição acima classifica todo domı́nio em duas categorias: p-parabólico e p-

hiperbólico. De fato, pelo Corolário 2.1, se existir um compactoD ⊂ Ω tal que Capp(D,Ω) =

0, então o mesmo ocorre para todo compacto D ′ ⊂ Ω. Portanto, esse domı́nio Ω será

p-parabólico. Por outro lado, caso exista um compacto D ⊂ Ω com interior não vazio

tal que Capp(D,Ω) > 0 o mesmo Corolário nos dá que não existe D ′ ⊂ Ω com interior

não-vazio e Capp(D
′,Ω) = 0. Se houvesse teŕıamos Capp(D,Ω) = 0. Conclúımos que a

caracterização do domı́nio é dicotômica.

O lema a seguir mostra que a propriedade p-hiperbólica é preservada quando passamos

para subconjuntos.

Lema 3.1. Se (N,g) é uma variedade Riemanniana p-hiperbólica, então todo domı́nio

aberto Ω ⊂ N é p-hiperbólico.

Demonstração. Suponha Ω ⊂ N p-parabólico. Então, existe uma bola aberta B ⊂ Ω tal

que Capp(B,Ω) = 0. Dáı teremos Capp(B,N) = 0, pelo item i) do Teorema 2.1. Logo

N seria p-parabólico, o que é absurdo.

Proposição 3.1. O domı́nio Ω é p-parabólico se, e somente se, existe uma sequência de

funções uj ∈ C1
0(Ω) tal que 0 6 uj 6 1, uj → 1 uniformemente em todo subconjunto

compacto de Ω e
∫
Ω
|∇uj|p → 0.

24
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Demonstração. Suponhamos que Ω seja p-parabólico. Seja D ⊂ Ω um compacto com

interior não-vazio tal que Capp(D,Ω) = 0. Tomemos uma exaustão

D ⊂ D1 ⊂ D2 ⊂ ... ⊂ Ω

de Ω por subconjuntos compactos. Pelo Corolário 2.1 temos Capp(Dj,Ω) = 0, para todo

j ∈ N. Podemos definir funções uj ∈ C1
0(Ω) tais que 0 6 uj 6 1 e uj ≡ 1 em Dj, com∫

Ω
|∇uj|p 6 1

j
. Observe que, dado um subconjunto compacto K ⊂ Ω existe j0 ∈ N tal que

K ⊂ Dj para todo j > j0. Portanto, uj → 1 uniformemente em K, e ainda,
∫
Ω
|∇uj|p → 0.

Reciprocamente, dado uj uma sequência de funções satisfazendo as propriedades im-

postas no enunciado, podemos tomar uma bola aberta B ⊂ Ω e j0 ∈ N tal que uj > 1\2

em B para todo j > jo. Dáı, 2uj ∈ C1
0(Ω) e 2uj > 1 em B. Como 2

∫
Ω
|∇uj|p → 0,

conclúımos que Capp(B,Ω) = 0. Portanto, Ω é p-parabólico.

Definição 3.2. (Função de Green para o p-Laplaciano) Seja y um ponto de um domı́nio

regular U b M. Uma função g = g(·,y) é chamada de função de Green para o p-

Laplaciano quando satisfaz as seguintes propriedades:

i. g é p-superharmônica em Ω;

ii. g é p-harmônica em U\{y};

iii. lim
x→z

g(x) = 0, para todo z ∈ ∂U;

iv. lim
x→y

g(x) =∞;

v. Capp({x ∈ U : g(x) > b}, {x ∈ U : g(x) > a}) = (b− a)1−p, para todo b > a > 0.

Se U ⊂M é um domı́nio regular e y ∈ U, então existe uma função de Green g = g(·,y)

[7, 3.19]. Dado um subconjunto compacto D ⊂ U tal que o ponto y pertença a ele,

definindo o valor c := min
x∈∂D

g(x,y) teremos que a função u : U → R com u = 1 em D,

u = 0 em ∂D e

u(x) =
1

c
g(x,y)

em U\D, é uma função p-harmônica em U\D que se anula na fronteira fronteira ∂(U\D),

e portanto, é a função p-potencial para D em U. Esta importante relação nos diz que

na existência de uma função de Green em um domı́nio Ω a p-capacidade do condensador

(D,Ω) é equivalente a variação de energia de 1
c
g(x,y), isto é

Capp(D,Ω) = c−1

∫
Ω\D

|∇g(x,y)|pdx.
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Lema 3.2. Seja g uma função de Green e b > a > 0. Então,∫
D

〈||∇g||p−2∇g,∇g〉 = b− a

onde D = {x ∈ U : a < g(x) 6 b}.

Demonstração. Veja que, g ′ = (g− a)/(b− a) é p-potencial para

E = ({x ∈ U : g(x) > b}, {x ∈ U : g(x) > a}).

Assim,

(b− a)1−p = CappE =

∫
D

〈||∇g ′||p−2∇g ′,∇g ′〉

= (b− a)−p
∫
D

〈||∇g||p−2∇g,∇g〉.

donde conclúımos o resultado.

Teorema 3.1. Seja Ω um domı́nio em uma variedade Riemanniana (M,g). Então as

seguintes afirmações são equivalentes:

i) Ω é p-parabólico;

ii) Não existe uma função não-constante, positiva e p-superharmônica em Ω;

iii) Não existe uma função de Green positiva para o p-Laplaciano em Ω.

Demonstração. i) ⇒ ii). Suponha que Ω é p-parabólico e que exista uma função não-

constante, positiva e p-superharmônica em Ω. Seja x0 ∈ Ω com 0 < u(x0) < ∞ e, seja

ε > 0 tal que u(x0) − ε > 0. Como u é p-superhamônica, temos que u é semicont́ınua

inferiormente, e assim existe uma bola B0 = B(x0, r) b Ω tal que u(x) > u(x0) − ε para

todo x ∈ B0. Considere uma exaustão {Ui} de Ω tal que

B0 b U1 b U2 b ...Ω.

Assim, existe uma função hi ∈ C∞(Ω) tal que hi é p-harmônica em Ui\B0, hi = 0 em

M\Ui e hi = u(x0) − ε em B0. A função h = limi→∞ hi/(u(x0) − ε) é p-potencial para

B0 em Ω. Como Ω é p-parabólico

Capp(B0,Ω) =

∫
Ω

|dh|p = 0

Com isto, temos que h = u(x0) − ε para todo x ∈ Ω. Por outro lado, u > hi em Ui\B0.

Assim u > u(x0) − ε em M para todo ε > 0. Fazendo ε→ 0 obtemos u > u(x0). Como
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u é não-constante, existe x1 ∈ Ω tal que u > u(x1), pelo mesmo argumento, o que é uma

contradição ja que u(x1) > u(x0). Isto mostra que u é constante. Portanto conclúımos a

implicação.

ii)⇒ iii) Suponha que g(·,y) é uma função de Green positiva para o p-Laplaciano em

Ω. Então, tomando D ⊂ Ω tal que y pertença a D e c := min
x∈D⊂Ω

g(x,y). Conclúımos

que a função u = c em D e u = g(x,y) em Ω\D é uma função positiva, não-constante e

p-superharmônica em Ω.

i) ⇔ iii) Seja {Ui} uma exaustão de Ω por domı́nio regulares

U1 b U2 b ... b
⋃
i

Ui = Ω

Para cada i ∈ N existe uma função de Green gi = g(·,y), y ∈ U1, tal que {gi} é crescente.

Pelo prinćıpio de Harnack, temos que g = lim
i→∞gi é identicamente +∞ ou uma função

p-harmônica em Ω\{y}.

Seja D ⊂ U1 um subconjunto compacto de Ω com interior não vazio tal que D ⊂ B

é uma bola com centro y tal que 2B ⊂ U1 e y ∈ D e que m1 = {g1(x) : x ∈ ∂D} > 1.

Escreva

Ei(a,b) = ({x ∈ Ui : gi(x) > b}, {x ∈ Ui : gi(x) > a}),

mi = min{gi(x) : x ∈ ∂D},

Mi = max{gi(x) : x ∈ ∂D}.

Segue que

{x ∈ Ω : gi(x) >Mi} ⊂ D ⊂ {x ∈ Ω : gi(x) > mi}.

Pela desigualdade de Harnack,

Mi 6 λimi

Suponha que Ω seja p-hiperbólico. Então, Capp(D,Ω) > 0 e

Capp(D,Ω) 6 Capp(D,Ui) 6 CappEi(0,Mi) 6 CappEi(0, λimi) = (λimi)
1−p.

Consequentemente,

mi 6 λmi 6 Capp(D,Ω)
1

1−p .

Portanto existe g = lim
i→∞gi uma função de Green definida em Ω.

Por outro lado, se Ω é p-parabólico e existe uma função de Green para o p-Laplaciano

em Ω, então, para algum valor b > 0 tal que D = {x ∈ Ω : g(x) > b} seja compacto em

Ω, a p-capacidade de D em Ω é igual a b1−p > 0, o que contradiz Ω ser p-parabólico.
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Teorema 3.2. Seja E ⊂ M um subconjunto em uma variedade Riemanniana M. Se

E ⊂M tem p-capacidade localmente positiva, então Ω :=M\E é p-hiperbólico.

Demonstração. Suponha que Ω é p-parabólico. Pela Proposição 3.1 podemos encontrar

uma sequência de funções uj ∈ C1
0(Ω) tal que 0 6 uj 6 1, uj → 1 uniformemente em todo

subconjunto compacto de Ω e
∫
Ω
|∇uj|p → 0. Com isso, pela Proposição 2.1, conclúımos

que E é um conjunto p-polar.

Teorema 3.3. Seja E ⊂M um subconjunto em uma variedade Riemanniana M. Se M

é p-parabólico e E ⊂M é um conjunto p-polar, então Ω :=M\E é p-parabólico.

Demonstração. Se M é p-parabólico, existe uma sequência de funções vj ∈ C1
0(M) tal que

0 6 vj 6 1, vj → 1 uniformemente em todo subconjunto compacto de M e
∫
M

|∇vj|p →

0. Dado E um conjunto p-polar, pela Proposição 2.1 existe outra sequência de funções

wj : M → [0, 1] suave com suporte em M\E, tal que wj → 1 uniformemente em todo

subconjunto compacto em M\E e
∫
Ω
|dwj|

p → 0.

Agora, defina uj := vj ·wj : Ω→ R e teremos uma sequência de funções uj ∈ C1
0(M), com

0 6 uj 6 1, uj → 1 uniformemente em todo subconjunto compacto deΩ e
∫
M

|∇uj|p → 0.

Portanto, Ω é p-parabólico.

Corolário 3.1. Seja M uma variedade Riemanniana fechada e E ⊂M um conjunto com

dimensão de Hausdorff igual a s, com (0 < s < n = dim(M)). Então, Ω := M\E é

p-parabólico se 1 < p < n− s e p-hiperbólico para valores p > n− s.

Demonstração. Veja que, pelo Teorema 2.4, E é um conjunto p-polar para 1 < p <

(n − s), o que implica em Ω ser p-parabólico, de acordo com o Teorema 3.3. Como, o

conjunto E tem p-capacidade localmente positiva para valores p > (n− s), conclúımos a

p-hiperbolicidade de Ω pelo Teorema 3.2.
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Estimativas Geométricas

4.1 p-Capacidade via p-fluxo

Sejam M uma variedade Riemanniana, Ω ⊂ M um domı́nio conexo e D b Ω um

subconjunto compacto em Ω. Definimos Λ(D,Ω) como a classe de funções h : Ω → R

que satisfazem as seguintes propriedades:

i) h é cont́ınua, localmente Lipschitz, não constante e limitada inferiormente;

ii) D ⊂ {x ∈ Ω : h(x) = r0 := minh};

iii) Se r < suph, então {x ∈ Ω : h(x) 6 r} é compacto.

O p-fluxo de uma função h ∈ Λ(D,Ω) é a função Φh,p : [r0, r1)→ R definido por

Φh,p(r) =

∫
∂Ωr

|∇h(x)|p−1dσ(x),

onde Ωr := {x ∈ Ω : h(x) < r}, [r0, r1) é o intervalo de variação dos valores de h, isto é,

r0 := minh e r1 := suph ∈ R ∪ {∞}, e dσ é a medida de Hausdorff de dimensão (n− 1).

Note que Ωr é um domı́nio limitado para todo r ∈ [r0, r1). Veja que se tivermos p = 1

então Φh,1 é a área

Φh,1 = ah(r) =

∫
∂Ωr

dσ(x) = σ(∂D)

Para uma função h ∈ Λ(D,Ω) de classe C2, temos pelo Teorema da divergência

Φh,p(r) =

∫
∂Ωr

|∇h|p−2〈∇h, n〉dσ = −

∫
∂Ωr

(∆ph)dV .

Definiremos por Qp(h), para p > 1, a seguinte integral

Qp(h) =

(∫ r1
r0

Φh,p(r)
1

1−pdr

)1−p

.

29
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Lema 4.1. Seja m(r) uma função positiva e limitada com p > 1. Então,(∫ 1
0

m(r)
1

1−p

)1−p

6
∫ 1
0

m(r)dr.

Demonstração. Pela desigualdade de Hölder,

1 =

∫ 1
0

(
1

m(r)

) 1
p

m(r)
1
pdr 6

(∫ 1
0

(
1

m(r)

) 1
p−1

dr

)p−1
p (∫ 1

0

m(r)dr

) 1
p

,

que por sua vez implica em(∫ 1
0

m(r)dr

)−1

6

(∫ 1
0

(
1

m(r)

) 1
p−1

)p−1

.

Assim (∫ 1
0

m(r)
1

1−p

)1−p

6
∫ 1
0

m(r)dr.

Proposição 4.1. Seja λ : R∪{∞}→ R∪{∞} uma função monótona localmente Lipschitz.

Então para qualquer h ∈ Λ(D,Ω)

Qp(λ ◦ h) = Qp(h).

Demonstração. Seja h ∈ Λ(D,Ω). A função λ define um homeomorfismo entre [r0, r1] e

[t0, t1]. Vamos supor que λ ′(r) > 0 quase sempre. Fazendo h̃ := λ ◦ h, teremos

Φh̃,p(λ(r)) =

∫
∂Ωλ(r)

|∇h̃|p−1dσ

=

∫
∂Ωλ(r)

|∇(λ ◦ h)|p−1dσ

=

∫
∂Ωr

|λ ′(r)|p−1|∇h|p−1dσ

= λ ′(r)p−1

∫
∂Ωr

|∇h|p−1dσ

= λ ′(r)p−1Φh,p(r),

e portanto

Φh,p(r) = λ
′(r)1−pΦh̃,p.
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Dáı

Qp(r) =

∫ r1
r0

Φh,p(r)
1

1−pdr

=

∫ r1
r0

Φh̃,p(r)
1

1−p |λ ′(r)|dr

=

∫ t1
t0

Φh̃,p(r)
1

1−pdt = Qp(λ ◦ h).

Corolário 4.1. Podemos assumir |∇h(x)| 6 1 quase sempre no cálculo de Qp(h).

Demonstração. Escolha uma função positiva e suave ϕ : R → R tal que |∇h(x)| 6

ϕ(h(x)) quase sempre. Agora, a função λ(r) =
∫r1
r0

ds
ϕ(s)

é monótona e localmente Lips-

chitz. Dáı, para h̃ := λ ◦ h temos que

|∇h̃| = λ ′(h(x))|∇h(x)| = 1

ϕ(s)
|∇h| 6 1.

Pela Proposição 4.1,

Qp(h̃) = Qp(h).

A seguir necessitaremos do seguinte teorema.

Teorema 4.1. (Fórmula da coarea). Seja Mn uma variedade Riemanniana de dimensão

n. Se h :Mn → R é uma aplicação Lipschitz, então∫
M

ϕ(x)|∇h(x)|dx =
∫
R

(∫
h−1(y)

ϕ(y)dHn(y)

)
dt,

onde ϕ :Mn → R é Hn+1-mensurável.

Demonstração. Vide [9, Corolário 5.4].

Teorema 4.2. Seja D b Ω ⊂M e p > 1. Então

Capp(D,Ω) = inf
h∈Λ(D,Ω)

Qp(h).

Demonstração. Dado ε > 0, seja u ∈ C1
0(Ω) uma função tal que 0 6 u 6 1, u = 1 em D

e Capp(D,Ω) >
∫
Ω
|∇u|p − ε. Faça h(x) := 1 − u(x), então h ∈ Λ(D,Ω). Temos que
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r0 := minh = 0 e r1 := maxh = 1. Pela fórmula da coarea,∫
Ω

|∇u|p =

∫
Ω

|∇h|p

=

∫
Ω

|∇h|p−1|∇h|dx

=

∫ 1
0

(∫
∂Ωr

|∇h|p−1dσ

)
dr

=

∫ 1
0

Φh,p(r)dr.

Pelo Lema 4.1 obtemos a seguinte desigualdade

Capp(D,Ω) − ε >
∫
Ω

|∇u|p =

∫ 1
0

Φh,p(r)dr >

(∫ 1
0

Φh,p(r)
1

1−pdr

)1−p

= Qp(h).

Consequentemente

Capp(D,Ω) > inf
h∈Λ(D,Ω)

Qp(h).

Reciprocamente, escolha uma função h ∈ Λ(D,Ω) e fixe um número s ∈ (r0, r1], como

sendo o intervalo de variação de h. Defina a função us : Ω→ R por

us(x) =


1, se h(x) 6 r0;

1 − γs
∫h(x)
r0

dt

Φh,p(t)
1
p−1

, se r0 6 h(x) 6 s;

0, se h(x) > s.

onde

γs :=

(∫s
r0

Φh,p(t)
1

1−pdt

)−1

e

|∇us(x)| =

 γsΦh,p(h(x))
1

1−p |∇h(x)|, se r0 6 h(x) 6 s;

0, se h(x) > s

quase sempre. Pelo Corolário 4.1, podemos considerar |∇h(x)| 6 1 e portanto us é
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Lipschitz com suporte compacto em Ω. Assim, pelo Teorema 4.1∫
Ω

|∇us(x)|pdx =
∫
Ωs\Ωr0

|γsΦh,p(h(x))
1

1−p |∇h(x)||pdx

= γps

∫
Ωs\Ωr0

|Φh,p(h(x))|
p

1−p |∇h(x)|pdx

= γps

∫
Ωs\Ωr0

|Φh,p(h(x))|
p

1−p |∇h(x)|p−1|∇h(x)|dx

= γps

∫s
r0

(∫
∂Ωr

Φh,p(r)
p

1−p |∇h(x)|p−1dσ

)
dr

= γps

∫s
r0

Φh,p(r)
p

1−p

(∫
∂Ωr

|∇h(x)|p−1dσ

)
dr

= γps

∫s
r0

Φh,p(r)
p

1−pΦh,p(r)dr

= γps

∫s
r0

Φh,p(r)
1

1−pdr

= γps .γ−1
s

= γp−1
s .

Assim

Capp(D,Ω) 6
∫
Ω

|∇u|p = γp−1
s

para todo s < r1. Pela continuidade, temos que

lim
s→r1

γp−1
s = Qp(h).

Como a escolha de h foi arbitrária, obtemos

Capp(D,Ω) 6 inf
h∈Λ(D,Ω)

Qp(h),

o que conclui a demonstração do teorema.

O Teorema 4.2 aborda somente o caso em que p > 1. A proposição a seguir se refere

ao caso em que p = 1. Denotando por σ a medida (n− 1)-dimensional de Hausdorff.

Proposição 4.2. Seja D b Ω ⊂M. Então

Cap1(D,Ω) = inf σ(∂U),

onde o ı́nfimo é tomado sobre todos conjuntos U b Ω com peŕımetro finito contendo D.
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Demonstração. Escolha uma função u : R → [0, 1] com suporte compacto em Ω tal que

u = 1 em D. Pela fórmula da coarea,∫
Ω

|∇u| =
∫ 1
0

(∫
∂Ur

dσ

)
dr =

∫ 1
0

σ(∂Ur)dr > inf
r
σ(∂Ur)

onde Ur := {x ∈ Ω;u(x) > t}. Logo

Cap1(D,Ω) > inf σ(∂U).

Agora, considere um domı́nio regular U b Ω contendo D. Como a função caracteŕıstica

χU ∈ BV(Ω) (Teorema 1.8), podemos encontrar uma sequência de funções uj ∈ C∞0 (Ω)

tal que uj = 1 em D e

lim
j→∞
∫
Ω

|∇uj| = ||χU||BV(Ω) =

∫
Ω

χUdσ = σ(∂U).

Portanto

Cap1(D,Ω) 6 inf σ(∂U).

4.2 Variedades com fins cilindricamente torcidos

Iniciamos esta seção com a seguinte definição.

Definição 4.1. Uma variedade Riemanniana M é dita ter fins cilindricamente torcidos se

existe uma variedade Riemanniana compacta (N,gN) e um subconjunto compacto D ⊂M

tal que M\D = N ×f [1,∞) é o produto torcido de N × [1,∞] com a métrica g =

dt2 + f2(t)gN.

Para o decorrer desta seção denotaremos Dt ⊂M o subconjunto

Dt := D ∪ {(y, s) : y ∈ N e s < t}.

Proposição 4.3. Para 1 6 r 6 R 6∞ temos

Capp(Dr,DR) = Voln−1(N)

(∫R
r

f(t)
n−1
1−pdt

)1−p

.

Particularmente, a p-capacidade de um anel esférico em Rn é dado por

Capp(Br,BR) = αn−1

(
Rν − rν

ν

)1−p

,
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onde αn−1 é a área da esfera unitária Sn−1 e ν = n−1
1−p

quando p 6= n e para p = n

teremos

Capp(Br,BR) = αn−1(log(R/r))1−n.

Demonstração. Seja h ∈ Λ(D,Ω) definida por h(x) = 1 em D e h(x) = t para x =

(y, t) ∈ N× {t}. Logo, |∇h(x)| = 1 para todo x ∈M\D e o p-fluxo de h é igual a área

Φh,p(r) =

∫
∂Dr

|∇h|p−1dσ =

∫
∂Dr

dσ = σ(∂Dr).

Como

σ(∂Dr) =

∫
N×{r}

√
detgdσ =

∫
N×{r}

f(r)n−1dσ =

(∫
N

dσ

)
f(r)n−1 = voln−1(N)f(r)n−1

temos que

Φh,p(r) = Voln−1(N)fn−1(r).

Segue pelo Teorema 4.2 que

Capp(Dr,DR) 6 Qp(h) =
∫R
r

(
Φh,p(r)

1
1−p

)1−p
=

(∫R
r

(
Voln−1(N)f(r)n−1

) 1
1−p dr

)1−p

=

(
Voln−1(N)

1
1−p

∫R
r

f(r)
n−1
1−p

)1−p

= Voln−1(N)

(∫R
r

f(r)
n−1
1−p

)1−p

.

Por outro lado, considere uma função arbitrária u ∈ C1
0(DR) tal que u ≡ 1 em Dr. Temos

que para cada y ∈ N

1 = |u(y,R) − u(y, r)| =

∣∣∣∣∫R
r

∂u(y, t)

∂t

∣∣∣∣dt 6 ∫R
r

|∇u(y, t)|dt.

Utilizando a desigualdade de Hölder vale

1 6
∫R
r

|∇u(y, t)|dt =

∫R
r

(
|∇u(y, t)|f(t)

n−1
p

)(
f(t)

1−n
p

)
dt

6

(∫R
r

|∇u(y, t)|pf(t)n−1dt

) 1
p
(∫R
r

f(t)
1−n
p−1dt

)p−1
p

,

isto é, ∫R
r

|∇u|pf(t)n−1dt >

(∫R
r

f(t)
1−n
p−1

)1−p
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para todo y ∈ N. Integrando essa desigualdade sobre N obtemos∫
N

∫R
r

|∇u(y, t)|pf(t)n−1dtdy >
∫
N

(∫R
r

f(t)
1−n
p−1dt

)1−p

dy,

o que implica em ∫
Dr

|∇u|pdx > Voln−1(N)

(∫R
r

f(t)
n−1
p−1

)1−p

.

Desde que a função u foi escolhida de forma arbitrária, conclúımos que

Capp(Dr,DR) > Voln−1

(∫R
r

f(t)
n−1
1−pdt

)1−p

,

e segue a igualdade.

Em particular, podemos escrever (Rn,gcan) como o produto Sn−1 × (0,∞) com a

métrica em coordenadas polares

g = dr2 + r2gSn−1 ,

onde gSn−1 é a métrica induzida de Rn sobre Sn−1. Fazendo ν = n−p
p−1

, tem pela igualdade

provada acima, quando p 6= n, que

Capp(Br,BR) = Voln−1(S
n−1)

(∫R
r

r
n−1
1−pdt

)1−p

= αn−1

(
Rν − rν

ν

)1−p

.

Agora, quando p = n temos

Capp(Br,BR) = Voln−1(Sn−1)

(∫R
r

t−1dt

)1−p

= αn−1 (log(R) − log(r))1−n

= αn−1 (log(R/r))1−n .

Corolário 4.2. M é p-parabólico se, e somente se∫∞
1

f(t)
n−1
1−p =∞.

Demonstração. Desde que 1 − p < 0, temos que

Capp(Dr,M) = Voln−1(N)

(∫∞
0

f(t)
n−1
1−pdt

)1−p

= 0

equivale a ∫∞
0

f(t)
n−1
1−pdt =∞.
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4.3 Perfil isoperimétrico

Seja Ω ⊂ M aberto e D ⊂ Ω compacto. Escolha uma função h ∈ Λ(D,Ω) e faça

Ωr := {x ∈ Ω : h(x) < r}. Seja [r0, r1) o intervalo de variação da função h e defina

v(r) = vh(r) := Vol(Ωr) um homeomorfismo entre (r0, r1) e (v0, v1), onde v0 = v(r0) e

v1 = v(r1). A função inversa é dada por r(v) = sup{r : Vol(Ωr) < r} e

v(r) = Vol(Ωr) =

∫
Ωr

dσ =

∫
Ωr

1

|∇h|
|∇h|dσ.

Pela fórmula da coarea

v(r) =

∫ r
r0

(∫
∂Ωr

dσ

|∇h|

)
dr,

e portanto,
dv

dr
=

∫
∂Ωr

dσ

|∇h|
.

Denotaremos por a(r) = ah(r) := σ(∂Ωr). Podemos expressar a área em função do

volume v pela composição ã = a(r(v)).

Proposição 4.4. Se p > 1, então

Qp(h) >

(∫v1
v0

ã(v)
p

1−pdv

)1−p

.

Demonstração. Temos que

ah(r) =

∫
∂Ωr

dσ =

∫
∂Ωr

|∇h|
p−1
p |∇h|

1−p
p dσ.

Pela desigualdade de Hölder segue que

ah(r) 6

(∫
∂Ωr

|∇h|p−1dσ

) 1
p
(∫
∂Ωr

dσ

|∇h|

)p−1
p

.

Agora elevando essa desigualdade a p
1−p

< 0 e utilizando o Teorema 4.2 obtemos

ah(r)
p

1−p >

(∫
∂Ωr

|∇h|p−1dσ

) 1
1−p
(∫
∂Ωr

dσ

|∇h|

)p−1
1−p

= [Φh,p(r)]
1

1−p

(∫
∂Ωr

dσ

|∇h|

)−1

= [Φh,p(r)]
1

1−p

(
dv

dr

)−1

.

Assim,

Φh,p 6 ah(r)
p

1−p
dv

dr
.
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Agora, integrando de r0 a r1 e elevando a 1 − p < 0 , tem-se

Qp(h) =

(∫ r1
r0

Φh,p(r)
1

1−pdr

)1−p

6

(∫ r1
r0

ah(v)
p

1−p
dv

dr
dr

)1−p

=

(∫v1
v0

ah(r(v))
p

1−pdv

)1−p

=

∫v1
v0

ã(v)
p

1−pdv.

Definição 4.2. A função P : [0,V)→ R é um perfil isoperimétrico para Ω ⊂M se existe

constantes C,η > 0 tais que η < V := Vol(Ω) e

P(Vol(D)) 6 C Area(∂D)

para toda região compacta D ⊂ Ω com Vol(D) > η.

Teorema 4.3. Suponha que o domı́nio Ω ⊂ M admita um perfil isoperimétrico P :

[0,V)→ R tal que ∫V
η

dv

[P(v)]
p
p−1

<∞
(1 < p <∞). Então Ω é p-hiperbólico.

Demonstração. SejaD ⊂ Ω um conjunto compacto com volume igual a η, e h ∈ Λ(D,Ω).

Para todo compacto D ′ ⊂ Ω com Vol(D ′) > η temos pela Definição 4.2.

a(v) >
1

C
P(v).

Assim,

a(v)
p

1−p 6

(
1

C

) p
1−p

[P(v)]
p

1−p .

Integrando essa desigualdade sobre o intervalo de v0 a v1 obtemos∫v1
v0

a(v)
p

1−pdv 6 I := C
p
p−1

∫v1
v0

dv

[P(v)]
p
p−1

<∞.

Desde que 1 − p < 0, temos (∫v1
v0

a(v)
p

1−pdv

)1−p

> I1−p.

Utilizando a Proposição 4.4 e o Teorema 4.2 conclúımos imediatamente que

Capp(D,Ω) = inf
h∈Λ(D,Ω)

Qp(h) >

(∫v1
v0

a(v)
p

1−p

)1−p

> I1−p > 0.

Portanto Ω é p-hiperbólico.
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4.4 Crescimento da área e do volume

Lema 4.2. Ω é 1-parabólico se, e somente se, existe uma exaustão

G1 ⊂ G2 ⊂ ... b Ω

por domı́nios regulares tais que lim
i→∞ inf Area(∂Gi) = 0.

Demonstração. Dado uma exaustão de Ω por domı́nios regulares e um subconjunto com-

pacto D ⊂ Ω tais que

D b G1 b G2 ⊂ ... b Ω

temos lim
i→∞Cap1(D,Gi) = 0. Pela Proposição 4.2 conclúımos que lim

i→∞ inf Area(∂Gi) = 0.

Agora, veja que se existir uma exaustão de Ω por domı́nios regulares {Gi} satisfazendo

as hipóteses e D ⊂ Ω é um subconjunto compacto com interior não vazio e D b G1,

novamente, pela Proposição 4.2

0 > Cap1(D,Ω) = lim
i→∞ inf Area(∂U) = lim inf

i→∞ Area(∂Gi) = 0,

onde U é tomado sobre todos conjuntos U b Ω contendo D. Portanto, Ω é 1-parabólico.

Corolário 4.3. Uma variedade completa M com volume finito é 1-parabólico.

Demonstração. Escolha um ponto x0 ∈ M e defina v(r) = Vol(B(x0), r) e a(r) =

Area(∂B(x0, r)). Para h ∈ Λ({x0},M), com h(x0) = 0 e h(x) = r temos

dv

dr
=

∫
∂B(x0,r)

dσ

|∇h|
= a(r).

Suponha que M é 1-hiperbólico. Então, pelo Lema 4.2, temos

lim
r→∞ inf

dv

dr
= lim
r→∞a(r) > 0,

o que implica em lim
r→∞ v(r) =∞. Isto contradiz o fato de M ter volume finito.

Seja D ⊂ Ω um subconjunto compacto de Ω. Escolha uma função h ∈ Λ(D,Ω) e

denote ah(r) = Area(∂Ωr).

Proposição 4.5.

Qp(h) 6 (||∇h||L∞)p−1

(∫ r1
r0

ah(r)
1

1−p

)1−p

.
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Demonstração. Suponha |h(x)| 6 c para quase todo x. Dáı,

Φh,p(r) =

∫
∂Ωr

|∇h|p−1dσ 6 cp−1

∫
∂Ωr

dσ = cp−1ah(r).

Assim,

Qp(h) =

(∫ r1
r0

Φh,p(r)
1

1−pdr

)1−p

6

(∫ r1
r0

c−1ah(r)
1

1−pdr

)1−p

= cp−1

(∫ r1
r0

ah(r)
1

1−pdr

)1−p

.

Corolário 4.4. Seja M uma variedade completa tal que∫∞
0

dr

a(r)1/(p−1)
=∞,

onde a(r) = Area(∂B(x0, r)). Então M é p-parabólico.

Demonstração. Ora, para h(x) = d(x, x0) temos

Capp(B,M) 6 Qp(h) 6

(∫∞
0

ah(r)
1

(1−p)dr

)1−p

.

Como 1 − p < 0 e
∫∞
0 ah(r)

1
1−pdr =∞, conclúımos que Capp(B,M) = 0. Portanto M é

p-parabólico.

Observação 2. Pelo Corolário 4.2, para uma variedade com fim cilindricamente torcido,

esta condição não é somente suficiente como também necessário para M ser p-parabólico.

De fato, ∫∞
f(r)

n−1
1−pdr =

∫∞
[f(r)n−1]

1
1−pdr

=

∫∞
[a(r)]−

1
p−1dr =∞.

Corolário 4.5. Seja M uma variedade completa tal que∫∞ dr

v(r)
1
q

=∞,

onde v(r) = Vol(B(x0, r)), então M é p-parabólico para todo p > q.
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Demonstração. Utilizando a desigualdade de Hölder∫∞ dr

v(r)
1
q

=

∫∞
v(r)−

1
qv ′(r)

1
pv ′(r)−

1
pdr

6

(∫∞
(v(r))−

p
qv ′(r)dr

) 1
p

︸ ︷︷ ︸
(A)

(∫∞
v ′(r)−

p
p−1v ′(r)dr

)p−1
p

.

Para p > q temos que (A) é limitada por uma substituição simples. Logo∫∞
(v ′(r))−

p
p−1v ′(r)dr =

∫∞
v ′(r)−

1
p−1dr

=

∫∞ 1

a(r)
1
p−1

dr =∞.

Exemplo 1. Se M é uma variedade completa tal que

Vol(B(x0, r)) 6 cr
q,

então M é p-parabólico para todo p > q. De fato,

C

∫∞
r−1dr 6

∫∞
Vol(B(x0, r))

− 1
qdr.

Se Mn é uma variedade Riemanniana completa não-compacta com curvatura de Ricci não-

negativa, então Vol(B(x0, r)) 6 ωnr
n, onde ωn é o volume da bola unitária Euclidiana

[10, Proposição 1.2]. Em particular, Rn é p-parabólico para p > n.

Corolário 4.6. Seja M uma variedade completa tal que∫∞( r

Vol(B(x0, r))

) 1
p−1

=∞,

então M é p-parabólico.

Demonstração. Seja 1 < p <∞. Utilizando a desigualdade de Hölder temos∫ t
0

(
r

v(r)

) 1
p−1

dr =

∫ t
0

(
r

v(r)

) 1
p−1

v ′(r)
1
pv ′(r)−

1
pdr

6

(∫ t
0

(
r

v(r)

) p
p−1

v ′(r)dr

) 1
p
(∫ t

0

(
1

v ′(r)

) 1
p−1

)p−1
p

.

Agora, utilizando integração por partes∫ t
0

(
r

v(r)

) p
p−1

v ′(r)dr = (1 − p)

(
rp

v(r)

) 1
p−1 ∣∣t

0
+ p

∫ t
0

(
r

v(r)

) 1
p−1

dr. (4.1)
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Como a primeira parte da soma não-positiva conclúımos que∫∞
0

(
r

v(r)

) p
p−1

v ′(r)dr 6 p
∫∞
0

(
r

v(r)

) 1
p−1

dr.

Assim,

∫∞
0

(
r

v(r)

) 1
p−1

dr 6 p
1
p

(∫∞
0

(
r

v(r)

) 1
p−1

dr

) 1
p
(∫∞

0

(
1

v ′(r)

) 1
p−1

dr

)p−1
p

.

Portanto (∫∞
0

(
r

v(r)

)p−1
p

dr

)p−1
p

6 p
1
p

(∫∞
0

(
1

a(r)

) 1
p−1

dr

)p−1
p

.

Por hipótese e por comparação temos que∫∞
0

(
1

a(r)

) 1
p−1

dr =∞
possibilitando utilizarmos o Corolário 4.4. Portanto, M é p-parabólico.

*

4.5 Discretização

Apresentaremos algumas definições básicas sobre Teoria do Potencial discreta. O

objetivo dessa seção é apresentar o seguinte resultado: Se uma variedade Riemanniana M

com geometria limitada é p-parabólica, então M é uma variedade q-parabólica para todo

q > p.

Um gráfico X é um conjunto V = V(X) juntamente com uma relação simétrica e não

reflexiva ∼. Os elementos de V(X) são os vértices de um gráfico (X, ∼). Um vértice y é

dito ser uma vizinhança de x se x ∼ y.

Uma aresta ordenada é um par ordenado ~e = [x,y] de vértices vizinhos. A aresta [y, x]

é chamado de aresta reversa e é denotada por −~e. Denotamos por α(~e) = x a origem de

e e ω(~e) = y o vértice no fim da aresta.

O caminho de um gráfico X é uma sequência finita x1, x2, ..., xn de vértices tal que

xi ∼ xi+1. O número n é chamado de comprimento do caminho. O gráfico é dito ser

conexo se cada par de vértices é conectado por um caminho. Dados x,y ∈ V(X) definimos
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a distância dX(x,y) como o comprimento do menor caminho ligando os dois vértices. Veja

que x ∼ y se, e somente se, d(x,y) = 1. Se X é um gráfico conexo, então (V(X),d) é um

espaço métrico.

O crescimento deg(x) de um vértice é a cardinalidade do conjunto de suas vizinhanças.

Dizemos que o gráfico X tem geometria limitada se ela é conexa, V(X) é finito ou enu-

merável e deg(x) 6 N para todo x ∈ V(X), onde N = N(X) <∞.

Uma 0-cochain de um gráfico X é uma função real u : V(X) → R, e uma 1-cochain é

uma função η : A(X) → R tal que η(−~e) = −η(~e). Aqui A(X) é o conjunto das arestas,

isto é, ~e ∈ A(X) é um par ordenado ~e = [x,y]. Denotaremos por Ω0(X) e Ω1(X) os

espaços das funções 0-cochain e 1-cochain, respectivamente, em X.

O diferencial de uma função u ∈ Ω0(X) é uma 1-cochain du definida por:

du([x,y]) = u(y) − u(x).

O divergente de uma 1-cochain η ∈ Ω1(X) é uma função δη ∈ Ω0(X) definida por:

δη(x) =
∑
y∼x

η([y, x]).

A norma de uma 1-cochain η ∈ Ω1(X) é uma função ||η|| ∈ Ω0 definida por:

||η||(x) =

(∑
y∼x

(u(y) − u(x))2

) 1
2

.

Seja X um gráfico e p ∈ [1,∞) um número real. A integral p-Dirichlet de u ∈ Ω0(X) é

definido por

Dp(u) =
∑

x∈V(X)

||∇u(x)||p =
∑

x∈V(X)

(∑
y∼x

(u(y) − u(x))2

)p
2

.

Dizemos que N = (X, r) é uma rede quando X é um gráfico finito não-vazio ou enu-

merável e r é uma função positiva em A(X) com a propriedade r(x,y) = r(y, x) para todo

x ∼ y e ∑
y∈V(X)

1

r(x,y)
<∞

para todo x ∈ V(X).

Por fim, definimos os conjuntos Dp(N) = {u ∈ Ω0(X) : Dp(u) <∞} e Dp0 (N) = {u ∈

Ω0
0(X) : dp(N) <∞}.
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Lema 4.3. Dp(N) é um espaço de Banach com respeito à norma

||u||p = [Dp(u) + |u(x0)|
p]

1
p ,

onde x0 é fixo.

Demonstração. Vide [8, 2.1].

Lema 4.4. Se un,u ∈ Dp(N) e ||u − un||p → 0 quando n → ∞, então {un} converge

pontualmente para u.

Demonstração. Vide [8].

Parabolicidade de Gráficos

Seja X um gráfico conexo e A ⊂ X um conjunto finito. Então para p > 1, a p-

capacidade de A em X é definido por:

Capp(A,X) := inf{Dp(u) : u ∈ Ω0
0(X), 0 6 u 6 1 e u = 1 em A}.

Teorema 4.4. Seja A um subconjunto não-vazio finito de X. Então Capp(A,X) = 0 se,

e somente se, 1 ∈ Dp0 (N).

Demonstração. Sendo Capp(A,X) = 0, então existe uma sequência de funções (un) em

Ω0
0(X) tal que un = 1 em A e Dp(un)→ 0 quando n→∞. Para x0 ∈ A, temos

||un − un(x0)||p = [Dp(un − un(x0))]
1
p = [Dp(un)]

1
p → 0.

Pelo Lema 4.4 temos que un converge pontualmente para u(x0) = 1. Portanto 1 ∈ Dp0 (N).

Agora, suponha 1 ∈ Dp0 (N). Assim existe uma sequência (fn) em Ω0
0(X) tal que

||1 − fn||p → 0 quando n→ 0. Pelo Lema 4.4 temos que fn converge pontualmente para

1 e Dp(fn) → 0. Defina gn ∈ Ω0(X) por gn = 1 em A e gn = fn em X\A. Então

gn ∈ Ω0
0 e ||gn − fn|| → 0 . Portanto, Dp(gn − fn) → 0, logo Dp(gn) → 0. Desde que

Capp(A,X) 6 Dp(gn), conclúımos que Capp(A,X) = 0.

Corolário 4.7. Sejam A e A ′ dois subconjuntos não-vazio e finito de X. Então, Capp(A,X) =

0 se, e somente se, Capp(A
′,X) = 0.
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Demonstração. Pelo Teorema 4.4, Capp(A,X) = 0 implica em 1 ∈ Dp0 (N). Como A ′ é

um subconjunto finito não-vazio de X e 1 ∈ Dp0 (N) aplicando o mesmo teorema conclúımos

que Capp(A
′,X) = 0. Da mesma forma é provado a volta. Portanto Capp(A,X) = 0 se,

e somente se, Capp(A
′,X) = 0.

O corolário acima nos induz para a próxima definição.

Definição 4.3. Um gráfico X é p-parabólico se Capp(A,X) = 0 para todo subconjunto

finito A ⊂ X. Caso contrário, X é p-hiperbólico.

A seguir veremos que se um gráfico com geometria limitada é p-parabólico, então ele

será q-parabólico para todo q > p. Isto significa que o conjunto dos valores p > 1 tais

que X é p-parabólico ou é vazio, e neste caso X será p-hiperbólico para todo p > 1, ou é

um intervalo limitado inferiormente.

Proposição 4.6. Seja X um gráfico com geometria limitada. Se X é p-parabólico, então

X é também q-parabólico para todo q > p.

Demonstração. Seja A ⊂ V(X) um conjunto finito. Para todo ε > 0 podemos encontrar

uma função u ∈ Ω0(X) com suporte finito, tal que 0 6 u 6 1 para todo x ∈ V(X), u = 1

em A e Dp(u) < ε. Seja deg(x) 6 N para todo x ∈ V(X), por X ter geometria limitada.

Temos,

||∇u(x)||√
N

=
1√
N

(∑
y∼x

(u(y) − u(x))2

) 1
2

6
1√
N

(∑
y∼x

1

) 1
2

=

√
N√
N

= 1.

Se q > p, então (
||∇u(x)||√

N

)q
6

(
||∇u(x)||√

N

)p
.

Isto implica que

Dq(u) 6 N
q−p
2 Dp(u).

Por fim, passando o somatório para todo x ∈ V(X) em ambos os lados e utilizando o fato

de Dp(u) < ε para ε arbitrário, conclúımos que X é q-parabólico.
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Definição 4.4. Uma variedade Riemanniana M tem geometria limitada se ela tem raio

de injetividade positiva e curvatura de Ricci limitada por baixo.

Dizemos que dois espaços métricos X e Y são quase-isométricos se existem uma aplicação

f : X→ Y e constantes λ > 1, c > 0 e ε > 0 tais que:

i) 1
λ
d(x1, x2) − c 6 d(f(x1), f(x2)) 6 λd(x1, x2) + c para todo x1, x2 ∈ X;

ii) Toda bola de raio ε em Y contém um ponto de f(X).

Definição 4.5. Uma discretização de uma variedade Riemanniana M é um gráfico X o

qual é quasi-isométrico a M.

Teorema 4.5. Toda variedade Riemanniana M com geometria limitada admite uma dis-

cretização X com geometria limitada. Ainda, M é p-parabólico se, e somente se, X é

p-parabólico.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [9, Seção 5] e [10, Lema 2.4].

Teorema 4.6. Seja M uma variedade Riemanniana p-parabólica com geometria limitada.

Então M é também q-parabólico para todo q > p.

Demonstração. Seja X uma discretização de com geometria limitada de M. Pelo Teorema

4.4 temos que X é p-parabólico. Segue que X é q-parabólico para todo q > p (Proposição

4.6). Pelo mesmo Teorema conclúımos que M é q-parabólico para todo q > p.

4.6 Dimensão de uma variedade no infinito

Nesta seção iremos assumir que (M,g) é uma variedade completa.

Definição 4.6. Dizemos que uma variedade M satisfaz uma desigualdade isoperimétrica

de ordem k se existir constantes C, δ > 0 (δ < Vol(M)) tal que para todo domı́nio regular

limitado D bM com Vol(D) > δ tivermos

Vol(D)(k−1) 6 C Area(∂D)k.

M é dito ser aberto no infinito se

Vol(D) 6 C Area(∂D).

A dimensão isoperimétrica de (M,g) é o número
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disop = sup{k > 0; M satisfaz uma desigualdade isoperimétrica de ordem k}.

Definição 4.7. O grau de crescimento de uma variedade completa (M,g) é o número

dgr(M,g) = inf{m > 1| lim inf
r→∞

v(r)

rm
<∞},

onde v(r) = Vol(B(x0, r)) é o volume de uma bola centrada em algum ponto x0 ∈M.

Proposição 4.7. Seja (M,g) uma variedade completa. Se p < disop(M), então M é p-

hiperbólico, e se p > dgr(M), então M é p-parabólico.(Se M é aberto no infinito, então

M é p-hiperbólico para todo p.)

Demonstração. Se p < disop = k, então k = p+ ε, ε > 0. Temos

P(v) = v
k−1
k = v

p+ε−1
p+ε .

Assim,

[P(v)]
p
p−1 = v

p+ε−1
p+ε ·

p
p−1 .

Note que p+ε−1
p+ε

· p
p−1

> 1, isto é, existe δ > 0 tal que

[P(v)]
p
p−1 = v1+δ.

Logo, ∫∞
η

dv

[P(v)]
p
p−1

6
∫∞
η

dv

v1+δ
<∞.

Pelo Teorema 4.3 conclúımos queM é p-parabólico. No caso em queM é aberto no infinto

M satisfaz a desigualdade isoperimétrica para todo p > 1. Logo M é p-hiperbólico para

todo p > 1.

Se p > dgr = m, então p satisfaz

lim inf
r→∞

v(r)

rp
<∞.

Seja {rk} uma sequência tal que rk → +∞ e v(rk) < cr
m
k . Passando para um subsequência,

se necessário, podemos assumir 2rk < rk+1. Então,∫+∞
η

(
r

v(r)

) 1
p−1

dr >

∞∑
k=1

∫ rk+1

rk

(
r

crpk+1

) 1
p−1

dr

=
p− 1

pc1/(n−1)

∞∑
k=1

r
p

1−p

k+1(r
p
p−1

k+1 − r
p
p−1

k )

=
p− 1

pc1/(p−1)

∞∑
k=1

(
1 −

(
rk

rk+1

) p
p−1

)
.
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Esta série é divergente assim como a integral. Pelo Corolário 4.6 conclúımos o resultado.

Exemplo 2. O espaço hiperbólico Hn é aberto no infinito, [11, Lema 2.1]. Portanto, Hn

p-hiperbólico para todo p <∞.

Definição 4.8. A dimensão parabólica de M é o número

dpar(M) = inf{p > 1 : M é p-parabólico }.

Se M é p-hiperbólico para todo p, então definiremos dpar(M) =∞.

Proposição 4.8. Se M tem geometria limitada, então a dimensão parabólica também

pode ser definida por

dpar(M) = sup{p > 1 : M é p-hiperbólico}.

Demonstração. Pela definição da dimensão parabólica, M é q-parabólico para todo q <

dpar. Pelo Teorema 6.3, M é p-parabólico para todo p > dpar. Portanto, o ı́nfimo do

conjunto dos valores p tais que M é p-parabólico coincide com o supremo dos valores q

tais que M é q-hiperbólico.

Se (M,g) é uma variedade Riemanniana completa e conexa. Então, pelo o que foi

apresentado, temos

disop(M,g) 6 dpar(M,g) 6 dgr(M,g)

Teorema 4.7. (Coulhon, Saloff-Coste). Seja (M,g) uma cobertura universal de uma

variedade conexa e compacta N. Então

disop(M,g) = dpar(M,g) = dgr(M,g).

Demonstração. A prova pode ser encontrada em [12].

Sejam g e g0 duas métricas conformemente equivalentes em uma variedade n-dimensional

M, i.e, g = λg0 para alguma função λ :M → R+. As formas de volume dvolg e dvolg0

são relacionadas do seguinte modo.

dvolg = λndvolg0
.

Proposição 4.9. A n-parabolicidade é uma propriedade conformalmente invariante de

uma variedade.
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Demonstração. Seja α uma 1-forma de M, então

|α|g = λ−1|α|g0
.

Assim,

|∇u|ngdvolg = λ−nλnvolg0
= |∇u|ng0

dvolg0
.

Teorema 4.8. Seja (M,g0) uma variedade Riemanniana n-dimensional completa tal que

disop(M,g0) > n. Então dgr(M,g) > n para toda métrica g conformalmente equivalente

a g0.

Demonstração. Pela Proposição 4.7, (M,g0) é n-hiperbólico. Dáı, pela Proposição 4.9

temos que (M,g) também é n-hiperbólico. Assim, conclúımos que dgr > n.
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