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Resumo

Este estudo busca compreender a importancia do ensino da Educacao Financeira
(EF) como tema obrigatorio na educagao basica, nma vez que a nova Base Nacional Co-
mum Curricular (BNCC), homologada pelo Ministério da Educacao em 2017, estabeleceu
a Educacao Financeira como um dos temas transversais que deve ser inserido nos cur-
riculos de todo o Pais. Nesse sentido, foi delineado como problema de pesquisa: quais
as contribuicoes da educacao financeira para educacao basica, considerando os contetidos
relacionados ao mercado de acoes e a aplicagdo das médias pitagoricas na resolugio de
problemas de ordem financeira? Para responder a questao de pesquisa, foi definido como
objetivo geral analisar a importancia da educacao financeira para educacao basica, tendo
como base a aplicacao das médias pitagoricas no mercado de agoes. A justifica deve-se
a necessidade que emerge da propria sociedade que precisa aprender como administrar
o dinheiro, como realizar investimentos. como lidar com o endividamento e frustracoes
econdmicas, em um cenario de avanco da digitalizagao dos bancos e demais instrumentos
economicos virtuais. Quanto a metodologia, foi realizada a revisao integrativa, carac-
terizada como uma abordagem metodolégica referente a revisoes que permitem maior
compreensao do fenomeno estudado. Tem-se como prineipais resultados que a funcao da
Educacao Financeira no sistema de ensino nao se restringe apenas a uma unidade cur-
ricular, no caso a matematica, vai mmito além disso, constitui-se como tema transversal
e transdisciplinar, possibilitando construcao de conhecimentos para tomada de decisoes

assertivas e mais vantajosas do ponto de vista financeiro.

Palavras-chave: Educacao Financeira; Ensino da Matemaética; Educacio Bésica;

Mercado de Acoes.



Abstract

This study seeks to understand the importance of teaching Financial Education (FE)
as a mandatory topic in basic education, since the new National Common Curricular
Base (BNCC), approved by the Ministry of Education in 2017, established Financial
Education as one of the themes that should be inserted at the curricula throughout of the
country. In this sense, it was outlined as a research problem: what are the contributions of
financial education to basic education, considering the contents related to the stock market
and the application of pythagorean averages in solving problems financially? To answer
the research question, the general objective was defined to analyze the importance of
financial education for basic education, based on the application of Pythagorean averages
in the stock market. The justification is due the lack that emerges from society itself,
which needs to learn how to manage money, how to make investments. how to deal with
indebtedness and economic frustrations, in a scenery of advancing digitalization of banks
and other virtual economic instruments. As for the methodology, an integrative review
was carried out, characterized as a methodological approach referring to review that allow
a greater understanding of the phenomenon studied. The main results are that the role
of Financial Education in the education system is not restricted to just one curricular
unit, in this case mathematies, goes far beyond that, it constitutes a transversal and
transdisciplinary theme, enabling the construction of knowledge for taking of assertive

and more advantageous decisions from a financial point of view.

Keywords : Financial Education; Teaching Mathematics; Basic Education; Stock
Market.
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Capitulo 1

Introducao

Este estudo busca compreender a importancia do ensino da Matemética Financeira
(EF) como tema obrigatorio na educacao basica, uma vez que a nova Base Nacional Co-
mum Curricular (BNCC), homologada pelo Ministério da Educacao em 2017, estabeleceu
a Educacao Financeira como um dos temas transversais que deve ser inserido nos curri-
culos de todo o Pais. Assim. com a nova determinacao, essa tematica passa a fazer parte
da relagao de assuntos que devem ser incorporados as propostas pedagogicas de estados

e municipios brasileiros.

De acordo com dados de 2018 do Programa Internacional de Avaliacao de Alunos
(PISA), da Organizacao para a Cooperacao e Desenvolvimento Econémico (OCDE), o
Brasil é apontado como o quarto pior pais em competéncia financeira de jovens, dentre
0s 20 pafses analisados, ficando a frente apenas do Peru, Georgia e Indonésia, sendo que
esta posicao pode ser considerada um avanco quando comparada com o resultado de
2015, em que o Brasil ocupou a filtima colocagdo nesta mesma pesquisa (STRICKLAND,
2021). Entendemos que esses indices inexpressivos tém impulsionado o Ministério da
Educacao a articular esfor¢os no sentido de mudar essa realidade, a exemplo do programa
de capacita¢ao e incentivo & educagao financeira oferecido para professores, em parceria
com a Comissao de Valores Imobilidrios (CVM), objetivando capacitar 500 mil docentes
do 92 ano do ensino fundamental ¢ do 19 ano do ensino médio de escolas piiblicas
municipais, estaduais e militares de todo o pais, até 2023, por meio de cursos gratuitos,
em plataforma on-line, possibilitando a difusao de conhecimentos especificos junto a esses
profissionais, para que, por sua vez, adolescentes e jovens brasileiros tenham acesso a
uma educacao financeira, a partir de conteiidos como planejamento financeiro, gestao das
financas pessoais e investimentos em mercado de acoes, entre outros contetidos (BERTAO,

2020).

Nesse senfido, merece destaque a diferenca entre Matematica financeira e Educacao

financeira. A primeira “|...] é uma area que aplica conhecimentos matematicos a andlise

de questoes ligadas a dinheiro; ja a segunda esta voltada para a “formacao de comporta-
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mentos do individuo em relagao as finangas” (ANNUNCIATO, 2018, p. 2), de modo que
esta nultima contribui para desenvolver no estudante a capacidade de planejar sua vida e
a de sua familia, bem como tomar boas decistes financeiras. A mesma autora ainda faz
a ressalva de que, embora se considere e se reconheca a transversalidade e interdiscipli-
naridade da Educac¢ao Financeira, a sua insercao expressa no ensino fundamental s6 se
efetiva na Base de Matemética, aparecendo como “|...] contexto para o desenvolvimento
do contetido em quatro habilidades (uma no 5%, uma no 62, uma no 79 e uma no 99 ano),
todas ligadas a contetidos tipicos da matematica financeira, como porcentagem e calculo
de juros” (ANNUNCIATO, 2018, p. 2). Para o ensino médio, a nova Base Nacional trouxe
expressamente em seu texto a “Educacao financeira e o consumo em quatro das cinco areas
do conhecimento que a constituem. nas disciplinas de Lingua Portuguesa. Arte, Lingua
Inglesa, Matematica, Geografia e Historia”. consolidando, desse modo, a importancia da
transversalidade do tema (BERTAO, 2020, p. 3).

A necessidade da articulacao curricular da Educa¢ao Financeira de forma interdis-
ciplinar e transversal com as demais areas do conhecimento & uma discussao que tem
sido pauta recorrente jA ha algum tempo, mesmo antes da BNCC, a qual vem sendo
mobilizada principalmente depois da constituicao da Estratégia Nacional de Educacao
Financeira (ENEF), eriada pelo Decreto Federal 7.397/2010, e renovada pelo Decreto
Federal n® 10.393, de 9 de junho de 2020. que ohjetivou, sobretudo, “contribuir para o
fortalecimento da cidadania ao fornecer e apoiar acoes que ajudem a populacao a tomar
decisoes financeiras mais autonomas e conscientes”. (s programas desenvolvidos pela
ENEF retinem representantes de varios orgaos e entidades governamentais, que juntos in-
tegram o Forum Brasileiro de Educacao Financeira (FBEF). Além disso. o referido decreto
instituiu o Comité Nacional de Educagao Financeira (CONEF), dentro do Ministério da
Fazenda, que conta com membros do Ministério da Educacao (MEC), do Banco Central

e de outros 6rgaos do governo e da sociedade civil (BRASIL, 2020).

A relevancia dessa discussao é potencializada prineipalmente em 2020, ano de inicio
da pandemia causada pela Covid-19, que trouxe com ela, além de um elevado indice de
morbidade, uma grave crise economica, gerando significativas taxas de desemprego e alto
custo de vida, evidenciando ainda mais as desigualdades sociais e as lacunas estruturais
da economia brasileira. Desse modo, faz-se necessarias medidas emergentes para mudanca

de cendrio.

Para tanto, Strickland (2021) afirma que a educa¢ao financeira tem um papel consi-
deravel na retomada do crescimento econdémico, uma vez que uma populacao alfabetizada
financeiramente tem capacidade de realizar investimentos no mercado financeiro de forma
assertiva, identificando créditos mais acessiveis, com taxas de juros mais adequadas e
operacoes de baixo risco e mais rentaveis. Com base nessas diretrizes, constituin-se como
problema de pesquisa: quais as contribui¢coes do ensino da matematica financeira na edu-

cacao basica, considerando os contetidos relacionados ao mercado de acoes e a aplicagao




Capitulo 1. Introducdo

das médias pitagoricas na resolucao de problemas de ordem financeira?

Nesse sentido, este estudo buscou, como objetivo geral, analisar a importancia da
educacao financeira no ensino basico, tendo como base a aplicacao das médias pitagdri-
cas no mercado de agoes. De forma especifica, objetivamos: identificar o que dizem as
pesquisas, entre os anos de 2010 e 2021, sobre educag¢ao financeira realizadas em ambito
escolar, verificando se o mercado de acoes é pautado entre suas categorias de estudo;
demonstrar como as médias pitagoricas contribuem para solucionar problemas de ordem
financeira, uma vez que servem como uma medida-resumo de um conjunto de dados aleato-
rios; apresentar a descricao de um jogo voltado para a aplicacao de conceitos relacionados
ao mercado de acoes no contexto do ensino da matemética financeira como produto final

desta pesquisa de mestrado.

Vale ressaltar que, inicialmente, tinhamos tracado outros objetivos para esta pes-
quisa, 0s quais consistiam em realizar uma investigagao empirica e de campo com professo-
res de Matematica do Ensino Médio, a fim de compreender como a matematica financeira
é trabalhada em sala de aula, verificando ainda se, na abordagem do contetido, é pautado
o mercado de acoes e qual a sua relagao com a realidade dos discentes. No entanto, o
processo de isolamento desencadeado pela pandemia, no periodo da pesquisa, dificulton
sobremaneira o contato com os docentes, visto que estes estavam desenvolvendo as aulas
por meio remoto, impossibilitando o acompanhamento e a realizacdo das observagoes e a

coleta de dados.

Com isso, decidimos proceder com uma pesquisa de revisao integrativa, caracterizada
como uma abordagem metodologica referente a revisdées que permitem maior compreen-
sao do fendmeno estudado. Ela correlaciona dados de base tedrica e empirica, propici-
ando andlises de conceitos, métodos e propostas (WHITTEMORE, 2005). Desse modo,
a revisao integrativa determina um conhecimento especifico e atual sobre o objeto a ser
investigado, podendo sistematizar e /ou abordar estudos independentes, mas que possuem
o mesmo assunto a partir de fases distintas, se” ndo elas (BOTELHO, 2011): identifica-
cao do tema e seleciao da hipotese; estabelecimento de critérios para inclusao e exclusio;
definicao das informacoes a serem extraidas dos estudos; avaliacdo dos estudos incluidos
na revisao integrativa; interpretacao dos resultados; apresentacao da revisao e sintese do

conhecimento adquirido.

No que se refere & justificativa deste estudo, consiste nao s na determinacgao esta-
belecida pela nova Base Nacional Comum Curricular (BNCC), de que, a partir de 2020,
todas as escolas sao obrigadas a inserirem a educacao financeira como item obrigatorio
na matriz curricular — nao podendo o conteudo ficar restrito a nma unidade curricular
especifica, como, por exemplo, a “disciplina” de matematica, devendo este ser abordado de
forma transversal e interdisciplinar. Esse fator é reforcado também pelo contexto econo-
mico que o pais estd atravessando, de modo que a exigéncia de inser¢ao curricular do

contetido como componente obrigatério coincide com a emergéncia provocada pela Covid-
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19, uma vez que impoe também a necessidade de se aprender como administrar o dinheiro,
como realizar investimentos, como lidar com o endividamento e frustracoes econdmicas,
em um cenario de avanco da digitalizacao dos bancos e da virtualizacao dos instrumentos

econdmicos.

Para melhor compreensao dos assuntos aqui abordadas, este trabalho foi dividido em
cinco capitulos. Desse modo, o primeiro capitulo versou sobre os aspectos introdutérios,
apresentado a contextualizagao da pesquisa, bem como seus principais elementos, tais

como: problema, objetivos, justificativa, metodologia utilizada e organizacao do trabalho.

No segundo capitulo, foi apresentado o contexto histérico da matematica e do mer-
cado de acgoes, abordando aspectos, conceitos e concepcoes das categorias pertinentes ao
mercado financeiro, como, por exemplo, os principais produtos e servicos do mercado,
emissores de titulos, riscos dos investimentos, garantias em renda variavel, negociagao
na bolsa de valores, agentes do mercado. principais instituicoes, investimento em fundos,

cntre outros.

No terceiro capitulo, foi abordado o estado da arte acerca da Educacao Financeira
a partir de pesquisas que tiveram como campus de investigacao o espaco educacional,
considerando o impacto desses estudos para o ensino da matematica, buscando desvelar
um cenario que denota as dificuldades, desafios e conquistas vivenciadas por professores

e alunos nos mais diversos estados e escolas brasileiras.

No quarto capitulo, foram apresentadas as médias pitagoricas: aritmética, geome-
trica e harmonica. Nas demonstracoes da primeira, foram trabalhadas as medidas de
tendéncia central, defini¢oes, desvio médio, propriedades, vantagens e desvantagens, bem
como a relacao entre média aritmética e média ponderada: quanto a média geométrica,
foram trabalhadas as propriedades, a unicidade, a relacao entre a média geométrica e a
ponderada, aplicacoes, crescimento proporcional ¢ a média geométrica em acgoes; e, por
fim, na altima média, também foram demonstrados os mesmos aspectos trabalhados na

anterior e sua aplicagao no mercado de agoes.

No quarto capitulo, foi feita a descricao do produto educacional, com apresentacao
dos aspectos relacionados ao objetivo, justificativa e regras especificas para sua aplicacao

no ensino da educacao financeira na educacao basica.

E no quinto, e iltimo capitulo, foram tecidas as consideracoes finais, com os resul-
tados da pesquisa, destacando as questoes principais acerca do que foi desenvolvido sobre

a tematica aqui pautada.
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A Matematica e o Mercado de Acoes:

Aspectos Historicos e Conceltuais

HA muito, o homem busca formas de padronizar o pensamento empirico, fruto da
observacao da natureza, através da razao e da logica com vistas a traduzi-lo em expres-
soes matematicas. Nesse sentido, Tales de Mileto foi um dos precursores desse tipo de
pensamento, considerado por Aristoteles como o primeiro filésofo da histéria ocidental

(SOUZA, 2018).

A busca desse pensamento racional para descrever pensamentos empiricos deu bons
frutos na Grécia, de onde surgiram grandes pensadores filoséficos e, consequentemente,
com o surgimento de grandes mateméaticos. Arquitas de Tarento foi um desses filhos da
escola pré-socratica, sendo dele a cria¢ao do termo concebido atualmente como média
harménica, que antes era denominada de sub-contraria e foi um dos primeiros a fazer uso

da média aritmeética através da teoria das proporcoes.

Arquitas nasceu em Tarento e viveu no século I'V a.c. Foi, portanto, um contemporéa-
neo de Platao. Filiado a4 doutrina pitagorica, Arquitas foi politico, e dedicou-se as ciéncias
da Matematica, da Mecanica e da Miisica. Numerosas obras lhes sao atribuidas; com cer-
teza, sabe-se que escreveu uma Ciéncia Matematica, uma Harmonia e, possivelmente, um
livro sobre Mecanica. Os poucos fragmentos que se conhecem ocupam-se sobretudo de
problemas de Matematica e de Miusica (BORNHEIM, 2005).

Inspirado em Pitdgoras, que foi um dos primeiros a traduzir a misica em matema-
tica, Arquitas de Tarento fez um estudo detalhado sobre a misica e escreveun Harmonia,

da qual podemos citar um dos fragmentos, retirado do livro de Bornheim (1998, p. 89):

Ha trés propor¢oes na musica: a aritmética, a geométrica e a confraposta,
chamada harmonia. A aritmética se da quando trés termos manifestam ana-
logicamente a seguinte diferen¢a: o segundo supera tanto o primeiro quanto
o terceiro supera o segundo. Nesta analogia, se vé que a relacao dos termos
maiores é menor e a dos menores ¢ major. A geométrica ocorre quando o pri-
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meiro termo esta para o segundo assim como o segundo esta para o terceiro.
As maijores guardam a mesma relagio que as menores. A contraposta, também
chamada proporcido harmonica, & produzida quando os termos se comportam
da seguinte maneira: Quando, da prépria grandeza, o primeiro termo supera o
segundo tanto quanto o médio supera o terceiro. Nesta analogia, a relagao dos
termos maiores é maior; ja a dos menores @ menaor.

Outros mateméaticos tiveram suas contribui¢des atestadas ao longo da historia em
relacao as médias. Um deles foi Arquimedes, no qual fez aproximacgoes sucessivas de m
utilizando a sequéncia de perimetros Fs,, ¢ pa,, onde Py, e ps, denotam respectivamente
os perimetros dos poligonos regulares circunseritos e inscritos,respectivamente,com n = 3
fixado.(BOUER, 2010)

Papus de Alexandria também deu a sua contribuicao no desenvolvimento das médias.
Papus fol um matematico grego que, por volta do ano 320 d.C., escreveu uma obra
composta por oito livros, denominada colecao matematica. Em um dos livros, o livro
[II, Papus fez uma representacao geométrica para as médias aritmética, geométrica e

harmonica, através de nma construcao geométrica em um semicirculo.

As médias pitagoricas, no seu significado mais atual, tiveram origem na Estatis-
tica, ciéneia que se ocupa de organizar, descrever, analisar e interpretar dados para que
seja possivel a tomada de decisoes e/ou a validacao cientifica de uma conclusao. Além
disso, fazem parte de um ramo da Estatistica denominado inferéncia estatistica, cujo ob-
jetivo é fazer afirmacgoes probabilisticas sobre as caracteristicas do modelo probabilistico,
que se supoe representar uma populacao, a partir dos dados de uma amostra aleatoria
(probabilistica) desta mesma populacao (CASELLA, 2010).

As médias e também as médias pitagoricas sao de extrema importancia para todas
as areas do conhecimento, passando desde a educacao bésica até a educacao superior.
Além disso. possui aplicagao em diversas areas como robdtica, Engenharia, Matematica
Financeira, Fisica, Economia, etc. Neste trabalho, focaremos no seu uso voltado para

educacao financeira. mais precisamente sobre mercado de acoes.

A matematica financeira para a educagao basica caminha de maneira lenta, prin-
cipalmente porque ainda é muito voltada para a renda fixa. O estudo dos agentes do
mercado financeiro, a estrutura e as estratégias de investimento sio muito precarias e
limitadas. A matematica financeira do ensino bésico busca prioritariamente ensinar sobre
renda fixa, se dedicando a falar sobre taxas fixas e rendimentos constantes (GODFREY,
2007). A historia da mateméatica financeira no ensino basico é permeada pela criacao de
perfis conservadores e pela constante busca de seguran¢a maxima. Esse trabalho buscara
dar uma idéia de renda varidvel através da aplicagao de conhecimentos do ensino médio

que possa contribuir futuramente para a cria¢ao de perfis mais arrojados.

Ao se tratar do mercado de acoes, é necessario discorremos, mesmo que sucinta-

mente, sobre a sua estrutura e a forma como ele foi pensado como sistema financeiro em
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ambito nacional.

De acordo com Cavalcante, Misumi e Rudge (2005), a constituicao do Sistema Fi-
nanceiro Nacional ocorreu em um lapso temporal de quatro anos, especificamente entre
1964 e 1968. Conforme Kerr (2011) e Assaf Neto (2012), o SEN ¢ composto por um grupo
de instituigoes com dispositivos que permitem proporcionar a intermediagao financeira.
Desse modo, o SEN tem o objetivo de intermediar a conexao entre deficitarios, que pre-
cisam de recursos financeiros e os superavitarios, que possuem recursos para emprestar.
“Tais agentes econdomicos podem ser pessoas, empresas ou governo” (ASSAF NETO. 2012,
p. 36).

Segundo Selan (2014). o primeiro banco criado, com a chegada da Familia Real
Portuguesa, em 1808, foi o Banco do Brasil, cuja funcao era a cobranca de tributos e
a emissao de moeda para prover as necessidades da Familia Real. No entanto, com o
retorno da Familia Real para Portugal em 1821, ocorreu a inviabilizacao da continuidade
de funcionamento do banco, uma vez que toda a reserva de metais preciosos foi retirada
deste, ocasionando o seu fechamento oito anos mais tarde, em 1829 (VIEIRA:; PEREIRA;
AMARAL PEREIRA, 2012).

Em 1833, outros bancos sao criados, depois da liquidacao do Banco do Brasil, sendo
que este retoma suas atividades em 1851, “[...] com a fusdo bancaria de alguns bancos
estaduais e por sugestdo do Barao de Mania. Em 1906, o Banco do Brasil tornou-se a
lnica instituicao autorizada a emitir moeda” (SELAN, 2014, p. 48). Somente em 1920,
foi criada a Inspetoria, que se constituiu como orgao fiscalizador dos bancos, sendo este

um fator muito importante para o periodo.

Segundo Assaf Neto (2012), mesmo antes do final do século XIX, em 1890, é criada
a Bolsa de Valores de Sao Paulo (Bovespa), a qual se tornou a maior bolsa de valores da
América Latina. Outro fator importante foi a cria¢ao da Superintendéncia da Moeda e do
Crédito (SUMOC), em 1945, com a fun¢ao de supervisao e controle do mercado monetario
(SELAN, 2014).

Em 1952, foi criado o Banco Nacional de Desenvolvimento Economico (BNDE),
com finalidade de elaborar e instituir a pohtica nacional em favor do desenvolvimento
economico do Brasil. Diante das emergéncias, demandas sociais e preocupacoes sociais,
em 1980 o referido banco sofre alteracoes e passa a ser intitulado de Banco Nacional de
Desenvolvimento Econémico e Social (BNDES), passando a investir em varias areas, com
intuneras propostas de financiamento, tendo como finalidade primordial “[...] melhorar
a competitividade da economia. para desenvolver e fortalecer a economia brasileira e
também apoiar o avanco social e cultural, a fim de contribuir com a elevacao da qualidade

e do acesso a insumos sociais e culturais também”.

Nesse contexto, a partir de 1960, a bolsa de valores comec¢ou a configurar o formato

que tem hoje, com regulamentacao e forma juridica de associacao civil sem fins lucrativos.
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De acordo com Selan (2014), nesse mesmo contexto ocorreu a reforma bancéria e também
foram criadas varias outras instituicoes, inclusive em substituicao de orgaos ja existentes,
mas que nao supriam mais as necessidades da nova realidade que se desenhava, como ¢ o
caso da criacao do Banco Central do Brasil (BACEN) e do Conselho Monetario Nacional
(CMN), em substitui¢io da Superintendéncia da Moeda e do Crédito (SUMOC). Vejamos:

[...] foi aprovada a Lei 4.595 referente a Reforma Bancaria, em 31 de dezembro
de 1964, juntamente com a criacio do Banco Central do Brasil (BACEN) e
o Conselho Monetério Nacional (CMN), substituindo a Superintendéncia da
Moeda e do Credito (SUMOC). A institucionalizacdo e implementacao do Sis-
tema Financeiro Nacional (SFN) é constituido pelo Banco Central do Brasil,
Conselho Monetario Nacional, Banco do Brasil e véarias outras instituigoes

financeiras priblicas e privadas presentes no Brasil.

Em um contexto mais atual, o mercado de capitais passon a contar com a atuacao
de intimeras bolsas de valores regionais, mas, em 2001, para potencializar o mercado de
acoes do Brasil, foi realizada a integracao de todas as bolsas brasileiras em vigéncia, de
modo que as negociacoes com titulos de renda variavel ficaram em torno de um tnico

mercado de valores, a Bolsa de Valores de Sao Paulo (Bovespa).

Assim, o Sistema Financeiro Nacional (SFN) desenvolve-se com base em quatro
subdivisoes: a) mercado monetario; b) mercado de créditos; ¢) mercado de capitais; d)

mercado cambial.

De acordo com Selan (2014, p. 54), no primeiro mercado (monetario), concentram-se
“as operagoes para o controle das taxas de juro de curto prazo, com objetivo de controlar a
liquidez da economia, por meio das autoridades monetarias”. No segundo (de crédito), sao
concentradas as “operacoes de financiamento de curto e médio prazos, por meio da conces-
sao de créditos as pessoas fisicas, ou por empréstimos e financiamentos as empresas”. No
terceiro mercado (de capitais), busca-se alcangar “o financiamento de médio, longo prazo e
prazo indeterminado para quem apresenta déficit de investimento. As operacoes envolvem
compra ¢ venda de titulos e valores mobiliarios, de empresas, investidores e intermedia-
rios”. Ja o quarto mercado (cambial) fica encarregado das “operagoes de compra e venda
de moeda estrangeira. verificacdo das conversoes de moeda nacional em estrangeiras e

vice-versa’.

A partir dessas consideracoes, ressalta-se a importancia de se apresentar alguns
conceitos basicos acerca dos elementos que compoem o Sistema Financeiro Nacional, com
base no mercado de capitais, que ¢ o objeto de andlise desta pesquisa. Nesse sentido,
destaca-se 0o mercado de agoes, que representa o sistema de renda varidavel composto por
titulos, bem como por valores mobilidrios, cuja principal caracteristica ¢ a variagdao do
valor no decorrer do tempo em razao da oferta e demanda. Conforme Assaf Neto (2012,
p. 78):
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O mercado de renda varidvel tem composicdo de titulos e valores mobilia-
rios, cujo valor varia ao longo do tempo apenas em fungoes do ji conhecida
oferta e demanda, e ndo em fungoes de varidveis ou eventuais indicadores pré-
estabelecidos. Considerando esta ampla definicdo, um dos mercados mais abor-
dados e utilizados dentro do mercado no mundo todo ¢ justamente o mercado
de acoes.

Desse modo, ressalta-se que, nessa perspectiva, nma “acao” representa “a menor
parcela do capital social das companhias ou sociedades anonimas”. Com isso, constitui-
se como “titulo patrimonial e como tal, concede aos seus titulares (acionistas), todos os
direitos e deveres de um socio. na limitacido das acoes detidas” (SELAN. 2014, p. 54).
Ou seja, uma acao equivale a menor fra¢ao em que subdivide o capital de uma empresa
(sociedade anénima ou companhia), a qual permite a compra e venda em negociagbes na

bolsa de valores.

Portanto, uma ag¢ao é um valor mobilidrio. Entretanto, apesar da divisao do capital
em acoes das companhias ou sociedades, apenas as acoes das que possuem registro na
Comissao de Valores Mobilidrios podem ser negociadas no mercado de valores mobiliarios,

que no caso sao as companhias de capital aberto.

Quanto a classificacao das agoes, elas podem ser ordinarias ou preferenciais, depen-
dendo de possuirem ou nao, respectivamente, o direito ao voto, e dependendo também da

defini¢ao de prioridade na distribuicao de dividendos. Vejamos:

Acoes ordinarias: acoes que, além de proporcionarem participacio nos resul-
tados da empresa aos seus titulares, conferem o direito a voto em assembleia
geral. Sendo assim, toda vez que a empresa for ter uma assembleia para de-
cidir qualquer assunto com seus socios, vocé tem o direito de participar dessa
assembleia. Ag¢oes preferenciais: agoes que garantem ao acionista a prioridade
no momento de receber dividendos. Em geral, ndo conferem direito a voto.
(ASSAF NETO, 2012, p. 78).

Diante disso, as bolsas de valores buscam garantir um sistema organizado para a
realizacao das negociacoes de compra e venda de titulos e valores. “Essas estabelecem um
sistema de negociacao fornecendo nm mercado de preco continuo e liquidez nas aplicacoes”™
(CAVALCANTE; MISUMI; RUDGE, 2005, p. 79).

Segundo Kerr (2011), uma das perspectivas das bolsas de valores é beneficiar a so-
ciedade a partir de seus agentes econémicos, por contribuir para “[...| o desenvolvimento
das empresas que vendem suas a¢oes para captar recursos financeiros e realizar investi-
mentos empresariais’. Ja os acionistas que adquirem agoes de uma determinada empresa
passam a ser proprietarios de uma parcela da empresa, definida pelo total de acoes obti-
das. Desse modo, “os acionistas beneficiam-se com a participac¢ao nos ganhos da empresa”
(CAVALCANTE; MISUMI; RUDGE, 2005, p. 54).
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Nesse sentido, o valor da acao ¢ medido pelo grau de confianca dos investidores, no
momento em que efetuam a compra ou venda das acoes. Consequentemente, ¢ avaliado
o potencial da economia do pais e o desempenho das empresas. Segundo Pinheiro (2005,

p. 37), "os valores das acoes sao influenciados pela expectativa dos agentes econémicos”.

Pinheiro (2005) ainda esclarece que, em razao do desempenho desses dois elementos
— empresa e economia —, os valores das a¢oes sofrem variacao e, com isso, podem nao ser
compativel com o valor intrinseco, podendo ser inclusive cotada a um valor superior, ou
até mesmo inferior ao valor real. Compreende-se, portanto, que “[...] o valor de mercado
tem como base a concorréncia do mercado e a lei da oferta e da procura, contrapondo ao
valor real” (PINHEIRO, 2005, p. 39). Assim, ela pode oferecer duas possibilidades de

rendimentos aos seus acionistas: dividendos e valorizacao.

Sobre essas duas formas de rendimento, Fortuna (2005, p. 28) define que dividendos

“¢ a distribuicao de lucros aos acionistas de acordo com o nfimero de agoes que possuem,
: ; ok b i

cujo pagamento deve ser creditado na conta do acionista”, com uma distribui¢ao minima
de 25% do luero liquido, cujo percentual é determinado pela Assembleia de Acionistas.
No que se refere a valorizagao, Fortuna diz que se trata do “reflexo do desempenho da
empresa e do comportamento do mercado, em um perfiodo determinado que influencia no
preco de mercado” (FORTUNA, 2005, p. 28).

E necessario destacar que, apesar da perspectiva de o mercado de capitais repre-
sentar um otimo investimento, com possibilidades reais de lucro. existem varios riscos,
principalmente em razao da volatilidade do mercado; por isso é necessario um estudo
detido e aprofundado antes de iniciar investimentos nessa area. Os riscos podem ser clas-
sificados, de acordo com sua causa, podendo ser: risco de mercado, risco de empresa, risco

operacional e risco de liquidez.

Pinheiro (2005, p. 106) faz uma descri¢ao bem didatica dessa classificacao dos riscos:

Risco de mercado: as variacoes na economia determinam os riscos de mercado;
Risco de empresa: associado as decisdes financeiras da empresa ou reflexo do
mercado em que opera; Risco operacional: acorréncia de perdas relacionadas
ao gerenciamento inadequado; Risco de liguidez: relacionada a instabilidade

da venda das acoes.

Ainda de acordo com Pinheiro (2005), para que haja a diminui¢io do risco de liqui-
dez, o investidor deve buscar a¢oes denominadas de blue chips, que possibilitam (maior)
estabilidade, representando, assim. um bom investimento, em razao do seu alto valor de
mercado e previsibilidade. Nesse sentido, compreende-se que o investimento diversificado

no mercado acionario é importante para diminuir os riscos.
Existe também o circuit breaker constituido, atualmente, como um importante me-
canismo de protecao “|...| disparado para paralisar os negdcios na bolsa de valores, sempre

que ocorrem oscilacgoes bruscas no mercado de agdes” (FORTUNA, 2005, p. 58). Esse
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dispositivo ¢ acionado para que “os operadores reflitam sobre as ordens que estao enviando
e reequilibrem as ordens de compra e venda, para proteger o mercado da volatilidade”.

Segundo Fortuna (2005, p. 58):

Q) circuit breaker é acionado quando o indice do Ibovespa atingir uma queda
de 10% em relacio ao fechamento do dia anterior, assim o mercado interrompe
todas as negociages por trinta minutos. Se ocorrer uma queda de mais 5%, o
mecanismo é acionado e o mercado fecha por sessenta minutos.

Conforme Moraes (2021), mesmo com os riscos, o mercado financeiro tem conquis-
tado cada vez mais a atencao principalmente dos jovens. Ela afirma que a Geracao Z tem
se interessado muito ultimamente pelo mercado de acoes e, como sao nativos digitais, eles
tém buscado a internet como principal fonte de informacoes. I[sso demonstra a necessidade

de se inserir a pauta da educagao financeira em sala de aula.

Em pesquisa recente ao site do Ministério da Educac¢ao (BRASIL, 2021), podemos
encontrar a preocupacao com a pauta da educacao financeira, visto que a previsao é de
realizar em 2022 uma pauta estratégica para difusao desse conhecimento nas escolas bra-
sileiras, por meio tanto da realizagao de conferéncias para capacitar professores como por
meio de projetos pilotos em escolas, com temas voltados para: financas pessoais, orca-

mento, planejamento, previdéncia social, sistema financeiro, investimento, entre outros.

Esses temas farao parte, em 2022, de conferéncias e palestras da Semana Nacional
de Educacao Financeira. evento este que ja vem sendo realizado desde 2014, sendo pro-
gramada pelo Comité Nacional de Educacao Financeira (Conef) para ocorrer em diversas

cidades do pais com previsao para serem realizadas neste ano a partir de maio.

Nesse sentido, entendemos que a educagao financeira esta entre os principais temas
da atualidade para a educacao. Segundo o Ministério da Educagao, “trata-se do conjunto
de conhecimentos entendidos como essenciais para o fortalecimento da cidadania e volta-

dos para ajudar a populacio a tomar decisoes financeiras mais autonomas e conscientes”.
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Capitulo 3

A Educacao Financeira na Educacao

Basica: O que dizem as pesquisas?

Discorremos neste capitulo sobre pesquisas relacionadas a Educacdao Financeira de-
senvolvidas em ambito educacional brasileiro, buscando demonstrar o impacto de suas
concepgoes para o ensino da matemética, sobretudo voltadas para a educacao basica, as
quais favorecem a compreensao de um cenéario que denota a relevancia dessas analises

para aplicacao de seus resultados em sala de aula.

Apesar da sua importancia, a pauta da Educagao Financeira ainda ¢ pouco discutida
e estudada no Brasil, isso pode ser demonstrado a partir do estado da arte realizado
nesta pesquisa. Ficou constatado que existe uma caréncia de trabalhos que tenham esta
tematica como objeto de estudo. Essa mesma compreensao é confirmada por alguns

pesquisadores, como pode ser observado mais adiante.

A referida pesquisa foi realizada junto a Biblioteca Digital Brasileira de Teses e
Dissertagoes (BDTD), a qual integra em um tnico banco digital “[...] os sistemas de
informacao de teses e dissertacoes existentes no pafs e disponibiliza para os usuarios
um catalogo nacional de teses e dissertacoes em texto integral, possibilitando numa forma
tinica de busca e acesso a esses documentos” (BDTD, 2018). Esse sistema trabalha com as
seguintes areas: Administragao de empresas, Agroindistria, Ciéncias sociais, Economia,
Educac¢ao, Multidisciplina.

Esta biblioteca digital se constitui, atualmente, como o principal repositorio bra-
sileiro de pesquisas, criado no final do ano de 2002, e mantido pelo Instituto Brasileiro
de Informaciao em Ciéncia e Tecnologia (IBICT), que é quem o coordena, de modo a
compor de forma integrada um sistema articulado com todas as instituicoes de ensino e
pesquisa do Brasil, fomentando o registro e a publica¢ao de teses e dissertagoes em meio
eletromico. Nesse sentido, a BDTD, “[...] em parceria com as instituicoes brasileiras de
ensino e pesquisa, possibilita que a comunidade brasileira de C&T publique e difunda suas

teses e dissertacoes produzidas no Pais e no exterior, dando maior visibilidade a producao
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cientifica nacional” (BDTD, 2018).

Assim, a investigacao aqui realizada fez nm recorte temporal para que o objeto da
pesquisa nao ficasse muito extenso e por acreditar que do ano de 2010 a 2021, ano final
da realizacao deste estudo, seria plausivel para verificar como estao sendo conduzidas
as pesquisas que analisam perspectivas e concepgoes relacionadas a Educagao Financeira
em ambito escolar. Outro aspecto importante deste mapeamento consiste em eviden-
ciar os principais temas de pesquisas verificados e, como consequéncia, quais as principais
categorias e resultados que as referidas pesquisas tém demonstrado. Para tanto, foram se-
lecionados os seguintes descritores: ensino da matematica, educacao financeira e educacao

basica.

Alem disso. foram constituidos alguns questionamentos para que fossem verificados
ao longo da pesquisa, com vistas a desenvolver subsidios tedrico-metodologicos para com-
preender os percursos trilhados pela pesquisa em Educacao Matemética em interface com
a Educacao Financeira na escola. Assim, partiu-se das seguintes questoes norteadoras:
quais os temas abordados e os objetivos pautados nas pesquisas realizadas? (Que meto-
dologias foram aplicadas? Os referidos elementos serao assim trabalhados: os temas e os
objetivos serao apresentados nos quadros demonstrativos e as metodologias nas anéalises

realizadas por blocos de pesquisas, a partir da exposicao do quadro 4.

Como ja dito anteriormente, o recorte temporal foi de 2010 a 2021, cujo primeiro
mapeamento identificou um total de 95 trabalhos, sendo 83 dissertacoes de mestrado e 12
teses de doutorado, em que aparecem pelo menos um dos descritores elencados na pesquisa
inicialmente. No filtro correspondente a drea do conhecimento, observou-se que 75% dessa
quantidade concentra-se nas area das Ciéncias Exatas e da Terra: Matematica e Ensino
das Ciéncias ¢ Matemadtica, totalizando 71 trabalhos, sendo desse total 65 dissertacoes
de mestrado e 6 teses de doutorado, e a maioria esta ligada ao Conselho Nacional de
Desenvolvimento Cientifico e Tecnologico (CNPq). As demais dividem-se em outras areas
com percentuais menos significativos, voltadas para outras areas do conhecimento, como

veremos mais adiante.

Destaca-se que esse total de 95 trabalhos encontratra-se dividido nos seguintes as-
suntos: educacdo financeira, matematica financeira, matematica e educacdo, ciéncia e
tecnologia, economia, gestao publica, engenharia de eletricidade, matematica aplicada e
computacional e educacao. Para melhor compreensao da pesquisa inicial realizada, com
o objetivo de identicar onde se encontram os trabalhos que pautam os descritores aqui
referenciados e a quantidade respectiva, elaboramos um quadro para facilitar a verifica-
¢ao, em que ficon demonstrado que o repositorio que concentra a maior quantidade de
pesquisas é o da UFJF. No quadro 01, destacamos os repositorios das instituicoes em que

os trabalhos foram identificados a partir da busca avancada na BDTD.

Quadro 1:Repositorios das instituicoes em que as dissertacgoes e teses foram iden-

tificadas
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Repositério e institugao respectiva Numero de trabalhos identifi-
cados

Repositorio Institucional da UFJF 15

Biblioteca Digital de Teses e Dissertacoes da | 6

PUC-SP

Biblioteca Digital de Teses e Dissertacoes da UFG | 5

Biblioteca Digital de Teses e Dissertacoes da | 5

UFTM

Biblioteca Digital de Teses e Dissertagoes da UNI- | 5

GRANRIO

Repositorio Institucional da UNESP 5

Repositorio Institucional da UnB 4

Biblioteca Digital de Teses e Dissertacoes da | 3

UEPB

Biblioteca Digital de Teses e Dissertacoes da | 3

UFAM

Biblioteca Digital de Teses e Disserta¢oes da USP | 3

Repositorio Institucional da UFSCAR 3

Repositorio Institucional da UTFPR 3

Biblioteca Digital de Teses e Dissertacoes da | 2

UFRR

Biblioteca Digital de Teses e Dissertagoes do UNI- | 2

OESTE

Repositorio Institucional da UFC 2

Repositorio Institucional da UFOP 2

Repositorio Institucional da UFSC 2

Repositorio Institucional da UNIVATES 2

Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Disserta- | 1

coes da UEG

Biblioteca Digital de Teses e Dissertacoes FURB | 1

Biblioteca Digital de Teses e Dissertacoes da | 1

UFCG

Biblioteca Digital de Teses e Dissertacoes da | 1

UFMA

Biblioteca Digital de Teses e Dissertacoes da | 1

UFRGS

Biblioteca Digital de Teses e Dissertacoes da | 1

UFRPE
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Biblioteca Digital de Teses e Dissertacoes do | 1
UFSM

Repositorio Institucional Universidade Francis- | 1

calla

Repositorio Institucional da UFES

Repositorio Institucional da UFFS

Repositorio Institucional da UFMG

Repositorio Institucional da UFPA

Repositorio Institucional da UFPB

Repositorio Institucional da UFPE
Repositorio Institucional da UFPR

Repositorio Institucional da UFS

Repositorio Institucional da UFT
Repositorio Institucional da UNIFESP
Repositorio Institucional da UNISUL

Repositorio Institucional da Unicamp

o I S = SO S SO SIS [ T SR S S

Repositorio Institucional da Universidade Esta-

dual de Maringa

Repositorio Institucional do Centro Universitario | 1

La Salle
Repositorio Institucional do FGV 1
Total 95

Fonte: Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertagoes (BDTD).

No quadro 2, destacamos os programas de pos-graduacao que compoem a BDTD, com suas res-

pectivas dreas de ensino e a quantidade de trabalhos localizados a partir da pesquisa realizada.

Quadro 2: Programas de Pos-Graduacio que compoem a BDTD em suas repsectivas Areas de

ensino
Programas de Pas-Graduacao Niumeros de trabalhos identifi-
cados
Programa de Pés-Graduacao em Educagao Mateméatica 19

Programa de Pos-Graduacao em Ensino de Ciéncias Naturaise | 18

Matemética

Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede | 17

Nacional

Programa de Pos-Graduacio Profissional em Mateméatica — | 15
PROFMAT

Programa de Pés-Graduacao em Educagao 16
Programa de Pdos-graduacao em Matematica 2
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Programa de Mestrado em Gestdao e Avaliacio em Educacio | 1

Puiblica

Programa de Pés-Graduagio em Engenharia de Eletricidade 1
Programa de Mestrado Profissional em Gestao Publica 1
Programa de Pos Graduacao em Eduneacao Matematica e Tee- | 1
nologicas

Programa de Mestrado em Gestio Empresarial 1
Programa de Pos-Graduacdo em Matematica Aplicada e Com- | 1
putacional

Programa de Pés-Graduagao em Economia 1
Programa de Pas-Graduacao em Ednecacao Cientifica e Tecno- | 1
logica

Total 95

Fonte: Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertacoes (BDTD).

Quanto aos programas, destacamos que a maior concentracao de trabalhos encontram-se nos pro-
gramas relacionados & educacio matematica, ciéncias naturais € nos programas profissionais, juntos to-
talizando 69 pesquisas. Desse total, 32 estio ingeridos nas Pés-Graduacoes Profissionais em Matematica,
conferindo ainda uma baixa representatividade dessa temdatica junto a esses programas, confirmando
que prevalece o entendimento de que ainda é necessario realizar pesquisas sobre o tema aqui abordado,
destacamos, ainda, que esses dados estio relacionados 4 pesquisa mais geral, ou seja, nesses trabalhos
estdo presentes um dos descritores inseridos no primeiro mapeamento, sem considerar a articulacdo das

categorias de pesquisa quanto ao objeto de estudo.

A partir dessa compreensao, e para atender aos pressupostos e objetivos desta pesquisa, fol neces-
sario realizar nma nova filtragem para identificar pesquisas que estivessem trabalhando com as categorias

selecionadas inicialmente, mas que apresentassem articulagao com o mesmo objeto de estudo.

Com a consolidacao do refinamento da nova pesquisa, foram constituidos critérios de exclusao dos
trabalhos em que a educacao financeira nao estava relacionada ao ensino da matematica na educagao
basica, portanto, as pesquisas que se vinculavam ao ensino superior ou ao ensino de outra area do
conhecimento como Administracdo, Economia ou Gestao Publica on Empresarial, por exemplo, foram
excluidos, como também foram excluidas as pesquisas que, mesmo abordando as referidas categorias de
andlise em seu objeto de estudo, nao estivessem ligadas aos programas de pds-graduacio em educacao
matematica ou afins, ou seja, as pesquisas desenvolvidas nos programas de educagio nao fizeram parte

deste segundo mapeamento. Segue o resultado do refinamento apresentado no quadro 03.

Quadro 3:Resultado do segundo mapeamento, contendo os programas, institui¢oes e tipos de

pesquisa por ano

Programas de Pos-Graduagao Instituican Tipo Ano
Programa de Pds-Graduacio em Edu- | Universidade Federal de Per- | Dissertacio 2019
cacao Matematica nambuco
Pontificia Universidade Cat6- | Dissertagao 2017
lica de Sao Paulo
Universidade Federal de Juiz | Dissertagao 2017
de Fora (UF.JF)
Universidade Federal de Jniz | Dissertacao 2017

de Fora (UF.JF)

16



Capitulo 3. A Educac¢do Financeira na Educacdo Bésica: O que dizem as pesquisas?

Universidade Federal de Juiz | Dissertacéao 2014
de Fora (UF.JF)
Universidade Federal de .Juiz | Dissertagao 2013
de Fara (UFJF)
Universidade Federal de Juiz | Dissertagao 2012
de Fora (UFJF)
Universidade Federal de Ouro | Dissertacio 2014
Preto
Universidade Federal de Ouro | Dissertagao 2012
Preto
Pontificia Universidade Cat6- | Tese 2015
lica de Sao Paulo
Total 11
Programa de Pos-Graduacio em En- | Universidade  Federal de | Dissertacio 2018
sino de Ciéncias Naturais e Matema- | Santa Maria
tica
Universidade do Grande Rio | Dissertagao 2017
Universidade do Grande Rio | Dissertacido 2016
Universidade Federal de Sao | Dissertagao 2016
Carlos, Campus Sao Carlos
Total 4
Programa de Pés-Graduacao Profissi- | Universidade do Vale do Ta- | Dissertacao 2019
onal em Matematica — PROFMAT quari - Univates
Universidade Federal Rural | Dissertagao 2019
de Pernambuco
Universidade Federal do To- | Dissertagio 2018
cantins
Universidade Federal de Juiz | Dissertacao 2016
de Fara (UFJF)
Universidade Federal de Ro- | Dissertacio 2016
raima
Universidade de Brasilia Dissertacao 2015
Universidade  Federal de | Dissertacao 2015
Goias
Universidade Federal de Juiz | Dissertacio 2015
de Fora (UF.JF)
Universidade Federal de Juiz | Dissertagao 2014
de Fara (UFJF)
Universidade Estadual da Pa- | Dissertagao 2014
raiba
Universidade Federal do Rio | Dissertacio 2014
Grande do Sul
Universidade Federal de Sao | Dissertacao 2014
Carlos
Universidade  Federal de | Dissertacao 2013
Goias
Total 13
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Programa de Mestrado Profissional | Universidade Estadual Pau- | Dissertacio 2019
em Matematica em Rede Nacional lista (UNESP)
Universidade  Federal da | Dissertagao 2018
Fronteira Sul
Universidade Teenolégica Fe- | Dissertagao 2017
deral do Parand - Pato
Branco
Universidade Tecnolégica Fe- | Dissertacao 2017
deral do Parana Cornelio
Procopio
Universidade Federal do Tri- | Dissertacao 2016
angulo Mineiro
Universidade Federal do Tri- | Dissertacio 2016
angulo Mineiro
Total 6
Total Geral | 34

Fonte: Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertagoes (BDTD)

Com hase nos dados consolidados no quadro 03, podemos observar que, ao verificar a articulacao
das categorias de andlise a partir dos descritores propostos nesta pesquisa, houve uma diminuigao do
nimero de pesquisas relacionadas ao ensino da educacao financeira na educacio basica. Dos 95 trabalhos
localizados na primeira pesquisa, restaram apenas 34 depois da segunda busca, sendo 33 dissertacoes de
mestrado e uma tese de doutorado, defendidos entre os anos de 2012 e 2019. Em 2010, 2011, 2020 e 2021,
ap6s o refinamento da busca, nao foram registradas pesquisas voltadas para a referida tematica.

O Programa de Pés-Graduagio Profissional em Matematica (PROFMAT) foi o mais produtivo,
contando com um total de 13 pesquisas, sendo todas dissertacoes de mestrado. Desse total, a Universidade
Federal de Juiz de Fora foi a que mais desenvolveu estudos voltados para o ensino da matematica financeira
na educacao bésica, com um total de 03 trabalhos, entre os anos de 2014 e 2016, seguida da Universidade
Federal de Goias, com dois trabalhos, nos anos de 2013 e 2015, respectivamente. As demais universidades

que compoem o referido programa contaram com apenas um trabalho cada.

Com quase a mesma produtividade, o Programa de Pos-Graduac¢do em Educacao Matematica
apresentou um total de 11 trabalhos, sendo 10 dissertacoes de mestrado e uma tese de doutorado. Desse
total, a Universidade Federal de Juiz de Fora (UFJF) contou com & trabalhos defendidos entre os anos
de 2012 e 2017, 2 deles neste ano, sem registro no ano de 2015 e 2016. A Universidade Federal de Oura
Preto apresentou 2 trabalhos, em 2012 e 2014 respectivamente, e a Pontificia Universidade Catélica de
Sao Paulo também apresentou 2 trabalhos, um em 2015 e o outro em 2017, sendo o primeiro uma tese de
doutorado e o segundo uma dissertacao de mestrado. As demais universidades que compoem o referido

programa contaram com apenas um trabalho cada.

Na sequéncia, vem o Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional com
06 e o Programa de Pés-Graduacio em Ensino de Ciéncias Naturais e Matemética com 04 trabalhos,
todos os trabalhos sao dissertacoes de mestrado. O primeiro, contou com as seguintes universidades:
Universidade Estadual Paulista (UNESP), com um trabalho defendido em 2019; Universidade Federal
da Fronteira Sul, com um trabalho defendido em 2018; Universidade Tecnoldgica Federal do Parané -
Pato Branco, com um trabalho defendido em 2017; Universidade Tecnologica Federal do Parana Cornelio
Procopio, com um trabalho defendido em 2017; Universidade Federal do Tridngulo Mineiro, com um

trabalho defendido em 2016 e a Universidade Federal do Triangulo Mineiro, com um trabalho defendido
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em 2015. O segundo e tltimo programa contou com as seguintes universidades: Universidade Federal
de Santa Maria, com um trabalho defendido em 2018; Universidade do Grande Rio, com dois trabalhos
defendidos em 2016 e 2017 respectivamente; e a Universidade Federal de Sao Carlos, Campus Sao Carlos,
com um trabalho defendido em 2016.

A andlise seguinte constitui-se na verificagiao das teméaticas e dos objetivos desenvolvidos nas pes-
quisas. Para tanto, elas foram organizadas em quatro blocos, mantendo a mesma estrutura esquematica
ja desenvolvida no quadro 03, com destaque para a universidade, autor, tema trabalhado e investigacio
desenvolvida pelos autores por ano, para que possamos compreender como os referidos pesquisadores
empreenderam seus estudos e a metodologia trabalhada por eles. Desse modo, trabalharemos os blocos

em separado para uma melhor visualizagao dos elementos.

No quadro 04, apresentaremos o primeiro bloco dos trabalhos que compoem o Programa de Pos-
Graduacio em Educag¢io Matematica.

Quadro 04 - Temas e objetivos das pesquisas do Programa de Pés-Graduagao em Educagio

Matematica
1-Programa de Pos-Graduacao em Educacao Matematica
Instituicio Tipo | Autor Titulo do trabalho Objetivo do trabalho Ano
Universidade D Melo, Da- | Educacao financeira | Compreender possibilida- | 2019
Federal de nilo Pon- | e matemética finan- | des de abordagem da
Pernambuco tual de ceira: compreen- | Educagido Financeira (EF)
dendo possibilidades | de forma relacionada com
a partir de um grupo | a Mateméatica Financeira
de estudo com pro- | (MF), a partir de um
fessores do ensino | grupo de estudo com pro-
médio fessores de Matematica no
Ensino Médio.
Universidade D Rocha, O Ensino da Mate- | Trazer uma metodologia | 2018
Federal do Mar- mética Financeira na | nova para  processo de
Amazonas celo Luiz | Educaciao Basica so- | ensino-aprendizagem para
Lopes mada a aonhecimen- | o estudo da matema-
tos bancarios e finan- | tica financeira idealizando
ceiros na vida pes- | uma maior aproximagao
soal e profissional do aluno ao tema.
Pontificia D Trindade, | A educacio finan- | Analisar a abordagem | 2017
Universidade Lilian ceira nos anos finais | dessa tematica nos anos
Catélica de Sao Brazile da educagio basica: | finais da Educacao Bésica,
Paulo uma andlise na pers- | mediante as orientagoes
pectiva do livro dida- | dos documentos oficiais,
tico clencando a Organizacio
Matematica e Didatica
apresentadas  no  Livro
Didético.
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Universidade
Federal de Juiz
de Fora (UFJF)

Santos,
Leandro
Gongalves

dos

Educacao financeira
e educacido matema-
tica: inflagao  de
preco no ensino meé-
dio

Tnvestigar o processo de
producio de tarefas sobre
infla¢ao de pregos, criadas
com o objetivo de estimu-
lar a producio de signi-
ficados dos estudantes do
FEnsino Meédio para este

tema.

2017

Universidade
Federal de Juiz
de Fora (UFJF)

Silva,
Vivian
Helena
Brion da
Costa

Educacao financeira
escolar: os riscos e as
armadilhas presentes
no comércio, na soci-
edade de consumido-
res

Desenvolver um conjunto
de tarefas para a sala de
aula do Ensino Médio com
a finalidade de ensinar so-
bre os riscos e as armadi-
lhas presentes no comércio
com o propésito de esti-
mular o consumo das pes-
soas, a partir de ciladas in-
tencionalmente colocadas
para o consumidor.

2017

Universidade
Federal de Juiz
de Fora (UFJF)

Gravina,
Raquel
Carvalho

Educac¢ao financeira
escolar:  orcamento

familiar

Investigar a producao de
significados de estudantes
para tarefas de Educaciao
Financeira, perante as si-
tuagoes problemas volta-
das a tematica Orcamento

Familiar.

2014

Universidade
Federal de Juiz
de Fora (UFJF)

" Universidade
Federal de Juiz
de Fora (UFJF)

Losano,
Luciana
Aparecida
Borges

Campos,

Marcelo

Bergamini

Design de tarefas de
educagao financeira
para o 62 ano do en-
sino fundamental

Educacao financeira
na matematica do
ensino fundamental:
uma anilise da pro-

ducao de significados

Elaborar tarefas de Edu-
cacao Financeira para o 62
ano do Ensino Fundamen-
tal e analisd-las conforme
o Modelo dos Campos Se-

ménticos.

Investigar a producdo de

significados de estudantes
para tarefas de Educacio
Financeira.

2013

2012

Universidade
Federal de
Quro Preto

Moreira,
Flavia
Marcia

Cruz

Cenarios para inves-
tigacio como am-
biente de aprendi-
zagem no contexto
da matemética H-

nanceira

Analisar as contribuicoes
de uma proposta de ensino
baseada nos cendrios para
investigacio coma ambi-
ente para (re)construgao
e desenvolvimento de con-
ceitos e procedimentos de
Matematica Financeira no
92 ano do Ensino Funda-

mental.

2014
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Universidade Sousa, Lu- | Resolucdo de pro- | Investigar as potencialida- | 2012
Federal de ciene de blemas e simulacoes: | des e os limites de se im-
Ouro Preto investigando poten- | plementar uma proposta

cialidades e limites | de atividades de Educacio

de uma proposta de | Financeira, inserida num

educagao financeira | contexto de Educacao Ma-

para alunos do en- | tematica.

sino médio de uma

escola da rede pri-

vada de Belo Hori-

zonte (MG)
Pontificia Teixeira, Um estudo diagnds- | Averignar o letramento fi- | 2015
Universidade James tico sobre a percep- | nanceiro dos professores
Catolica de Sao cio da relacdo en- | que ministram aulas de
Paulo tre educacio finan- | matemética financeira no

ceira e Matematica | Ensino Médio.

Financeira

Fonte: Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertagdes (BDTD)
* D-Dissertacio
** T-Tese

A partir das leituras dos resumos, que consiste na fase exploratéria do processo de verifica¢io dos
trabalhos para identificacio das categorias e dos elementos constituidos na pesquisa, ficou constatado
que os pesquisadores tinham a pretensio de contribnir com a construcao de subsidios gque favorecessem
0 ensino da mateméatica financeira com vistas a facilitar a compreensdo dos alunos da educacdo basica
acerca das concepcoes e diretrizes que fundamentam a tematica. Nesse sentido, das pesquisas elencadas,
vamos abordar inicialmente os trabalhos de Santos (2017), Silva (2017), Gravina (2014), Losano (2013)
e Campos (2012) visto que foram desenvolvidos pela mesma universidade e que compartilharam dos
mesmos elementos de pesquisa.

Nesses cinco trabalhos — em que os trés primeiros foram produzidos em anos subsequentes (2012,
2013 e 2014), com um intervalo de dois anos para a producio dos dois ultimos em 2017 —, encontramos
uma categoria de estudo muito interessante que é a “produgio de significado”, tendo como base teérica
o Modelo dos Campos Seméanticos, de modo que o interesse principal dos investigadores era verificar
quais 08 conceitos que os sujeitos da pesquisa produzem acerca da matematica financeira e como esse

conhecimento pode contribuir para melhorar o ensino em sala de aula.

Assim, nota-se que é recorrente esse objeto de pesquisa na Universidade Federal de Juiz de Fora
(UFJF), visto que os cinco trabalhos sao da mesma universidade. Nesse sentido, em 2012, foi produzido
o primeiro trabalho com este objeto de analise, tendo como autor Marcelo Bergamini Campos (2012),
com a tematica “Educacio financeira na matemética do ensino fundamental: uma anélise da producao de
significados”, o qual é parte de uma proposta de inser¢ao da Educacao Financeira como tema transversal
ao curriculo de Matematica da Educacdo Béasica. A investigacdo se caracteriza por uma abordagem
qualitativa e adota como base tedrica o Modelo dos Campos Seméanticos como possibilidade de analise da
produgao de significados dos estudantes para as tarefas propostas. A pesquisa de campo aconteceu em
uma. escola piiblica e seu principal objetivo era a producao de tarefas sobre o tema para uso em sala de

aula do 62 ano do ensino fundamental, cujo produto educacional resultante do estudo constituiu-se num
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texto direcionado a professores de matematica, apresentando o conjunto de tarefas utilizadas na pesquisa

de campo, numa proposta de inser¢ao da Educacao Financeira na formagao matematica dos estudantes.

No ano de 2013, foi a vez da pesquisadora Luciana Aparecida Borges Losano, com o trabalho
intitulado “Design de tarefas de educacio financeira para o 62 ano do ensino fundamental”, caracterizado
pela abordagem qualitativa que também toma como base tedrica o Modelo dos Campos Semanticos.
Observa-se que o objetivo de Losano (2013) converge com o de Campos (2012), pois ambos tinham a
pretensio de analisar o impacto da elaboragio de tarefas de Educacio Financeira com estudantes do 62
ano do Ensino Fundamental por meio da mesma metodologia de elaboracao de material didatico para
aplicacao em sala de aula, sendo este o produto educacional deste tiltimo pesquisador, como parte de
uma proposta de inser¢ao da Educagao Financeira como tema transversal no curriculo de Matematica da
Educac¢do Basica. O itinerdrio metodolégico das duas pesquisas pautou-se na aplicacdo de um conjunto
de tarefas com alunos de 6 ano do ensino fundamental.

Em 2014, Raquel Carvalho Gravina, com o trabalho intitulado “Educacio financeira escolar: orca-
mento familiar”, investigou a produgao de significados de estudantes para tarefas de Educagao Financeira,
tendo camo base as situagdes problemas voltadas A teméatica “Or¢amento Familiar”. Esta pesquisa com-
partilha da mesma proposta dos dois trabalhos anteriores que € a insercio da Educacio Financeira como
tema transversal ao curriculo de Matemaética da Educacio Basica. Outra caracteristica que se assemelha
aos estudos anteriores é o uso da abordagem qualitativa e do Modelo dos Campos Seméanticos como pos-
sibilidade de analise da producao de significados dos estudantes para as tarefas propostas. No entanto, o
tema desta direciona-se ao orgamento familiar para uso em sala de aula do Ensino Fundamental. O pro-
duto educacional resultante deste estudo constituiu-se num texto direcionado a professores de matematica
apresentando o conjunto de tarefas utilizadas na pesquisa de campo.

0 quarto trabalho envolvendo a categoria citada fai o do pesquisador Leandro Gongalves dos Santos
(2017), com o tema “Educacao financeira e educagao matematica: inflagio de preco no ensino média”,
por meio do qual buscou desenvolver uma investigacao que estimulasse a produgao de significados dos
estudantes do Ensino Médio a partir de tarefas sobre inflacio de precos. A metodologia utilizada pelo
pesquisador também teve como base a pesquisa de campo a partir da abordagem qualitativa empreendida
em uma escola ptublica estadual. Da mesma forma que os anteriores, Santos (2017) desenvolveu a producao
de significados dos sujeitos e a elaboracao de material didatico das tarefas referenciadas teoricamente
pelo Modelo dos Campos Seménticos, sendo este o produto educacional para uso em salas de aula de

Matematica da Educacio Basica.

O 1ltimo trabalho deste bloco relacionado & Universidade Federal de Juiz de Fora (UFJF), produ-
zido ainda em 2017, foi o da pesquisadora Vivian Helena Brion da Costa Silva, com o tema “Educacio
financeira escolar: os riscos e as armadilhas presentes no comércio, na sociedade de consumidores”, tendo
como objetivo investigar a produgio de um conjunto de tarefas, referenciadas teoricamente, sobre os
riscos e as armadilhas presentes no comércio, influenciando o consumismo das pessoas na sociedade de
consumidores. A pesquisa caracterizou-se como qualitativa e de campo. As tarefas foram fundamentadas
teoricamente a partir do Modelo dos Campos Semanticos, pela concepgao de consumismo e sociedade de
consumidores e pela proposta de educacio financeira escolar. O conjunto de tarefas produzido e a ex-
periéncia transformada em informacao para atividades de ensino resultaram em um produto educacional

para uso dos professores da educacio basica.

A Universidade Federal de Ouro Preto produziu dois trabalhos — um em 2012 e outro em 2014.
() primeiro de Luciene de Sousa, intitulado “Resolugao de problemas e simulages: investigando poten-
cialidades e limites de uma proposta de educacio financeira para alunos do ensino médio de uma escola
da rede privada de Belo Horizonte (MG). O estudo envolveu a utilizacio da metodologia de resolugio de
problemas e de atividades de pesquisa e de simulaciao por meio de aplicativos da internet. Os instrumen-
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tos de coleta de dados consistiram de observac¢des que foram registradas num diirio de campo, do Test de
Alfabetizacion Econémica para adultos (TAE-A), de uma entrevista, de um questionério e das atividades
escritas que foram feitas pelos alunos. A analise, de abordagem qualitativa, tomou como referéncia os
documentos oficiais que norteiam a educacio basica brasileira, para a identificacao de potencialidades e
limites da proposta desenvolvida, e avaliou os didlogos e interagdes estabelecidos entre todos os parti-
cipantes durante esse processo. Apresentou como produto educacional um livreto no qual constam as
principais ideias tedricas e as atividades que foram desenvolvidas e aplicadas no decorrer da pesquisa.

No ano de 2014, Flavia Marcia Cruz Moreira desenvolveu junfo a mesma universidade a pesquisa
com o tema “Cenarios para investigacao como ambiente de aprendizagem no contexto da matematica
financeira”, cujo objetivo foi analisar as contribui¢oes de uma proposta de ensino baseada nos cendrios
para investigacio como ambiente para (re)construcao e desenvolvimento de conceitos e procedimentos de
Matematica Financeira no 92 ano do ensino fundamental. A pesquisa utilizou a abordagem qualitativa
e como estratégia pratica atividades que relacionam a Matematica Financeira com situagoes comuns da
realidade, como financiamentos, promocoes e interpretacao de informagoes apresentadas em reportagens
e produtos alimenticios. Participaram da investiga¢ao 28 alunos do 92 ano do Ensino Fundamental de
uma Escola Estadual em Belo Horizonte — MG. Na coleta de dados foram utilizados trés instrumentos
metodologicos: gravagdo em dudio, relatério da participa¢do dos alunos e grupo focal e como produto
educacional foi gerado um livreto com uma proposta de ensino detalhada para orientar professores da
escola basica.

Na sequéncia, temos as demais pesquisas, as quais também utilizaram estratégias metodoldgicas
interessantes como a de Lilian Brazile Trindade, realizada em 2017 pela Pontificia Universidade Catdlica
de Sao Paulo, com o tema “A educacio financeira nos anos finais da educacao basica: uma andlise na
perspectiva do livro didatico”, cujo objetivo foi analisar a educagao financeira nos anos finais da educagao
bisica, mediante as orientagoes dos documentos oficiais, elencando a Organizagio Matemética e Didatiea
apresentadas no Livro Didatico. A andlise foi subdividida em quatro etapas metodologicas, em que
a primeira e a segunda relacionaram-se 4 quantificacao e andlise dos critérios estabelecidos com base
no Decreto Federal 7.397/2010, contemplando assuntos norteadores pertinentes a educac¢ao financeira,
a terceira etapa apresentou a andlise da organiza¢do matemética por meio da Teoria Antropologica da
Didatico e, por nltimo, a andlise da Organizacgao Didatica da colegao, a luz do Eixo Tridimensional
Hipotético. Verificou-se a anséncia da abordagem de contendos referentes & Educacao Financeira nos
Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio e, que os exercicios analisados seguiram uma linha
tecnicista, na qual o aluno fica restrito as resolugoes por meio de substituigoes e aplicagoes de formulas, de
uma forma mecanica, sem qualquer tipo de reflexao ou criticidade quanto a tomada de decisao relacionadas
a situacoes de sua realidade.

Em 2018, Marcelo Luiz Lopes Rocha (2018), na Universidade Federal do Amazonas, desenvolveu a
pesquisa com o tema : O Ensino da Matemética Financeira na Educacao Bésica somada a conhecimentos
bancarios e financeiros na vida pessoal e profissional”, 0 qual ressalta a necessidade “|...] que as pessoas
comuns tém para a aplicacio dos conceitos de matematica financeira, observando especialmente o jovem
colegial a fim de produzir um conhecimento que o acompanhe pelos anos futuros”, ou seja, o pesquisador
chama a atencdo para a aplicagdo dos conhecimentos relacionados & matemética financeira na vida coti-
diana das pessoas, cujo contato e aprofundamento deve ser desenvolvido pela escola ainda no colegial, o
qual subsidiard o estudante nos anos posteriores. A metodologia utilizada buscou produzir praticas com
alunos do 12 ano do ensino médio, a partir de exemplos teméaticos com diferentes graus de dificuldade,
contextualizando com a evolucao histérica do tema e conceituando aguilo que ha de fundamental no

mundo financeiro.

O pesquisador Danilo Pontual de Melo, em 2019, pela Universidade Federal de Pernambuco, apre-
sentou o estudo “Educacio financeira ¢ matemética financeira: compreendendo possibilidades a partir de
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um grupo de estudo com professores do ensino médio”, com o objetivo de compreender possibilidades de
abordagem da Educacao Financeira (EF) de forma relacionada com a Matematica Financeira (MF), a
partir de um grupo de estudo com professores de Matematica no Ensino Médio. A pesquisa tem natureza
qualitativa, contou com a participacao de dois professores de Matematica no Ensino Médio. O pesquisa-
dor afirmou com base em suas analises que a EF é um dos temas transversais ao curriculo da educagao
bésica, sendo assim, deve perpassar por toda a formacao basica do estudante, a qual deve ser abordada
a partir de uma lente multidisciplinar, a qual possui uma dimensiao muito maior de discussao para além

do campo matemético.

E para concluir as pesquisas apontadas no Programa de Pés-Graduacao em Educacao Matema-
tica, temos a finica tese de doutorado realizada pelo pesquisador James Teixeira, em 2015, pela Pontificia
Universidade Catoélica de Sao Paulo, com o tema “Um estudo diagnostico sobre a percepcao da relagido
entre educagao financeira e Matematica Financeira”, cujo objetivo é averiguar o letramento financeiro
dos professores que ministram aulas de matemaética financeira no Ensino Médio. A hipdtese levantada na
investigacao foi a de que a educacao financeira 86 pode ser ensinada nas escolas por meio de um corpo do-
cente devidamente letrado financeiramente. Ele defende que a educagao financeira é fundamental para que
o cidadao aprenda a importancia das financas no sen cotidiano e possa usar racionalmente seus recursos
para obter e melhorar a qualidade de vida. Afirma ainda que a familia e a escola sdo importantes aliadas
na constru¢ao de novos padrdes comportamentais na formagao das novas geragoes. Para desenvolvimento
do trabalho, foi realizada uma pesquisa de campo envolvendo 30 questoes, aplicada a um grupo de 161
professores que ministram a disciplina de matemaética, abordando, portanto, a matematica financeira, em
diferentes cidades do Estado de Sao Paulo. A metodologia utilizada foi a Analise Estatistica Tmplicativa
(ASI).

Desse modo, como pode ser verificado, no Programa de Pés-Graduacao em Educacao Matematica,
as pesquisas convergem no sentido de buscarem estimular o interesse dos estudantes da educacgao basica
pela matematica financeira, associando teoria e pratica. Quanto aos aspectos metodoldgicos, todas as
pesquisas utilizaram a abordagem qualitativa e a maioria selecionou como campus a escola piiblica para
o desenvolvimento da investigacido. Do total, somente Sousa (2012) realizou a pesquisa em uma escola
da rede privada. Qutro fator importante foi a utilizacido do “Modelo dos Campos Semanticos” para a
producao de conceitos elaborados pelos sujetos envolvidos na pesqgnisa durante a realizacio das tarefas,
visto que esse método favorece a producgio empirica do conhecimento, uma vez que possibilita uma
maior interacdo entre pesquisador e sujeitos da pesquisa. Das 11 pesquisas, 7 apresentaram os produtos
educacionais que consistiu basicamente em material didatico direcionado aos professores da disciplina,
livretos contendo as principais praticas desenvolvidas e textos direcionados aos docentes; as demais nio

fizeram mencao ao produto de suas pesquisas.

No quadro 05, apresentaremos o segundo bloco dos trabalhos que compéem o Programa de Pos-
Graduacio em Ensino de Ciéncias Naturais e Matemaética.
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Quadro 05 - Temas e objetivos das pesquisas do Programa de Pés-Graduacio em Ensino de
Ciéncias Naturais e Matemdtica
2 - Programa de Pés-Graduaciao em Ensino de Ciéncias Naturais e Matematica
Instituicio Tipo | Autor Titulo do trabalho Objetivo do trabalho Anao
Universidade D Almansa, Inflacio sob a pers- | Analisar entendimentos ma- | 2018
Federal de Suziane pectiva da educagdo | teméticos ¢ ndo matemdti-
Santa Maria Dias financeira escolar nos | cos a partir dos registros de
anos finais do ensino | representacio semidtica mo-
fundamental bilizados por alunos do 92
Ano do Ensino Fundamen-
tal ao desenvolverem tarefas
que envolvam a nocao de in-
flacao.
Universidade D bantem, . E(ium(;fi{] financeira | Incentivar os alunos a te- | 2017
do Grande Rio Lueciana e consumo Cconsci- | rem um consumo mais cons-
Troca ente: tarefas didati- | ciente.
cas nos ancs iniciais
do ensino fundamen-
tal
Universidade D Silva, Cendrios para inves- | Averiguar como a criagio | 2016
do Grande Rio Roberto tigagao de temas de | de cenarios para investiga-
Mendonca | educacao financeira | cao de temas de Educa-
da em uma escola pi- | ¢do Financeira, influenciam
blica de Duque de | a aprendizagem, apoiam o
Caxias desenvolvimento da cidada-
nia € promovem, a reflexio,
o dialogo e a descoberta
Universidade D Oliveira, Atividades de Ma- | Desenvolver uma proposta | 2016
Federal de Sao Juliana teméatica Financeira | sobre a pritica dentro das
Carlos,Campus Bauer de por meio de apren- | aulas de vivéncias de edu-
Sao Carlos dizagem coletiva nos | cagao financeira, como parte
anos finais do ensino | do projeto pedagogico para
fundamental uma educacio de tempo in-
tegral da rede SESI - SP.

Fonte: Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertacoes (BDTD)

* D-Dissertagao

** T-Tese

Considerando o recorte temporal de 2010 a 2021 realizado nesta pesquisa, localizamos apenas

quatro trabalhos no Programa de Pés-Graduagio em Ensino de Ciéncias Naturais e Mateméatica, sendo

que dois deles foram desenvolvidos na Universidade do Grande Rio, nos anos de 2016 e 2017, um na

Universidade Federal de Santa Maria, em 2018, e outro na Universidade Federal de Sao Carlos Campus

Sao Carlos, em 2016. s objetos de estudo deste programa nao divergem daqueles apresentados no

programa analisado anteriormente.

A primeira pesquisa realizada na Universidade do Grande Rio, em 2016, foi empreendida por

Roberto Mendonca da Silva, com o tema “Cenarios para investigacio de temas de educacio financeira
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em uma escola piblica de Duque de Caxias”, a qual, segundo o autor, foi fruto de questionamentos
referentes a qualidade de comunicacao e aprendizagem e buscou averiguar como a criacao de cenérios
para investigacao de temas de Educacao Financeira influencia a aprendizagem. Para tanto, foi aplicado
o Modelo de Cooperacio Investigativa de Alro e Skovemose (2006). O campo empirico foi nma escola
pablica da rede municipal de ensino, cujos dados foram coletados a partir de observagoes e entrevistas
com trinta sujeitos que compuseram o universo do estudo. O pesquisador defendeu a ideia de que é
possivel romper com a linearidade dos pré-requisitos no ensino das disciplinas escolares, podendo ser uma

alternativa de tema nas discussoes para a Base Nacional Comum Curricular.

A segunda, feita por Luciana Troca Dantas, em 2017, com o tema “Educacio financeira e consumo
consciente: tarefas didaticas nos anos iniciais do ensino fundamental”, tendo como objetivo incentivar os
alunos a terem um consumo mais consciente, refletindo sobre mudancas de atitude em relacio ao meio
em que eles vivem; elaborar uma sequéncia didatica que venha aprimorar a pratica educativa e construir
um produto educacional, partindo da hipdtese de que o trabalho com Educagao Financeira deve ter
inicio desde o Ensino Fundamental, fazendo com que atitudes a longo prazo possam ser mais efetivas em
relacao aos habitos de consumo. A metodologia de pesquisa empregada ¢ a Engenharia Didatica, sendo
assim, foi construida uma Sequéncia Didatica com os alunos. realizada em encontros semanais, buscando
uma perspectiva mais hidica no trabalho em questio, através de fabulas, videos, discussdes, desenhos,
entrevistas, dentre outros, sendo sua descrigio fundamentada a luz da Teoria das Situagoes Didéticas,
que apresenta como pressuposto o fato de o aluno tomar decisaes satisfatdrias, além de coloci-las em
prética, no seu dia a dia. Desse modo, teve como produto educacional um livreto infantil, intitulado
“Posso comprar?”, atuando como um madterial didatico de apoio ao aluno e ao professor.

A pesquisa realizada por Juliana Bauer de Oliveira, em 2016, pela Universidade Federal de Sao
Carlos, era parte do projeto pedagogico para uma educagao de tempo integral da rede SESI - SP, com
foco no rompimento da visao do curriculo fragmentado, objetivando produzir orientacoes curriculares que
visam & integracao dos componentes de um curriculo basico com uma parte diversificada. Esta pesquisa
envolveu cento e setenta e seis alunos em aulas gque ocorriam no periodo da manha e da tarde nas turmas
de 82 ¢ 99 anog. Para propor uma préitica diferenciada, utilizou atividades de matematica financeira
por meio de aprendizagem coletiva em nivel de Ensino Fundamental, levando ao contexto dos jovens, o
trato com o dinheiro, a sua relagao com o consumo, a influéncia desse consumo nas realizagoes futuras, e
também a importancia do planejamento pessoal e familiar. As atividades foram planejadas atreladas ao
estudo de nimeros racionais fracionarios e decimais, porcentagens, proporcionalidade, além de trabalhar

conceitos da drea de grandezas e medidas.

Por fim, a pesquisa realizada por Suziane Dias Almansa, em 2018, com o tema “Inflagao sob a
perspectiva da educagao financeira escolar nos anos finais do ensino fundamental”, objetivon analisar en-
tendimentos mateméticos e ndo matematicos a partir dos registros de representacio semidtica mobilizados
por alunos do 92 Ano do Ensino Fundamental ao desenvolverem tarefas que envolvam a nocio de inflagio.
Para tanto, fundamentou-se nos pressupostos da Educaciio Financeira Escolar, enfatizando as dimensdes
Social, Familiar e Pessoal, assim como os eixos tematicos: I - Nocoes basicas de financas e economia, II-
Financas pessoal e familiar, 11T - As oportunidades, os riscos e as armadilhas na gestao do dinheiro numa
sociedade de consumo; e IV - As dimensdes sociais, econdmicas, politicas, eulturais e psicologicas que
envolvem a Educacio Financeira. Além dos registros de representacao semidtica de Duval (2012). Na
perspectiva metodologica, foram adotados os pressupostos da pesquisa qualitativa, seguindo principios
da andlise de contetdo e tomou como fonte de produgao de dados uma sequéncia didatica composta por
seis tarefas.

Como pode ser constatado, as quatro pesquisas utilizaram a escola piablica como campus, a partir
da abordagem qualitativa, com o uso do modelo de cooperacan investigativa, de sequéncia didatica, de

praticas diferenciadas e de registros de representagio semiotica, respectivamente, Somente uma delas, a
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de Dantas (2017), apresentou um produto educacional — um livreto infantil, intitulado “Posso comprar?”,

atuando como um material didatico de apoio ao aluno e ao professor, as demais nao fizeram referéncia

a nenhum tipo de produto educacional. No guadro 06, aprentaremos o terceiro bloco dos trabalhos que

compaem o Programa de Pos-Graduacgio Profissional em Matematica (PROFMAT).

Quadro 06 — Temas e objetivos das pesquisas do Programa de Pds-Graduagao Profissional em
Matematica (PROFMAT)

Programa de Pos-Graduacao Profissional em Matematica (PROFMAT)

Instituicao

Tipo

Autor

Titulo do trabalho

Objetivo do tra-
balho

Ano

Universidade
do Vale do
Taquari -
Univates

D

Schneider,

Tcharles

Educagio financeira:
cam
de 19

ano do Ensino Médio

investigacao
uma turma
par meio de praticas

colaborativas

Investigar como
oportunizar 0
Processo de
tomada de
decisoes  finan-
ceiras de acordo
com  suas  re-
ais condigoes
e  prioridades,
harmonizando

desejos e ne-
cessidades an
planejamento

financeiro.

2019

Universidade

do Vale do
Taquari -
Univates

Schneider,
Tcharles

Eduecacio financeira:
cam
de 19

ano do Ensino Médio

investigacao
uma turma

par meio de praticas
colaborativas

Investigar como
oportunizar o
processo de
tomada de
decisoes  finan-
ceiras de acordo
com  suas  re-
ais condicoes
e  prioridades,
harmonizando

desejos e  ne-
cessidades ao
planejamento

financeiro.

2019

Universidade
Federal do
Tocantins

Silva,
Gisely
Fernandes
e

A matematica finan-
ceira para além da
escola

Realizar um
estudo sobre
a  abordagem
dos assuntos
Matematica

Financeira e
Educacao Fi-

nanceira na

Educacio  Ba-

sica.

2018
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Universidade Soares, Uma proposta de ati- | Estimular o | 2016
Federal de Juiz Fernando | vidades para o en- | aluno para o
de Fora (UFJF) José sino da matemética | aprendizado
financeira na educa- | mais prazeroso
can basica e real por meio
da matemética
financeira, pre-
sente  em seu
cotidiano.
Universidade Castro, Matemética  finan- | Orientar os dis- | 2016
Federal de Héwerton | ceira com abordagem | centes do ensino
Roraima Alves em educacao finan- | médio sobre
Martins ceira para O ensino | como  investir,
de médio financiar e acima
de tudo, conhe-
cer os fundos de
investimentos
mais usados em
10880 pais.
Universidade Ferreira, Matematica finan- | Fazer com que | 2015
de Brasilia Turi de | ceira na educacdo | o aluno seja ca-
Souza bésica: um novo | paz de aplicar
Simoes olhar o conhecimento
em seu cotidiano
de forma consci-
ente e critica.
Universidade Andreatini | A  matematica da | Promover wuma | 2015
Federal de Neto, educacao financeira reflexao  acerca
(zoids Alessan- das  potenciais
dro interfaces di-
daticas entre

a educacio fi-
nanceira e os
contendos de
matematica

abordados  no
meédio

através de um

ensino

curso de eduea-

¢ao financeira.
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srande do Sul

neider Ri-

vero

Meédio: um jogo para

simulacio

na Vida”, que
tem como obje-
tivo  contribuir
para compreen-
sao da Educacao
Financeira.

Universidade Bolotari, Alunos competentes, | Desenvolver 2015
Federal de Juiz Marcia, consumidores cons- | competéncias
de Fora (UFJF) Maria cientes: uma pro- | que tornem os
Azzi posta para o en- | discentes mais
sino da matematica | participativos e
financeira na educa- | criticos quanto
¢ao hasica ao modo como
a  Matemaitica
Financeira atua
em suas vidas.
Universidade Rezende, Ensino da matema- | Ampliar o | 2014
Federal de Juiz Renato tica financeira na | estudo da
de Fora (UFJF) Afonso educacio basica mateméatica
financeira no en-
sino médio sem
que  fenhamos
que  aumentar
o contendo ja
tao extenso
do curriculo
minimo.
Universidade Santos Uma proposta de | Propor uma | 2014
Estadual da Filho, aplicacao da Mate- | estratégia de
Paraiba Wilson matica  Financeira | abordagem da
Luiz dos no Ensino Médio Matemética Fi-
nanceira capaz
de tornar mais
significativo
aos alunos do
Ensino  Médio
este tema.
Universidade Jover, Re- | Matemética  finan- | Desenvolver o | 2014
Federal do Rio nato Sch- | ceira  no  Ensino | jogo “Investindo
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Universidade D Tamido, Um novo olhar para | Apresentar a | 2014

Federal de Sao Fabio a matematica finan- | idealizacao

Carlos Carlos ceira no ensino mé- | aplicacao de
Badanai dio uma  sequéncia

didatica, emba-
sada na Otica da
Engenharia  Di-
datica, wvisando
uma aprendiza-
gem significativa
da  Matematica
Financeira  no
Ensino  Meédio,
com situacoes-
problema  con-
textualizadas,

uso de caleula-
dora cientifica,
planilhas eletra-
nicas e softwares

computacionais.

Universidade D Santos, O ensino da mate- | Demonstrar 2013
Federal de Paulo matica financeira no | aplicagées  das
Goias Cesar contexto do Instituto | rotinas comerci-
Feracioli Federal de Educagio, | ais e bancarias,
dos Ciéncia e Tecnologia | utilizando para

do Triangulo Mineiro | isso uma lingua-
- Campus Paracatu | gem  acessivel
pautada na
construgdo  dos
procedimentos
matematicos
adequados a
cada  situacio,
e estimular uso
de calculadoras
cientificas e de
planilhas ele-
tronicas com o8

alunos

Fonte: Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertacoes (BDTD)
* D-Dissertagao
** T-Tese

Consideramaos este grupo o mais produtivo em razao da quantidade de pesquisas aqui empreen-

didas, somando 13 no total, as quais versaram basicamente sobre o ensino da matemética financeira
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com utilizacdo de sequéncias didaticas, uso de planilhas eletronicas e de outras estratégias metodologicas
com vistas ao desenvolvimento de competéncias que tornem os discentes mais participativos nas aulas.
Neste programa, nao tivemos trabalhos entre os anos de 2010 a 2012. Em comparaciao com o primeiro
bloco, que também apresenton uma quantidade considerivel de pesquisas, verificamos que o Programa
de Pés-Graduagao Profissional em Matematica (PROFMAT), observando o recorte temporal aqui de-
finido, s6 iniciou as investigaches voltadas para matemadtica financeira um ano depois do Programa de
Pés-Graduacio em Educagio Matematica. Ou seja, somente em 2013, na Universidade Federal de Goias,
tivemos pesquisa voltada para a tematica em pauta, realizada por Paulo Cesar Feracioli dos Santos, com
o tema “O ensino da matemética financeira no contexto do Instituto Federal de Edueacao, Ciéncia e
Tecnologia do Triangulo Mineiro - Campus Paracatu”.

A pesquisa supracitada trabalhou com estudantes dos cursos técnicos integrados ao ensino médio.
os quais foram convidados a responder perguntas em relacdo & matemética financeira, o que subsidiou
a abordagem de temas que conduziram a importantes aplicagoes nas rotinas comerciais e bancarias,
utilizando para isso uma linguagem acessivel pautada na construcao dos procedimentos matematicos
adequados a cada situacao, e como suporte fol sugerido o uso de calculadoras cientificas e de planilhas

eletronicas.

Negsa mesma universidade, no ano de 2015, foi localizada a segunda pesquisa com o mesmo objeto
de estudo, feita por Alessandro Andreatini Neto, com o tema “A matematica da educacio financeira”, cujo
objetivo era promover uma reflexao acerca das potenciais interfaces didaticas entre a educacao financeira
e os contendos de matematica abordados no ensino médio por meio de um curso de educagao financeira,
que constituiu o produto educacional desta pesquisa, com o uso de uma ferramenta para organizar e
classificar os gastos de maneira sistematica. Em seguida, foram abordadas as operagoes financeiras de
crédito como cheque especial, o crédito direto ao consumidor e a antecipacao de décimo terceiro salario.
E, por fim, a caderneta de poupanga e o recibo de depdsito bancario, que sao as aplicagoes de renda fixa

mais comuns realizadas por pessoas fisicas.

A Universidade Federal de Juiz de Fora (UF.JF) apresentou trés pesquisas, em anos subsequentes,
2014, 2015 e 2016. A primeira feita por Renato Afonso Rezende, com o tema “Ampliar o estudo da
matematica financeira no ensino médio sem que tenhamos que aumentar o contetido ja tdo extenso
do curriculo minimo”, objetivando ampliar o estudo da matematica financeira no ensino médio sem
necessariamente ter que aumentar o contetido ja tao extenso do curriculo minimo, a qual foi direcionada
a professores de matematica da educacio basica, com o intuito de demonstrar que por meio dos estudos de
funcoes e das progressoes aritmética e geométrica pode ser resolvido infimeros problemas de matemética
financeira, mostrando assim uma aplicagao desses conteidos em algo que certamente fard parte do dia a
dia da vida dos estudantes.

Na sequéncia, temos a pesquisa feita por Marcia Maria. Azzi Bolotari, com o tema “Alunos com-
petentes, consumidores conscientes: uma proposta para o ensino da matematica financeira na educacido
basica”, a qual buscou desenvolver competéncias para tornar os discentes mais participativos e criticos
quanto ao modo como a Matematica Financeira atua em suas vidas. A analise foi feita a partir de re-
portagens e textos relevantes que versavam sobre a importancia da matematica financeira no cotidiano;
quanto as atividades praticas realizadas com os estudantes, foram utilizadas ferramentas tecnolégicas
para torni-las mais atrativa e proximas da realidade deles, explorando sugestoes interdisciplinares sobre
economia doméstica e consumo consciente.

No ano seguinte, nesta mesma universidade, temos a pesquisa desenvalvida por Fernando José
Soares, com o tema “Uma proposta de atividades para o ensino da matematica financeira na educacao
bésica”, o qual apresentou uma proposta para a aprendizagem sobre a matematica financeira na educagiao

basica, a partir de situagoes do mundo financeiro com as quais o aluno terd de lidar nas tomadas de
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decisdes econdmicas familiares. O autor defendeu que quando o estudante é exposto a situacoes do mundo
financeiro, como financiamentos e amortizagoes, aplicagoes financeiras, taxas de juros, empréstimos e

inflacao, ele ficard interessado em aprender e a praticar os conteiidos escolares.

O ano de 2014, como expresso no guadrao 06, foi bastante produtive, com mais trés pesquisas, todas
voltadas para o ensimo médio. A primeira, da Universidade Estadual da Paraiba, feita por Wilson Luiz
dos Santos Filho, com o tema “Uma proposta de aplicacao da Matemaética Financeira no Ensino Médio”,
propds uma estratégia de abordagem da Matemética Financeira capaz de tornar mais significativo aos
alunos do Ensino Médio este tema, com uma aplicacao interessante no célculo de um financiamento de
veiculo, descrevendo as caracteristicas Leasing e CDC, além de evidenciar o caleulo do Custo Efetivo

Total (CET) de uma transagao, recorrendo ao uso de uma calculadora financeira.

A segunda, da Universidade Federal do Rio Grande do Sul, tendo como autor Renato Schneider
Rivero Jover, com o tema “Matemética financeira no Ensino Médio: um jogo para simulacio”, buseou
desenvolver o jogo “Investindo na Vida”, que tem como objetivo contribuir para compreensao da Educagao
Financeira, sendo este o produto eduneacional deste estudo. A pratica em sala de aula teve a duracao
de quatro encontros, nos quais os alunos manifestaram, verbalmente, a sua opinido sobre a atividade,
colaborando para o desenvolvimento da nova versao do jogo “Investindo na Vida”.

A qltima pesquisa deste ano, realizada na Universidade Federal de Sao Carlos, tendo como au-
tor Fabio Carlos Badanai Tamiao, com o tema “Um novo olhar para a matemética financeira no ensino
médio”, apresenton a idealizagao e aplicacao de uma sequéncia didatica, embasada na 6tica da Enge-
nharia Didatica, visando uma aprendizagem significativa da Mateméatica Financeira no Ensino Médio.
com situagoes-problema contextualizadas, uso de calculadora cientifica, planilhas eletronicas e softwares
computacionais. A partir disso, o autor desenvolven a aplicacio de uma sequéncia didética, embasada na
atica da Engenharia Didasica, visando uma aprendizagem significativa da matematica financeira no en-
sino médio, com situagoes-problema contextualizadas, uso de caleuladora cientifica, planilhas eletronicas

e softwares computacionais.

Em 2015, tivemos mais uma, agora na Universidade de Brasilia, cujo autor foi Turi de Souza
Simaoes Ferreira, com o tema “Mateméitica financeira na educaciao basica: um novo olhar”, por meio da
qual o autor buscou despertar nos estudantes a capacidade de aplicar o conhecimento em seu cotidiano
de forma consciente e critica. Para tanto, foram utilizados os contenidos de razao, proporc¢ao, progressoes
aritméticas e geométricas, fungbes afim, exponencial e logaritmicas, reveladas como aplicagoes eficazes
para a resolucdo de problemas, sendo esta uma abordagem pouco usada no ensino regular. Além disso,
o autor sugere a inclusdo do tema empréstimos e financiamentos, algo que pode contribuir de maneira

relevante na vida pratica dos estudantes.

No ano de 2016, também tivemos mais um trabalho, agora pela Universidade Federal de Roraima,
tendo como autor Héwerton Alves Martins de Castro, com o tema “Matemaética financeira com abordagem
em educacao financeira para o ensino médio”, objetivando orientar os discentes do ensino médio sobre
como investir, financiar e acima de tudo, conhecer os fundos de investimentos mais usados em nosso pais.
Nesta pesquisa, o autor demonstrou que o estudo sobre sistemas de amortizagoes auxilia os estudantes
quanto aos financiamentos mais usados em nosso pais. A metodologia usada foi essencialmente a pesquisa

bibliografica a partir da qual ele consegniu aprofundar no assunto pesquisado.

Em 2018, pela Universidade Federal do Tocantins, a pesquisadora Gisely Fernandes e Silva, desen-
volveu um estudo com o tema “A mateméitica financeira para além da esecola”, buscando demonstrar a
pertinéncia desses contenidos, defendendo que estes tornam os estudantes pessoas mais organizadas e mais
preparadas para lidar com situacoes concretas, num contexto de ascensao de novas praticas de mercado,

no qual o dominio das questoes financeiras torna-se fundamental.

Para finalizar o bloco, temos duas pesquisas realizadas em 2019. A primeira, da Universidade do
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Vale do Taquari — Univates, feita por Tcharles Schneider, com o tema “Educacio financeira: investigacao
com uma turma de 12 ano do Ensino Médio por meio de praticas colaborativas”, segundo o autor, foi
fruto da necessidade de abordar de uma. forma diferenciada o tema “Educacao Financeira”, objetivando
investigar como oportunizar o processo de tomada de decisoes financeiras de acordo com suas reais
condigoes e prioridades, harmonizando desejos e necessidades ao planejamento financeiro. Quanto aos
aspectos metodologicos, tratou-se de nma pesquisa qualitativa, com procedimentos que se assemelham
a um estudo de caso. No que se refere ao piblico e ao local de desenvolvimento da proposta, a mesma
ocorreu com um grupo de 24 alunos do 12 ano do ensino médio do perfodo matutino de uma escola ptiblica,
no municipio de Vera/MT. A coleta de dados se deu por meio de gravacao de dudios, observacio, caderno
de campo do pesquisador, entrevista coletivas através de rodas de conversas e andlise dos documentos
produzidos, como pesquisa de precos e planilhas de custo.

A segunda e iltima, feita por Elizeu Odilon Bezerra Filho, na Universidade Federal Rural de
Pernambuco, com o tema “Educacao matemética critica: nma sequéncia didatica para o ensino de ma-
temdtica e educacio financeira a partir do tema Inflacio”, traz a relacdo entre Matematica Financeira
(MF) e Educagao Financeira (EF) a partir de uma sequéncia didatica, e também faz consideragoes desses
temas nas orientacoes curriculares como os PCNS e a nova BNCC. A sequéncia didatica foi aplicada com
alunos do 32 ano do ensino médio de uma escola estadual da Paraiba, sendo organizada em cineo etapas.

Como pode ser observado, na analise aqui realizada, a maioria das pesquisas deste bloco também
foram desenvolvidas em escolas priblicas, com base na abordagem qualitativa, cujos objetivos convergiam
no sentido da busca por ampliagio das possibilidades de aplicagao dos conhecimentos relacionados a
matematica financeira na educacao basica, por meio das potenciais interfaces didaticas entre a educacio
financeira e os contetidos de matemética, com vistas a subsidiar professores e alunos na construcao de
competéncias que favorecessem a reflexdao e a participacao critica quanto a forma de trabalhar com a
matematica financeira. Como ja destacado anteriormente, a maioria também fez opc¢ao pela pesquisa de
campo, de modo que apenas Castro (2016) fez pesquisa bibliografica. Do total, apenas dois pesquisadores
fizeram mencio a seus produtos educacionais: Andreatini Neto (2015), cujo produto foi um curso de
educacio financeira; e Jover (2014), que desenvolveu o jogo para simulacio “Investindo na Vida”; as demais
nao fizeram referéncia em seus resumos ao produto final de suas pesquisas. No quadro 07, aprentaremos o
quarto bloco dos trabalhos que compoem o Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional.

Quadro 07 — Temas e objetivos das pesquisas do Programa de Mestrado Profissional em Mate-
mética em Rede Nacional

Programa de Pos-Gradunacao Profissional em Matematica (PROFMAT)

Instituicio Tipo Autor Titulo do trabalho Objetivo do trabalho Ano
Universidade D Regonha, Matematica finan- | Mostrar um panorama ge- | 2019
Estadual Pau- Mariane ceira: uma proposta | ral da Base Nacional Co-
lista (UNESP) Rodrigues | utilizando a BNCC mum Curricular (BNCC)

por meio de uma breve
andlise deste documento
e propor atividades para
cada objeto de conheci-
mento nela indicado que
pode ser ligado & Matema-

tica Financeira.
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Universidade | D Hammes, | Educagio financeira | Auxiliar os estudantes na | 2018
Federal da Aloisio e o contexto escolar | administracio dos seus
Fronteira Sul Pedro do estudante no en- | rendimentos, as suas de-
sino fundamental II cisoes de poupanca e in-
vestimento, consumo de
forma consciente e no des-
tino correto do lixo produ-
zido.
Universidade D Fellini, Analisando e contri- | Apresentar uma proposta | 2017
Tecnologica Eperson buindo ¢om o ensino | para ensino da Matemé-
Federal do Albino de matematica finan- | tica Financeira na Edu-
Parana - Pato ceira, em nivel basico | cacao Béasica, com situa-
Branco coes do dia a dia dos alu-
nos, contribuindo com a
sua Educacao Financeira,
para que eles saibam, por
exemplo, a melhor opcao
em uma compra ou em um
investimento.
Universidade D Almeida, Matematica  finan- | Subsidiar alunos do En- | 2017
Tecnologica Paulo ceira  aplicada ao | sino Fundamental e Médio
Federal do Pa- Cesar ensino fundamental | com conceitos da Mate-
rand — Cornelio Zebediff e médio: ferramenta | matica Financeira que le-
Procopio de organizacional do | vem a um entendimento
or¢camento doméstico | dos mecanismos envolvi-
dos nas mais variadas
transacoes financeiras e
também, contribuir com
a formacao de professores
desses ciclos.
Universidade D Franco, A  Matematica Fi- | Desenvolver conceitos | 2016
Federal do Tri- Edmilson | nanceira e o ensino | simples sobre os Sistemas
angulo Mineiro Nahass médio de Capitalizacdo e Regi-
mes de Juros adotados
universalmente.
Universidade D Costa, A utilizacdo  de | Buscar estratégias que | 2015
Federal do Tri- Neilton recursos computaci- | possam atrair a atengao
angulo Mineiro Vieira da | onais para o ensino | dos alunos na busca de
da mateméatica fi- | novos conhecimentos,
nanceira no ensino | contribuindo para se tor-
meédio narem cidaddos criticos,
diante do mundo explora-
dor em que vivemos.

Fonte: Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertagoes (BDTD)

* D-Dissertacao

# T_-Tese
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O quadro 0T traz as pesquisas empreendidas no Programa de Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional, por meio do qual foram localizados apenas seis trabalhos, considerando o recorte
temporal aplicado. Em comparacao com o Programa de Pés-Graduacao Profissional em Matematica
(PROFMAT), percebemos uma diferenca de producio no que se refere i quantidade, o PROFMAT
foi mais produtivo visto que desenvolveu sete pesquisas a mais. Além disso, o Programa de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Naciona s6 iniciou as pesquisas em 2015, sendo que o PROFMAT

iniciou dois anos antes.

Assim, em 2015, na Universidade Federal do Triangulo Mineiro, o pesquisador Neilton Vieira da
Costa realizon um estudo com o tema “A utilizacao de recursos computacionais para o ensino da matema-
tica financeira no ensino médio™, por meio do qual buscoun estratégias para produzir noves conhecimentos
acerca da matematica financeira. Para tanto, utilizou softwares livres como o GeoGebra e 0 WxMaxima e
as planilhas eletrénicas do software Excel, indicando recursos para que os alunos se sentissem estimulados
a usar essas tecnologias para analisar, criticar e simular as sitnacoes financeiras que os cercam, tanto em

sala de aula, quanto no dia a dia.

Em 2016, pela Universidade Federal do Triangulo Mineiro, o autor Edmilson Nahass Franco, com
o tema “A Matematica Financeira e o ensino médio”, desenvolveu conceitos sobre os Sistemas de Capi-
talizacdo e Regimes de Juros adotados universalmente. Estabeleceu um paralelo entre os sistemas de
capitalizacio continua e descontinua e os regimes de juros simples e compostos, mostrando que os caleu-
los das rendas e anuidades adotadas hoje no Brasil sao anatocismo e que os interesses das Instituigoes
Financeiras sao estabelecidos em funcao dos regimes de juros que as favorecem unilateralmente. Além
disso, desenvolveu um procedimento para calculo de rendas e anuidades pelo regime de juros simples sem
a presenca do anatocismo, mostrando que o tempo nao é cindivel para tal regime.

Em 2017, foram feitas duas pesquisas. A primeira, da Universidade Tecnologica Federal do Parana
- Pato Branco, tendo como autor Eperson Albino Fellini, com o tema “Analisando e contribuindo com
0 ensino de matematica financeira em nivel basico”, caracteriza-se como pesquisa bibliografica, em que
foram consultados os Parametros Curriculares Nacionais, o Programa Nacional dos Livros Didaticos,
artigos sobre Educacao Financeira e Letramento Financeiro com o objetivo principal de apresentar uma
proposta para ensino da Matematica Financeira na Educacio Basica, com situacoes do dia a dia dos
alunos. A segunda, da Universidade Tecnologica Federal do Parana — Cornelio Procopio, desenvolvida
por Paulo Cesar Zebediff de Almeida, com o tema “Matemética financeira aplicada ao ensino fundamental
e médio: ferramenta organizacional do orcamento doméstico”, tendo como propdsito subsidiar alunos do
ensino fundamental e médio com conceitos da Matematica Financeira que levem a um entendimento dos
mecanismos envolvidos nas mais variadas transagoes financeiras e, também, contribuir com a formagao
de professores desses ciclos. Além disso, buscou aprofundar-se nos conceitos basicos necessiarios para a
compreensao da Matematica Financeira, como Progressoes Aritmética e Geométrica, Juros Simples e
Compostos, Operacoes com taxas de Juros, Séries Uniformes, Sistema de Amortizacao, além de assuntos
referentes & economia e economia doméstica. O presente trabalho apresentou como produto educacional

uma oficina para alunos do ensino fundamental e médio.

Em 2018, na Universidade Federal da Fronteira Sul, foi feita uma pesquisa com o tema “Educagao
financeira e o contexto escolar do estudante no ensino fundamental 17, cujo autor foi Aloisio Pedro
Hammes, a qual analisou os livros didaticos do Ensino Fundamental, constatando que o contetdo de
Matematica Financeira é pouco mencionado. Também abordou conceitos basicos de Educacao Financeira,
que vai além de Matematica Financeira, com o propésito de auxiliar os estudantes na administragao dos
seus rendimentos, como também nas suas decisoes de poupanga e investimento, no consumo de forma
consciente e no destino correto do lixo produzido. As atividades foram desenvolvidas com estudantes de

uma escola publica do municipio de Chapect-SC.
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Por fim, no ano de 2019, na Universidade Estadual Paulista (UNESP), a pesquisadora Mariane
Rodrigues Regonha fez o estudo com o tema “Matematica financeira: uma proposta utilizando a BNCC”,
objetivando mostrar um panorama geral da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) por meio de
uma breve anilise deste documento e propor atividades para cada objeto de conhecimento nela indicado
que pode ser ligado & Matemética Financeira. Também apresentou conceitos bésicos sobre Matemética

Financeira, visando uma preparacio inicial do professor para a abordagem do tema.

Como paode ser verificado na analise realizada do conjunto de trabalhos contidos no quarto bloco,
ficou evidente o interesse dos pesquisadores por ferramentas tecnologicas que facilitem a analise e a
aplicacao de simulaches de itnacoes financeiras voltadas para a realidade dos estudantes, principalmente
no que se refere ao desenvolvimento de conhecimentos praticos sobre investimentos e orcamento doméstico,
como por exemplo as pesquisas de Costa (2015), Franco (2016), Almeida (2017) e Hammes (2018). Outro
fator que merece destaque é a preocupacao dos pesquisadores com inser¢ao dos contetidos relacionados &
matematica financeira nos livros didaticos, e dos conceitos previstos na Base Nacional Comum Curricular
(BNCC), a exemplo da pesquisa de Hammes (2018) e de Regonha (2019), respectivamente. Quando se
compara este bloco com os anteriores, observamos a tendéncia também deste pela pesquisa de campo,
com excecdo de Fellini (2017) que desenvolveu pesquisa bibliogrifica. Quanto ao produto educacional,
apenas Almeida (2017) informou em seu resumo que seu produto final consistin em uma oficina para

alunos do ensino fundamental e médio, os demais nao fizeram nenhuma mencao do produto.

No secio seguinte, aprentaremos como o Programa de Pas-Graduagao em Matematica Profissional
(PROFMAT) da Universidade Federal do Piaui desenvolveu suas pesquisas voltadas para o ensino da

matematica financeira.
3.1 PROFMAT da Universidade Federal do Piaui: continuacdo do estado da arte

Na Universidade Federal do Piaui (UFPI), 0 PROFMAT est& vinculado ao Centro de Ciéncias da
Natureza (CCN) e ao Centro de Educagio Aberta e a Distancia (CEAD), regulamentado pela Resolugao
n? 193/2011 do Conselho de Ensino, Pesquisa e Extensao (CEPEX), subsidiado pelos dispositivos do
Estatuto e do Regimento Geral da Universidade Federal do Piaui, e pelo Regimento Nacional do Pro-
grama. O PROFMAT tem como objetivo desenvolver formacgio matematica aprofundada relevante ao
exercicio da docéncia no Ensino Bésico, visando dar ao egresso qualificacio certificada para o exercicio da
profissio de professor de Matemdtica. Nesse sentido, verifica-se que o programa ainda ¢ muito recente,
tendo sua primeira defesa registrada pela UFPI em 2013, cuja pesquisa versava sobre “As Leis de Kepler”,
empreendida por Hélder Borges Vieira Laranjeira da Rocha, o qual teve como orientador o professor
doutor Juseelino Pereira Silva. A opcio por analisar o PROFMAT da UFPI separadamente deu-se em
razao desta universidade ndo constar no sistema da Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertagies
(BDTD), fato este que chamou a atencao deste pesquisador, visto que desde 2013 o referido programa ja
vem desenvolvendo pesquisas com o respectivo objeto de estudo, como pode ser constatado no quadro 08.
Desse modo, a pesquisa para identificacdo de trabalhos realizados pelo PROFMAT da UFPI relacionados
ao objeto de estudo deserito neste eapitulo cumpriu com 0s mesmos critérios estabelecidos para a pesquisa
na BDTD, no entanto, o sistema investigado foi o propio banco de dissertacoes do referido programa, por
meio do qual foram localizadas seis pesquisas, conforme deseritas no quadro a seguir.
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Profissional (PROFMAT) — Universidade Federal do Piaui

Quadro 08 — Temas e objetivos das pesquisas do Programa de Pos-Graduacdo em Matematica

5 - Programa de Pos-Graduagao em Matematica Profissional (PROFMAT) - UFPI

Tipo Autar Titulo do trabalho Objetivo do trabalho Ano

D Leandro Bar- | Aplicagoes dos Padroes de Fi- | Investigar aplicagdes da sequén- | 2020
hosa do Amaral | bonacei no Mercado de Acoes: | cia de Fibonacci e do nimero
Guimaraes Ori- | Uma Proposta para o Ensinode | de ouro na andlise técnica de
ent.: (Jodo | Educacao Financeira no Ensino | agdes.

Carlos de | Médio

Oliveira Souza)

D Lucas Pereira | Matematica e Educacao Finan- | Abordar os conceitos basicos | 2019
Viana Orient.: | ceira:  Uma Andlise no Con- | sobre Matematica Financeira
( Lima de | texto Escola ¢ Familia aplicado a4 Educacao Finan-
Oliveira) ceira.

D Wylson Al- | Matematica Financeira no En- | Analisar a abordagem da Mate- | 2017
meida Carvalho | sino Médio: Anélise de livros | mética Financeira nos livros di-
de Araijo Ori- | didaticos e uma nova aborda- | déticos, apresentando uma re-
ent.: (Méario | gem flexao sobre o sen ensino.

Gomes dos

Santos)

D Bruno Oliveira | Matematica Financeira e os Sis- | Proporcionar uma melhor com- | 2016
de Sousa Ori- | temas Financeiros no Cotidiano | preensio dos contetidos ligados
ent.: (Joao Be- a Matematica Financeira, to-
nicio de Melo mando como base algumas situ-

Neto) acoes reais de financiamento e
utilizando como metodologia a
identificagao dos principais con-
ceitos em aplicacoes no cotidi-
ano.

D Nilson de Sousa | Atividades de Mateméatica Fi- | Mostrar como algumas ativi- | 2014
Santos Orient.: | nanceira na Planilha FEletré- | dades e exercicios de matema-
(Valmaria Ro- | nica: uma aplicagao para alu- | tica financeira, comuns no en-
cha da Silva | nos do ensino médio sino fundamental e médio, po-
Ferraz) dem ser desenvolvidas nos labo-

ratorios de informatica das es-
colas.

D Fabiano  Ma- | Uma abordagem da Mateméa- | Propor aos professores algumas | 2013
cédo de Oli- | tica Financeira no Ensino Mé- | sugestdes e ferramentas para se
veira  Orient.: | dio trabalhar alguns tépicos de Ma-
(Gilvan  Lima tematica Financeira a nivel mé-
de Oliveira) dio.

Fonte: Banco de Dissertacoes do Programa de Pos-Graduacao em Matematica Profissional (PROF-
MAT) — Universidade Federal do Piaui (UFPI).

*D-Dissertagao

Conforme a descricdo do quadro 08, o qual traz as pesquisas registradas acerca da tematica, pode-
mas verificar gque a primeira. pesquisa realizada pelo PROFMAT na Universidade Federal do Piaui data
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de 2013, tendo como autor Fabiano Macédo de Oliveira, com o tema “Uma abordagem da Matematica
Financeira no Ensino Médio”, cujo trabalho foi orientado pelo Prof. Dr. Gilvan Lima de Oliveira. Neste
estudo, foi feita aplicacdo dos contetidos referentes as fungoes afim e exponencial e de suas caracteriza-
coes, associando com as progressoes aritméticas e geométricas. O presente trabalho mostrou também as

dificuldades oriundas do manejo no ensino da matematica financeira por parte de alguns professores.

Em 2014, Nilson de Sousa Santos, sob orientacido da Profa. Dra. Valmaria Rocha da Silva Ferraz,
com o tema “Atividades de Matemética Financeira na Planilha Eletrénica: uma aplicac¢io para alunos
do ensino médio”, desenvolven uma pesquisa com o fito de demonstrar como o uso da tecnologia pode
favorecer a aprendizagem em matematica financeira, tornando-a mais prazerosa para o aluno.

Em 2016, foi a vez de Bruno Oliveira de Sousa, com a orienta¢ao do Prof. Dr. Joao Benicio de Melo
Neto, tendo como tema “Matemdtica Financeira e os Sistemas Financeiros no Cotidiano”, o gual fez uma
revisao dos contendos que falam de razdo, proporgio, porcentagem, fun¢io afim e fun¢io exponencial,
em seguida, foram apresentadas as principais definighes relacionadas aos regimes de capitalizacao simples
e composta, com exemplificagao de cada tipo para fazer a verificagao do comportamento destes sistemas
graficamente, na sequéncia, foi trabalhado com o calculo de valores futuros e presentes em situagoes que
envolvem aplicacoes periddicas de certos valores com demonstracio dos sistemas de amortizacoes PRICE
e SAC, a partir de situacoes reais.

No ano de 2017, o pesquisador Wylson Almeida Carvalho de Aranjo, sob a orientacao do prof. Dr.
Mario Gomes dos Santos, trabalhou o tema “Matematica Financeira no Ensino Médio: Analise de livros
didaticos e uma nova abordagem”, fez a andlise de dois livros didaticos de matemética para verificar se
estavam de acordo com as diretrizes estabelecidas pelos Pardmetros Curriculares Nacionais, como também
pela Lei de Diretrizes e Bases da Edncacio Nacional e o Guia Nacional do Livro Didético, com vistas a
apresentar, com a referida analise das obras, uma proposta de ensino que, segundo o autor, ressaltasse a
grande questao da Matematica Financeira “A Tomada. de Decisaa™.

Em 2019, tivemos o trabalho de Lucas Pereira Viana, com a orienta¢ao do Prof. Dr. Gilvan Lima
de Oliveira, tendo como tema “Matemética e Educacio Financeira: uma analise no contexto escola e
familia”, em que foi realizada uma pesquisa utilizando a Estratégia Nacional de Educagao Financeira
(ENEF), subsidiada pelas literaturas disponiveis abordando o contexto escola e familia, com vistas a
desenvolver a pritica de resolucao de problemas de matemaética financeira no cotidiano, com o anxilio de

planilhas eletrénicas mostrando a previsao de rendimentos em aplicagoes financeiras.

0O 1ltime estudo identificado no repositorio do Profmat sobre o tema aqui tratado foi o do pesquisa-
dor Leandro Barbosa do Amaral Guimaraes, sob a orientacio do Prof. Dr. Jodo Carlos de Oliveira Souza,
o qual versou sobre “Aplicagoes dos Padrdes de Fibonaccl no Mercado de Acdes: Uma Proposta para o
Ensino de Educacio Financeira no Ensino Médio”, o qual objetivou investigar aplicagdes da sequéncia de
Fibonacei e do niimero de ouro na andlise técnica de agoes. Para tanto, o autor realizou uma pesquisa
de natureza bibliografica para subsidia-lo na andlise técnica de acoes, tais como a Teoria de Dow e as
ondas de Elliot. Para a coleta de dados, utilizou o site br.tradingview.com/ para explorar as ferramentas
necessarias para a aplicacao das retragoes, projegoes e extensoes de Fibonacci. Como produto educacio-
nal, foi desenvolvida uma oficina, com carga horario de 30 horas, para ser aplicada com alunos do ensino
médio envolvendo a temitica Educacao Financeira, recorréncias, Sequéncia de Fibonacei, mimero de ouro

e aplicacoes da Sequéncia de Fibonacei e do nimero de ouro na andlise técnica de agoes.

Da anélise das pesquisas, verifica-se que em quase todos os anos, desde a criacdo do Profmat na
UFPI, a tematica foi recorrente nas investigacdes empreendidas, somente em 2015 e 2018 nao tivemos
pesquisas relacionadas ao ensino da matematica financeira. Verifica-se também a preocupacao dos pesqui-
sadores em demonstrar a necessidade do uso das tecnologias para auxiliar no processo de aprendizagem

dos alunos, como também se os livros diddticos atendem as diretrizes estabelecidas pelos PCNs e pla
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Capitulo 3. A Educac3o Financeira na Educacdo Basica: O que dizem as pesquisas?

LDB. No que se refere aos contenidos analisados nas pesquisas, temos: funcoes afim e exponencial e de
suas caracterizacoes, com assoclagao das progressoes aritméticas e geométricas; regimes de capitalizag¢ao
simples e composto, aplicagoes periodicas de valores com demonstracao dos sistemas de amortizagoes
PRICE e SAC, a partir de sitnacoes reais; aplicacio das retracoes, projecoes e extensoes de Fibonacci.

No proximo capitulo,vamos introduzir as médias comuns:média aritmética,média geométrica,média
harmonica,média dos quadrados,média potencial e para isso, usaremos as defini¢oes do proprio Arquitas
de Tarento para algumas médias segundo Boyer(1974).
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Capitulo 4

Médias Pitagoricas no Mercado

Financeiro

4.1 Meédia Aritmética

Definigao 4.1. Um niimero m (segundo) é a média aritmética de dois outros nimeros,a (primeiro) e b
(terceiro), quando o excesso do primeiro para o segundo é igual ao excessso do segundo para o terceiro.

Matematicamente, a Definicao [4.T]traduz-se por:

a—m=m—>b (4.1)

Veja que Arquitas de Tarento definiu a média artimética de dois niimeros, mas podemos generalizar

para uma lista. de n miimeros. Para tal definicio usaremos a definicio de Scheinerman (2016).

Definigao 4.2. Denominamos Média Aritmética dos niimeros reais positivos aq, az, @g,- -+ , @y, a0 ni-
mero denotado por M.A e assim definido:
ay+ax+az—+---+a,

M.A = " 3 (4.?)

A média aritmética preserva a soma dos ntiimeros da lista. De fato, se abrirmos a expressao de

(4.2), temos:

+az+ a3+ + g
n

eMAn=a+az+az+-+an

MAa=4

Saptaztaz+--tap=MAL+---+ MA.

-~
n veres

A Média Aritmética dos valores ay, as,a3,--- ,a, também pode ser denotada com um traco em

cima: X.
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4.1.1 Meédia Aritmética Segundo a Estatistica

Para a Estatistica, a média aritmética, assim como as demais médias, comporta-se como uma
medida de posicao, mais precisamente como uma medida de tendéncia central em uma distribuicao de
frequéncia. Entende-se por distribuiciao de frequéncia como nm arranjo de valores que uma ou mais
varaveis tomam em uma amostra. Portanto, vamos definir o que sdo medidas de tendéncia central. Para
isso vamos nos basear no artigo de Ana Maria (2010) e nos autores Bussab e Morrettin (2017).

4.1.2 Medidas de Tendéncia Central

Definicao 4.3. (a) Medidas de Tendéncia Central sao as medidas representativas de um conjunto

de dados qualquer, desde que expressas quantitativamente.

(b) Tendéncia Central é a tendéncia das medidas incidirem para o centro do conjunto de dados da

distribuigao.

(¢) Objetivo: Indicar qual o valor prevalente em uma distibuicio de frequéncia, que possna valores
intermediarios com maior frequéncia do que a frequéncia de valores extremos.

(d) Utilidade: Diante de uma distribuicdo de frequéncia, € ttil dispor de um nimero que indique onde
estd aproximadamente o centro da distribuicao, dado que ele ira representar todo oconjunto de dados.

A Estatistica dd um aspecto mnito mais posicional em relacio a média do que Arquitas, que dd um
aspecto mais geométrico. Para Ana Maria Feijoo," A média Aritmética representa o 'centro de gravidade’
da distribuicao, isto &, o ponto de qualquer distibuicdo em torno de qual se equilibram as discrepancias
positivas e negativas ". A média situa-se entre os dois extremos do conjunto de dados, ou seja, ndo pode ser
inferior ao valor minimo, nem superior ao valor maximo. A Média tende a ser um resumo da distribuicio
de frequéncia, portanto, nao necessariamente ela tem que pertencer a tal conjunto. Os conceitos acima
pré-estabelecidos sdo conceitos puramente estatisticos, que fazem parte do illius Rcientimﬂda Estatistica.
Feijoo ainda discorre sobre o fato de que a média aritmética & um valor que representa todo o conjunto
de dados, e que facilmente pode ser usado como um pardmetro para comparar dois ou mais grupos e

constatar qual deles obtiveram resultados mais ou menos elevados.

4.1.2.1 Definicao de Média Aritmética

A Definigao de média nao diferencia-se muito da definigio de Arquitas no sentido matematico. A

tinica diferenga se dd em termos algébricos denominados de frequéncia.

Definicao 4.4. A média aritmética de um ou mais dados em uma distribuicio de frequéncia ou de um
conjunto aleatério de dados é dada por:

iF{ .JXE

= (4.3)

>
=

>

onde

leorpo do conhecimento
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e X éa média aritmética da distribuicio;

F; é a frequéncia do i-ésimo elemento ou da i-ésima observagao;
e X; ¢ o dado do i-ésimo elemento ou da i-ésima observagao;

n é o total de casos.

4.1.2.2 Desvio Médio

Em relagao a média aritmética, ainda temos um importante conceito denominado de desvio médio,
muito importante para evidenciar conjuntos homogéneos ou estaveis. Para isso, vamos nos basear em
Bussab e Morettin (2017):

Definigao 4.5. Desvio Médio é definido como o somatério da diferenca das observagoes, em relagao a
média de um conjunto aleatério, sobre o total de observagoes, isto &

n

Z|Xi—)_(|

dm(X) = EIT’ (4.4)

onde

e X & a média aritmética do conjunto de dados;
e X, é ai-&sima observacao;

e 12 é o total de observagoes.

4.1.2.3 Propriedades da Média Aritmética

1. A soma dos desvios das observacaes em relagao a média € igual a zero:

e

> (X —X) =0.

1=1]
Demonstragao. De fato,
i _ mn n _
S (- %)= 3 - 3%
i=1 i=1 i=1
= ZX?; “piX
i=1
n
=Y X;—n- X1t t Xn
i=1 L
=3 X-> X;=0.
i=1 i=1
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2. A soma de quadrados dos desvios das observacoes em relacao a média é minima, ou seja, a expressiao
T

E (X; — X)* & um valor minimo. Matematicamente, isto significa que
i=1

Y (Xi-X)*< Z(X,-, — k)2, keR. (4.5)
i=1 =1

Demonstracio. Provar ¢ equivalente a provar que

m L
D (XGi—kF =) (Xi-X)* 20
i=1 i1
Entao seja A = Z(X! — k)2 - Z{X,- — X)2. Expandindo A, obtemos:

=1 =]
Z(x — k)2 Z (X;— X)2 = ZXE 22){1r A+Zk3 ZXZ +22X1 F— ZXJ
f=1
Cancelando os termos opostos, chegamos 4 expressao

Z(X—k Z(X X)? _QZX _X—‘?ZX &+Zk2 sz

= |

Agrupando alguns termos semelhantes e colocando agueles gque nao dependem de i para fora do
somatdrio, temos:

Z(X:—A, Z(X Xy HQZX(X k) + n(k? — X?).

i=1 =1

Como o primeiro membro é A, segue-se que:

_2ZX(X—k)+n( — %=y
i=1

Dividindo ambos 0s membros por n, temos:

>
ii:g(}{—}b)-iﬂk? X4
n n
=X —&) - X k- X3
=X2-2.k- X +4°
=(X_k)zs
e portanto, A =n- (X — k)% > 0. O

3. Para k € R ndo nulo, tem-se as seguintes propriedades, de demonstracao imediata:

eseY,=X,tkentioY =Xtk

e SeY; =kX;entio Y = kX;
Koo X

e SeY;, = ?,entao P %
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4.1.2.4 Vantagens e Desvantagens da Média Aritmética

Vamos citar algumas vantagens e desvantagens da média arimética em relacio as demais, segundo
Feijoo (2010):

1. E um valor que pretende ser um resumo de um conjunto de dados e pode ser usada para comparar
dois ou mais conjuntos.

2. E influenciada pelos fatores extremos. isto &, a média tende a ser deslocada para os extremos o
?
quanto forem maior ou menor tais extremos. Portanto, nao deve ser utilizada como nma medida-

resumo de conjuntos muito assimétricos.

3. Permite uma descrigiao incompleta na distribuigao, pois nao diz respeito a frequéncia de um dado,e
nem a quantidade de dados que se encontram acima ou abaixo da média aritmeética.

Para finalizar o estudo da média aritmética, vamos a dois exemplos:

Exemplo 4.1. O banco digital denominado Banco Panamericano foi um banco pertencente
ao Silvio Santos e foi vendido para Caixa € 0 BTG PACTUAL devido a problemas financeiros. Desde
entao, 0 BPAN (Banco Panamericano) vem apresentando bons resultados financeiros e no ano de 2020,
ano marcado pela pandemia do Coronavirus, teve bons lucros trimestrais. Por outro lado, temos o©
BB (Banco do Brasil), empresa genuinamente brasileira que estd no mercado desde 1808. Conforme as
tabela.] e 2 abaixo, pergunta-se:

Tabela 4.1: Banco do Brasil

Encerramento do Exercicio | 31.12.2020  30.09.2020 30.06.2020 31.03.2020
Receita Total 28295.8 36076,15  41216.07  56698,74
Lucro Liquido 3541,09 3482,26 36233 3619.3

Fonte:https:/ /br.investing.com /equities /brasil-on-financial-summary

Tabela 4.2: Banco Panamericano

Encerramento do Exercicio | 31.12.2020 30.09.2020 30.06.2020 31.03.2020

2919,19  2218,28 2726,6 2521,78
170,94 170,18 143,89 170,5

Fonte:https:/ /br.investing.com /equities / panamericano-pn-financial-summary

Receita Total
Lucro Liguido

(a) Qual a média aritmetica dos lucros trimestrais de cada uma das empresas?

(b) Qual das duas empresas possui um lucro mais homogéneo?

Solugao Item a. Se fizermos a média aritmética do lucro liquido do Banco Panamericano e
usarmos a férmula apresentada descrita em (4.1). obtemos:

X =

+ 4

1Lucro em milhdes de reais
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Fazendo a média aritmética do lucro liqguido do Banco do Brasil e usando a férmula apresentada
descrita em (4.1), temos:

- 35 3482, 2 3623.3 + 3619, < 1265, 95
¥ - 3541, 09 + 3482, ﬁ4+ 3623, 3 + 3619, 3 _ 142{31)_91 _ 3566, 5.

Solugao Item b. Para resolver este item vamos usar a férmula dada em (4.1.2.2) para as duas
eIMpresas:
Banco Panamericano:

170,94 — 163,88 + |170, 18 — 163, 88| + | 143,89 — 163, 88| + |170, 5 — 163, 88|
4

dm =

7,06 + 6,3+ 19,99 + 6, 62
4

= 9,99.

Banco do Brasil:

|3541, 09 — 3566, 5| + |3482, 26 — 3566, 5| 4 |3623,3 — 3566, 5| 4 |3619, 3 — 3566, 5|

dm = 1
25,41 +84,24 + 56,8 4 52,8
o 4
_ 2194’25:54.,81.

Portanto,analisando-se estes dados, chegamos a conclusao que

dm(Banco Pan) < dm(Banco do Brasil).

Logo, o Banco Panamericano teve lucros mais estaveis durante o ano de 2020.

Exemplo 4.2. O mercado de acoes utiliza, dentre os diversos parametros para a anilise de ativos,
duas escolas para o estudo dos ativos da bolsa. Séo elas a anilise téenica e a anélise fundamentalista. Na
analise fundamentalista, existern diversos indices que avaliam o crescimento de uma empresa, denominados
de miltiplos de uma empresa,dos quais podemos citar o E( Prego por lucro). Este indice é a razio entre
0 preco por acao no mercado a vista(preco de fechamento) de uma empresa qualquer, sobre o lucro
por acao da empresa nos 1ltimos 12 meses. Este indice & muito importante para avaliar o quao otimista
ou pessimista os investidores estao com os lucros de uma empresa. Quanto mais proximo de 1 se encontra
este indice, mais realista & o preco de uma acao em relacao aos seus lucros. A Petrobras e a Petrorio
sao empresas listadas em bolsa que negociam agdes de petroleo na bolsa de valores. Sabendo-se que o
LPA(Lucro por a¢ao) da Petrobris ¢ de (0,54 reais e o LPA da Petrorio é de 2,58 reais, pergunta-se: Qual
das duas empresas apresenta uma média de pre¢o mais justo em relacio aos lucros ao compararmos com

o preco dos tltimos 5 pregoes?

Solugdo. Como o LPA (lucro por acio) de Petrobras é 0,54 centavos, entdo pegamos 0s preco de

fechamento dos ultimos 5 pregoes de Petrobras:

P =23,03, P, =23,61, Py =23,25, Py =23,09, Fs = 22,8.

Como a média de um conjunto estia entre os dois extremos, isto &,

X-mm = X =< Xma-.r (4-6)
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entao pegamos o preco minimo dos iltimos 5 pregdes e o preco méaximo dos ltimos 5 pregoes e dividimos

pelo LPA:

22,8 23, 61
P/L)min = ~—— = 42,22, Pl L) az=
(P/L) 0,51 e (P/L) 0.54

Onu seja, em relacao ao preco minimo, o preco minimo da acao estd sendo negociado em um mnaltiplo de

= 43,72.

até 42,22 vezes os lucros. Em relagio ao preco maximo dos tltimos 5 pregdes, o preco maximo da acdo
estd sendo negociada em um miltiplo de até 43,72 vezes em relacao aos lucros. Portanto, usando e
dividindo ambos os membros da desigualdade por 0,54, obtemos:

X:nin X -Xma.:z:
= < .
0,54 — 0,564 — 0,54°

(P/L)m,iﬂ. g {P/L)wncri-io S (P/‘L)m.u:r:
42,22 < (PI!L)medéo <43, 72
Assim, o pre¢o médio tem um multiplicador de até pelo menos 42,22 vezes maior.

Em relagao & Petrorio, o prego de fechamento dos tiltimos 5 pregoes foi

Py =97,42, P, = 101,80, P = 100,80, P, = 96,75, P =94, 72.

i < P 5 ; " :
Como o LPA de Petrorio é de 2,58, entdo vamos calcular o 7 da cotacdo minima e da cotacdo méaxima.

04,72
2,58

101,80
2,58

[:PXL)'H;EH = = 36,71, (p/L)-er.r = = 39,45.

Usando (4.6) novamente e dividindo ambos os membros por 2,58, temos:

-X:mr'. n X Xﬂm:r-
358 — 2,58 — 2,58

'(P/L)m,{.n S (P/L}m.edio E (P/{L]mu;ra

36,71 < (P/L)medio < 39,45.

Ou seja, as a¢oes de Petrorio apresentam um muiltiplo negociado em pelo menos 36,71 vezes. Com isso,
podemos concluir que o pre¢o da agdo de Petrorio apresenta miltiplos menores do que os miltiplos de
Petrobris, ou seja, os precos das acoes de Petrorio sao mais condizentes com os lucros.

4.1.3 Meédia Aritmética Ponderada

Esta é uma medida de posicao bastante conhecida que basicamente apresenta a mesma definigao
de média aritmética, com a diferenca de que quando certas grandezes em andlise apresentam diferentes
graus de importénecia, faz-se necessario criar novas quantidades agrupadas denominadas de pesos. A
média aritmética ponderada tem uma caracteristica singular, que é criar nma assimetria no conjunto de
dados de forma a medir o afastamento em relacio ao dado de maior peso (c.f. Freund e Simon (2000)).

Definigao 4.6. Dados um conjunto finito de niimeros X = {X;, X», X3,--- . X,,} epesos Py, P3, Py,- -+ . P,
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pertencentes aos reais, tal que n > 1, a média aritmética ponderada desse conjunto é dada por
mn
Z X.P;
|
i "
D> PR

i=1

2y (4.7)

Se a sequéncia de pesos do conjunto for necessariamente a quantidade de vezes que cada dado
numérico aparece no conjunto entao a média ponderada é rigorosamente igual a média aritmética. Em
outras palavras, se P; = F; jonde F; é a frequéncia de cada X; no conjunto de dados, entao X = X B
Basta substituir F; por F; na formula e comparar com a fomula .

Ou seja, a média ponderada pode se comportar como uma média arimética se 0s pesos nio forem

atribuidos aleatoriamente.

4.1.4 Relacao entre média aritmética e média ponderada

Vamos introduzir brevemente a nogao de familia de conjuntos para utilizarmos uma propriedade

interesssante da média ponderada. Para isso usaremos a definigao de Lima (2004).

Definicao 4.7. Uma familia de elementos de X com indices em L é uma funcao « : L — X. O valor de
2 no ponto A € L é descrito com o simbolo zy. A familia z é representada pela notacao (xy),.,- Uma
familia de conjuntos ¢ dita disjunta ou mutuamente disjunta se dados dois conjuntos quaisquer da familia,

eles sdo disjuntos. Mais precisamente, uma familia ¢ dita disjunta quando A; N A; =0,¥i,j € L;i # J.

Nesta secdo tomaremos uma familia de conjuntos com indices em L = {1,2,-++ ,n}.

Se X = UAeL Ajy,onde A, é uma familia de conjuntos, entao dizemos que o conjunto X pode ser

decomposto em subconjuntos menores.

Ter conjuntos de dados menores é muito importante do ponto de vista da estatistica e para as
empresas, pois em vez de focar no conjunto de dados maior, focamos nos conjuntos menores e ganha-se
agilidade e tempo com essa decomposicdo e tempo € imprescindivel para elas. Vejamos como podemos
aplicar este conceito para estabelecer uma relacio entre média aritmética e média ponderada.
Proposigao 4.1. Seja X um conjunto de dades. Se existe n € N; X = U::lA,;, ou seja, se X é
um conjunto de dados que pode ser decomposto dessa forma, onde wy,ws, -+ ,wy 880 a quantidade
de observagoes de cada conjunto A4;, As.-.. 4, tal que o peso de cada observacao no conjunto A; é

igual a Frequéncia desta observagdo em A;, entio
Fa,-Xa, +Fa,- Xa,+---+Fa, Xa,

Z Fa,

i=1

X(JA|=Xxp= : (4.8)
=1

onde F4,,Fa,,..,Fa, 830 os somatorios das frequéncias de todas as observagoes em cada conjunto
Ay Ay oo A e Xa, Xy, X, sio as médias aritméticas de cada conjunto A;.

Demonstragio. A demonstracio é rigorosamente aritmética, do tipo recursiva. Se n—=1, nada hi para
demonstrar. Se n=2, entao suponha que X = A; U Ay, onde X; é a i-ésima observacido do conjunto A,
e X; & a j-ésima observacao do conjunto As. Entao femos nm conjunto de dados X formado por dois
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subconjuntos menores, Ay e As. Como ja vimos na formula , o cilculo da média aritmética é bem

simples. Portanto,
w1

w3
Xi-Fit ) Xi-Fy
1 i=1

X(Ajudy) =1
B A Fok,
s o O O 8
Multiplicando cada um dos termos do segundo membro da equac¢ao acima por o 3 =, 0 resultado
Al ,42
nao se altera, isto ¢,
ey 'y
N Xi- B Y X;-F
= o
Fa, %-&-F_ﬁ 2 =
— A A,
X (A UAy) = ! 3 . 4.9
(A ) Fa 1 Fa, (4.9)
Como
wh ]
Y XF D XiF
i=1 = =1 =
—_— = JY (‘- s X Fa
FA ) Ay FAz Aas
entdo a expressdo em (4.9) é equivalente a
" Fa,-Xa, +Fa, - X,
X (A Udy) =2 A 0
Fa, +Fa,
Para o caso geral, repete-se 0 mesmo processo para n—=2. O
Vemos que a Proposigao[d-Tfaz mencao a quantidade de obervagoes wy,wa, - «+ ,w, e s observagoes

em si, mas na equagio as observagoes ndo aparecem na Formula. A posteriori, essa é a principal
vantagem, pois conhecendo-se a frequéncia total de cada um dos conjuntos e sabendo-se a média de cada
um deles, podemos conhecer rapidamente a média aritmética da uniao dos conjuntos, sendo desnecessiria

suas observacoes.

4.1.5 Propriedades da média ponderada

Assim como a média aritmética, a média ponderada também é numa medida de posi¢io. E como
definido ateriomente, a média ponderada busca um desequilibrio no conjunto de dados de forma a medir
o afastamento em relagio ao dado de maior peso. Chamaremos esse afastamento de distancia em relacao
a média. Para isso, vamos nos basear em Leite (2010). Vejamos algumas delas.

1. Pesos e distancias em torno da média sio grandezas inversamente proporcionais. (Conjunto de

dados formado por duas observagdes e dois pesos, tais que X; < X5).
Demonstracio. Pela definicio de média ponderada, vale que

W PR B R B B By
4:.\-‘JYQ'PZ—X},'PZZXP'Pl—XI'Pl
= (XQ—XP)-P-;: P]_-(.X_p—xl)_

Como X, < Xp < X, entao Xy — Xp > 0 e também Xp - X;>0.
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Assim, chamando de D4 a distancia de X, a X,, e Dy adistanciade X » a X1, temos como resultado:

D;-P, =P, Dy,

ou seja,
P, D
P Dy
Portanto, pesos e distincias sao inversamente proporcionais. |
2. Seja X um conjunto de dados com n ohservacoes Xq, Xo, Xa,--- , X, enpesos P, Py, Psy,--- | P,

n>=1, tal que Xy < Xy < X3 < ... < X, e seja X’P a média ponderada das observacoes. A soma

dos produtos da diferenca de cada observagao até a média, pelos respectivos pesos, é igual a zero.
Demonstracao. Usando a definigio de média ponderada para n valores,temos:

Xl'Pl+4¥2'P2+X3'P3+"‘+Xn‘Pn=XP'P1+X1:'P2+Xp'P3+"‘+Xp‘Pn
e (X1'Pl—Xp'.P])"‘(XQ‘PQ—XP‘PZJ+"'+(Xn*P”—XP'P”):O
— (.X]—XP)-P-I+(X2—XI-,)-P2+---+(X,;—XP)-P,;_TO.
Chamando de d; a diferenca até a média de cada X;, temos que

dy - Pa+dy Po+ds - Ps+-+dy, Py =0,

A depender do posicionamento da média, alguns d; serdo negativos e alguns serao positivos. Consi-

deraremos o sentido esquerda-direita para definir o sinal positivo de d; e negativo caso contrario. [
Para finalizar esta secao, vamos apresentar um exemplo de aplicacao da média ponderada.

Exemplo 4.3. Uma famosa tatica no mercado financeiro denomina-se prego médio. O prego
médio na boelsa de valores, como o proprio nome diz, é a média de compra ou venda de um ativo
(acOes, por exemplo) em uma determinada operacio, considerando que os ativos que compdem esta
operagao foram adquiridos on vendidos, em momentos diferentes, a pregos variados e volumes distintos.
Matematicamente, o pre¢o médio nada mais é que a média ponderada de todos os precos pagos pelo ativo

em questao.

1. Alphabet Inc. ¢ um grupo de empresas gue controla dentra as quais a empresa Google, que emite
agoes da Google para serem negociadas em bolsa de valores. Um investidor brasileiro, querendo
investir seu dinheiro na empresa, investiu todo seu rendimento de 20 anos de poupanca na bolsa de
valores, fazendo 3 aquisi¢oes nos mais variados precos da acao GOGL34. Primeiramente, comprou
1000 acdes no valor de 120 reais. Duas semanas depois, vendo a cotag¢io cair drasticamente,
comprou 500 acoes no valor de 90 reais, e trés semanas depois, caiu mais um pouco, na casa dos

82 reais, entdo ele comprou 300 acoes nessa faixa de preco. Pergunta-se:

(a) Qual o preco médio das aquisices feitas pelo investidor?
(b) Qual a cotacdo que a acao devera atingir para o investidor recuperar o prejuizo?

(¢) Um outro investidor também investin na mesma empresa, adquirindo as acoes da Google em trés
meses, computando o seguinte procedimento: no primeiro més, esse investidor tinha 1000 a¢des com
um preco médio em 88 reais por acdo. No segundo més, o seu preco médio estava em 95 reais por
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acao, 1500 acdes, e no terceiro més o seu preco médio estava em 100 reais por acio, 2200 acoes. Qual

o pre¢o médio por agao ao final de 3 meses desse investidor?

Solugao do item (a). Usando a formula estudada em , temos:

= 1000 - 120 + 500 - 90 + 300 - 82

X, =
f 1800
120000 + 45000 + 24600
B 1800
189600
T 1800
= 105, 33.

Solugao do item (b). Como vimos nas propriedades da média ponderada, a soma dos desvios em
relacdo a média é zero. Portanto, o preco médio de todas aquisi¢oes feitas ¢ de 105,33, Como foram
feitas aquisicoes em um valor acima, honve prejuizo, e como foram feitas aguisicoes abaixo, honve
lucro. Ja que a soma das distancias entre lucro e prejuizo é zero, entdo para o investidor zerar os
prejuizos, a cotacio do ativo deve alcancar o preco médio, isto é, o total de 105,33.

Solugao do item (c). Conforme visto na equacio , conhecidas as médias de dois ou mais
subconjuntos, podemos calcular a média do conjunto maior. Portanto chamando de 4; = 12 Meés,

Ay = 28Més e Az = 3*Meés, temos que:

Fa, - Xa, +Fa, - Xa, + Fa, - X,
Fa, +Fa, +Fa,

1000 - 88 -+ 1500 - 95 + 2200 - 100

N 1000 + 1500 + 2200

88000 + 142500 + 220000

- 4700

X_p(‘4l UA,U Ay) =

450500

Portanto, o preco médio do ativo do investidor ao final de 3 meses é de 95.85.

4.2 Média Geométrica

A média geométrica junto & média aritmética e a média harménica foram desenvolvidas pela escola
pitagorica. Na estatistica é bastante comum a busea pela representacao de um conjunto de dados por um
finico valor para tomada de decistes. Uma das possibilidades para o valor central é a média geométrica.
Neste capitulo adentraremos com o conceito de média geométrica, simples e ponderada, propriedades e
aplicacoes. Para apronfundarmos este estudo de média geométrica usaremos os autores Bussab e Morettin
(2017).

Definicao 4.8. Dado um conjunto de dados positivos A = {z, 20, 23,24, - ,2,}, n € N, a média

geométrica desse conjunto de dados é dada por:

Xy = YTy Tz Tg+ -+ - Tn, (4.10)

onde X, representa a média geométrica e o simbolo {/ representa a enésima raiz de acordo com tamanho

n do conjunto de dados.

A média geométrica geralmente & usada quando temos dados que guardam uma relacio de natureza
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multiplicativa ou exponencial como por exemplo as avaliacées de um investimento financeiro. crescimento
populacional, crescimento ou decrescimento de capital. Além disso a média geométrica, assim como as
demais médias, ¢ uma medida de posi¢ao que serve como uma medida representativa de um conjunto
de dados que guardam determinadas relactes entre si, sejam aritméticas, geométricas ou exponenciais.

Vejamos algumas das suas principals caracteristicas.

4.2.1 Propriedades

e Enquanto a média aritmética preserva a soma, a média geométrica preserva o produto, isto é:

Xg={Yzy1-22-23- --- -7,
> n
P Xq =T -To-Xg- -+ Ty
= oMoy v By =Xy Xgr oo 2 X
e e
n vezes

e O produto dos quocientes de cada valor de um conjunto de ntmeros pela média geométrica do
conjunto é 1, isto é:

Demonstragio. De fato, a demonstragio dessa propriedade é imediata, pois basta usar a defini¢ao
de média ponderada dada em (4.10]. O

e Quanto maior a diferen¢a entre os valores originais maior serd diferenga entre as médias aritmética
e geométrica. Por exemplo:

Tabela 4.3: Comparativo entre média aritmética média geométrica.

‘. Conjunto || Meédia Aritmética H Meédia Geométrica H
Az | 2 H 2 u
| B={14,16} || 15 | 14.97 |
T (8.12) | 10 H 9.8 H
TD=1{2,50] | 2 I 10 1
| E={10,50,90} | 50 | 35,56 |

Fonte:0 Autor

Na tabela acima vemos alguns conjuntos e suas respeetivas médias aritmética e geométricas, e
percebemos que quanto maior a diferenca entre os dados maior a diferenca entre as médias. Uma
justificativa para este fato, que abordaremos mais adiante, é que X, < X. A ignaldade X, = X s6
ocorrera quando todos os valores da série forem iguais. Além disso, a Média aritmética é fortemente
influenciada pelos valores extremos, enquanto a média geométrica por ter natureza exponencial,
possui uma maior estabilidade ao longo da curva. Mais adiante abordaremos algumas dessas
peculiariedades.

e Séries que tem 0 mesmo produto tém a4 mesma média geométrica.

Demonstragao. A prova é imediata. U
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4.2.2 Unicidade da Média Geométrica

Como vimos, a média geométrica preserva o produto em um conjunto de dados que se relaciona de
modo multiplicativo. Portanto, se tivermos outro candidato para preservar o produto, este devera ser igual
A média geométrica. Com efeito, se X ¢ ¢ a média geométrica de nm conjunto de dados {z, a2, x3,-- - 2, }
pertencentes aos reais e ¢ € um ntimero que preserva esse produto como na propriedade 1, entdao temos

por um lado

Xg'Xg- e -XE-'.:.'I’.‘]'.T:‘z':Eg”‘ Ly (4.11)
n a::zm
€ por outro,
WCHC i L= Lo Ty crr L. (4.12)
n vezes

Dividindo por [@.11), obtém-se:

X?] -
=1 &= X =8

ch

Extraindo a raiz-enésima dos dois membros, temos: X, = c.

4.3 Média Geométrica Ponderada

Definigao 4.9. A média ponderada de um conjunto de dados A = {zq, 22,03, -+ ,2,} e frequéncias
{flaf2; f3:~ e :fn-}: ne N: é dada por:

— T Ilr
Xy = T g :r{l . :r.g2 . ;ré“ B A (4.13)

A média geométrica ponderada, como podemas ver, @ uma férmula mais geral, pois considera as
frequéncias de cada observacdo. Além disso, assim como a média aritmética ponderada, ela apresenta
similarmente algumas relacoes que a grosso modo se parecem muito com as relagoes entre média aritmética
e média ponderada vistas na Subse¢ao[f.1.4] Vejamos algumas delas:

4.3.1 Relacao entre média geométrica e média geométrica

ponderada

Proposigao 4.2. Similar & proposicio temos:

s
%, (U Ai) = X, = S F"\/X;A]F'“ = e o T i (4.14)
=1

Demonstracio. Com efeito, se n—=1 nio hi nada a demonstrar, basta usar a defini¢cio de média ponderada
dada em (4.10). Se n=2, entdo suponha que X = A; U Ay, onde z; é a i-ésima observa¢ao do conjunto
Ay e zj é a j-ésima observagao do conjunto As. Entao temos um conjunto de dados X formado por dois

subconjuntos menores, A; e As.

Portanto, tomando o conjunto X = A; U A, como referéncia, vimos pela formula (4.13) que a

média geométrica tira a raiz Z?':l fi-esima do produto do conjunto de dados, que no caso é o conjunto
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uniao. Dai temos que:

Como

e
entao
X (A UA J — Far+Fag/x Fa, X Fa,
g a1 2, = 9.4y g .
Para o caso geral repete-se o mesmo processo feito para o caso n=2. O processo é rigorosamente
recursivo. O
Corolario 4.1. Se Fly, = F4, = Fy, = -+ = F4 _, entao a média geométrica da uniao de n conjuntos é

a média geométrica das médias geométricas dos n conjuntos.

Demonstragio. Com efeito, se Fly, = Fy, = Fy, =

igualaremos todos eles a Fly,, digamos, e disso temos:

=] )
T
i=1
_ T B ~ ~ ) ,F'A_l
— X, ( Ai) = (Xgu, * Xgay " Xoa X, )TFa
i=1
T
) -
— .X_q ( Az‘) = (‘Y§A1 . }{g‘_112 = X!?Ag‘ 'Xﬂr\")
i=1
i |
= X, (U A.x-) = VXSHL W Mg s wn Mgy, o
i=1

4.3.2

+oo = Fy ., entao, sem perda de generalidade,

HAy

— Zi=1Fa - Fay - Fa = Fa,

; Xg-‘i n

Aplicagoes da média geométrica

J

Fa,

Dentre as imimeras aplicacoes da média geométrica, vamos realizar uma relacionadas a matematica

financeira para finalizarmos esta secio.

A aplicacdo mais simples da média geométrica se da nas progressdes geométricas, quando temos

termos consecutivos cnuja razao @ constante. Vejamos como podemos aplicar esta relacao.

Exemplo 4.4. Dado o conjunto {3,9, 27,81, 243}, qual a melhor média para determinar o termo

central?

Solugao. Perceba que esse conjunto é nma P.G. de razao 3, pois do primeiro para o segundo
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termo multiplicamos por trés, do segundo para o terceiro também, e assim sucessivamente. Com isso,
temos um conjunto de dados que se relaciona de modo multipliativo, o que nos induz a pensar em média
geométrica. De fato, se considerarmos a média aritmética, vamos chegar a uma medida resumo altamente
desproporcional para representar tal conjunto, pois conforme visto anteriormente, a média arimética se
aproxima de forma muito clara dos valores extremos quanto maiores forem estes valores. Entédo ¢ prudente

analisar o conjunto de dados e buscar uma medida resumo que se assemelhe a este comportamento.
Vamos comparar com as médias ja vistas até agora:
12 Média Aritmética.

X1+ X0+ Xa+Xy+Xs  3+9+27+81+4243
5 N 5 N

X = 72.

22 Média Geométrica.

X,= X1 -Xo-X3-Xy4-X5=V3-9-27-8-243.

Fatorando, temos:

Xg:v3‘32-33‘34.35:{>/§i€:27‘

Portanto, temos um conjunto de dados que se comporta de maneira exponencial e uma medida
resumo que se comporta de maneira linear que é a média aritmética. Assim, essa medida resumo nao
é adequada para representar este conjunto. Consequentemente, a média geométrica, que também se
comporta de maneira exponencial, é a mais adequada para representar este conjunto.

Outra aplicagao bastante importante trata-se do erescimento proporcional como ja demos um
eshoco no exemplo anterior. A média geométrica é mais apropriada que a média aritmética para descrever
crescimentos proporcionais, tanto crescimento exponencial (propor¢io constante de crescimento), que é
o caso das progressies geométricas e no crescimento variado. Nos negocios, a média geométrica da taxa
de crescimento tem um nome peculiar: é denominada composicao amial da taxa crescimento (CAGR).
A média geométrica do crescimento sobre periodos produzem os equivalentes crescimentos constantes da

taxa, que ao final de um periodo acarretam no aumento total.

Vamos agora formalizar o crescimento proporcional:

4.3.2.1 Crescimento Proporcional

O crescimento proporcional € um termo matematico para designar uma relacao multiplicativa
crescente entre os dados. Essa relagio multiplicativa crescente pode ser constante ou pode ser variada.
Quando a relacao é constante, estamos falando de crescimento exponencial, quando a relacio é variada,
estamos falando de crescimento variado. Formalmente falando:

Definigao 4.10. Dado um conjunto de dados A = {ay,as, a3, -+ ,a,, 0,41}, n € N, ataxa de crescimento
Ap41

[ ’
= ¢, Ve € N1 < k < n, entdo o crescimento proporcional é

medida entre ag e ag41,1 <k < né Para termos um crescimento proporcional, devemos ter

ﬂ. u'
B = 1. Sad Be Bie 3 1ot
ap. s

exponencial. Caso contriario, dado ¢ € B,e > 1,se 3 k € I;

Qjet1

# ¢, entao o crescimento proporcional

@ variado.

Portanto, para determinar a medida resumo de tendéncia central para crescimentos proporcionais,
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usamos a média geométrica. Veremos que ela corresponde, se aplicada em periodos equivalentes, fielmente
ao crescimento total. Para isso, nao precisamos conhecer todos os crescimentos sucessivos para determinar
a média geométrica. Conhecidos os valores inicias e finais a1 e a1 do conjunto de dados, a média
geométrica é simplesmente dada por:

1
= Ap+1 \n
X, = (—) . (4.15)
¢ a1
Com efeito, se calcularmos a média geométrica de todos 0s crescimentos sucessivos, teremos:
J_g="a—2-aj.a—4.....a—ﬂ+1'
iy (o 3 gy

Trata-se portanto de um produto telescopico em que os termos vao se anulando até sobrar somente
os extremos do produto, ou seja,

1
¥ {/}“59’{}& .. Gni :(M);
g : g

Vejamos um exemplo:

Exemplo 4.5. O pre¢o da gasolina no Brasil passou por grandes aumentos nos 1ltimos meses.
Os aumentos mensais dos tiltimos 4 meses foram, respectivamente, de 9%, 15%, 25% e 15%. Qual foi

0 aumento médio percentual nesse periodo?

Solugao. Veja que se considerarmos o conjunto de dados de referéncia ecomo os 5 tiltimos pregos,
ou seja, A = {P, P, P3, Py, P5}, com Py sendo o prego inicial antes do aumento, entdo os aumentos de
9%, 15%, 25% e 15% correspondem respectivamente aos crescimentos

Py Py Py Ps

—=1,09 —=1,15, —=1,25, — =1,15.
P <03 P 40 Ps v Py o

Vemos portanto que se trata de um crescimento proporcional variado, cujas razées entre dois termos
consecutivos do conjunto nao & constante.

Se chamarmos de
B P, P3 P P
PPy PPy
o conjunto dos aumentos, entdo o termo médio dos crescimentos proporcionais é a média geométrica de
tal conjunto, isto &,

X,=4/1,09-1,15-1,25-1,15

= 4/ 1,801906254

1, 1585.

Portanto, a média dos anmentos foi de aproximadamente 16%.

Veja que se tirdssemos a média aritmética dos aumentos, teriamos como aumento médio

15% + 15% + 25% + 9% _ 64%
1 ~ 1

Note que média geométrica nesse caso é aproximadamente igual & média aritmética. De fato, como
0s aumentos percentuais estao bem distribuidos, isto &, nao apresentam tanta variacio, entao a média

55



Capitulo 4. Meédias Pitagéricas no Mercado Financeiro

aritmética nesse caso pode dar uma boa nocdo do termo médio considerado.

Exemplo 4.6. Se um investimento rende 10% no primeiro ano e 20% no segundo ano, qual sera
o rendimento médio desse investimento?

Solucao. Seja [y o investimento inicial. Apds esses dois anos o montante M sera igual a
M=1-1,10-1,20=1,32 - [,.

Se tomarmos a média aritmética terfamos 15% como média, porém, ao calcular o montante ao final dos
dois anos obteriamos M = [, -1,15-1,15 = 1,3225 . [, que é diferente de 1,32 1.

Veja que este exemplo é semelhante ao exemplo anterior e também se trata de um crescimento
proporcional variado. De fato, sendo [7 o investimento inicial , entao temos

L, I
1—1—1,10 e 12—1,20.

Logo, temos um erescimento proporcional variado. Portanto, o erescimento médio equivalente é a

média geométrica dos crescimentos, isto é,

X, = 1,10 1,20 = 1,1489.

Ou seja, o rendimenta médio ao longo desses dois anos foi de 14, 89% ao ano. Veja ainda que, aplicando
essa média ao capital inicial, inferimos que:

I -4/1,10-1,20- 1/1,10- 1,20 = I, - (1,10-1,20) = 1,32 - I;,

que € exatamente igual ao valor obtido quando aplicamos os rendimentos originais.

Vemos com estes exemplos que a média geométrica, quando comparada com a média aritmética,
sempre é a mais indicada para localizarmos a medida resumo de tendéncia central quando envolve um
conjunto de dados que se relaciona de modo multiplicativo. De fato, a prova dos 9 consiste em aplicar a
média geométrica em cada crescimento ou decrescimento sucessivo, para constatarmos que na etapa final
nao existem perdas significativas, como foi feito no trecho final do exempplo anterior. Vimos também que
se o conjunto de dados & estével, isto ¢, ndo apresenta um desvio muito grande, entdo a média aritmética
se aproxima da média geométrica. Mas se o conjunto de dados apresenta um desvio significativo, entia
a média aritmética fica completamente distorcida.

Veremos agora como a média geométrica pode ser aplicada em acdes.

4.3.3 Média Geométrica em acgoes

Muito comum no mercado da bolsas de valores é a oscilagao dos precos de acdes, que sofrem
aumento ou diminui¢ao de pregos segundo a lei da oferta e da demanda. De acordo com essa lei, quando
a demanda é maior que a oferta, o preco sobe e quando a oferta é maior que a demanda, o preco cai
(Pinheiro,2002). Assim, o preco reflete o equilibrio destas duas forcas antagonicas (Mello, 2004).

Com isso, podemos afirmar que as corre¢oes sao normais na bolsa de valores. Mas as vezes,
por alguma anomalia de mercado ou por alguma anomalia da prépria empresa, podemos presenciar
desvalorizagoes abruptas que embora raras, podem acabar, ao fim de um determinado periodo, enlminandao

na faléncia da empresa (Haugen, 2000).
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Vamos ver agora que da mesma forma que acontece com os crescimentos proporcionais positivos,

acontece com os crescimentos proporcionais negativos, isto é, os decrescimentos e as desvalorizagoes.

Definicao 4.11. Dado um conjunto de dados formado pelos precos de fechamento das a¢bes ao longo
de um determinado periodo {Py, Py, Ps,--- . P,}.n € I, se tomarmos uma sequéncia temporal de pre-
cos (P, Py, Ps,-++ Py, Pyy1), onde Py representa o primeiro preco da agido antes do decrescimento e
Py, Py, Py, Py representam os sucessivos decrescimentos ao longo do tempo, entdo de modo ana-
logo 4 definicao dada em o decrescimento proporcional ocorre quando a taxa de decrescimento é

dada por Pt Py

entre dois termos consecutivos da sequéncia temporal e além disso,
T T

ol

Com isso, a média geométrica também pode ser aplicada nos erescimentos proporcionais negativos,
pois temos um conjunto de dados que se relaciona de modo multiplicativa (Douglas, 2004). Os equivalentes
descrescimentos resultam, se aplicados a uma taxa média constante, no deserescimento total. Isto é, se

P; € o preco inicial e D= VD1 -Dy-Dsg- -+ - D, éa taxa média de decrescimento, entao
P.D"=PF,,;. (4.16)
De fato, como a taxa de decrescimento dos pregos ¢ dado pela razdo entre dois termos consecutivos,

]

]

» P, - ; Py . .
entdo chamando de P = Dy o primeiro decrescimento, B = D, o segundo decrescimento e assim
1

. . . Pni1 R
sucessivmente até o enésimo deerescimento — = [, temos um recorréncia linear homogénea de
ki
primeira ordem, isto é:
P=P -Dy
Py=PF;- D,
Py=PFPs-Dj
Pﬂ—!—l = Py - Dy.

Substituindo cada termo na expressao seguinte, obtemos:

Poi1=P -Dy-Dy-Dg-Dy- --- - Dy,
on seja,
n
Bipr="Fy- [] D (4.17)
i=1

Como [];-, D; = D", pois D é a média geométrica dos decrescimentos, entao a equacio (4.17)
pode ser reescrita como

Py =Py D™ (4.18)

Portanto, vemos que ao reduzir um conjunto de n decrescimentos a um s6 decrescimento médio

constante, o problema fica bem mais simples.
Veremos agora uma meotivagio para o nosso proximo problema das desvalorizacoes.

A Petrobras, empresa brasileira que negocia agoes de petroleo na bolsa de valores, sobre os tickets
PETR3 e PETR4, teve uma das maiores desvalorizacoes da bolsa em apenas dois meses. As acoes da
empresa despencaram 50%. Entre 2010 e 2014, o pre¢o médio dos papéis cain 64, 37%. E possivel, por
exemplo, que alguém que comprou uma acio da Petrobras a R$50.00, no pico histérico, tivesse amargado
um valor de R$ 3,92 por acao em outubro de 2016, uma queda de mais de 92% na acao.
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As empresas aéreas foram uma das mais afetadas durante a pandemia de coronavirus. Segundo a
ANAC (Agéncia nacional de aviacao civil) o setor aéreo durante a pandemia do coronavirus em 2020 teve
uma queda de 76% no nimero de passageiros somente no terceiro trimestre em comparacao em 2019 e
essa queda acentuada no setor aéreo ainda segundo a ANAC, se deven principalmente ao fechamento de
fronteiras e & quarentena. E isso se refletiu no prego das acoes de empresas do setor aéreo como Gol, Azul
e Embraer. A Gol teve um dos maiores impactos no pre¢o das ac¢oes quando a pandemia desencadeou
uma crigse global. As suas agdes, que estdo cotadas em bolsa com o ticket Golld, chegaram a desvalorizar
mais de 50% no més de marco, pior momento da pandemia para as acoes.

Por outro lado, como afirmava Platan, a "necessidade é a mae da invencao", e o setor de tecno-
logia da informagao e comunicagao no Brasil teve, devido uma forte necessidade de isolamento social e
necessidade de adaptacio as ferramentas tecnolégicas, um aumento de 5, 1% em 2020 em comparacio a
2019, o equivalente a 6,4% do PIB brasileiro quando aglomerado com os outros setores da tecnologia,
segundo a Brascom (2021), mostrando, na contramao de outros setores, um crescimento acelerado e alta
capacidade de adaptacio para enfrentar as crises advindas do Coronavirus.

E issa se refletin nas acdes de empresas de tecnologia, como Wege, Neogrid, Totvs, ete. Algumas
das quais tiveram um crescimento de mais de 50 % quando analisadas as cotacoes do inicio do ano de
2020 e fechamento ao término de 2020. Veremos como nao s6 a valoriza¢ao é benéfica para uma acao,
como também a desvalorizagio, podendo ser uma grande oportunidade de investimento, a depender dos
critérios adotados pelo investidor na avaliagao da empresa.

Vamos olhar uma tabela que mede a desvalorizagao de uma acao e a respectiva valorizacao neces-

sdria para recuperar o prejuizo obtido.

Por exemplo:

Tabela 4.4: Comparativo entre desvalorizagao e valorizagao

H Se vocé perde H Tem que ganhar

|
[ % | 5% |
| 10% | 11% |
[ 15% | 18% |
[ 20% | 25% |
[ 25% | 33% |
[ 30% | 3% |
I 35% [ 54% |
I 40% [ 67% |
[ 45% | 82% |
[ 50% | 100% |
| 75% | 300% |
[ 90% | 900% |

Fonte:O Autor

Como podemos ver, quanto maior a desvalorizagio, maior o percentual de valorizacio necessirio
para igualar os prejuizos. Intuitivamente, por raciocinio inverso, podemos inferir incorretamente que a
valorizacio necessaria seria a mesma do prejuizo. Por exemplo, se perdemos 50% de valor de uma acao,

entdo por raciocinio inverso, pode-se inferir incorretamente que deveremos recuperar 0 mesmo percentual
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para reverter o8 prejuizos, mas na pritica isso ndo acontece, porque o decrescimento é proporcional
variado, ou seja, nao é linear como algumas pessoas podem pensar. Vejamos a motiva¢ao matematica

para abordarmos este fato.

Matematicamente, se 1 @ o todo e corresponde a 100%, entao a desvalorizacao tira do todo e a
valorizagao acrescenta ao todo. Portanto, sejam ¢ o periodo de desvalorizacio de referéncia, Dy € R o
modulo do decrescimento no periodo t e V' € IR o modulo da valorizacio no periodo; entdo DV; = 1 — Dy
representa a desvalorizacio no periodo ¢, e 14V 0 quanto o todo devers sofrer de valorizagao no periodo.

Entao, se tomarmos ¢ = 1 como unidade de tempo, seja em dias, semanas, meses ou anos, etc, €
DVi a desvalorizacao em t = 1, entao teremos que (1 4+ V) - (1 — DV}) = 1 é a valorizagao necessaria
para recuperar o todo no primeiro periodo de desvalorizagao. Se quisermos generalizar e encontrar a
valorizacao necessaria para recuperar o todo em ¢ periodos de desvalorizacao, DVy, DV, DVs, -+« | DV,
entido a equagio geral é dada por

{1+l = DW= (1Dl - D) w « [I—D%)=1. (4.19)

Como vimos no decrescimento proporcional, D; representa o decrescimento proporcional no periodo

., 1 A w . .

t e é dado por , ou seja, é dado pela razao entre os precos de fechamento em periodos consecutivos.
t

Além disso, da mesma forma que fizemos com o crescimento e o decrescimento proporcional, podemos

achar o termo médio das desvalorizacoes ou valorizacoes por se tratar de um processo multiplicativo.

Por exemplo, se { DV}, DV, DVi, -+, DV, } é o conjunto das desvalorizages em t periodos, entio
da relagio DV; = 1 — Dy concluimos que DV = 1 — D. Portanto, a desvalorizacio média ¢ a média
geométrica dos decrescimentos a menos de uma unidade. A vantagem de conhecer o termo meédio é que
ele representa todo o conjunto, e com a média geométrica, nao ha perdas, isto é, o equivalente médio, se

tomado a uma taxa constante em t periodos, produz o equivalente total.

Vimos que conhecidas as desvalorizagoes, podemos conhecer os decrescimentos e consequentemente
o decrescimento médio e por fim a desvalorizagao média. De modo inteiramente analogo ao raciocinia
para localizar a desvalorizacio média, podemos localizar a valorizacio média constante de cada periodo

de forma a recuperar o prejuizo.

De fato, dadas as desvalorizacoes DVy, DV,, DVy, - -- | DV, estamos procurando um ntimero que a
uma taxa periddica constante recupera o prejuizo total. Se observarmos a equacéo com profundidade,

estamos procurando um nimero ¢ = (1 + V') pertencente aos reais, tal que:

c-(1-DV) =1
¢c-(1-DVa) =1
¢c-(1-DV3) =

¢-(1-DV,)=1.

Multiplicando estas equacoes cada uma pela outra, obtém-se:

c-c-c-c - -c-(1=DVy)-(1—DVa)-(1—DVz)- - - (1= DV,) =1,
—
isto é,
" (1—DWV)-(1—=DVy) - (1—DVs) -+ - (1—DV,)=1.
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Reorganizando, temos:

Cn— l 1 . l P ;
\1-DWV; 1—- DV, 1— DV, 1-DV, )’

Note que se considerdssemos um conjunto de dados A = {@y, w9, 23, -+ .z, }, onde

1 1 1 1
o= (=7 ) ==(1=5%) @=(1=p%) = == (r=5%)"

teriamos um nimero ¢ que preserva o produto, isto é:

=2 wa 23 0 Ty & €= YT Ty Tz crr Ly

Ou seja, ¢ é a média geométrica desse conjunto de dados A.

Como ¢ = (1+ V) é a média geométrica de A, e
(1-DVi)=Dy, (1—DVW)=D,, (1-DV3)=D3,---, (1-DV,)=D,,

entdo (1+ V') corresponde ao aumento médio ¢ consequentemente V' corresponde 4 valorizagio média V.

Portanto,
c” = 1 . 1 . 1 C e #
A1 - DV 1—DVa 1— DV 1- DV,
— 1 1 1 1
14+VVWP=] — )| =} .| =1]: o0 o =
= 14V (91) (Dz) (Da) (Dn)
1
D, + Dgo Dav win « Dy

= (1+V)*=

(4.20)

Jaque Dy Dy Dy +++ - D, = D" como ja vimos na Definicio entao a equacao em ((4.20)

pode ser reeserita como

(1+7)" =

Dn’

Extraindo a raiz enésima dos dois membros da identidade acima, abtemos:

: 1
L V= —
1+7)=3
= 1
= V==-1
D
_ 1-D
= V= T (4.21)

Como DV =1 — D, entao (4.21) pode ser escrita do segninte modo:
- DV
V=—_——
1-DV

Ou seja, podemos eserever a valorizacao média em funcao da desvalorizaciao média, o que & muito impor-

tante em problemas financeiros que envolvem somente valorizagao e desvalorizagao.

Para finalizar esta secdo vamos a dois exemplos.

Exemplo 4.7. As acoes do Banco do Brasil sofreram forte desvalorizacao no ano de 2020, passando

de um teto de 50 reais para um piso de 21 reais em menos de 2 meses; uma desvalorizagao de 58%. A
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quarta semana do pior més para o banco foi chamada de semana do terror em termos de desvalorizacio.
No primeiro dia a desvalorizagao foi de 4%, no segundo dia a desvalorizagao foi de 7%, no terceiro a
desvalorizacao foi de 2, 5%, no quarto a desvalorizagao foi de 2% e no quinto dia a desvalorizacao foi
de 4,3%. Qual deveria ser a valorizacio média didria necessaria para recuperar o prejnizo na semana

seguinte?

Solugao. Como sabemos, para calcular a valorizacao média, recorremos a férmula dada por
DV

V=1"ov'

onde DV =1—-D e D= 3Dy Dy Dz - -D,. Portanto, vamos encontrar primeiramente o
decrescimento médio.

Como DV, =1— D,, entao vamos substituir todos os dados do problema nestas relagoes.

Pimeiro, como
DVy = 4%, DVy =7T%, DVz=2,5%, DVy=2%, DVs;=4,3%,
entao

D1 =1-4% = 0,96,
Dy =1—17% = 093,
D3 =1—2,5% = 0,975,
Dy=1-2%=0,98,
Ds =1—4,3% = 0,957.

Calculando o decrescimento médio, obtemos:

D= {/0,96-0,93-0,975- 0,98 - 0,957 ~ 0,9602.
Calculando a desvalorizagao média, chegamos ao valor

DV =1-0,9602 = 0, 0398.

Agora basta calcular a valorizacio média, substitnindo os dados encontrados até entio. Dad,

s , 0398
7= 2% g 00.

Logo, V = 0, 041 aproximadamente, o que implica dizer que na semamana seguinte as agoes de Banco do
Brasil teriam que valorizar em média 4, 1% ao dia para ao final dessa mesma semana haver uma recupera-
cao de todo o prejuizo das desvalorizacoes ocorridas. Isso equivale a uma valorizacao de aproximadamente

20, 5% na semana.

Exemplo 4.8. Uma acdo de petroleo tem no dia 01 de maio um prego de fechamento da agao
cotada a 50 reais. A partir dai teve a cotacio em 01 de junho, um fechamento a R$42, 50,, em 01 de julho
uma cotacao de fechamento a R$ 39,00, e em 01 de agosto, apds trés meses, fechon a x reais. Sabendo
que a desvalorizacao média dessa agdo de petroleo nesse trimestre foi de 10%, calcule o valor de x.

Solucao. Como a desvalorizacao média é dada por DV =1—De D= YDy - Dy Dy -+ - Dy,
entdo vamos caleular o decreseimento com base na razido entre os precos de fechamento como vimos na
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secao de decrescimento proporcional. Portanto,

R$42, 50 R$39, 00 x
5 Qi A O 5 O i O 3 ol S O - N
: R0 80 D2 RS$42, 50 0917 ¢ Ds = mes000

Como DV = 10%, tem-se que 10% =1 — D. Logo, D=1-0,1=0,9.

Além disso, como D= /Dy -Dy-Ds- --- - D, entao

39,00

X
— 3 i e
1/ 0, 77945 39

Elevando ao cubo ambos os membros da igualdade acima, temos:

0,9 = '{/0,85'0,917- .

s 0,775 x
39

0, 77945 - x
39

~ R$ 36, 48.

(0,9)

= 0,729 =
28,431

= XT 0.k
Vimos nesta se¢io a importancia da média geométrica em um conjunto de dados que se comportam

de modo multiplicativo. Na proxima secio vamos ver como a média harménica ¢ importante para a analise
de conjunto de dados de grandezas inversamente proporcionais e sua apliacio no mercado de acoes. Para

embasar esse texto usamos os estudos de Chou (1969).

4.4 Média Harmoénica

Como visto na parte introdutéria do estudo das médias, a Média harménica é uma das trés médias
pitagéricas desenvolvida por Arquitas de Tarento, o qual cunhou o termo harménica em homenagem as
oitavas de Pitdgoras. Ela é muito usada para exprimir o termo central de um conjunto de dados formados
por grandezas inversamente proporcionais exprimidas por taxas ou razoes, Chou(1969). Vamos definir

com mais precisio a média harménica abaixo.

Definicao 4.12. Para um conjunto de dados positivos X = {z1, 9,23, -+ £, }, n € N, a média harmo-

nica desse conjunto é definida por:

—_— 1

Xy= 41— . (4.22)
— ==t e —
I xa xIa T

Vamos ver, a partir de expressoes mais simples, como a média harménica pode ser escrita de outra

forma e tirar a partir dai algumas conclusoes matematicas.

Suponha que queremos trabalhar com um conjunto de dados de apenas dois valores positivos, isto

é, suponha que X = {x,79}. Entdo, a média harmmoénica desse conjunto é dada por

- 2
e

a€ X
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que também pode ser escrita como

Vejamos a média harmonica para um conjunto X com trés dados positivos, ou seja, a média
harménica para X = {z, 2,23}

- 3
Xn=1—17 71
T my 3
3
= Xy -%g F Iy X3 F 2y a3
U A o B i3

@y [@g -y |+ e @ -y | ag | w2

[Em B s+ ]

Para o caso geral, seguindo esse mesmo processo, vamos definir alguns conjuntos para facilitar as

notagoes.

Definicao 4.13. Seja I, = {1,2,3,4.5,--- ,n}, n € N. Dado i € I,, chamaremos de Z; = {i}0
conjunto unitirio formado por apenas um elemento de [,,, e de C' = [, — Z; o complementar de I, em
relacio a Z;. Para a generalizacio da média harmanica, utilizaremos um conjunto de dados com indices
em [, isto é, o conjunto A = {1, 25, 23, - , 2, }. Assim, se j € C, o niimero P; = H-J'ec x; é o produto
de todos os elementos com indices que pertencem a C' mas que nao pertencem a Z;. Portanto, a média

Z x; P

T i A (4.23)

€4

harmonica do conjunto A € dado por:

Ou seja,a média harmoénica nada mais & do que um caso especial da média aritmética ponderada, onde

P; sdo os respectivos pesos para cada ponto de dados z;.

A partir desta expressio fica muito mais simples tirar conclusdes a partir das expressoes dadas em
(4.22) ¢ (4.23). Vamos ilustras algumas propriedades na proxima subsegao abaixo.

4.4.1 Propriedades da Média Harmonica

1. Como vimos da expressan (4.23), por ser um caso especial de média harménica, valem as mesmas
propriedades da média aritmética ponderada, considerados os pesos especiais dados na expressao
(14.23).

2. Da expressao (4.22), a primeira propriedade que podemos notar é que a média harménica conserva
a soma dos inversos, isto é, podemos substituir cada ponto de dados por X, sem prejuizo de erro

no valor central.
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Demaonstracio. De fato,

- T
M= —a— 1 i
— =t =t =
T ry I3 Ty
1 1 1 1
1 Hin Tt T,
51 2 I's ‘n
b= S e L~
Xh n
n 1 1 1 1
— —=—+—+—+ oo
Xn 1 =z 3 Ty
on seja,
. B o i S g
..X h X Xn X ho T1 T2 3 Tp
n vercs

A Média Harménica é ideal para grandezas inversamente proporcionais.

Demonstragio. De fato, dada uma grandeza ¥V = E, sabemos que b é inversamente proporcional
a Y, isto ¢, quanto maior for o madulo de b, menor serd o madulo de Y, e vice-versa. Dai,
se usassemos qualquer outra média, considerando pesos simples, fossem elas média aritmética
normal ou média geométrica, entdao as grandezas presentes no numerador da razao estariam bem
posicionadas no centro, mas as grandezas presentes no denominador nao. Portanto para equilibrar
isso, faz-gse necessario pesos especiais como vimos em ‘ Vejamos como ficam as grandezas na
presenca de pesos especiais.

Sejam x1,xy, z3 trés pontos de dados positivos, com x1 <y < 3. Como vimos na equagio 4.23]
para um conjunto de dadas formado por 3 elementos, os pesos P; sdo dados por:

Py = x5 - x3,
Py =z - 3,
P3=T2‘$1.

Dai, de 1 < 7y < x4 seguem trés desigualdades:
I) .rf < @z -x1 < @y - 3 (multiplicando a desigualdade original por zy);
1) @1-x9 < a3 < a3- a2 (multiplicando a desigualdade original por z);
III) ©1-23 < To-T3 < rr.g(ml.lit.ipli('.ando a desigualdade original por z3).
De 1), II) e I1T) segue que:

Ty -Tg < Xy IT3 < Ty- T3,
Py < Py < Py,

O mesmo processo serve para o caso geral, cuja demonstracdo é analoga. Isto €, se

ou seja,

A={x1,22, %3, ,Tpn}
é um conjunto de dados positivos, com x) < @7 < 13 < -+ < Ty, entao

R; < Pn_‘]_ < .Pn__2 < Pn—i: R R T P]_._.k e In.
De fato, como feito anteriormente, da designaldade x1 < @2 < x3 < -+ < @y, criamos n desi-

gualdades multiplicando esta desigualdade por xy, zo, 25, -+ , 2z, respectivamente e comparamos
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as desigualdades de forma a obter o resultado. O

Com igso vemos que, como na média ponderada, a média harmdnica tende a se aproximar do dado
de maior peso. A média harmonica portanto equilibra essa relagao desigual entre os pontos de dados
fazendo uma relagao inversa enftre pesos e valor de cada ponto de dados, on seja, quanto maior o valor

numérico do ponto, menor serd o seu peso intrinseco, atribuido pela média harménica.

4.4.2 Unicidade da Média Harmonica

Como vimos, a média harmonica, assim como a média artimética e a média geométrica, ¢ uma
medida de posicao que tende a centralizar o conjunto de dados, de forma a ser uma boa medida-resumao
(Chou, 1969). Mas se tivessémos outro elemento canditado para ser uma boa medida-resumo de valor
central, veriamos que este candidato, na verdade, é o mesmo, isto é, a média harménica.

Com efeito, seja ¢ > 0 um candidato que preserve a soma dos inversos. Entao:

11 1 O O T | 1
o= — o ——F — e — (4.24)
cococ c Ty Ty Ty Ty o

Porém, conforme visto na equacio [:1 a média harmonica também é um nimero que preserva
a soma dos inversos. Logo,

1 1 1 1 1 1 1 1 1
XT};+XT&+XT&+.“-_XJ;J:E-’_E-FE-’_E_F.“_'—E. (4‘25)
n vezes
De e de temos ques
LET R VIS T W W RERD.
c ¢ C g Xp @ Xy Xy Xn
ﬂb:zf‘q T L?;.Z.E'-S
1 1
— n-:—n-ﬁ
—
e Xn

e portanto, Xj =c.

Na praxima subsecao vamos abordar a média harmonica ponderada, bastante importante para um

conjunto de dados que possui algum peso atribuido ou mesmo com uma frequéncia maior que 1.

4.4.3 Média Harmonica Ponderada

Definicao 4.14. A média harmonica ponderada é o ntimero que representa o valor central de um conjunto
de dados com algum peso atribuido on uma frequéncia maior que 1. Mais precisamente, dado um conjunto
de dados positivos A = {zy, 5,23, -+ ,@,}, com pesos positivos Py, Py, Ps, -+ -, P,, a média harménica

ponderada de tal conjunto é
= P+ P+ P+---Py
Xp = : 4.26
=P . B, P (4.26)

A média harménica ponderada é muito comum em casos onde a ineidéncia de um dado @ relevante,
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isto €, em situacdes que a sua frequéncia é levada em consideracéo e a sua maior vantagem reside no fato
de que ela pose ser usada em conjuntos distintos, da mesma forma que fol usado na média geométrica
e na média aritmética. Ou seja, quando forem dados dois ou mais conjuntos distintos mas de mesma
natureza, podemaos ter a média harménica ponderada do conjunto uniao, dadas as médias harmonicas

ponderadas de cada conjunto isoladamente. Vamos ver mais a fundo como podemos formalizar isto.

4.4.4 Relacao entre Média Harmonica e Média Harménica

Ponderada

Considere os conjuntos de dades positives A, = {@yy, 219,213,214, ,2;} com ¢ termos, 4, =
{zo1, T2, T23, Toa. -+ , To;} com j termos, Az = {xa1, 332,233, ., T3x} com k termos, e assim sucessiva-
mente até A, = {Tn1,2n2, Tpa, -+, Ty} com | termos. Além disso, cada observagio de cada conjunto tem
PEsos p().‘iiti\-‘(]ﬁ PH._ P[g, Pl;;,PH, wh 1PH, para o l",('m_illIlT.() Al, pesos p(')ﬁiti\-’(_lS Pgl, P225P23, P24{ o7y .Pz_j
para o conjunta As, pesos positivos Psy, Pao, Pas, Pag, --- , Pa. para o conjunto Aj e assim sucessi-
vamente.  Além disso, eada conjunto tem a sua média harménica propria, isto ¢, chamaremos de

Xn1. Xna, Xpa, Xpa, o+, Xnn as respectivas médias harmonicas de cada conjunto Ay, Ag, Ag, Ag.---, A,

Suponhamos que queiramos a média harménica de um conjunto de dados que seja a uniao de
dois ou mais conjuntos, conhecendo-se apenas as médias harménicas de cada conjunto isoladamente e os
somatorios das frequéncias on pesos de cada conjunto. Aproveitaremos a notacao usada para somatdrio

das frequéncias das observacoes, quando foi discutida a média aritmética ponderada na Pmposi(;éo

Entao cada conjunto terd seu devido somatorio de frequéncias Fia,, Fa,, Fla,,--- . Fa, ., para cada conjunto
Ay, As, Ag, - -+ A, respectivamente.

Para ilustrar, vamos encontrar a média harménica de nm conjunto formado pela unido de dois
outros e depois de trés conjuntos, para podermos generalizar para um conjunto uniao formado pela unido

de n conjuntos.

Seja um conjunto X = A; U Ag, tal que, a média harmonica de Ay é Xp1. a média harmonica de
Ay & X2, a soma das frequéncias ou pesos de A; é Fuy, e a soma das frequéncias ou pesos de Ay 6 Fu,.
Sabemos que o conjunto unido contém todos os elementos do conjunto A; e do conjunto As; portanto,
aplicando a formula da média harmonica vista em (4.22), temos:

Fay+ Fas

Xn(A1UAg) = : r .
Fh S
g=1 TH i

(4.27)

Iz

Como a média harmonica do conjunto A; & Xp1, entdo da férmula da média harmonica temos:
Fa,
-
Py;

T1i

JYh,l =

y=1
E pela fomula da média harmonica do conjunto A,, temos:

_ T
Xpp = —2.
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i
Py

Isolando na média harménica do conjunta A; e na meédia harmonica do

N
8|

b
t

xr
y=1 ¥

conjunto Aj e substituindo em (4.27), obtemos:

o
Il
,_.

Fa, + Fy,
Ff‘l £ F‘_‘;‘E
Xnt AXpo
Fa, + Fa,
X2 'Ffil + /th - By
Xn1 'Xhz_ )
(Fa, + Fa,) X1 X
Xz Fa, + Xp1 - Fa,

Xﬁ_(Al U Az) =

Vimos que para calcularmos a média harmonica da unido de dois conjuntos precisamos apenas
da média harménica de cada um deles e do somatério das frequéncias ou pesos de cada um deles, sendo
dispensavel as observacoes, ou seja, ndo precisamos utilizar as observagoes do conjunto unido para concluir
a sua respectiva média harménica. Agora vamos calcular a média harmdnica da unido de trés conjuntos

para observarmos o padraoc e em seguida podermos generalizar.

Sejam A;,As, A3 trés conjuntos de dados positivos. Sabendo que a média harmonica de cada um
deles & Xp,1,Xp, € X3, qual a média harménica Xj,(A4; U Ay U A3)?

Conforme feito anteriormente, 0 conjunto unido reune todos os elementos de A, de A3 e de Aj.
Portanto, pela formula da média harménica, temos:

‘FA: = FAQ 20 F'.‘lrz

i J k ’
Pl‘,u 2 : P'zz 2 : P.’iu;
¥ I9s T T
z=1 w=1

y=1 Ty Bw

Xn(A1U AU A3) = (4.28)

Como a média harménica do conjunto A & Xjq, segue da férmula da média harménica que

1

X_hl = i

i 2
L
=1 4

E pela fémula da média harmonica do conjunto A, temos:

= Az
Xppg=—F"—.

Temos ainda a média harmonica do conjunto Aa, dada por

= F
Xh ' ,‘i .
Py,

1 £

w=

i
Py ; . .
Isolando E —— na média harmonica do conjunto Aq,
14
y=1

na média harmoénica do

M‘_.
3 |0

[
i

T
Il
-
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&
: P . ; : o
conjunto As, E " na meédia harmonica do conjunto As e substituindo em , obtemos:

T3w
= Jw

Xh(.f‘ll UAs U ."-13) e ;z_ll + ijg + };-,:

e SPN LR W L -5

Xp1 AXno Xnz
Fa, +Fa, +Fa,

Xnz-Xns-Fa, +Xn1-Xna - Fa, + Xna - Xz - Fa,
}(_hl ¥ ‘X_fﬂ " X_flS

(Fa, + Fa, + Fa,) - Xn1 - Xn2 - Xns
Xnz - Xna - Fa, + X1+ Xns - Fy, + X1+ Xha - Fa, .

Como podemos ver, o processo para obtencao da média harmonica da unido de dois e trés conjuntos
& bem intuitivo. O processo para obter a média harménica de n conjuntos segue exatamente do mesmo
mado: basta substituir a expressiao do somatario das observagoes com os pesos na expressao do somatdria
geral e tirar o M.M.C dos denominadores e depois usar a propriedade da divisao de fracoes, obtendo com
iss0 a expressao:

" F F F F e+ Fy ) X1 - Xpg-Xpg - -+ - Xp
Ry yalgevopd = (Fa, +Fa, + Fa,+ Fa, +-++ Fa,) Xp1- Xnz- Xps h L (4.29)
F4;'Pl_l'F‘{g'P}Z"'FAR'PS‘I'""E_FA"'Pﬂ.
onde esses Py, Py, Ps, -+, P, s80 exatamente os produtérios de todos os elementos com indices que per-

tencem a €' mas que nao pertencem a Z;, conforme vemos da Definicao m

Para o caso especial Fa, = Fa, = Fa4, =+ = Fl4,, a equacao pode ser escrita como

- (Fa, + Fa, + Fa, + Fa, 4+ +Fa,) X1 Xna  Xpa+ o+ Xpn
Xp(AjUAy---UA,) = 2 : : :
alAr U A n) Fa,-Pi+Fa, -Py+Fa, -Ps+---+Fa, - Py
_n Fa, - Xp1-Xpa - Xpz- -+ - Xpn
Fp,-(PL+ P+ P+ P,)

Dai, cancelando Fly,, obtemos:

- Xp1-Xno-Xp3- 0 - Xnn

NolfAy Uy vkl A S
Bl Udy -l dy) (P, + P+ P3+ P,)

Para finalizar esta seciao, vamos as aplicagoes da média harménica no contexto de a¢oes. Vejamos
como o seu uso @ bhastante simples e intuitivo.

4.4.5 Meédia Harmonica no Mercado de Acgoes

Como vimos anteriormente, a média harménica é uma das trés médias pitagoricas responsivel
por ser uma hoa medida resumo para um conjunto de dados de grandezas inversamente proporcionais,
relacaoes, taxas, ete.

Em finangas, a média harménica é usada para determinar a média para miltiplos financeiros, como
o indice preco / lucro ( P / L), o preco por valor patrimonial (P / VP), o preco da acido por ativo (P /

Ativo) e outras relagoes financeiras. Vamos explicar cada uma delas a seguir.

O indice P / L & a relacao entre o preco por agao de uma empresa e lucro por acao. Da aos
acionistas de uma empresa pré-determinada uma nocao melhor do valor de uma empresa. O P / L mostra
as expectativas do mercado quanto ao upside e valuation da empresa olhando sobre as perpectivas do
lucro e 0 quao pode estar descontada a acao.
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O preco por valor patrimonial ( P / VP) é a relacdo entre o prego da a¢do e o valor patrimonial
por a¢ao de uma empresa pré-determinada. O valor patrimonial de uma ac¢ao é o pratiménio liquido de
uma empresa sobre a quantidade de acoes emitidas por uma empresa. Da aos acionistas uma visao macro
da empresa ao saber se o preco da acio estd realista com o patrimoénio lignido da empresa ou se esta

exagerada.

O preco por ativo (P / Ativo) é o preco por acdo sobre o total de ativos da empresa. Mais
precisamente, o total de ativos da empresa @ expresso pelo valor contdbil por a¢do. Este indicador é
essencial para os investidores saberem se a empresa esta valorizada ou desvalorizada em relacio ao seu
valor contabil.

0 Valor contabil de uma empresa é o valor que se caleula considerando-se todos os seus ativos como
maquindrios, insumos, patriménio tangiveis e intangiveis gque podem ser reconhecidos no seu balanco. O
valor contébil por acido é dado pelo valor total dos ativos dividido pelo total de agdes emitidas pela

empresa.

Quanto menar for o preco por ativo, mais desvalorizada estari, em tese, o valor das acoes em
relagio aos seus ativos, o que pode ser um fator importante para investimentos de longo prazo. Além
disso, existem varias maneiras de aumentar o preco por ativo de uma empresa qualquer. Através de uma
simples observacao na férmula do P /Ativo, vemos que o mecanismo de recomprar acoes dos acionistas,
isto ¢, retirar acoes de circulagao do mercado para diminuir o quociente, aumentar os ativos, ete, sao
algumas destas maneiras.

Esses indicadores que descrevemos acima sdo indicadores chamados de fundamentalistas, que ser-
vem para avaliar uma empresa de acordo com sua situacio financeira, mercadologica e até mesmo politica.
Esses indicadores constituem nma das prineipais ferramentas de estudo para investidores de longo prazo
(DEBASTIANT: RUSSO, 2008).

A média dos multiplos financeiros nao deve ser calculada usando a média aritmética porque ela é,
como vimos, tendenciosa para valores maiores. Veremos nos exemplos a seguir como podemos aplicar o
conceito de média harmonica e suas propriedades. Comegaremos com um dos problemas mais comuns em
finan¢as que utilizam a média harmaénica, que é o cileulo do indice de uma carteira composta por diversos
titulos. Para embasar nossos proximos exemplos vamos utlizar principios de contabilidade usados no livro
de Ludicibus, Martins e Gelbecke (2000).

Exemplo 4.9. Suponha que vocé & um analista de ag¢oes em um banco de investimento e seu
gerente pediu que vocé determinasse a relagdo P/ L do indice das agoes da Empresa X e da Empresa
Y. A empresa X relata uma capitalizacao de mercad(ﬂ de 1 bilhao de reais e lucros de 20 milhdes. A
empresa Y relata uma capitalizacao de mercado de 20 bilhées e ganhos de 5 bilhoes. O indice consiste
em 40% da Empresa X e 60% da Empresa Y. Qual o valor de mercado (Empresa X) + valor de mercado
(Empresa Y)?7

Em primeiro lugar, precisamos encontrar os indices P / L de cada empresa. Lembre-se de que o
indice P / L, @ essencialmente a capitalizacao de mercado dividida pelos ganhos.

P / L (Empresa X) = ( 1 bilhao) / ( 20 milhdes) = 50.
P /L (Empresa Y) = ( 20 bilhoes) / ( 5 bilhdes) = 4.

Devemos usar a média harmonica ponderada para calcular a relagio P / L do indice. Usando a

2A capitalizacao de mercado (Market Cap) é o valor de mercado mais recente das acoes em circulacao
de uma empresa.
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formula para a meédia harmoénica ponderada, a relacdo P / L do indice pode ser encontrada da seguinte

maneira:
P/ L{Indice)z (0,4 +0,6)/(0,4/50 +0,6/4) = 6. 33.

Observe que se calcularmos a razao P / L do indice usando a média aritmética ponderada, seria

significativamente exagerado:
P / L (Indice) = 0,4-50+ 0,6 - 4 = 22,4.
Vejamos também que se usidssemos a média geométrica ponderada, terfamos:
P / L (Indice)= 50%*.4%¢ = 4,78. 2,3 ~ 11.

Vemos que se tomdssemos a média aritmética como referéncia para o P / L, a soma do valor de
mercado das empresas X e Y seria altamente distorcido do valor de mercado real.

De fato, suponha que o P / L do indice seja dado pela média aritmética ponderada do P / L
de cada empresa. Entdo como vimos, as médias sao medidas resumao, que representam ou que tentam
representar todo o conjunto de maneira singular. Com isso, a medida resumo poderia subtituir qualquer
observacao do conjunto de dados para expressar a sua tendéncia. Entao, se o P / L do indice ¢ 22,4, a
média 22,4 substitui de maneira resumida o P / L da empresa X e o P / L da empresa Y, dai temos gue:

P / L (Empresa X) =224 (significa que a empresa X apresenta em média um prego por ac¢io de
224 reais a cada 1 real de lucro obtido nos ultimos 12 meses).

P / L (Empresa Y)= 22,4 (significa que a empresa Y apresenta em média um prego por ac¢ao de

22.4 reais a cada 1 real de lucro nos nltimos 12 meses).

Como sabemos o lucro da empresa X, basta multiplicar a relacao P / L por 20 milhoes no deno-
minador e o preco por a¢do médio de 22,4 reais por 20 milhdes para termos uma estimativa do valor de
mercado da empresa X. Da mesma forma fazemos com a empresa Y, tomamos como referéncia o P / L
médio, multiplicamos pelo lucro de 5 bilhdes no denominador e e multiplicamos o preco por agio médio

de 22.4 por 5 bilhdes para termos uma estimativa do valor de mercado da empresa Y.

Efetuadas essas operagoes, vamos ter como resultado:

22,4-20.10°  448.10°
20.106  20.106

P / L (Empresa X)= = 22,4,
Ou seja, para ter um P / L médio de 22,4, um lucro de 20 milhdes da empresa X corresponde a um valor
de mercado de 448 milhdes de reais.

Da mesma forma vale para a Empresa Y. Para ter um P / L médio de 22,4 e um lucro de 5 bilhdes,
a empresa precisa ter uma valor de mercado de 112 hilhoes, isto é:
22,4510  112.10°

P /L (Empresa Y)=—-— TR T 22, 4.
b. 10

Se somarmos os valores de mercado das duas empresas,temos:

Valor de mercado(Empresa X) + Valor de mercado (Empresa Y)= 112.10 + 0, 448.10% = 112, 448
bilhoes.
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Ou seja, a valor de mercado das duas empresas juntas corresponde a mais de 112 bilhdes de reais, muito

fora da realidade se somarmos os valores de mercado real das duas empresas, que é de 21 bilhdes de reais.

Vejamos se em vez de utilizarmos a média aritmética utilizarmos a média geométrica para calcu-

larmos o P / L. médio, o que acontece com a soma. do valor de mercado das duas empresas.

Como vimos anteriormente, caleulamos o P / L do indice utilizando a média geométrica, o que deu
aproximadamente um P / L médio de 11. Vamos utilizar esse P / L médio para calcularmos o valor de
mercado corresponde de cada empresa e depois somarmos a valor de mercado das duas empresas.

11-20.10°  220.10%

P /L ( Empresa X): 20106 = 2010° = 11.

Ou seja, para ter um P / L médio de 11 e um lucro de 20 milhdes, a empresa X precisa ter um valor de
mercado de 220 milhdes de reais.

Da mesma forma, vamos ealular o valor de mercado da empresa Y, sabendo o P / L médio.

11-5.10°  55.10°

P /L (Empresa Y): 10— B10°

=i lil

Dai, o valor de mercado da empresa Y é de 11 bilhdes. Somando-se o valor de mercado de ambas as

empresas, temos:
Valor de mercado(Empresa X) 4 Valor de mercado (Empresa Y)= 55.107 + 0,22.109 = 55, 22 bilhdes.

Veja que ainda é desproporcional ao valor de mercado das duas empresas juntas.

Se utilizamos o P / L do indice utilizando a média harmanica como foi utilizado, temos um P / L
médio de 6,33. Utilizando esse P / L. médio como uma medida-resumo para cada empresa, temos:

6,33-20.10°  126,6.10°

P Ilr." L (Elnpreﬁa, X): 20.10° o 20.108

= 6.33.

Portanto, a empresa X apresenta um valor de mercado de 126.6 milhoes de reais.

Fazendo de maneira analoga para a empresa Y, temos:

6,33-5.10° 31,65

P / L (Empresa Y)= EI0  — E1g

— 6,33.

Logo, a empresa Y apresenta um valor de mercado de 31,65 bilhdes de reais com esta medida resumo.

Fazendo a soma do valor de mercado das duas empresas, temos:

Valor de mercado (Empresa X) + Valor de mercado (Empresa Y) = 31,65.10° + 0, 1266.10°
= 31,77 bilhoes.

Portanto, como podemos ver, a média harménica é a mais fidedigna das trés médias pitagoricas para
representar um conjunto de dados formado por relacoes ou razoes.

Vamos ao proximo exemplo.

Exemplo 4.10. Uma empresa X teve um erescimenta do patriménio liquido nos primeiros 6

meses do ano de 2021 de aproximadamente 200 %, enquanto suas acoes se valorizaram 400 % nesse
periodo. Nos tltimos 6 meses o patriménio liquido crescen 300 % e as acoes se valorizaram 150 % nesse
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periodo. Dito isto, qual foi o crescimento médio do preco por valor patrimonial ( P / VP) em 1 ano? E

razoavel investir nessa empresa olhando sobre a perspectiva do preco por valor patrimonial?

. P E : : ;
Solugao. Chamaremos de VP a relacao do preco por valor patrimonial antes dos crescimentos.
Isto &, chamamos de P o preco das agoes no inicio do ano de 2021 e VP o valor patrimonial da empresa X no
inicio do ano. Como sabemos, a média harménica, assim como as outras médias, depende de observagoes
constantes em periodos de tempo igua,is} Veja que nos primeiros 6 meses a observacio “prego por valor

patrimonial® passou de 7 p bara VP 3‘V P
12,5P

VP Agora precisamos calcular um equivalente constante, ou seja, uma medida resumo que 4
uma taxa de crescimento constante conseguiriamos calcular a taxa média do preco por acio em relacao

enquanto nos 6 nltimos meses a ohservacan passou de

para

ao valor patrimonial.

Como sabemos, para calcularmos a taxa média, precisamos de observacoes fixas em perfodos equi-
valentes para podermos calcular qualquer que seja a média e neste caso, como queremos a média de taxas

on de razdes, precisamos calcular a média harménica. Tomando o periodo de 6 meses como referéncia,

temos trés instantes possiveis: tg, ty,t2, onde gy é o instante inicial dado por — e £, & o instante final
p VP

5 : . : ; ;

dado por ———. Dai, vamos calcular as taxas equivalentes entre periodos consecutivos, que no caso é

dado pela média harménica entre dois periodos consecutivos e no final vamos calcular a média harménica

das taxas médias equivalentes.

Entre a observacao tp e a observagao ti, o que equivale a um periodo de 6 meses, tivemos numa
s

S e 0 i - .
variacao entre duas razoes, de — para VP Portanto, devemos calcular a média harménica equivalente
para tais. Dai, calculando-se a média harménica entre t; e t;, temos:

_ 2 2 10
Ay i 2 =
1 " 3 8 8

1 5 5

Calculando a taxa equivalente em relagao as observagoes t; e t3, temos:
_ 2 _ 2 250
=3 12~ 3 120 105"
= = e
5 5 125

Com isso, descobrimos as taxas equivalentes de cada semestre separadamente, que servem agora
como uma taxa fixa. Mas queremos a taxa equivalente do ano. Portanto devemos calcular a média

harmonica destas duas taxas.
Vejamos como calcular a taxa final :

Calculando a média harménica entre X, e X,,, temos:

2 500
95 = 37 ~ 1, 2658.

10 250

-X_h =

Encontramos entao a taxa equivalente anual do preco por valor patrimonial da empresa X. Note que
o valor aproximado 1,2658 nos da uma taxa equivalente anual cujo crescimento foi de aproximadamente
26%.Portanto, um investidor que decida investir nessa empresa sob estas condigdes viu que nesse perioda
a taxa preco por valor patrimonial apresentou um crescicmento de 26% em relaciao ao comeco do ano, o
que indica que as acoes responderam positivamente comparado com o seu valor patrimonial.

Vamos a mais um exemplo, desta vez relacionado ao preco por ativo (P / Ative). Veremos que
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existe uma diferenca sutil entre patriménio liquido e total de ativos. Enquanto o patriménio liquido
representa a diferenca entre ativos e passives, o total de ativos representa, como o prdprio nome sugere,
a quantidade de bens que sdo capazes de gerar lucro para a empresa. Ja vimos que nessa relacdo prego
por ativa (P / Ativo) o denominador é expresso pelo valor contibil por acio. As acoes em questio
do qual mencionamos referem-se as agoes em livre circulagdo no mercado, tiradas as a¢des nas maos
de controladores e acionistas majoritdrios. Portanto um mecanismo de recompra de acdes faz o valor
contabil por acio aumentar devido a retirada de a¢des em circulacdo do mercado, fazendo o preco por
ativo diminuir. Desse modo, para o preco por ativo se manter constante, faz-se necessario o preco subir
também. Sendo assim, o mecanismo de recompra de acoes @ uma maneira que a empresa tem de gerar

lucro para seus acionistas e para si propria.

Exemplo 4.11. Nos trés primeiros meses do ano, uma empresa Y teve seu preco por ativo ( P
/ Ativo ) médio de cada més cotados a 2,3 e 4 respectivamente. Sabendo que a empresa recomprou 2%
das agoes no primeiro més, 6% das ac¢oes no segundo més e 5% das agoes no terceiro més e que o seu
valor contabil ou valor dos ativos expressos no balanco da empresa no fltimo trimestre foi de 500 milhoes
de reais e que a empresa Y possui 50 milhdes de a¢oes em livre circulagao antes da recompra, qual foi a

cotacio média mensal equivalente das acoes no trimestre?

Solugao. Como podemos ver, este problema é parecido com o prablema anterior, com a diferenca
de que desta vez queremos calcular o valor em si em vez do aumenta percentual. Veja que como a
observacao preco por ativo foi médio, ela, por ser uma medida resumo, substitui o conjunto das variagoes
dos pregos por acao e da variacao dos ativos ao longo do més devido a recompra, o que nos d4 uma
observacao constante para cada més anunciado. Coma a observa¢ao se trata de uma taxa e o problema
quer a cotacio mensal equivalente das acoes no trimestre, devemos calcular primeiramente a média
harménica das taxas prego por ativo, o que nos vai dar o prego por ativo ( Preco / Ativo) mensal
equivalente do trimestre. Além disso, devemos caleular o valor contdbil equivalente mensal para por fim

calcularmos a cotagao média mensal equivalente das a¢oes no trimestre.

Primeiramente vamos calcular a média harmonica mensal equivalente do preco por ativo. Como
foi dado o preco por ativo ( P/ Ativo) médio de cada més, a observacio passou a ser constante no periodo
de 1 més, fazendo as abservagdes se tornarem passiveis de serem calculadas através da média harmnénica
com pesos iguais, o que significa que usaremos a média harménica do tipo simples. Com isso, vamos

calcular o prego por ativo ( P / Ativo) mensal equivalente do trimestre:

X — 3 _ 3 _ 36
b= +1+1—6+4+3—ﬁ'
3 12
; ; : 5 ; 36
Portanto, o preco por ativo mensal equivalente do trimestre ¢  (P/Ativo),; = T

Para finalizar, falta agora somente calcular a cotacao média mensal equivalente do trimestre. Como

0 preco por ativo equivalente mensal foi de

, falta agora calcular o valor contdbil mensal equialente.

Observe que o valor contabil por acio também se trata de uma taxa. Logo devemos calcular a

média harmoénica dos valores contabeis de cada més. Mas primeiro vamos calcular o valor contabil por
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acao de cada mes:

. s N Valor contabil da empresa
Valor contabil por agao(19 més) = N° e acoes om Tivee Creulacho
500 - 10°
50 - 106 — 0,02 -50 - 106
500 - 10°

= 1910 ~ 10,20.

Vamos agora calcular o valor contibil por acio do segundo més:

; 4 ) Valor contabil da empresa
Valoeeaneabil. par sgan(ameg) = N? de acoes em livre circulagio
B 500 - 109
~49-10% - 0,06-49 - 10°
500 10°
46,06 - 100

= 10, 85.

Vamos agora calcular o valor contdbil por acio do terceiro més para finalizar:

o - Valor contabil da empresa
Valt canbhil: potiagia(d i) ~ N® de acoes em livre (‘.il}::',llla&ﬁ,o
500 - 10°
~ 16,06 - 105 — 0,05 - 46,06 - 10
500 - 108

= — 311,43
43,76 - 108 3

De posse desses dados, agora podemos calcular o valor contdbil mensal equivalente. Note que
descobrimos o valor contabil por acao de cada més. Portanto, mesmo que possua quantidade de agoes
diferentes em cada més, o valor j4 foi caleulado em cima de cada quantidade, dando como resultado o
valor contabil da unidade de acdo por més, o que faz nos remeter & média harménica simples.

Vamos entao caleular o valor contabil mensal médio para por fim calecularmos a cotacdo média
equivalente mensal do trimestre:

Xp =

T T T
10,20 T 10,85 T 11,43
3

T 0,27769417

~ 10, 8.
Para finalizar o problema, falta agora s6 calcular a cotagao média equivalente mensal das agoes no
trimestre. Basta aplicar a formula do preco por ativo médio, gue ji encontramos. Vejamos:

. - cotacao média
preco por ativo médio = :

valor contabil por agdo médio
36 _ cotacdo média

13 10,8
< cotacio média =~ 29,91.

Ou seja, a cotacdo média mensal equivalente das a¢des da empresa Y no trimestre foi de R$=29,91.
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4.4.6 Relacao entre as médias

Vimos nas se¢des anteriores que dependendo do tipo de observacio que estamos estudando, existe
uma média que melhor representa o conjunto de dados formado por essas observagoes, e cada uma delas
possui uma formula especifica.  Veremos agora que entre elas, existe nma relacao, uma féormula que

relaciona as médias pitagoricas. Usaremas os estudos de Chou (1969) para ilustrar essa relacio.

Proposigao 4.3. Seja X = {z1, 2} um conjunto de nimeros reais positivos formado por duas obser-
vagoes cujos pesos sio iguais. Se X @ a média aritmética, X, ¢ a média geométrica e Xj ¢ a média

harménica, do conjunto X, entao:

Xp=-2 (4.30)

Demaonstragao. De fato, se desenvolvermos a média harménica a partir da sua versao candnica, teremos:

= 2 2 221X
X = T T mEE mtw (4.31)
T b)) Ty - g

Por outro lado, se desenvolvermos o segundo membro da equaca , temos:

Jf!? _ (\«'2 Il'xz)z _ 2‘3’-1'3;2 (4 ?.2)
X Ty +x L+ x )
2
= 2
De (4.31) e (4.31) obtemos: X = ?g O

Podemos generalizar e equagao (4.30) para um conjunto de n observagoes, de forma que continue
a se estabelecer uma relacao entre as médias. Vejamos como fica a generalizacdo da equacio .

Teorema 4.2. Seja X um conjunto de niimeros reais positivos formado por n observacoes xq1, &2, 23, -+ , 2y,

isto. e, X = {@, 22,23, - ,2,}. Se X, é a média geométrica desse conjunto ¢ X, a média harménica

desse conjunto, entdo B

_ Xn

)
Xy = P N o L — {4.33)

% (Ht-:l 2y Tlisi % H_izl,rg)
! ' i
xry &y Ty

Demonstracio. O processo para demonstrar a equagio ¢ exclusivamente aritmético. Isso significa
que nao é necessario demonstrar essa relacao geral para n observacoes por inducao ou qualguer método
de prova mais sofisticado. De fato, basta expandir a fomula da meédia harmoénica para n nimeros reais

positivos como ja vimos anteriormente. Isto 6,

= T
X, =
fu 1 1
_+_+._
Iy T3 Ly
n
B R 7 e e e R I o T T
£y - Lp- Lz - - -dp
= The Xy *Ta g v + I 7
= X, = = (4.34)

Il:—lr« IL—N‘« o i

Tn
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Por outro lado,

X _ (EmEs s @)
(IL IT! Il; l‘T“- I[‘L 13‘) II =1%i . I[::l"ri
o e
T T2 In L2 Ly
T

N+Xq XLy o+ + Iy

[l iz IL lﬂ"e'

(4.35)
_|_ .

De e || segue o resultado. [l

Vimos neste capitulo que as médias podem ser muito titeis quando queremos encontrar respostas
para prablemas de ordem financeira. Vimos que observac¢oes podem ser desde taxas, pregos, quantidades,
indices, indicadores, ou seja, qualquer elemento de natureza quantitativa, pois estamos trabalhando com
a estatistica quantitativa em detrimento da estatistica qualitativa. Para finalizar esta secio, da relagao

entre as médias, vamos utilizar um exemplo nsando o preco de a¢bes como observacio.

Exemplo 4.12. Dado um conjunto de dados formadao pelos pregos de agoes x e y, sabemos que se
X = {z,y} é um conjunto formado pelas ohservacoes preco x e preco y, entdo a média harménica desse
- . = _ 2-x-y - . - .
conjunto é dada por Xj = e Feitas estas consideracdes acerca do conjunto X, responda:
T4y

a) Caleule o valor de z em funcio de y, se Xp=x

b) Se X, =22 ou X;, = ¢, entao calcule o valor de & ou o valor de y.

¢) Se Xj, = 2%,z > 0ou X, = y*,y > 0, entao para quais valores de  ou de y a equag¢ao possui duas
solugoes reais?

d) Se X; = 2?2 ou X, = y? entdo para quais valores de z ou de y a equacio possui uma tinica solucio
real?

e) Se X, = 22, para quais valores inteiros de y temos A um quadrado perfeito?

Solugao.

a) De X,, = z e substituindo na férmula da média harménica, temos:
2-x-9y

2 ?‘ y
= — = = rty=2 = =Y.
T+y ’f T+ Y ¥ ¥ U

Ou seja, se a média harménica é igual a uma das observagoes, entao uma delas é igual a outra.

b) Sem perda de generalidade,vamos fazer para o caso X, = 2. Entdio basta substituir X; = #* na

farmula da média harmanica, chegando ao seguinte caleulo:

e T —— S o

= r’4+z.y—-2-y=0

_ —yEVY+8-y
= 5 :

2-x- 2
22 Ly Uy

—

—y+VyE+8-y ) B} r >0

Logo, =z = , pois como z é preco, x >

Omitiremos o caso X, = y?, pois é andlogo ao que acabamos de demonstrar.
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c)

d)

e)

Vimos no item anterior que se X; = 22, chegamos em uma equacio do tipo 2 4+roy—2.y=0, que
é uma equacao do segundo grau em z. Portanto, para que essa equagao possua duas solugoes reais,

devemos ter A > 0. Fazendo A > 0 nessa equagao, temos:
Y —4-1.(-2-9) >0 2 +8-y>0 <= y-(y+8) > 0.
Temos entdo duas possibilidades:
y>0e(y+8) >0 on y<ley+8<0.
Como y é pre¢o, a segunda hipotese esta descartada. Logo, devemos ter y > 0 e y > —8, que da como
intersecao y > 0. Ou seja, basta o preco y ser maior que zero. O caso X, = ¢? é inteiramente analogo.

Para termos uma finica solugao real devemos ter A = 0, isto &, y> + 8-y =y - (y+8) = 0, 0 que
implica em duas possibilidades: ouy =0 ou (y+8) = 0. Mas y = —8 & um absurdo, pois y ¢ prego.
Portanto y = 0, ou seja, para que tenhamos uma tnica solucio real, dado que X}, = 2, basta que o

preco y seja nulo. O caso X, = y? é inteiramente analogo.

Para que tenhamos A := y? + & - y um quadrado perfeito, devemos ter y - (y + 8) = &%, k > 0. Dai,
temos duas possibilidades. Antes de mostrarmos as possibilidades, devemos notar que temos a solugio

trivial, isto &, y- (y + 8) = 0, cuja solugao ja vimos: y = 0. Dito isso, vamos agora as possibilidades:

I) y=(y+8);
I y=d® a>0ey+8=10, b>0.

O primeiro caso ¢ claramente um absurdo. Portanto, nos resta a opcao I1). Substituindo y = a® em
y + 8 = b%, temos:

a®+8=0b
= b —-a’=8

— (b+a)-(b—a)=_8.

Devemos agora procurar os divisores de 8 para usar como produto de dois fatores. Temos entao 4
possibilidades para o produto de dois termos dar 8:

12) 8 = 2.4, isto &, (b+ a)

298 =18, istoé, (b+a) :
3)8=4-2,istoé, (b+a)=4e (b—a)=2;
49)§=8-1,ist0 &, (b+a) =8

As duas altimas possibilidades sao andlogas as duas primeiras. Vamos entao trabalhar com as duas

primeiras possibilidades, chegando a dois sistemas:

b+a=2 . b+a=1
b—a=4 b—a=28
Resolvendo o primeiro sistema chegamos em b = 3. Como y + 8 = b%, segue que y = 1.

: 9 5 5 ;
Resolvendo o segundo sistema chegamos em b = 3 Novamente substituindo em y+8 = b?, concluimos

49
que y = —.
4
Portanto, existem duas solugOes possiveis para y. Mas como queremos as solugoes inteiras, entao

temos y = 1 como tnica solugdo.
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Vimos neste capitulo como as médias sdo importantes para resolver problemas de ordem financeira,
principalmente no que diz respeito a bolsa de valores. As médias sao muito importantes para expressar
um conjunto de dados e passar uma informacao a respeito deles, pois sao importantes medidas resumo que
nos dao uma boa idéia da tendéncia de tal conjunto. No proximo capitulo trabalharemos a desigualdade
das médias, importante conceito para problemas de méaximos e minimos e problemas de intervalos para
problemas onde uma determinada observacao vale. Para nos aprofundarmos em tal assunto, usaremos
como referéncia os autores Oliveira e Corcho (2010).
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Desigualdade Das Médias

Vimos no capitulo anterior comao as médias sdo importantes para acharmos medidas resumos de
conjuntos com os mais variados tipos de caracteristicas. Mas nem sempre podemos achar de maneira
precisa tais medidas resumo. Para isso faz-se necessirio encontrar intervalos ou faixas nas quais as
observacoes podem ser trabalhadas sem prejuizo de analise do conjunto aleatério considerado, ou seja,
sem prejuizo na hora de extrair informacoes do conjunto através de intervalos expressos por meio de

desigualdades.

Teorema 5.1. Seja X = {x1, %2, 23,74, .y} um conjunto formado por n observacdes positivas.
Entao, vale a desigualdade
X=X,

kY
o

(5-1)

valendo a ignaldade se, e somente se, @7 = 7 = 13

Il
|
=

Demonstracio. Provaremos em dois passos a primeira parte da designaldade, isto é, X > Xg.

Passo 1. Para o primeiro passo usaremos inducao sobre m. Provaremos que a desigualdade vale

para n = 2™,

Para m = 1 A designaldade vale para m = 1, isto &, para n = 2! = 2. De fato, provar que vale
para n = 2 é provar que
ry + Iy

9 2 I = Xo.

Para isso, basta notar que, como (/&1 — /T2)? > 0, segue que x1 — 2+ \/T1 - &2 + x» > 0. Logo,

Ty + Tp 2
~5 > /1 - @z como queriamos.

Agora provaremos que se vale para m, vale para m + 1. Ou seja, se vale para n = 2" (Hipdtese de

indugao), vale para 2 - n = 2™, Com efeito, demonstrar a desigualdade para 2 - n é provar que:

i+ Ty Tpgp1 + 0+ Ty
2-n

> 2Ty e X Tpglc e Lo (5.2)
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Do primeiro membro desta desigualdade segue que:

331+----|—3:n+:vn+1+"'+1’2n

Ty 4+ Tp +Eup1+-+Ton n =
2:'n 2
o i - € € 5 o S I +:1m+ s a2 o,
1+ + Tn + Tpt1 + + An.:z V, 1 n \/ fit1 2n (5-3)
2:n 2
B Yoo Filip FBgppg o endiiiton, )
—s n2_.:: nz\/{/xl__...xn.v_r_nﬂ.... “Ton (5.4)
Ty 4+ Ty +Tppy -+ Tap
¥ o T2\/{/3?1""‘élﬁn’-?«"n.+1""'9?2n
s S o P i O e ol 2T : 5
— 2.n... 2 ‘!{yxj' e T ‘x:Zﬂ:Xga

onde em (5.3) e (5.4) usamos a desigualdade para n = 2™ (hipotese de inducao) e n = 2, respectivamente.

Ainda da hipétese da indugio em (1), temos que
] =&y =" =Tp € Tptl =Ipt2 = = T2n.

Além disso, de (2), temos que

{V‘rl e kWS \',"/mn—f—l' e r&2my
e dai,
Ty oo Ty =Tyl oot Tone
De posse dessas informacoes, conclui-se que
Iy =X =+ =T =Lp41 =+ = Tan-
Logo, a desigualdade também ¢ valida para 2 -n = 27+1. Portanto, por indugao, a desigualdade das
médias vale para todo n da forma 2™.
Passo 2. Dado m inteiro positivo, a designaldade vale para todo n < 2™,

Para verificar isto, definimos o ntimnero

L= yr - T,
Desse modo, como a desigualdade vale para n = 2™, temos entao que

@i+ oo+ Lo+ L
———
s +""+-Tn +L+ L '|'L
— ——
2™ —q vezes > 2‘W: L.

2‘”1

Portanto,

14+ 2, +(2"—n) L

m 2 L.

Logo,

14ty 2™ L—- (2™ —n)-L=n-L,
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obtendo assim,

3’:1+"‘+3.'”271'L=ﬂ.' ".-';I;l. cee Ty,

o que nos da a designaldade desejada.

Como para qualquer inteiro positivo n sempre existe um inteiro positivo m tal que n < 2™, a
desigualdade fica provada para todo n. A prova dessa tiltima afirmacio é imediata: basta tomar no passo
1+ 1 de inducao o niimero m -+ 1 para ser o inteiro positivo que satisfaz a designaldade, pois 1 < 2™ para
todo m natural.

A prova de que a igualdade vale se e somente se 1y = a9 = -+- = x, também pode ser feita por
inducdo analogamente.

Para provar a segunda parte da desigualdade, de que X §= X, e que a ignaldade vale se, e somente

se, £y = &g = --- = &y, basta usar a designaldade das médias aritmética-geométrica com os niimeros x;
substituidos por —(i = 1,2, - ,n) de modo que:
F
.1 /1 1 /(1 1 1 o, 1
Mo =% (o) 2 X (o) = o i o
S i) Ty aTy Ty T €Ty
Invertendo esta ultima designaldade, obtemos entao
X_q {‘rlvx?.s ke y'r‘n.} 2 Xh (35]_- Lgy e l"rn)!
concluindo-se assim a prova.
; , 1 1
Notemos que as igualdades ocorremse esése — = — =--- = — e =xy = -+ = ¥y, O
£ £ Ly

Exemplo 5.1. Uma empresa de chiclete pode produzir o seu produto principal, o pirulito
pegasus, a um custo de 1 real a unidade. Estima-se que, se cada unidade for vendida por 3 - #? — 23
reais, a empresa venderd por més z (z > () unidades de pitulitos. Assim, o luecro mensal do fabricante é
uma funcio do preco de venda. Sabendo que além disso a empresa ainda recebe um bonus fixo de 3 reais

independente de quantidade de vendas, qual devera ser o lucro maximo da empresa?

Solugao. Sabemos que o lucro de uma empresa em fungao do prego de venda y sao as receitas
em funcao de y menos 0s custos em fungao de y, isto &, L(y) = R(y) — C(y). Além disso, sabemos que a
receita R(y) ¢ dada pelo preco de venda y vezes a quantidade de unidade vendidas, e o custo C(y) é o
preco da fabricacio F vezes a quantidade de unidades Q(y) para serem fabricadas. Entio temos que:

Ly) =y -Qy) — F-Qy).
Dadas essas consideracoes e substituindo nos dados do problema, temos gue
L3 2 =2y =B-2*-2%) .21

Porém a empresa teve um bénus fixo no valor de 3 reais, portanto o Luero total da empresa foi de
(8:22—a%).2—1-2+3, ouseja,

LT(3.2° —a¥) =8.2% —2* 48—z,
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onde LT(3 - x® — z*) ¢ o lucro total em funcéio do preco de venda (3 - 22 — 2*).

Veja que podemos escrever o lucro total como:
LT3 -2 —2%) = (3—a) - (25 +1).

Dai, usando a desigualdade das médias, temos:

VB o) @< THUEoa) (5.5)

Portanto, de temos que a ignaldade ocorre se, e somente se, (3 —z) = (2 + 1), que tem

como solugao trivial » = 1. Logo, substituindo & = 1 no segundo membro de , concluimos que
\/(3 —x) (23 4+1) < 2, isto &, que (3—z) - (2® + 1) < 4, ou seja, LT(3- 2% — 2°) < 4.

Desse modo, dadas essas condigdes, o lucro maximo da empresa serd de 4 reais por més.

Exemplo 5.2. Se P, P>, P; sdo os pregos das agoes em determinado periodo, prove que

1+1+l} 9
PR P, P P+P+P

Solugao. Aplicando a desigualdade entre a média aritmética e a média harménica aos niimeros

5 o obtemos:
PR P T
1 " 1 " 1
P P P S 3
3 Rt BE¥B
Dai segue que
1 1 1 9

e e Iy
P P P, P+PB+P

xemplo 5.3. de-way- A 0y, Xo, Ty © Ty 820 observaco sitivas em um conjunt
E plo 5.3. (Baltic-way-adaptada) Se x|, zo, 73 ¢ 24 $d0 observacoes positivas e conjunto

de dado, entao

1+ 23 Ia + X4 T3+ T T4+ T2 > 4
Ty +Ts Ta+3 Tzt T4 Zy+Ty

Solugao. Aplicando a desigualdade das meédias aritmética e harmonica, temos:

T+ T3 T3 T
T1+xy A3+ 2
2 — x1taxz2 23+ 3y
Ty +x3 I3+ 11
Ty -+ X3 LT3+ m - 4. (x1 + x3)

. > , 5.6
Ty 2 T3+ Ty Ty T2+ T3+ 2y (5.6)
De maneira andloga, pela desigualdade das médias,
O s R R o)
V3T X3 TgTa o ]
’ — T3+ T3 Ty + T
Ty +ry Tyt X3
o+ g4 T4 -}-:3:2;5 4. (23 + x4) (5.7)
To+zy Tau4+T1 T1dTodaz+ay ’
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Somando e ., temos:

42 Iy + 2 T3 + T
1 3+ 2 4+ 3 1

Ty + T

r1+x2 Totxz Tzt x4

como queriamos provar.

> 4,
T4+ Xy
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Capitulo 6

Produto Educacional

6.1 Introducao

Apresentamos como produto educacional o jogo “card game financeiro” para ser utilizado em sala
de aula, pois entendemos que se constitui como uma ferramenta muito importante para o desenvolvimento
social dos discentes, além de atender ao objetivo da proposta deste estudo que é contribuir para o ensino
da matematica financeira em sala de aula com os alunos da educacdo basica. Desse modo, defendemos
que a aplicacio dos jogos em sala de aula surge como uma oportunidade de socializacgao entre os alunos,
de cooperagao mutua, estimulando a participacao da equipe na busca incessante para elucida¢do de um
problema proposto pelo professor. Nesse sentido, a utilizacio de atividades Iidicas na Matematica e
de materiais concretos contribui tanto para o desenvolvimento cognitivo, psicomotor e socioafetivo dos
discentes, além de promover o senso critico, investigador, que ajuda na compreensdo e entendimento de
determinados contetidos relacionados ao ensino da Matemética.

6.2 Objetivos

O objetivo do nosso produto educacional é fazer o aluno compreender os conceitos apresentados
neste trabalho, sobretudo acerca das médias aritmética e ponderada, temas mais comuns no ensino
basico, de forma que ele possa desenvolver habilidades como flexibilidade, adaptacio a cenarios diversos
e raciocinio légico, empregando elementos da matemdtica financeira.

6.3 Apresentacao do Produto

0 game “Compra de A¢oes” é um carde game voltado para o ensino, tem formato de Gamificacao
Explicita e trabalha o game-based learning, ou aprendizado baseado em jogos traduzindo para o portu-
gues. E uma abordagem que utiliza jogos e tem como caracteristica a otimizacdo da experiéncia com a
aprendizagem. Nesse caso o jogo permite o entendimento de questdes do mercado financeiras através de

simulacoes da compra e venda de agoes.
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6.4 Metodologia

O game tem Estrutura de missdo solo, cada aluno recebe inicialmente uma ficha de controle, 2
(dois) dados, um card correspondente a um pacote com 100 acoes da empresa considerada e 1000 reais
em dinheiro (dinheiro falso usado somente no jogo). Nesse caso nao foi criado nem wm outro tipo de
dinheiro, pois a ideia & que apesar da imersao das criancas no jogo, pretende-se trazer uma conexao mais
proxima da realidade deixando o Real como a moeda corrente oficial do jogo. Além disso, serd dada a
opcao do aluno comprar mais acoes no mercado, ou vender as que ja tem, sempre pela cotacao atual que
serd dado pelo preco da rodada anterior + a soma dada pelos dados. A Figura 1 mostra o dinheiro que

sera usado no jogo, cédulas de papel representativas de dinheiro real, porém sem valor monetario.

A ordem do evento serd a entrega das missoes em formato de rodada. Cada aluno joga 2 (dois)
dados, que terdo a fungao de ditar se as a¢oes subiram ou desceram naquela rodada. As agdes por parte

dos alunos estdo em 2 (duas) escolhas que sdo elas: comprar ou vender.

Os registros das agoes e de toda a dinamica do jogo serd registrado na ficha de controle recebido
pelo aluno, conforme Figura 2. A ficha de controle estd dividida em colunas, onde tem ordem que indica
a rodada que deve ser preenchida nome da acgao, variacao, onde o aluno apos jogar o dado vai por se as
agoes subiram ou desceram seu valor ditado pelo langamento dos dados, movimento do jogador. indica
a acio do jogador naquela rodada, ele preencherd como um "x”, Valor da Acao Anterior (R$) e Valor da
Aciao Atual (RS) e finaliza preenchendo o Custo Médio Acnmulado.

A cada rodada um aluno tera sua vez de jogar os dados. Ao langar os dados, as agdes sofrem alta
ou baixa no seu valor, que na 1? (Primeira) rodada valem R$ 1,10 a unidade. Caso a soma dos dados
seja um niimero “PAR” ocorre uma alta nas a¢oes no valor da soma e caso o resultado das somas seja
“IMPAR” ocorre uma baixa nas acoes no valor da soma. Os valores que as acoes podem cair e subir
estao entre as possibilidades minimas e maxima de combinagbes possiveis entre a soma dos dados. Por

exemplo:

1. Resultado da rodada 1 para o aluno Y = 1 (dado 1) + 1 (dado 2) = 2, subird R$ 0,02 centavos.
2. Resultado da rodada 2 para o aluno Y = 6 (dado 1) + 6 (dado 2) = 12, subira RS 0,12 centavos.

3. Resultado da rodada 3 para o aluno Y= 6 (dado 1) + 5 (dado 3)= 11, cairdi R$ 0,11 centavos.

O professor controla a partida pelos “Tokens de Rodadas”, representados na Figura 3, que se inicia
no 1 (um) e finaliza no 10 (dez). sendo cada valor sobreposto ao anterior, indicando a passagem da rodada
geral, que ocorre quando cada aluno realiza seu turno.

Apos distribuir inicialmente 100 a¢des para cada aluno em forma de cartas (cada pacote de carta
corresponde a 1(uma) acao) e o dinheiro no valor de R$ 1.000,00 para cada nm, o professor fica com o
resto do monte das cartas que serao as agoes que serao compradas ou vendidas pelos alunos nas rodadas.

Ele (o professor) representard portanto o mercado financeiro, ele serd uma espécie de corretora.

O jogo finaliza quando chegar na 102 (decima) rodada analisando o preenchendo o Custo Médio
Acumulado, que é a média ponderada dada por:

onde as observagoes X; correspondem ao prego de compra de cada agdo por rodada. Ganhard o jogo
aquele que ao final da décima rodada tiver o maior lucro.

85



Capitulo 6. Produto Educacional

6.5 Anexos
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Figura 2: Ficha de Controle. Fonte: O Autor.
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Figura 3: Tokens das Rodadas. Fonte: () Autor.

Medeiros Leite
(MLVC 11)

A Medeiros Leite, empresa resultante da

fusac entre a Papel e Celulose e a Fbra de
Papel, tem o compromisso de ser referéncia
global no uso sustentavel de recursos
naturais.

Lider mundial na fabricacde de celulose de
eucalipto e uma das malores fabricantes de
papéis da Ameérica Latina,

Pacotecom1 Acodes

Figura 4: Unidade de acao. Fonte: O Autor.
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Consideracoes Finais

Entender a importancia do ensino da Educac¢io Financeira (EF) como tema relevante na educacao
basica foi o ponto de partida para a construcio deste estudo, em um contexto em que a nova Base Nacional
Comum Curricular (BNCC), homologada pelo Ministério da Educagao em 2017, estabeleceu a EF como
um dos temas transversais, devendo realizar sua insercao nos curriculos de todo o pais. Desse modo,
definiu-se como eixo central do trabalho a aplicacao das médias pitagéricas no mercado de a¢oes como

uma ferramenta importante para o ensino e aprendizagem da educag¢io financeira na educagio hasica.

A discussdao agui empreendida é de grande relevancia diante do cenario pandémico que estamos
enfrentando em dmbito mundial, por meio do qual foi desencadeado um elevado indice de morbidade,
uma grave crise economica, gerando significativas taxas de desemprego e alto custo de vida, evidenciandao
ainda mais as designaldades sociais e as lacunas estruturais da economia brasileira.

Assim, constituiu-se como problema inicial desta pesquisa a seguinte questdo: quais as contribui-
coes do ensino da educacio financeira na educacdo basica, considerando os conteiidos relacionados ao
mercado de agoes e a aplicacdao das médias pitagéricas na resolucao de problemas de ordem financeira?
Para alcancar respostas para essa questao, fol tragado como objetivo geral analisar a importancia da
educacgao financeira no ensino béisico, tendo como base a aplicagao das médias pitagoricas no mercado de

acoes.

Diante disso, definimos algumas estratégias para compreendermos como o ensino da matemética
financeira estava sendo desenvolvido em ambito nacional e, para isso, recorremos & pesquisa integrativa
com foco nas seguintes questdes: quais os temas abordados pelos pesquisadares sabre educacao financeira
e quais 08 objetivos pautados nas pesquisas realizadas? Que metodologias foram aplicadas? Além disso,
foi feito um recorte temporal (2010 a 2021) que tornasse consistente a amostra, considerando também,
para isso, os descritores selecionados para a investigacao: ensino da matemética, educacio financeira e
educacao basica, bem como os fatores de exclusao das pesquisas, descartando aquelas que nao estavam

alinhadas com o objeto de estudo aqui definido.

Assim, foram realizadas analises minuciosas junto 4 Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dis-
sertacoes (BDTD), para identificacdo dos programas e, por sua vez, das pesquisas que apresentassem
respostas as questées pautadas inincialmente, cujas discussoes foram apresentadas de forma descritiva
no capitulo trés, de modo que ficou constatado que ha caréncia de pesquisas relacionadas a educacao
financeira na educacao basica, pois, em um periodo de 11 anos, s6 foram localizadas 33 dissertacoes de
mestrado e 01 tese de doutorado com tematicas relacionadas ao abjeto de estudo aqui referido, e dentre

os programas selecionados o PROFMAT foi considerado o mais produtivo.

Também fol intencionado verificar neste estudo se as médias pitagdricas contribuem para solucionar
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problemas de ordem financeira, e restou comprovado que elas sdo de fato importantes na resolucio desse
tipo de problema, principalmente no que diz respeito a bolsa de valores, pois elas expressam um conjunto

de dados, produzindo informagoes acerca deles, fornecendo uma boa ideia da tendéncia de tal conjunto.

No que se refere ao produto educacional, apresentamos aqui a proposta de um jogo educativo: Card
Game Financeiro — para contribuir no ensino da educagao financeira com alunos da educacgio basica. O
game “Compra de A¢des” é um carde game voltado para o ensino é tem formato de Gamificacdo Explicita
e trabalha o game-based learning, ou aprendizado baseado em jogos, em portugués, & uma abordagem
que utiliza jogos, tem o objetivo de otimizar a experiéncia de aprendizagem. Nesse caso, o jogo permite
o entendimento de questdes do mercado financeiras através de simulagoes, da compra e venda. de acdes.

A partir desses resultados, compreendemos que a Educagao Financeira no sistema de ensino nao
deve se restringe apenas a uma unidade curricular, no caso a matematica, pois, em razao de sua impor-
téncia, ela deve se constituir, de fato, como tema transversal e transdisciplinar, possibilitando construcio
de conhecimentos para tomadas de decisoes assertivas e mails vantajosas do ponto de vista financeiro,
uma vez que ela pode ser definida como o processo mediante o qual os discentes podem melhorar a sua
compreensao sobre os conceitos e produtes financeiros, de maneira que, com informagia, formacéo e ori-
entacao, possam desenvolver os valores e as competéncias necessarios para se tornarem mais conscientes
das oportunidades e dos riscos que o sistema financeiro oferece.
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