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Aula de Matemaéatica

Pra que dividir sem raciocinar
Na vida € sempre bom multiplicar
E por A mais B

Eu quero demonstrar

Que gosto imensamente de vocé

Por uma fracao infinitesimal,
Vocé criou um caso de cdlculo integral
E para resolver este problema

FEu tenho um teorema banal

Quando dois meios se encontram
desaparece a fracao
E se achamos a unidade

Estd resolvida a questao

Pra finalizar, vamos recordar

Que menos por menos dd mais, amor

Se vao as paralelas,

Ao infinito se encontrar,

Por que demoram tanto os coracoes a se
integrar?

Se infinitamente, incomensuravelmente,
FEu estou perdidamente, apaizonado por

VOCE.

Tom Jobim.



Resumo

A historia do quinto postulado de Euclides atravessa dois milénios de pesquisas que per-
mitiram, nao somente uma melhor compreensao do processo de construcao axiomatica
em Matematica, como também a criagao de outras geometrias, hoje chamadas nao eu-
clidianas. Em particular, devido aos inimeros esforcos na tentativa de demonstragao
deste postulado, nasceu a geometria hiperboélica a partir da negacao do quinto postulado.
Nesta dissertacao discutimos alguns dos substitutos ao quinto postulado, isto ¢, teoremas
que sao demonstrados em curso de Geometria Euclidiana, mas que, se assumidos como

axioma, implicam no axioma das paralelas(o quinto postulado).

Palavras-Chave: Axiomas das Paralelas, Demonstragoes, Geometria Euclidiana,

Geometria hiperbolica, Quinto Postulado de Euclides, substitutos ou Equivalentes.
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Abstract

The history of Euclid’s fifth postulate spans two millennia of research that allowed not
only a better understanding of the axiomatic construction process in Mathematics, but
also the creation of other geometries, today called non-Euclidean. In particular, due to
the innumerable efforts in the attempt to demonstrate this postulate, hyperbolic geometry
was born from the negation of the fifth postulate. In this dissertation we discuss some
of the substitutes for the fifth postulate, that is, theorems that are demonstrated in a
Euclidean Geometry course, but which, if assumed as an axiom, imply the axiom of
parallels (the fifth postulate).

Keywords: Parallel Axioms, Proofs, Euclidean Geometry, Hyperbolic Geometry,
Euclid’s Fifth Postulate, Substitutes or Equivalents.
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Capitulo 1

Introducao

Esta dissertacao aborda um contetido, que ha mais de 2000 anos é motivo de estu-
dos, de muitas discussoes profundas, entre os mais renomados amantes e estudiosos da

matematica da época e contemporaneos.

Tais discussoes, giravam em torno do quinto postulado de Euclides, publicado no
livro "Os elementos"a cerca de 300 anos a.C. Acreditavam, inclusive o proprio Euclides,
que a afirmacao do 5° postulado, ndao deveria ser apenas um enunciado a ser aceito, mas
uma afirmacao passivel de demonstracao, elevando-se ao grau de teorema e nao apenas,

de um simples postulado.

Segundo Almir e Humberto em [2] (2011) "O trabalho de Euclides destaca-se pelo
fato de que com apenas 5 postulados ele foi capaz de deduzir 465 proposicoes, muitas

complicadas e nao intuitivas”.

As varias tentativas, fracassadas, de demonstracao do 52 postulado levaram nao s6 a
uma melhor compreensao da geometria euclidiana, mas também & descobertas de outras
geometrias, as chamadas nao-euclidianas, tais como: a geometria hiperbdlica e a geometria
eliptica. Além disso, permitiram compreender melhor, a importancia da fundamentagao
logica na Matematica. Elas se baseavam em um sistema axiomaético totalmente diferente,

que nao vem a ser, a priori, o0 motivo de nosso estudo.

Segundo Barbosa em [3](1994),

Uma das consequéncias da busca da prova do 5° postulado, foi a producdo de
um nimero de substitutos (ou equivalentes) a esse postulado. Estes substitutos
sao proposigoes equivalentes ao quinto postulado, ou seja, usando-se 0s qua-
tro primeiros postulados, mais o substituto, é possivel desenvolver a mesma

geometria euclidiana.

Para que uma proposicao seja considerada um substituto, é necessario que:
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1-A proposicao a ser usada, faca parte da geometria euclidiana, ou seja, a proposicao

possa ser demonstrada com os cinco postulados originais.

2-Usando os qualro primeiros postulados originais, mais o substituto, € possivel

demonstrar o quinto postulado.
Existem varios sustitutos ou equivalentes para o quinto postulado de Euclides.

O professor Sérgio Alves, da Universidade de Sao Paulo, elencou de forma organizada
por assunto, um grande niimero destes substitutos, encontrados em "Notas de Geometria

nao-euclidiana"e publicadas em [10](2014). Vejamos:
Retas:

e Por um ponto fora de uma reta dada, passa exatamente uma reta, paralela aquela.

(axioma de Playfair)
e Fxiste um par de linhas retas que estao a uma distdncia constante uma da oulra.
e Se duas retas distintas sao paralelas a uma terceira, entdo sao paralelas entre si.

e Se uma reta intersecta uma, de duas retas paralelas no plano, entao intersecta

também a outra. (axioma de Proclus)
e Quaisquer duas retas paralelas tém duas retas perpendiculares comuns.
e Quaisquer trés retas distintas tém uma transversal comum.
e Nao existem trés retas tais que duas delas estejam do mesmo lado da terceira.
e Duas retas paralelas quaisquer tém uma perpendicular comum.

o Se duas retas paralelas sao cortadas por uma tranversal, os dngulos alternos in-

ternos sao iguais, € os correspondentes também o sao.
e Dado as retas r, s, ser € paralela a s, entao r € equidistante de s.

e Dada uma reta r, o conjunto dos pontos que estao do mesmo lado de r e que sao

equidistantes de r, € uma reta.

e Dadas as retas v, s, u , v, £ se r € paralela a s, u € perpendicular a r e v €

perpendicular a s, entdo u e v sao paralelas.

e Dadas as retas r, s, u, v, Eser L s, s L ueul v, eserewvsao retas

concorrentes entao sao perpendiculares.

e Se a reta AB € paralela a reta CD e a reta BC' € transversal a ambas, tal que A
e D estio do mesmo lado de BC, entao /ABC + /DCB = 180°.

e Dado um ponto interior de um dngulo, entao uma reta pode ser tracada por este

ponto, intersectando ambos os lados do dngulo.

Triangulos:
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e A soma dos dngulos internos de cada tridngulo, € igual a dois retos. (postulado
do tridngulo)

e Fxiste um par de tridngulos semelhantes, mas nao congruéntes.
e Todo triangulo pode ser circunscrito.
o As mediatrizes dos catetos de um tridngulo retdngulo, sao retas concorrentes.

o E'm um tridngulo retdngulo, o quadrado da hipotenusa € igual a soma dos quadrados

dos outros dois lados (Teorema de Pitdgoras).

e Dado um tridngulo ABC, se (AC)?> = (AB)? + (BC)?, entdao o dngulo B é um

angulo reto (inversa do Teorema de Pitdgoras).

e Dado um tridngulo ABC, existe o tridngulo DEF de tal modo que A € DE |, B €
EF e Ce FD.

e Dado um tridngulo ABC, e se D e E sao, respectivamente, 0s pontos médios de

AB e AC, entio AC =} BC

e Dado um tridngulo ABC, com B no circulo de diametro AC, entdo /ABC é um

angulo reto (Tales).
e Existem tridngulos com dreas arbitrariamente grande(axioma de Wallis).

e Em todo triangulo, a medida de cada dngulo exterior € igual a soma das medidas

dos dangulos que nao lhe sao adjacentes.
Retangulos:
e Todo quadrildtero de Saccheri, é um retangulo.
e Os dangulos do topo de um quadrildtero de Saccheri, medem 90°.

e Se o0s trés dngulos internos de um quadrildtero sao dngulos retos, entao o quarto

angulo € também um dngulo reto.
o Fxiste um quadrildtero em que todos os dngulos internos, sao retos.
e (Hipdtese do dngulo reto de Saccheri) Existe um retangulo.
e Todo quadrildtero de Lambert é um retingulo.

e As diagonais de um quadrildtero de Saccheri se intersectam no ponto médio de
ambas.

Circulos:
e Dados trés pontos nao colineares, entao exriste uma circunferéncia que os contém.
e Se 0o /ABC ¢ um dngulo reto, entao B pertence a cicunferéncia de didmetro AC

e Se A, B e C sao pontos de uma circunferéncia com centro D de tal modo que B e
D estao do mesmo lado da reta AC, entao /ABC = % LADC.
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e Uma curva de curvatura constante diferente de zero é um circulo.

e Uma curva de curvatura constante diferente de zero tem extensao finita.
e Fxzistem circulos de curvatura arbitrariamente baiza.

e A drea de um circulo cresce no mdzrimo polinomialmente em seu raio.

Percebam que a lista € um tanto quanto extensa e demonstrar todos esses substitutos
do quinto postulado de Euclides requer uma grande habilidade e uma disponibilidade
enorme de tempo. Vamos fazer a demonstracao de alguns que aparecem em textos de

geometria euclidiana, bem como, geometrias nao-euclidianas.
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O decorrer historico

Neste capitulo vamos falar dos principais matematicos que ao longo da historia ten-
taram, incansavelmente, demonstrar o quinto postulado de Euclides. Estas tentativas de
demonstracao, mesmo que fracassadas, tiveram suas contribuicoes nas bases da geometria
euclidiana e no surgimento dos substitutos ou equivalentes ao quinto postulado, bem como

das geometrias nao-euclidianas.

Ptolomeu: Dos escritos do filosofo, matemético e historiador, Proclo (410-485)
vieram comentarios a respeito do trabalho de Ptolomeu. Segundo ele, Euclides viveu
em Alexandria durante o reinado do primeiro Ptolomeu, que era também gebdgrafo e
astronomo, e este, escreveu um livro sobre o quinto postulado de Euclides, onde era
proposta uma das suas primeiras tentativas de demonstracoes. Intitulava-se "Que linhas
prolongadas de angulos menores que dois angulos retos encontram-se uma com a outra'.
O que Ptolomeu afirma no titulo do livro é precisamente o quinto postulado de Euclides,
no sentido em que os angulos a que se refere sao os dois angulos também referidos no dito
postulado como menores que dois retos, porém, sua demonstragao continha um erro, pois
assumia que o paralelismo acarreta na congruéncia de duas figuras, quando assume que
as propriedades aceitas para os angulos interiores de um lado da reta transversal também
devem ser validas para os angulos do outro lado, ele acabou admitindo uma propriedade

que é verdadeira somente sob a validade do Postulado das Paralelas.

Figura 2.1: Ptolomeu

Fonte: Opera Mundi-uol

Posidénio de Apameia (135 - 51 a.C.): No século I a.C., Posidonio apresentou
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uma definicao de paralelismo segundo a qual as retas paralelas sao as retas equidistantes,
ou seja, duas linhas retas sao paralelas se a distancia medida numa qualquer perpendicular
de uma delas for sempre igual, independentemente da perpendicular escolhida. Assumir
este fato, é equivalente a pressupor o quinto postulado e, por isso, as demonstracoes

baseadas nesta definicao nao estavam corretas.

Figura 2.2: Posidonio de Apameia

. 4 ]
Possidonio - Busto em Napoles

Fonte: cognoscomm.com

Proclo Diddoco (410-485): nasceu em Constantinopla por volta do ano 410.
Estudou filosofia em Alexandria e, posteriormente, foi para Atenas, estudar com Plutarco
na Academia de Platao. Mais tarde, chegaria a diretor da Academia, cargo que manteve
até morrer, no ano 485. Como ja relatado a obra "Comentario sobre o Livro I dos
Elementos de Euclides"é a principal fonte de conhecimentos sobre a histéria antiga da
geometria grega. Apos comentar sobre o trabalho de Ptolomeu, o préprio Proclo indicou
a falha na demonstracao deste e propds a sua prova. Seu argumento consiste em mostrar
que dadas duas retas paralelas, se uma transversal intersecta uma delas, deveria entao
intersectar a outra. Ele acaba admitindo que duas retas paralelas sao equidistantes. Essa
propriedade é vilida dentro da Geometria Euclidiana, como consequéncia da validade do
V postulado. Aganis: numa traducao do século XII de um comentario drabe aos elementos
de Euclides de Al-Nirizi (século IX), é citado Simplicio (século VI) que, num comentario
seu ao primeiro livro de Euclides, tera apresentado a demonstracao de Aganis, que comete
o erro de assumir uma definicao de paralelismo semelhante & de Posidonio. O fato de esta
demonstracao de Aganis chegar até nds através do comentario de um matemaético arabe

é sintomatico da importancia da Matematica arabe apos a decadéncia da Grécia.
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Figura 2.3: Proclo Diadoco

Fonte: Proclos-pagina inicial/facebook

Nasiredine ou Nacer Edine al-Tusi (1201 - 1274): apresenta também uma
demonstracao do quinto postulado. Nesta demonstracao, Nasiredine supoe que se duas
retas AB e CD sao cortadas por uma reta PQ que é perpendicular apenas a uma delas
(por exemplo, AB). Entao, as distancias medidas nas perpendiculares de AB para CD
serao menores do lado em que PQ faz angulos agudos com CD e maiores do lado em PQ
faz angulos obtusos com CD. O seu erro reside no fato desta suposicao ser equivalente ao
quinto postulado.

Figura 2.4: Nasiredine

Fonte: toosfoundation.com

Clavio (1537-1612): traduziu para latim os Elementos, reproduziu e criticou a
demonstracao de Proclo e apresentou uma demonstragao sua do quinto postulado. A sua
demonstracao assenta no fato de o conjunto dos pontos equidistantes de uma reta (de um
lado da reta) formarem uma linha reta. Ora, supor isso é equivalente a supor o quinto

postulado. A sua demonstracao acaba por ter algumas semelhancas com a de Nasiredine.

Figura 2.5: Cristovao Clavio

2

Fonte: americanhistory.si.edu
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Cataldi (1548-1626): ¢é o primeiro matematico a publicar uma obra exclusiva-
mente dedicada a teoria das paralelas. Cataldi assume uma hipotese que é equivalente ao
quinto postulado: linhas retas nao equidistantes convergem numa dire¢ao e divergem na

outra.

Jonh Wallis (1616 - 1703): abandona a ideia de equidistancia que os seus ante-
cessores matematicos haviam utilizado sem sucesso para tentar demonstrar o postulado.
Wallis desiste de tentar demonstrar o quinto postulado a partir unicamente dos primeiros
quatro postulados e introduz um axioma que considera ser mais plausivel que o quinto
postulado: sobre um segmento é sempre possivel construir um triangulo semelhante a um
triangulo dado. Wallis demonstra com sucesso o quinto postulado, mas utiliza um axioma
alternativo, portanto o que prova ¢ equivaléncia desse axioma ao quinto postulado (por-
que reciprocamente, o quinto postulado implica aquele axioma). Na sua demonstracao do
quinto postulado, Wallis ao provar que uma determinada hipo6tese é equivalente ao quinto
postulado, acaba por nao fazer algo muito diferente dos seus antecessores. Contudo, ¢é de
destacar o fato de estar consciente disso e apresentar o seu axioma como alternativa ao

quinto postulado.

Figura 2.6: John Wallis

Fonte: pt.wahooart.org

Girolamo Saccheri (1667-1733): se dedicou muito a tentar demonstrar o quinto
postulado de Euclides e que deu um passo largo no caminho das geometrias nao euclidia-
nas. Em primeiro lugar, Saccheri analisou e criticou muitas das tentativas de demonstrar
o quinto postulado por matematicos anteriores. Nessas andlises, Saccheri sublinhou que
tudo tinha que ser demonstrado e que, portanto, nao fazia sentido tomar certas hipoteses
sem as demonstrar, como haviam feito muitos mateméticos anteriores. Saccheri nao co-
meteu esse erro. Profundamente convicto de que poderia demonstrar o quinto postulado,

embrenhou-se num longo estudo com esse objetivo, sem nunca considerar o quinto pos-
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tulado. Comegou por considerar um tipo especial de quadrilateros (os quadrilateros de
Saccheri), que se caracterizam por ter um par de lados opostos iguais e perpendiculares
a um terceiro lado. Este lado chama-se base e o oposto é o topo. Os angulos 5 e a sao os
angulos de topo. Intuitivamente, a tendéncia seré dizer que é 6bvio que estes quadrilateros
sao retangulos e os angulos # e o tém de ser retos. Contudo, por incrivel que pareca se
nao for considerado o quinto postulado, essa afirmagdo nao pode ser provada! Saccheri
provou varias equivaléncias ao quinto postulado: todos os quadrildteros de Saccheri sao
retangulos. Nesse sentido, Saccheri procurou provar que os quadrilateros por ele inven-
tados seriam retangulos mesmo que nao se considerasse o quinto postulado. Primeiro,
provou que os angulos de topo teriam que ser congruentes e que, por isso, teriam que
ser ambos retos, ambos agudos ou ambos obtusos. Entao, procedeu a uma demonstracao
por redugao ao absurdo: considerou trés hipoteses consoante os angulos (a hipotese do
angulo agudo (HAA), a hipotese do angulo reto (HAR) e a hipotese do angulo obtuso
(HAO)) e procurou atingir absurdos a partir de HAA e HAO, para concluir que HAR
era a Unica possivel. O esforco de Saccheri teve sucesso ao provar que HAO levava a um
absurdo. Contudo, o sucesso nao foi total, pois HAA é impossivel provar ser um absurdo.
Ao considerar HAA, Saccheri vai estudar a geometria hiperboélica sem perceber isso. Na
busca de absurdos, vai demonstrar propriedades desta nova geometria até chegar a um
ponto em que, talvez por querer tanto que aquilo resultasse num absurdo, comete um
erro na demonstracao que o faz pensar ter chegado & conclusao que pretendia. No ano
da sua morte, é publicada a obra, intitulada de Euclides ab omne naevo vindicatus, o
que significard algo como Euclides liberto de todos os erros. Para ele, o grande erro de
Euclides era ter colocado aquele resultado como postulado e para livra-lo dos erros tinha
de demonstra-lo. HA4 quem defenda que Saccheri percebeu que a sua demonstracao nao

estava absolutamente correta e que por isso hesitou tanto antes de publica-la.

Figura 2.7: Girolamo Saccheri

Fonte: facebook.com

Georg Kliigel (1739-1832): Consistiu em analisar vinte e oito tentativas de de-
monstrar este postulado. Kliigel concluiu que todas eram insatisfatorias e sugeriu que o

postulado nao podia ser provado e que apenas era aceito como verdadeiro por causa dos
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testemunhos dos nossos sentidos. Aqui, finalmente, comeca a ser levantada a possibilidade

de ser impossivel demonstrar o quinto postulado.

Figura 2.8: Georg Kliigel

Fonte: wellcomecolection.org

Lambert (1728-1777): Estudou as investigagoes de Saccheri e descobriu novos
resultados no ambito da HAA. Lambert teve também uma aproximacao semelhante a de
Saccheri, ao estudar quadrilateros cujas caracteristicas essenciais seriam ter pelo menos
trés angulos retos (quadrilateros de Lambert). Também ele contribuird com novos resul-
tados para a geometria nao euclidiana, mas nao atingira contradicao. Nos finais do século
XVIII, o estudo da teoria das paralelas, que ja havia dado frutos na Italia e na Alemanha,
comeca a ter notaveis avancos também em Franca. Por esta altura, varios matematicos
famosos franceses manifestaram interesse nesta temética da teoria das paralelas e o quinto
postulado, como foi o caso de D’Alembert, Lagrange, Carnot e Laplace. D’Alembert te-
ria falado no "escandalo da geometria'a proposito do fracasso das muitas tentativas de

demonstracao do quinto postulado.

Figura 2.9: Johann Heinrich Lambert

Fonte: researchgat.net/Download Scientific Diagram

John Playfair (1748-1819): No século XVIII, a geometria era sistematicamente
estudada a partir dos Elementos de Euclides nas universidades, enquanto as escolas ge-
ralmente se contentavam em aceitar os teoremas e construgoes sem prova. No entanto, os

matematicos comecaram a exigir mais rigor com o crescente interesse pela investigacao
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analitica. Em 1795, Playfair publicou uma edi¢ao dos Elementos que ele pretendia usar
com seus alunos. A principal inovagao foi o uso da notacgao algébrica por Playfair para
abreviar as provas que ele ensinou em sua classe. A intencao era evitar o "tédio e a circun-
locucao"da teoria geométrica. Ele introduz um axioma que considera ser mais plausivel
que o quinto postulado: dada uma reta e um ponto exterior, existe uma e uma s6 reta
contendo o ponto e paralela a reta dada. Ha uma equivaléncia entre o quinto postulado
e 0 axioma de Playfair.

Figura 2.10: John Playfair

Fonte: profcard.com

Adrien Marie Legendre (1752-1833): um dos melhores matematicos do seu
tempo e que, de tal modo desenvolveu uma espécie de obsessao pela demonstracao do
quinto postulado, que durante 29 anos publicou tentativa apos tentativa em véarias edicoes
do seu Elements de Géomeétrie. No século XIX, comeca-se a compreender que é possivel
uma geometria sem o quinto postulado, embora ainda se acredite que no espaco fisico é a

geometria euclidiana a tinica possivel.

Figura 2.11: Adrien Marie Legendre

Fonte: m.ww2.mediatly.com

Carl Friedrich Gauss (1777-1855): Possivelmente teria se interessado pelas dis-
cussoes sobre o quinto postulado de Euclides desde 1792, quando tinha apenas 15 anos
de idade. Ao longo dos anos, através de suas correspondéncias, é possivel perceber seus
trabalhos e investigagoes no que se refere a formalizacao de uma nova geometria. Inicial-
mente, Gauss, utilizando-se do método de reducao ao absurdo, teria tentado demonstrar
o quinto postulado. Trabalhando na tentativa de prova do quinto postulado que, caute-

losamente, mas de forma cada vez mais clara, foi aumentando a sua certeza em relacao
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ao fato deste postulado nao ser demonstravel. Logo ele percebera que se utilizasse uma
armacao que contrariasse este postulado, nao encontraria contradi¢ao alguma nos resul-
tados, alids, ele percebe que acaba formulando uma Geometria diferente da Euclidiana,
porém completamente satisfatoria. Durante a segunda década do século XIX que Gauss
comeca a desenvolver as ideias da nova Geometria. Ele foi o primeiro a designar a nova

geometria de Geometria nao euclidiana.

Figura 2.12: Carl Friedrich Gauss

Fonte: sapaviva.com

Janos Bolyai (1802-1860): estudou mateméatica com seu pai, e devido a isto,
acabou se interessando pela teoria das paralelas. Seu pai saturado com esse problema, pede
que deixe de lado essa questao: Pelo amor de Deus, te peco que abandones. Ela teme mais
do que paixoes sensuais, porque ela também ocupa todo o seu tempo, te priva de satde,
paz de espirito e felicidade na vida. Janos, porém, continuou trabalhando, e, admitindo
que por um ponto fora de uma reta passam pelo menos duas retas paralelas a reta dada,
conseguiu resultados de natureza diferenciada, de modo que sua atencao foi voltando para
a possibilidade de formular uma outra Geometria. Inicialmente imaginou uma Geometria
geral que tivesse a Geometria Fuclidiana como caso particular. No entanto, durante a
terceira década do século XIX o trabalho de Janos foi ganhando forma, admitindo uma
armacao que contrariasse o postulado das paralelas, Janos alcancou diversos resultados,

que constituiu a geometria que mais tarde seria chamada de Geometria Hiperbdlica.

Figura 2.13: Janos Bolyai

Fonte: Stock Image-H402/0627-Science Photo Library

Nikolai Ivanovich Lobachewski (1792-1856): Dedicou mais de 20 anos a des-

coberta da nova geometria (geometria hiperbolica), que inicialmente ele chamou de geo-
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metria imaginaria. A primeira apresentacao publica de seu trabalho foi feita a Sociedade
de Fisica- Matematica da cidade de Kazan, em 1826, sem nenhuma aceitacao, pois suas
armacoes punham em diavida a inquestionavel Geometria de Euclides. Em 1829, publicou
o artigo Sobre os Principios da Geometria que marca o nascimento oficial da Geometria
nao euclidiana. Neste artigo ele se mostra completamente convencido de que o quinto
postulado de Euclides nao pode ser provado com base nos outros quatro, e constréoi a
ideia da nova geometria fundamentada na hipotese, contraria ao quinto Postulado de Eu-
clides, de que por um ponto fora de uma reta pode-se tracar mais de uma reta no plano
que nao encontra a reta dada. Estes resultados se tornaram um marco revolucionario da
geometria, mostrando que a Geometria Euclidiana nao era a verdade absoluta suposta até
entao, e tornando necessario fazer-se uma revisao completa nos conceitos fundamentais

da Matemaética.

Lobachewsky nasceu em 1 de dezembro de 1792 em Nizhny, na Rissia e morreu em

24 de fevereiro de 1856 em Kazan, também na Rissia.

Figura 2.14: Nikolai Ivanovich Lobachewski

Fonte: Frases de Nikolai Lobachewski/citagoes e frases famosas

Beltrami: Em 1868, Beltrami prova a consisténcia de uma geometria nao eucli-
diana, ao provar que se a geometria euclidiana é consistente, também o é a geometria
hiperbélica. Deste modo, provou que era impossivel demonstrar o quinto postulado pois,
provou que nao havia contradicao logica em considerar os quatro primeiros postulados e

um quinto que contrariasse o quinto postulado de Euclides.

Figura 2.15: Eugenio Beltrami

Fonte: MacTutor History of Mathematics-University of St. Andrews
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David Hilbert. No final do século XIX “Os Elementos” de Euclides nao estavam
resistindo ao rigor que a légica exigia para os fundamentos da geometria. Muitas pro-
posicoes de geometria euclidiana plana faziam uso de resultados que nao haviam sido
demonstrados anteriormente e que nao constavam do rol de axiomas, ou seja, era neces-
saria uma reformulacao dos axiomas de Euclides. A proposta que foi melhor aceita pela
comunidade matematica foi a do matemaético e 16gico alemao David Hilbert, publicada em
seu célebre trabalho “Grundlagen der Geometrie” (Fundamentos de Geometria) de 1899
onde Hilbert coloca a Geometria Euclidiana sobre bases solidas por meio da substituicao
dos cinco Postulados de Euclides por cinco grupos de axiomas, que chamou de Axiomas
de Incidéncia, Axiomas de Ordem, Axiomas de Congruéncia, Axiomas de Continuidade e

Axioma das Paralelas.

Com o trabalho de Hilbert, encerra-se talvez o mais longo problema em aberto na
Matemaética, o “Problema das Paralelas” que, ironicamente, foi introduzido pelo préprio
Euclides e resistiu por cerca de 2200 anos! Hilbert nasceu em 23 de janeiro de 1862 em
Konigsberg na Prissia (atualmente, Russia) e morreu em 14 de fevereiro de 1943 em

Gottingen na Alemanha.

Segundo Clarissa em [4](2015), David Hilbert disse que: "devemos ser capazes de
nos referir sempre - ao invés de pontos, linhas e planos - a mesas, cadeiras e canecas de

cervejas”.

Figura 2.16: David Hilbert

Fonte: pelasbarbasdeneptuno.blogspot.com
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As Bases da Geometria Euclidiana

Plana

Os postulados de Euclides e os axiomas de Hilbert, constituem uma base para a ge-
ometria euclidiana plana, pois elencam proposicoes aceitas sem demonstracao.Conceitos
como os de ponto, reta, plano e espaco sao considerados primitivos, isto é, nao sao defini-
dos, pois quaisquer tentativas de definicao desses entes geométricos, recaem na utilizagao

de outros conceitos que nao foram, previamente, definidos.

3.1 Os Axiomas de Euclides

Em sua obra [5](2009), Euclides estabeleceu 10 axiomas, divididos em duas partes:

0s cinco primeiros chamados de noc¢oes comuns e os outros cinco, chamados de postulados.

3.1.1 Nocoes Comuns de Euclides

Nocoes Comuns sao afirmagoes inquestionaveis que consideramos verdadeiras e cons-
tituem os principios da teoria(nao precisam ser demonstradas). Euclides denomina nogoes

comuns as proposicoes primitivas, referente as grandezas mateméticas quaisquer. Sao elas:
1. Coisas que sao iguais a uma mesma coisa sao iguais entre si.
2. Se iguais sao adicionados a iguais, os resultados sao iguais.
3. Se iguais sao subtaidos de iguais, os diferencas sao iguais.
4. Coisas que coincidem uma com a outra sao iguais uma a outra.

5. O todo é maior do que quaisquer de suas partes.

15



Capitulo 3. As Bases da Geometria Euclidiana Plana

3.1.2 Os Cinco Postulados de Euclides

Estes postulados(ou axiomas) sao afirmacoes especificas da geometria plana, que sao

aceitas como verdadeiras. Sao elas:
I. Pode-se tracar uma tnica reta, ligando-se quaisquer dois pontos
II. Pode-se continuar(de maneira inica) uma reta infinitamente.
ITI. Pode-se tracar uma circunferéncia com quaisquer centro e raio
IV. Todos os angulos retos sao iguais.

V. Se uma reta, corta duas outras, formando angulos colaterais internos, cuja soma
é menor que dois retos, entao as duas retas, se continuadas infinitamente, encontram-se

no lado onde estao angulos cuja soma é menor que dois retos.

Figura 3.1: figura auxiliar do 5° postulado

/

Fonte: Autor

3.2 O0Os Axiomas de Hilbert

Segundo Inédio Arcari em [6](2008) os axiomas de Hilbert a saber, criados a partir

dos cinco postulados de Euclides, foram divididos em 5 grupos:
- Axiomas de Incidéncia
- Axiomas de Ordem
- Axiomas de Congruéncia
- Axiomas de Continuidade
- Axiomas das Paralelas

A seguir, veremos a subdivisao de cada grupo de axiomas supracitado.
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3.2.1 Axiomas de Incidéncia

I- Dados dois pontos distintos existe uma tnica reta contendo-os.
II- Qualquer reta contém, pelo menos, dois pontos distintos.

ITI- Existem pelo menos trés pontos distintos com a propriedade de que nenhuma

reta os contém.

Observagao: Alguns autores sintetizam os 3 axiomas, acima, em 2 axiomas.

3.2.2 Axiomas de Ordem

I- Se um ponto B, esté entre os pontos A e C, entao A, B e C sao pontos distintos
e B, esta entre C e A.

IT- Dados dois pontos distintos B e D, existem pontos A, C e E tais que: B esta
entre A e C; C esta entre B e D; D esta entre C e E.

III- Dados trés pontos distintos de uma reta, apenas um deles, localiza-se entre os

outros dois.
IV- Seja r uma reta e A, B, C trés pontos distintos nao pertencentes a reta r:

(a)Se A e B estao do mesmo lado de r, e B e C estao do mesmo lado de r, entdo A

e C estao do mesmo lado de r.

(b)Se A e B estao de lados opostos de r, B e C estao de lados opostos de r, entdao A

e C estao do mesmo lado de r.

3.2.3 Axiomas de Congruéncia

I- Se A e B sao dois pontos distintos e A’ é a origem da semi-reta s, entao existe um

ponto B’ distinto de A’, em s, tal que o segmento AB ¢ congruente ao segmento A’B’’.

II- Se o segmento AB é congruente ao segmento C'D e ao segmento EF, entdo o
segmento C'D é congruente ao segmento EF. Além disso, todo segmento é congruente a

sl mesmo.

I1I- Sejam AB e BC segmentos em uma reta r, com apenas B em comum. Além
disso, seja A’B’ e B'C" segmentos em uma reta r’ com apenas B’ em comum. Se o segmento
AB for congruente ao segmento A’B’ e o segmento BC for congruente ao segmento B'C”,

entao o segmento AC é congruente ao segmento A’C".
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IV- Sejam um semiplano ¢ em angulo /A. Tomemos uma semi-reta s, com origem
em B, contida na reta que determina o semi-plano o. Entao existe apenas um angulo /B

com lado em s, contido no semi-plano ¢ e congruente ao angulo /A.

V- Se o angulo /A é congruente ao angulo /B e ao angulo /C, entao o angulo /B.é

congruente ao angulo /C. Além disso, todo angulo é congruente a si mesmo.

VI- Dado dois triangulos ABC e EFG, se AB é congruente a EF, AC é congruente
a EG e /A é congruente a /E entdao ABC é congruente a EFG (caso "Lado, Angulo,

Lado"de congruéncia).

3.2.4 Axiomas de Continuidade

I- (Axioma de Arquimedes) Sejam AB e C'D dois segmentos. Existe um ntimero
finito de pontos Aj, As, As, ..., A, na reta que passa por A e B, tal que os segmentos
AA A Ay, AsAg,. A, 1 A, s@0 congruentes a C'D e o ponto B esta entre A e A,,.

II- (Axioma de Dedekind) Suponha que o conjunto de todos os pontos de uma reta
r, estd na uniao dos conjuntos nao-vazios C; e Cs. Suponha ainda que nenhum ponto de
(' esta entre dois pontos de C5 e vice-versa. Entao, "existe um tnico ponto O € r, tal
que O esta entre P; e P, se , e somente se, P, € C, P, € Cy e O #£ Py, P".

3.2.5 Axiomas das Paralelas

Por um ponto fora de uma reta r, pode-se tragar uma tnica reta paralela a r.(formulagao
equivalente ao 5° postulado de Euclides de John Playfair(1748-1819), fisico e matemaético

escoces).
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Capitulo 4

Equivalentes do Quinto Postulado de
Euclides

4.1 Proposicoes Importantes

Antes de estudarmos os equivalentes do quinto postulado de Euclides, vamos ver,
de forma suscinta, quatro proposi¢oes encontradas em [5](2009) que nos auxiliardao na

demonstracao desses equivalentes.

Vejamos alguns termos e simbolos que serao usados no decorrer destas demonstra-

coes:
- = — indica a congréncia entre segmentos ou angulos, ou seja, tém medidas iguais.

- L.A.L — refere-se ao caso de congruéncia de triangulos(caso lado-angulo-lado),
bem como L.L.L (lado-lado-lado), A.L.A (angulo-lado-angulo) e L.A.A (lado-angulo-

angulo oposto).

Proposi¢do 4.1.1 (Proposicao 1.16 - Livro 1 de “Os Elementos”) (Teorema do An-
gulo Externo) Em qualquer tridngulo, se um dos lados for continuado, o dngulo externo
formado é sempre maior do que qualquer dos dngulos internos que nao lhe sejam adja-

centes.
Demonstracao:

Seja ABC um triangulo. Prolongue o segmento BC até um ponto D de tal modo

que C esteja entre B e D.

Seja E o ponto médio de AC e tomemos F # B no prolongamento de BE, de tal
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modo que BE = EF, conforme a Figura 4.1.

Figura 4.1: Apoio para demonstragao do Teorema do angulo externo

Fonte: Autor

Os triangulos BAE e FCE sio congruentes (caso LAL). Logo, /BAC = /FCE <
/DCE. Raciocinio analogo para demonstrar que /ABC < /ACD.

Proposigao 4.1.2 (Proposicao 1.27 - Livro 1 de “Os Elementos”) Se uma reta corta
duas outras formando dngulos correspondentes congruentes, entdo as duas retas sao pa-

ralelas.

Figura 4.2: Apoio para demonstracao da proposicao 27 de Euclides

r P
/

Fonte: Autor

Demonstragao:

Suponhamos que as retas r e s nao sao paralelas, veja na Figura 4.3. Logo, elas se

encontram em um ponto P e temos um tridngulo ABP.

Figura 4.3: Apoio para demonstracao da proposicao 27 de Euclides

Fonte: Autor
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Assim:

PAC ¢ angulo externo de ABP e mede «
C'BP ¢ angulo interno de ABP e mede

Contradicio com o Teorema do Angulo Externo. Logo r e s sdo paralelas.

Proposigao 4.1.3 (Proposicao 1.28 - Livro 1 de “Os Elementos”) Se uma reta corta
duas outras formando angulos colaterais internos de medidas a e [ tais que a + [ ¢ igual

a medida de dois angulos retos, entao as duas retas sao paralelas.
Demonstracgao:

Seja a Figura 4.4:

Figura 4.4: Apoio para demonstracao da proposicao 28 de Euclides

Fonte: Autor

Por hipotese: a + 8 = 180°. Como 8 + v = 180° (angulo raso), temos o = v, ou
seja, os angulos correspondentes possuem mesma medida, isto ¢, sao congruentes. Pela

Proposicao 4.1.2 temos que r e s sao paralelas. Como queriamos.

Proposicao 4.1.4 (Proposicio 1.29 - Livro 1 de “Os Elementos” - é a primeira
proposiao de Euclides que faz uso do 5° Postulado) Quando uma reta corta outras duas

retas paralelas, entao os angulos correspondentes sao congruentes.
Demonstragao:

Seja a Figura 4.5:

Figura 4.5: Apoio para demonstracao da proposicao 29 de Fuclides

Fonte: Autor
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Por hipotese r//s. Devemos mostrar que a = v. Como 3 + v = 180° (angulo raso),

temos o = 7, isto &, a + 3 = 180°.
Logo, devemos mostrar que o + 3 = 180V.

Suponhamos que o + 3 = 180°. Sem perda de generalidade, suponhamos que
a -+ B < 180°

Portanto, pelo 5° Postulado de Euclides, r e s se encontram. Contradi¢cao com a

hipotese assumida. Logo, a + 8 = 180, ou seja, o = 7. Como queriamos demonstrar.

4.2 O Quinto Postulado e Alguns dos seus Equivalentes

Primeiramente, precisamos estabelecer algumas notagoes, que utilizaremos no de-
correr de nossas demonstracoes. Usaremos P5, para representar o quinto postulado de

Euclides e as proposicoes E1,E2,E3,..., para representar seus substitutos ou equivalentes.

Os quatro primeiros substitutos ou equivalentes: E1, E2, E3 e E4, encontramos
em [3](1994) e [6](2008)

O quinto postulado de Euclides, pode ser assim enunciado:

Postulado P5.— "Se uma reta, intersectando duas retas em um plano, forma
angulos interiores de um mesmo lado, com soma menor que a de dois dngulos retos,
entdo as duas retas, se prolongadas indefinidamente, irao se encontrar do lado cuja soma

dos dngulos € menor que a de dois retos”.

Proposicao E1.— (axioma de Playfair) "Por um ponto fora de uma reta, pode-se

tracar uma unica reta paralela a reta dada”.
Vamos mostrar que P5 é equivalente a E1.
Demonstragao:

(P5 = E1) Seja P um ponto e r uma reta, tal que P¢ r. Tracemos uma perpendicular
s a 1, passando por P. Tracemos uma perpendicular m a s, passando por P. Veja a figura
4.6:

Pela proposicao 4.1.2 ou 4.1.3, temos que m // r e isso prova a existéncia da paralela

m, sem usar o P5.

Quanto a unicidade, suponhamos que existe n paralela a r, passando por P e
n # m.
Logo, o + 8 # 180°

Sem perda de generalidades, suponhamos que o + 8 < 180°. Pelo quinto postulado
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Figura 4.6: Apoio para demonstracao do Axioma de Playfair

S

m Pl

-

Fonte: Autor

Figura 4.7: Apoio para demonstracio do Axioma de Playfair e o 5° postulado

—

Fonte: Autor

de Euclides, n e r se encontram. Uma contradicao com a hipotese de que n e r sao
paralelas.

Dai concluimos que n e m nao podem ser distintas, ou seja, m é tnica.

(E1 = P5) Sejam as retas r e s, cortadas por uma reta t, de tal modo que os angulos
colaterais internos possuam soma menor que dois retos.

Dado { P } =t N's. Veja a Figura 4.8 :

Figura 4.8: Apoio para demonstracao do Axioma de Playfair e o 5° postulado.

o + 3 < 180

Fonte: repositorio.utba.br

Devemos mostrar queresse encontram.
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Figura 4.9: Apoio para demonstracio do Axioma de Playfair e o 5° postulado.

Fonte: Autor

Consideremos uma reta m passando por P, de tal modo que os angulos colaterais
internos, somem dois retos.
Pela proposi¢ao 4.1.3, temos que m // r.
Suponhamos que s//r (negacao da tese).

Por E1, temos a unicidade das paralelas, ou seja:

m=s=~v=/0=a+v=a-+ [, que é¢ uma contradicao com a hipotese de
a -+ B < 180°.

Concluimos que s nao é paralela a r, como queriamos demonstrar. Assim,
P5 & E1.

Proposicao E2.— "A soma dos dngulos internos de um tridngulo € igual a dois

retos”.
Mostraremos que E2 < E1. Como E1 < P5, teremos E2 < P5.
Demonstracgao:

(E1 = E2) Consideremos o triangulo ABC e a reta r contendo AC. Tracemos a reta

s por B, paralela a r ( a existéncia de s independe de P5). Figura 4.10

Figura 4.10: Apoio para demonstracao da equivaléncia da soma dos angulos de um trian-
gulo ser dois retos e o 5° postulado.

Fonte: Autor
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Tomemos as retas m e n contendo AB e BC. Figura 4.11

Figura 4.11: Apoio para demonstracao da equivaléncia da soma dos angulos de um trian-
gulo ser dois retos e o 5° postulado.

n

Fonte: Autor

Pela Proposi¢ao 4.1.4 (que depende de P5 e portanto depende de E1) temos o = 3
ed =r. Comod + 8+ €= 180" (angulo raso) temos v + a + ¢ = 180°, como queriamos

demonstrar.
Para demonstrar que E2 = E1, precisamos de dois lemas:

Lema 1: Assumindo E2 verdadeiro, um angulo externo de um tridngulo é igual a

soma dos angulos internos nao adjacentes. Veja a Figura 4.12:

Figura 4.12: Apoio para demonstracao do lema do angulo externo de um triangulo.

Fonte: Autor

Demonstragao:
= 180°
Temos : atf+y =a+ =9
v+ 6 =180°

Lema 2: Assumindo E2 verdadeiro. Sejam r uma reta, P um ponto fora de r e
¢ > 0. Entao, pode-se tracar uma reta s, por P que forma um angulo com r cuja medida

é menor que e.

Figura 4.13: Apoio para demonstracao do Lema 2.

P

<€

Fonte: Autor
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Demonstragao:

Sejam P, r e € > 0, conforme a hipotese. Considere A; o pé da perpendicular baixada

por P, em r. Tomando Ay € r tal que PA; As seja um triangulo retangulo isésceles.

Figura 4.14: Triangulo retangulo isosceles.

Fonte: Autor
Como estamos assumindo E2 e temos o lema 1 verdadeiro. Logo:
a1+041:900:>041:¥.
Tomemos Aj € r tal que PAs A3 seja um tridangulo isosceles:

Figura 4.15: Processo construtivo de triangulos isdsceles.

Fonte: Autor

Pelo Lema 1:

90°

ay + ay =y = ag = § = @y = 5.

Procedendo de modo anédlogo com Ay, Ay,..., A,, A1 € 1, chegamos ao tridngulo

isosceles PA,, A, 1, tal que:

Figura 4.16: Sequéncia de triangulos isésceles obtida por processo construtivo.

Fonte: Autor
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Tomando n € N tal que 92% < € temos que a reta s, que passa por P e A, forma

angulo com r, cuja medida é menor que € > 0, como querfamos.
Voltemos a demonstracao de que E2 = El.

Seja r uma reta e P um ponto fora de r. Devemos mostrar que existe uma tnica

reta s, paralela a r passando por P.

Seja A o pé da perpendicular baixada por P em r, e s a reta perpendicular a PA,
passando por P.
Observacao: (As construcoes das perpendiculares acima, nao depende de P5 < El).

Temos que r//s.

Seja m a reta que passa por P e forma o angulo € > 0 com s. Nosso objetivo, é
mostrar que m N r # @ e portanto, s ¢ a tunica paralela a r. Pelo Lema 2:, podemos
tracar a reta n por P, de tal modo que n intersecta r, em um ponto Q, tal que v < €. Seja
£ a medida do angulo Z/QPA.

Figura 4.17: Apoio para a demonstracao da equivaléncia da soma dos angulos de um
triangulo ser dois retos e o 5° postulado.

Fonte: Autor

Seja o complementar de €. Logo, o + ¢ = 90°. Como v < € e, pelo Lema 1:,
B+ v = 90° concluimos que o < . Deste modo a reta m, "entra"no triangulo PAQ pelo
vértice P. Pelo axioma de Pasch: Se uma reta "entra"em um tridngulo intersectando um

lado, entao esta reta intersecta um outro lado desse triangulo.

Figura 4.18: Apoio para o Axioma de Pasch.

Fonte: Autor
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Temos que m intersecta AQ), ou seja, m nao é paralela a r.

Como € > 0 é arbitrario, temos que s é a tnica paralela a r, como queriamos de-

monstrar.
Proposicao E3— "FEuxiste um par de tridingulos semelhantes e nao congruentes”.

Mostraremos que P5 = E3 e que E3 = E2. Como E2 < P5, teremos E3 = P5 e
portanto, P5 < E3.

Obs: Os triangulos AABC e AA’B’C’ sao semelhantes, isto ¢, AABC ~ AA’B’C’
A+— A

quando existe uma correspondéncia biunivoca entre os vértices, digamos: { B +— B’ |,
C+— '

A — AR = P = A AB _ AC _ CB
tal que: A:A/7B:B/7C:C/6A/B/ — 4Ac’ OB

Demonstragao:

(P5 = E3) Como estamos assumindo que P5 é verdadeira, podemos considerar o

seguinte Teorema, como verdadeiro:

Teorema: "Sejam ABC e EFG triingulos. Se A=FeB= F, entao os tridngulos
AABC e AEFG sao semelhantes”. Veja a demonstragao em [3|(1994).

Precisamos construir um par de triangulos semelhantes e nao congruentes.

Sejam m//r//s retas distintas e n, t transversais tais quen Nt N m = { A }. Veja

a Figura 4.19.

Figura 4.19: Equivaléncia entre a existéncia de triangulos semelhantes e nao congruentes
e o 5° postulado.

Fonte: Autor

Pela proposicao dos angulos correspondentes, que sao congruentes, temos que
B = 6 e v = e. Consequentemente, pelo teorema acima, AABC ~ AADE.

(E3 = E2) Para essa parte da demonstragao, precisaremos de duas proposigoes

enunciadas abaixo, cujas demonstracoes, devidas & Legendre, nao dependem de P5.

Para demonstrar a primeira proposi¢ao, Legendre provou o seguinte Lema:
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Lema 3: Dado um tridangulo AABC, existe um triangulo AA’B’C’ satisfazendo:
(1) A soma dos angulos AA’B’C’ é igual a4 soma dos angulos de AABC;

(2) O triangulo AA’B’C’ possui um angulo menor do que ou igual & metade do

menor angulo do triangulo AABC.
Demonstracao do Lema 3:

Dado um triangulo AABC, suporemos que o angulo A ¢ o menor dos trés angulos.

Veja a figura.

Figura 4.20: Apoio para a primeira proposicao de Legendre.

Fonte: Autor

Seja D o ponto médio de BC. Sobre a semi-reta de origem A, passando por D, mar-
que o ponto E, tal que AD = DE. Os triangulos AABD e AECD sao, consequentemente,
congruentes. Logo a soma dos angulos do tridngulo AAEC é igual & soma dos angulos do
triangulo AABC, provando assim o item 1 do Lema.

Agora vemos que a soma dos angulos DAC e DEC ¢ igual ao angulo Ado triangulo

A

AABC. Temos que o novo tridngulo AAEC possui um angulo 6 satisfazendo 0 < 7,

verificando assim o item 2 do Lema.

12 Proposicao de Legendre:A soma dos dngulos internos de um tridngulo é sem-

pre menor do que ou igual a dois retos.
Demonstracgao:

Assuma o lema anterior e a existéncia de um triangulo, cuja soma dos angulos seja

180° 4+ «. Seja entao 6y o menor angulo deste tridngulo. Aplicando o Lema, obtemos um

novo triangulo, com mesma soma dos angulos e cujo menor angulo, 6, satisfaz 6; < %.

Aplicando o Lema a este tridngulo, conclui-se pela existéncia de novo triangulo, com

mesma soma dos angulos e menor angulo 6y, satisfazendo a 6y < %.

Usando este Lema n vezes, chegamos a um triangulo, cuja soma dos angulos ainda
fo

¢ 180° + a e cujo menor angulo 6, satisfaz 6, < .

Escolhendo-se n, suficientemente grande, teremos 6, < a. Mas neste caso, a soma
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dos outros dois angulos sera maior do que 180°, o que é um absurdo.
Para demonstrar a segunda proposicao, Legendre provou mais dois lemas.

Lema 4: Se a soma dos dngulos € igual a dois dngulos retos, o mesmo é verdade
para todos os tridgulos obtidos deste, tracando-se um segmento ligando um de seus vértices
ao lado oposto.

Demonstragao:

Dado um triangulo AABC, considere um ponto qualquer D, do lado AC e trace
BD. Veja a figura 4.21.

Figura 4.21: Apoio para demonstracao da segunda proposicao de Legendre.

B

A D c

Fonte: Autor

Se a soma dos angulos do triangulo AABC & 180°, entdo a soma dos angulos dos
triangulos AABD e ADBC serd A + ABC + C + 180° = 360°. Pela proposi¢ao anterior,
nenhum des dois tridngulos tem soma dos angulos superior a 180°. Logo, cada um deles

tem a soma dos angulos, exatamente, igual a 180°. Como querfamos demonstrar.

Lema 5: Se existe um tridngulo cuja soma dos dngulos € igual a dois retos, entao
pode-se construir tridngulos retingulos isdsceles, com a soma dos dangulos igual a dois

retos e caletos maiores que qualquer segmento dado.
Demonstracgao:

Seja AABC o triangulo cuja soma dos angulos é 180°. Se este ja for um triangulo
retangulo isésceles, baixe uma altura do vértice com maior angulo, ao lado oposto. Tra-
cando a altura BD no triangulo da figura, obtemos dois triangulos retangulos, cada um,

com soma dos angulos igual a 180°.

Figura 4.22: Apoio para a demonstracao da segunda proposicao de Legendre.

B

A D C

Fonte: Autor
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Se nenhum destes triangulos for isosceles, escolha um deles, por exemplo, o tridngulo
AADB, com angulo reto em D. Verifica-se qual dos catetos AD ou BD, tem maior

comprimento. Supondo BD, tracemos um segmento ligando o vértice A a um ponto E,
do segmento BD, tal que DA = DE.

Do Lema 4, obtemos que o tridngulo retangulo isosceles AADE, tem soma dos
angulos igual a 180°. Com base neste triangulo retangulo isésceles, com soma dos angulos
igual a 180°, observamos que a juncdo de dois deles, ao longo da hipotenusa, produz um
quadrado. Quadrados podem ser empilhados, uns sobre os outros, de modo a produzir
quadrados de lados, arbitrariamente, grandes. A diagonal de um deles, o divide em
dois triangulos retangulos isosceles cuja soma dos angulos é 180Y, concluindo assim a

demonstracao do Lema 5

22 Proposi¢do de Legendre: Se existir um tridngulo cuja soma dos dngulos
internos € igual a dois retos, entao a soma dos dngulos internos de qualquer tridngulo €

wgual a dois retos.
Demonstragao:

Suponha que exista um triangulo cuja soma dos angulos ¢ 180°, e seja AABC um
triangulo retangulo qualquer, com angulo reto no vértice C. Pelo Lema 5, existe um
triangulo retangulo isésceles ADEF, com angulo reto em E, cujos catetos sao maiores do

que qualquer dos catetos do AABC e cuja soma dos angulos é 180°.

Figura 4.23: Apoio para a demonstracao da segunda proposi¢ao de Legendre.

B
F
B'
A A' C D E

Fonte: Autor

Podemos entao, marcar os pontos A’ na semi-reta Cjél, de modo que B'C = FE.
Tem-se entdo, AA’CB’ = ADEF, logo AA’CB’ tem soma dos angulos igual a 180°. Trace

o segmento A’'B, para concluir que AABC tem soma dos angulos igual a 180°.

Voltemos a demonstracao E3 = E2.

A

Sejam AABC e ADEF tridngulos semelhantes e nao congruentes, com A= D;
B=FEeC = F. Suponhamos que AB > DE.
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Figura 4.24: Apoio para demonstracao de equivaléncia entre a existéncia de triangulos
semelhantes e ndo congruentes e o 5° postulado.

D
A
a
¢ B Y
E F
B Y
B C

Fonte: Autor

Sejam G € AB e H € AC, tais que AG = DE e AH = DF.

Figura 4.25: Apoio para demonstracao de equivaléncia entre a existéncia de triangulos
semelhantes e nao congruentes e o 5° postulado.

A D
a a
B Y
G 5 € H E F
e \

B Y
B C

Fonte: Autor

Pelo caso de congruéncia I. A L, temos AAGH = ADEF = 6 — e € = ~. Logo,
B+ 60+ p+ v =360° (pois 0 + § + € + p = 360°). Dividindo o quadrilatero BGHC em
dois triangulos, pela 12 Proposicao de Legendre e 5 + 0 + p + v — 360°, temos que

cada triangulo possui soma dos angulos internos igual a 180°.

Pela 22 Proposicao de Legendre, temos que todo tridngulo possui soma dos an-

gulos internos igual a 180°, ou seja, vale E2. Como queriamos demonstrar.

Proposicao E4— "Eziste um par de retas equidistantes”.

Iremos mostrar que P5 = E4 e que E4 = E2. Como E2 < P5, teremos E4 = P5.
Demonstragao:

(P5 = E4) Sejam r e s retas paralelas.

Sejam A,B € r e tomemos as perpendiculares m, n a s, passando po A e B, respec-
tivamente, conforme a figura 4.26:
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Figura 4.26: Apoio para a demonstragao de equivaléncia entre a existéncia de retas equi-
distantes e o 5° postulado.

/4

>M Lo

Fonte: Autor

Assumindo P5, temos que pela proposi¢ao dos angulos correspondentes serem con-

gruéntes é verdadeira e portanto, a — 3 = 90°

Figura 4.27: Apoio para a demonstragao de equivaléncia entre a existéncia de retas equi-
distantes e o 5° postulado.

Fonte: Autor

Também, pela proposicao anterior, temos que o' = 3’ e, pelo caso de congruéncia
LAA,, temos que AADB = ADCA = AC = BD.

Como A e B sao arbitrarios, temos que r e s sao equidistantes.
(E4 = E2) Sejam r e s equidistantes.

Tomemos A e B pertencentes a r e baixemos perpendiculares com pés C e D em
s. Tomemos E € C'D e baixemos uma perpendicular com pé F em r, conforme a Figura
4.28.

Figura 4.28: Apoio para a demonstracao de equivaléncia entre a existéncia de retas equi-
distantes e o 5° postulado.

Fonte: Autor
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Como CA = FF, temos ACAE = AFEA (caso "cateto hipotenusade triangulos
retangulos, que nao dependem de P5). Logo, o = . Analogamente,
AEDB = ABFE = .

Assim, o/ + v+ 8§ + 8 =180 = a + v + § + B = 180°, ou seja, o tridngulo

AAEB possui soma dos angulos internos igual a 180°.

Pela 22 Proposicao de Legendre temos que todos os tridngulos possuem soma

dos angulos internos igual a 180°, ou seja, vale E2. Como querfamos demonstrar.

Proposicao 5.— "Em um tridngulo retingulo, o quadrado da hipotenusa € igual

a soma dos quadrados dos catetos ".

Mostraremos que E5 = E2. Como E2 < P5, teremos que E5 = P5.
Demonstracgao:

(E5 = E2) Seja AABC, um tridngulo retangulo qualquer, com angulo reto em
A. Desenhe a altura AD do angulo reto até a hipotenusa. Sabendo que a, b e ¢ sdao os
lados opostos aos vértices A, B e C. Sejam x = BD,y = DC e h = AD. Entao ABDA
e AADC, bem como ABAC sao triangulos retangulos, e podemos aplicar a suposi¢ao

pitagorica trés vezes:

Figura 4.29: Apoio para a demonstracao do teorema de Pitdgoras como equivalente do 5°
postulado.

A

D

3 Y

Fonte: Autor

ea=0"+c*

eci=0?+n?

e b? = y? + h?

o= (v+y)?=a+2zy+y?

Substituindo as trés ultimas equagoes na primeira, obtemos:
X%+ 2ry +y% = 22 + B2 4 h? 4+ o

2h? = 2zy= % = ¥, fazendo essa proposicao igual a k,
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entao temos h — kx e y — kh, como b? = y? + h?
= b2 = k2R2 k2
= b2 = K2(h? + 1)
= b% = k%% entdo:

k-

8>

S

De forma analoga, podemos mostrar que: 2 = 2
a C

SIS

Assim, os lados correspondentes dos dois tridngulos pequenos sao proporcionais,
assim como os lados correspondentes do triangulo original e qualquer um dos triangulos
pequenos.

Seria tentador concluir que, uma vez que os lados correspondentes dos tridngulos
sao proporcionais, os angulos correspondentes sao iguais. Esta implicagao, no entanto, é
uma consequéncia do Postulado das Paralelas e nao se aplica em geral. No entanto, no

caso de um triangulo retangulo is6sceles podemos proceder da seguinte forma:

Figura 4.30: Apoio para demonstracao do teorema de Pitagoras como equivalente do 5°
postulado.

A

™,

h

Fonte: Ptmatematica.ufpr.br

Como b = cecomo § = 7, temos x = h; da mesma forma, h = y. Assim, os triangulos

ABDA e ACDA sao também isosceles e congruentes (pelo caso de congruéncia LLL, ja
que b = cex =h =1y.) logo os angulos da base destes triangulos,isto é, /DBA, /BAD,
/DAC e /DCA sao equiangulares entre si e com o tridngulo AABC, mais precisamente,
/DBA = /CBA = /DCA = /BCA = /BAD = /CAD e além disso, o angulo /BAC =
90° = /BDA = /CDA.

Como a soma /BAD + /CAD mede 90° e devido a congruéncia dos angulos da
bases, segue que a soma dos angulos de cada um dos tridangulos ABAC, ABDA e ACDA
mede 180°. Como queriamos demonstrar.

Como E5 = E2 e E2 & P5, logo E5 = P5.
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Proposicao E6— "Se a reta m € paralela as retas r e s, entao r e s sao paralelas”
(transitividade).

Figura 4.31: Apoio para demonstracao do teorema de transitividade de retas paralelas.

Fonte: Autor

Mostraremos que E6 = E1. Como E1 < P5, teremos que E6 = P5.
Demonstragao:

E6 = E1 Sabendo que as retasr e s sao distintas, isto é r # s, temos as seguintes pos-
r Ns =@ (neste casor // s)

sibilidades de interseccao parar e s: "
r Ns = 1 ponto (r e s sdo concorrente em um ponto P.)

Figura 4.32: Apoio para demonstracao do teorema de transitividade de retas paralelas.

P r

Fonte: Autor

Por E1 (axioma das paralelas), temos que pelo ponto P, passa uma tnica paralela
a m, entao r = s. Absurdo! Portanto, r // s.

Como E6 = El1 e E1 & P5, logo E6 = Pb.

Com este substituto, encerramos aqui as demonstracoes com as quais nos propu-
semos a fazer nesta dissertacao. No entanto, ainda ha um vasto campo a percorrer na

demonstracao dos inimeros equivalentes do Quinto Postulado de Euclides.
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Consideracoes Finais

Ao dissertar sobre o quinto postulado de Euclides e seus equivalentes ou substitutos,
pudemos constatar a grandeza e complexidade desse postulado, que até o proprio Euclides

chegou a duvidar se ele tinha o carater de axioma ou de um teorema.

Foram intiimeras as tentativas de demonstracao desse quinto postulado, embora,
como ja vimos, um tanto quanto frustradas. Mas essas "frustracoessofridas por grandes
matematicos ao longo do tempo, nao foram em vao, pois levaram a descobertas de outras
geometrias, as chamadas nao euclidianas, bem como contribuiram para o aperfeicoamento

do rigor logico nas demonstracoes.

Os substitutos ou equivalentes do quinto postulado de Euclides, contetido principal
desse trabalho, nos levaram a uma melhor compreensao da "geometria mae" (geometria
euclidiana), que é ensinada na educagao basica e superior. Com isso, podemos ir além
das simples demonstragoes propostas na grande maioria dos livros didaticos de ensino
fundamental e médio, atualmente adotadas pelo MEC através do Plano Nacional do Livro
Didatico, que baseiam-se em equagoes e féormulas prontas. Embora saibamos que as
demonstragoes sao como uma engrenagem que integra o processo de aprendizagem e
contribuem para o desenvolvimento matematico do estudante, nem todo teorema pode
ser demonstrado apenas com o conhecimento basico em Matematica, dos alunos do ensino
médio.

Embora tenham surgido outras geometrias, tais como a Hiperbolica, defendida por
Lobachevski, na qual a soma dos angulos internos de um triangulo é sempre menor que

! onde a soma dos angulos internos de um

180° e a FEliptica, desenvolvida por Riemann
triangulo é maior que 180°, diferentemente da geometria euclidiana, cada uma tem sua

grande contribuicao no desenvolvimento do saber matemético.

!Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866) mateméatico alemao que fundamentou a Geometria
Eliptica.
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Segundo palavras de Henri Poincaré? "Uma geometria ndo pode ser mais verdadeira

que a outra; poderd ser apenas mais comoda”.

Segundo Almir e Humberto em [2](2011) "muitos matemdticos acreditavam que o
quinto postulado, era uma proposicao que Fuclides, por nao saber demonstrd-la a partir

dos quatro primeiros, o introduziu como um postulado.”

Chegamos ao final de nossa dissertacao, com a certeza de que as pessoas que farao uso
desta, continuarao com a busca de mais substitutos para o quinto postulado de Euclides,
visto que ainda tem muito a ser desvendado, apesar de mais de 2200 anos de estudo,

lembrando que ainda h& muitas demonstracoes a serem feitas.

Segundo a revista [8](2014) "O postulado das paralelas é uma ruga teimosa em uma

folha: vocé pode tentd alisd-la, mas ela nunca desaparece”.

2Jules Henri Poincaré (1854 - 1912), matematico, fisico e filésofo francés
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