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Resumo

Nesta dissertacao, temos que uma hipersuperficie com bordo livre de uma variedade ¢é
ponto critico do funcional drea restrito a todas as variagoes admissiveis que preservam vo-
lume. Neste caso, temos uma caracterizacao especial, possuir curvatura média constante.
Aqui, estudamos solucoes estaveis do problema e obtemos varias restri¢coes topodlogicas e
geométricas para esse tipo de superficie em dominios convexos limitados. No caso particu-
lar de uma bola euclidiana unitdria no R* Antonio Ros e Enaldo Vergasta [17] obtiveram
resultados bem mais satisfatorios. Tais resultados foram obtidos no artigo Stability for
Hypersurfaces of Constant Mean Curvature with Free Boundary.

Palavras-Chaves: Bordo livre, Curvatura Média Constante, Hipersuperficie, Superficie

Estavel.



Abstract

In this dissertation, we have that a hypersurface with a free boundary of a manifold is
a critical point of the functional area restricted to all admissible variations that preserve
the volume. In this case, we have a special characterization, having constant mean curva-
ture. Here, we study stable solutions to the problem and obtain several topological and
geometric restrictions for this type of surface in limited convex domains. In the particular
case of a single Euclidean ball at R* Antonio Ros and Enaldo Vergasta [17] got much more
satisfactory results. Such results were obtained in the article Stability for Hypersurfaces
of Constant Mean Curvature with Free Boundary.

Keywords: Free Boundary, Constant Mean Curvature, Hypersurface, Stable Surface.
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Introducao

Este trabalho descreve um resultado obtido por Anténio Ros e Enaldo Vergasta [17],
publicado em 1995, sobre estabilidade para hipersuperficies de curvatura média constante

com bordo livre. A motivagao principal é a demonstragao do seguinte resultado:

Teorema 0.1. Suponha que B C R?® uma bola e que ¢ : M — B seja estaciondria estdvel.

Entao oM é mergulhada e as unicas possibilidades sao
1. (M) € um disco totalmente geodésico,
2. &(M) € uma calota esférica,
3. g=1er=1o0u2, ondeg é o género er é o nimero de componentes coneras.

Inicialmente, observamos que as hipersuperficies de curvatura média constante sao
bem conhecidas por serem solugoes para um problema variacional. Elas sao pontos criticos
para o funcional drea para variagoes que deixam o funcional de volume constante. Aqui,
trataremos de uma questao variacional precisa, partindo de problemas para dominios
CONVexos.

Dado um dominio convexo compacto suave B C R™*! vamos denotar por 0B e intB
a fronteira e o interior de B, respectivamente. O problema consiste em minimizar a area
n-dimensional, ou mais geralmente em estudar os pontos criticos do funcional area, entre
todas as hipersuperficies compactas de R™ ™! com bordo contido em 0B e interior em intB.
Sob essas restrigoes, uma hipersuperficie é chamada de estaciondria se tiver area critica,
e estavel quando minimiza a drea até a segunda ordem (essas definigoes sao conhecidas
durante o texto).

As superficies estacionarias devem ter curvatura média constante e intersectar 0B
ortogonalmente, isto é, ter bordo livre. Quando B € R™*! ¢ uma bola, além dos discos

totalmente geodésicos com bordo livre em um equador da 0B também as calotas esféricas



ou um pedaco de uma catendide, cada um deles intersectando 0B em um angulo reto, sao
exemplos de superficies estacionarias.

A dissertacao estd dividida da seguinte maneira. No capitulo 1, apresentamos algu-
mas defini¢oes, notacoes e resultados sobre geometria riemanniana e variacao de area e
volume que darao suporte aos proximos capitulos. No capitulo 2, introduzimos superficies

estacionarias e logo em seguida, demonstramos o

Teorema 0.2. Seja ¢ : M — B C R uma imersdo, onde ¢(int M) C int B ,
$(OM) C 0B e B € um disco fechado de R™'. Entao, ¢ é ponto critico do funcio-
nal drea para variacoes admissiveis que preservam volume se, e somente se, ¢ € uma

hipersuperficie com curvatura média constante com bordo livre.
Ainda neste capitulo, mostramos o teorema seguinte.

Teorema 0.3. Seja ¢ : M — R™™ wuma imersao de uma superficie compacta M e

f € C®(M) onde vale

J fdM =0
M

Entao existe uma variagao ® que preserva volume, onde o campo variacional € dado

por & = fN.

No capitulo 3, estudamos hipersuperficies imersas estaveis estacionarias sem nenhuma
restricao a priori sobre sua topologia. Para superficies estacionarias em um dominio

convexo B de R?, mostramos a seguinte restricao topoldgica.

Teorema 0.4. Se B ¢ convero em R e ¢ ¢é estaciondrio estdvel, entdo os unicos valores

POSSIveLs para g e r Sao
1.g=0ouler=1,20u3
2.g=2o0uder=1.

No capitulo 4, nos restringimos a considerar B a bola unitdria de R™*! o primeiro

resultado que provamos é para hipersuperficies minimas.

Teorema 0.5. Suponha que B € R™ ¢ uma bola e que ¢ ¢é estaciondria estdvel. Se ¢

¢ minima, entao € totalmente geodésico.



Mostramos também o caso em que a superficie nao é minima, obtendo somente um
resultado parcial. Dizemos que uma hipersuperficie tem a forma de estrela em relagao a um
ponto ambiente se cada semi-reta se estendendo a partir dele intersecta a hipersuperficie

no maximo em um ponto.

Teorema 0.6. Suponha que B é a bola unitdria em R™! e que ¢ € estdvel estaciondria
com L > nA. Entdio uw nunca se anula em int M ou ¢ € totalmente geodésico. No
primeiro caso, se além disso OM € merqulho, entao (M) é uma hipersuperficie em

forma de estrela em relacao ao centro da bola.
Para uma bola tridimensional, o seguinte teorema tem descricao mais explicita.

Teorema 0.7. Suponha que B C R?® uma bola e que ¢ : M — B seja estaciondria estdvel.

Entao OM é mergulhada e as unicas possibilidades sao
1. (M) € um disco totalmente geodésico,
2. &(M) € uma calota esférica,
3.g=1ler=1ou?2.

Por fim, incluimos também 1 apéndice. Nele, apresentamos o Teorema de Gauss-

Bonnet, Principio do Méximo de Hopf e o Principio do Méaximo.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢goes, notagoes e resultados que serao uti-
lizados nos capitulos seguintes. Nao demonstraremos todos os resultados, mas deixaremos
as devidas referéncias. Para a leitura do texto espera-se que o leitor tenha algumas nogoes
de geometria, como a definicao de Variedade Riemanniana, Conexao Riemanniana, Pri-
meira e Segunda Variagao de area, Volume, Curvatura Média, Hipersuperficie e o Teorema
de Gauss-Bonnet.

Denotaremos por M™ (Ou simplesmente M) uma variedade Riemanniana conexa de
dimensao n e classe C*®, (,) sua métrica Riemanniana, com a correspondente norma
denotada por || ||, V sua conexao Riemanniana, T,M o plano tangente a M no ponto
P € M e X(M) o conjunto dos campos de vetores C* de M. A seguir, iremos relembrar

algumas defini¢oes e proposi¢oes que serao usadas ao longo do texto.

1.1 Superficies com bordo livre

Seja o conjunto R, C R™, dado por

Ry ={(x1, -+ ,xn) € R" 1 x,, > 0},

onde

Int(R+) - {(Xh e 7XT1) cR™: Xn > O}

aR-l— :{(Xla"' 7XTL) € anxn :O}a
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sao respectivamente, o interior e a fronteira de Ry ={(x1, -+ ,xn) € R™ 1 x,, = 0}.

Definicao 1.1. Uma variedade topologica M™ com bordo é um espago topolégico, Haus-
dorff, com base enumerdvel e localmente euclidiano em que todo ponto p € M™ tem uma
vizinhang¢a homeomorfa ou a um subconjunto aberto de R™ ou a um subconjunto aberto

de R.

Definicao 1.2. Uma estrutura suave para M é um conjunto de cartas cujos dominios

cobrem M e as aplicacoes de transicao sao diferencidveis.

Definigao 1.3. Uma superficie diferenciavel M com bordo, é um par (M, A) em que M

¢ uma variedade topologica com bordo e A € uma estrutura suave para M.

Para mais detalhes consulte [10] e [11].

Seja QO C R™ e considere M C Q uma superficie compacta com 0M # (), onde
oM C 0Q.

Definicao 1.4. Dizemos que M é uma superficie com bordo livre quando M intersecta

0Q) ortogonalmente.

Exemplo 1.1. O catendide critico € um exemplo de superficie com bordo livre, onde temos

um pedaco de uma catendide contida na bola unitdria B, encontrando 0B ortogonalmente.

Figura 1.1: catendide critico

O catendide critico pode ser definido analiticamente como a imagem da aplicacao

conforme
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@ :(t,0) € [—ty,to] x St

— apcosh(t)cos(0)e; + agcosh(t)sen(0)e, + apte; € R?

onde {e;, €2, e3} ¢ uma base ortonormal de R3. A constante t; é a Unica solucao positiva
da equacdo tsenh(t) = cosh(t), enquanto que ay = (tocosh(to)) . Estas constantes
sao escolhidas de tal maneira que a aplicacao @ é conforme e a sua imagem é um pedaco
de um catendide em B, encontrando 0B ortogonalmente, e cujo eixo de simetria é a reta

gerada pelo vetor es.

1.2 Operadores especiais

Aqui, iremos definir as nocoes de gradiente e Laplaciano de uma funcao, Teorema da

Divergéncia, a Formula de Green e alguns outros resultados relacionados.
Definicao 1.5. O gradiente de uma funcao diferencidvel f : M — R € o campo VT,

definido por

(VE(p),v) = dfp(v), (1.1)
para todo v € T,M.
Proposigao 1.1. Se f,g: M — R sao funcoes diferencidveis , entao
(a) V(f+g) =Vf+Vg.
(b) V(fg) =g -Vf+f-Vg.

Demonstragao. Considere f,g : M — R funcoes diferencidveis e v € T,M , portanto

temos

(V(f+9g)(p),v) = d(f+g)p(v)
= df,(v) +dgp(v)
= (Vf(p),v) +(Vg(p),v)
= (Vf(p) +Vg(p),v).
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Agora provaremos o segundo item. De fato, note que
(V(fg)(p),v) = d(fg)y(v)
= fdgp(v) + gdf,(v)
= f(V(g)(p),v) +g(V(f(p),v)
= (fV(g)(p),v) +(gV(f)(p),v)
= (fV(9)(p) +gV(H(p),v).
Isto conclui a prova da proposicéo. 0

Definigao 1.6. Seja X um campo vetorial em M. A divergéncia de X € a funcdo suave

X: M — R dada por

divX =tr{v— (V. . X)(p)}, (1.2)
ondev € T,M e tr € o tragco do operador dado entre chaves.

Proposicao 1.2. Sejam X,Y campos vetoriais suaves sobre M e f: M — R uma fun¢ao

suave. Entao,

(a) div(X+Y) = divX + divY.

(b) div(fX) = fdivX + (Vf, X).

Demonstracao. A prova do primeiro item segue do seguinte calculo

diviX+Y) = triv— V,(X+Y)(p)}
= trfjv = (V,X(p) + V,Y(p))}
= triv = V., X(p)} + tr{v — V,Y(p)}
= divX + divY.
Concluindo a prova do primeiro item, agora tratamos do segundo. Seja {e;} um referéncial,
com 1Sso temos
div(fX) = (Ve fX e)
= (el X+ 1V X er)
= (ei(f)X,er) + (fVe X, €1)
= (ei(fle,, X) + (Ve X, €1)
= (V(),X) + fdivX.
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Como queriamos demonstrar. L]

Definicao 1.7. Seja f : M — R wuma funcao suave. O laplaciano de f é a fun¢ao
Af: M — R dada por
Af = div(VT).

Proposicao 1.3. Seja f : M — R uma fungio suave em M, e {ei}i"; um referencial

geodésico em p € M. Entao,

Af =) eifei(f)).
i=1

n

Demonstracao. Basta ver que VI = Z ei(f)ey, e assim usando a definicao anterior temos

i=1
que

Af = div(Vf) = div (Z ei(f)ei> = eilei(f)+(Veer, V) = Y eilei(f)+Ve,eilf).

i=1 i=1 i=1

]

Teorema 1.1 (Divergéncia). Sejam M uma variedade compacta orientdvel com bordo

OM e X um campo de classe C*. Entdo

J div XdM = J (X,n)ds,
M oM
onde n € um campo unitdrio normal a OM apontando para fora de M.

Demonstracao. Esse teorema é uma consequéncia imediata do Teorema de Stokes para

variedades. A demonstragdo do Teorema de Stokes pode ser encontrada em [18] . O

Corolério 1.1 (1* Férmula de Green). Sejam w,v: U — R, fungées de classe C* no

aberto U. Seja M C U uma variedade orientdvel, compacta com bordo suave OM. Entao:

<wu),wv)>dM=j u s,

J u~AvdM+J
M oM on

M

Demonstracao. Segue diretamente do Teorema da divergéncia e da definicao do div con-

siderando o seguinte campo X = u - grad(v). m

Definicao 1.8. Seja M uma Variedade Riemanniana, f : M — R uma funcdo suave.

Dizemos que f € harmonica se Af = 0; f é subharmonica se Af > 0 e f € superharmonica

se Af <0 em M.
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1.3 Imersoes isométricas e a segunda forma funda-
mental

. TNtk . . ca . Ttk . ~ .
Sejam M™ e M variedades diferencidveis e f : M™ — M uma aplicagao dife-

renciavel.

s

Definicao 1.9. Dizemos que f é uma imersao quando df, : T,M™ — Tf(p)M“+k é

injetiva para todo p € T,M.

Definicao 1.10. Dizemos que f é um mergulho suave quando,

(i) f € uma imersao suave.

(ii) f: M™ — f(M™) € um homeomorfismo, onde a topologia de f(M™) € a topologia de

subespaco.

Teorema 1.2. Seja f: M™ — f(M™) uma aplicacdo suave. Entao f é uma imersao se,

e somente se, ¢ um merqulho local.
Demonstracao. Veja [11]. O

—n+k . ~ . . ., . .
Dada f: M™ — M imersao da Variedade diferenciavel M™ na Variedade Rieman-
. —n+k L. . . —n+k . . L.
niana M . A métrica Riemanniana de M induz de maneira natural uma métrica

Riemanniana em M™. Ou seja, define-se

(u,v)p = (dfp(u), dfp (V) ¢(p),

Vp € M™ e todos u,v € T,M. Nesta situagao, f passa a ser uma imersao isométrica de
M™ em M™F
Considere f satisfazendo a definicao 1.10. Entao, f é localmente um mergulho, e
assim, para todo p € M existe uma vizinhanca U € M de p tal que f(U) C M é uma
. Vi , 5 n+tk , .
subvariedade de M. Segue dai que f: U ¢ M™ — f(U) C M™ " 6 um difeomorfismo

local, e desta forma df,, : T,M™ — T¢,)M™* é um isomorfismo.

Dado p € M™, podemos escrever

TM=T,Ma (T,M)"
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e assim, dado v € Tpm, v =v' +v. Denote por V a conexiio de Levi-Civita de M. Se

X,Y € X2(U) e X,Y sdo extensdes locais de X e Y em M (isto 6, X|u =Xe Vlu =Y),

entao

VY = (VY)'

¢ a conexao de Levi-Civita de M™.

(1)

V estd bem definida.

Para cada p € M™, (Vy?) (p) sé depende do valor de X(P) = X(p) e dos valores
do campo Y ao longo de uma curva diferencidvel C : I — M tal que C(0)=pe

C’(0) = X(p) = X(p). Escolha C em M™ e observe que V‘u =Y.

V é compativel com a métrica.

Em U, temos

Logo,

So S = o T =T
X(Y,2) = X(Y.Z) = (VxV) . 2) + (Y, (VxZ) ")
é compativel com a métrica.
V é simétrica.

Sejam X,Y € X(U) e X,Y € X(U), assim

X[ = X.V).

Proposicao 1.4. Sejam X,Y € X(U) campos locais em M™ e X,Y € X(U) extensoes
locais de X,Y em M“”‘, a aplicagcdo o : X(U) x X(U) — X(U)* dada por

G(X, Y) = VYV - ny

é bilinear e simétrica.
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Demonstracao. Como V e V sao conexoes Riemanniana, a aditividade de c em X e Y é

imediata. Agora, seja f € D(U) (anel das fungdes em U)
o(fX,Y) = VY — VixY = fVxY — fVxY = fo (X, Y)
Seja f € D(U) extensao de f em U. Logo,
o(X, fY) = Vx(f Y) — Vx(fY) = X(f)Y + fVxY — X(f)Y — fVxY.
Veja que ﬂu =f e X(f) = X(f), dai
o(X,fY) = f VY — fVxY = fo(X,Y)

Agora, observe que

o(X,Y) = VgY — VxY = VxY + [X, Y] — VxY — [X, Y]
como [Y, 7} ‘u = [X,Y], dai teremos que
o(X,Y) = VgY — VxY = o(Y, X).
[

Pode-se mostrar que o independe das extensoes locais X e Y. Além disso, sendo o
bilinear, exprimindo o em um sistema de coordenadas o valor de o(X,Y)(p) depende
apenas X(p) e Y(p). Nossa o acima chamaremos de segunda forma fundamental de M™

—n+k

em M

Definicao 1.11. Dado p € M en € (TPM)L, defina a aplicagcao linear autoadjunta
Sy ToM — T,M por
(Sn(x),y) = (o(x,y),m).

A proposicao seguinte nos da uma expressao da aplicagao linear associada a segunda

forma fundamental em termos da derivada covariante.

Proposigao 1.5. Sejape M, x € T,M en € (TPM)L. Seja N uma extensao local de n
normal a M. Entao

Sa(x) = — (ViN) ™.
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Demonstracao. Considere y € T,M e X, Y extensoes locais de x, y respectivamente, e

tangentes a M. Logo,

(Sn(x),y) = (o(X,Y),m) = (a(X,Y),N)
= (VxY — VxY,N)
= <vXY7 N>

como (N,Y) =0, entdo X{(N,Y) =0 e dai (VxN,Y) + (N, VxY) =0. Logo, teremos
<Sn(X),y> = —<Y,va> = <_vXva>v

Yy eT,M = S,(x) =— (vXN)L. O

—n+1

Definicao 1.12. Quando a codimensdo da imersao é 1, isto €, f: M™ — M ; f(M) C

M ¢€ entao denominada uma hipersuperficie.

Considerando p € M™ e 1 € (TpM)L, Imll = 1. Como S, : T,M — T,M ¢ simétrica,
existe uma base ortonormal de vetores préprios {ey, - - - , en} de T,M com valores préprios
ki, -+, kn, isto é ,

Snlei) =kieq, 1 <i<n,

Ki,---,kn sdo as curvaturas principais de M™. Por exemplo: det(Sy) = ky---kn €
denominada a curvatura de Gauss de f e %(kl + -+ +ky) é denominada a curvatura

média de f.

Definicao 1.13. Uma imersio f : M — M € geodésica em p € M se o(x,y) = 0
Vx,y € T,M. Se for geodésica em todo p € M, ou seja, 0 = 0, neste caso dizemos que a

imersao € totalmente geodésica.

Definicao 1.14. Uma imersio f : M — M ¢ minima se para todo p € M e todo
ne (Tpl\/l)L tem-se trago (Sy) = 0.

Definicao 1.15. Escolhendo um referencial ortonormal By, --- , E. de vetores em X(U)+,

onde U € uma vizinhanga de p na qual f é um mergulho, o vetor dado por

1
H=—) O Ei
n2 (tr Si)

onde Si = Sg,, € chamado o vetor curvatura média de f. E claro que f é minima se e s¢

se H(p) =0, Vp € M.

Para um melhor entendimento consulte [7].
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1.4 Foérmulas de variacao

Dada (M™, g) uma variedade riemanniana e ¢ > 0. Por variacao de ¢ queremos
dizer que a aplicacao diferencidvel @ : (—¢, e) x M™ — M™ tal que @y : M™ — M™
t € (—e,e), n < m, definida por @, = d(t,p), p € M, é imersdo, e g = . E dA; é o

elemento de volume dado por
dA; = \/det(g¢)iydx

onde g = ¢ig é a métrica em M" dada pelo pullback da métrica g em M por @y.
Denotamos (g¢)Y a matriz inversa de (gt)ij, e fazendo um pequeno abuso de notacao

consideraremos gog = g.

Lema 1.1. Dada g¢ uma familia a um parametro de métricas, temos que o elemento de

volume evolui como

0

1
a_thg = EtT(h) dVg,

onde h =

Demonstra¢ao. Pondo o elemento de volume em coordenadas temos que

dvg = y/det(g¢)ijdxg A« A dxy.

Dai,
0 1
—dv. ==
otV T g

Usando variedades diferencidveis (consulte [11]) o determinante de uma matriz é dada por

0
(aln(det(gt)ij)) det(g¢)ijdxy A« A dxy.

detA(t) = det(g¢)ij; = ngn JA161)  Anc(n)s

onde o somatdrio é sobre todas as permutacoes de 1, --- ,n. Supondo que A(t) s6 depende

de t, e derivando a expressao acima, obtemos o seguinte

d , .
—detA Z at ))ij - Z sign(o)Ais(1) - - Aicd) " " Ano(n)s

i,j=1 o:=0(1)=j
onde A10 significa que o fator é omitido, e esse somatorio é sobre todas permutacoes o;
0(1) =j.. Pela regra de cramer tem-se que

1
detA(t)

Z sign(o)Aic(1) - Aio(i) - Ana(n)-

o:=0(i)=j

(A7) =
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Portanto,

0 1 0

Logo,
0

1
a_thg = EtT(h) dVg .

]

Defini¢ao 1.16. Dada uma variagcio @, definimos a funcdao drea A : (—e, e) — R por

Alt) = JM dA,

onde dA¢ € o elemento de volume de M na métrica induzida por @y, e a func¢ao volume

V:(—¢,e) = R por

V(t) = J O*dV,
[0,t]x M

onde dV € o elemento de volume canoénico de R, O Teorema da Divergéncia nos dd

que o volume € igual a

1

V(t) representa o volume fechado entre a hipersuperficie d e ®¢. Dizemos que a variagao

preserva o volume se V(t) = V(0) Vt.
Seja

0D
&(p) = ﬁ(p)

t=0

o campo variacional de @. Denotamos por v o normal unitario exterior ao longo da oM
e por ds o elemento de volume da OM induzido por ¢. N denotard um campo vetorial

normal unitario ao longo de ¢ e H a curvatura média de ¢.

Definigcao 1.17. Uma variacdao é chamada normal se & = fN, e admissivel se @ (int M) C

int B e ®(dM) C 9B Vt.

Vamos enunciar e da uma prova para as féormulas de variagao, para isso precisamos

fazer mais algumas consideracoes antes.
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Observagao 1.1. Veja que para ¢ > 0 suficientemente pequeno, (—e, €)X M tem dimensao
n+ 1. Dai, tomando um sistema de coordenadas locais X1, -+ ,Xn,t em uma vizinhanca

p de V C (—¢,¢) x M, consequimos uma base de T, ((—¢, e) x M)

Bz{i(p),i(p),--- i(p)},

ot x4 T Ox
onde os campos de vetores 6at’ az A ai’ ao longo de ®. Onde, a—q) = do <%> para
i=1,--- ,ne<<- —d(D( ), e satisfazem

00 20] _[20 20] _
aXi7an n aXi7 ot -

pelo fato que d® [X,Y] = [dD(X), dD(Y)].

Teorema 1.3. (Férmula da Primeira Variagdo)Seja ¢ : M™ — M"™ uma imersio com

/7" Igm o, - ~ ~
vetor curvatura média Hay. Se @ : (—¢,e) x M™ — M € uma variacdao de &, entdao

A'(0) = —nJ fHdA —|—J (&,v)ds

M oM

¢
ot
& ev € o vetor exterior ao longo de OM.

onde dA = dAy e f = (

(0,p),N) = (§,N) € a componente normal do vetor varia¢ao

Demonstracao. Pela observacao anterior, fazendo Xy = S+ e por abuso de notacao escre-

veremos Xg = &. Veja que

0 GLONNGIO) = 00 00 o0 — 00
— X, (== 2=\ = - — — ). 1.4
at 9y t<axi’ axj> <VXtaxi’ axj>+<axi’vxtaxj> (1.4)
Sabendo que a conexao é compativel com a métrica e de 1.3, tem-se que
— oD ov —
Xt(gt)ij = <V a(I) Xt7 aX] > + <a‘X'1 V%X > (15)

Derivando o funcional area, temos que

Do lema 1.1, vale que

d
ZdA, = ~tr (ﬁ> dA,, (1.6)

d 1 = oD 20 _
adAt §(gt) ) (<V§$Xt, a_X_]> + <aXi,Vﬁ$Xt>> dAt

o que nos da
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—
0 = od
adAt = (g¢)" <ng;xta a_XJ> dAy, (1.7)
pois (g¢) ! é simétrica. Escrevendo X, = X{ + X{, onde X{ é a componente tangente e

X{ a componente normal, daf temos
0 i /= o0
5 dA = (g4)" <Vg$ (X +X¢) a—x)> dA,
/= 00 L/ oD
= (g)" <vg$XtT> a_X]> dA¢ + (ge)Y <V5‘PX€', 7> dA.

= divX{ dA, + divX{dA,.

Observagao 1.2. Acima estamos fazendo abuso de notagdo, pois o divergente estd defi-

nido para campos tangentes, porém, para facilitar os cdlculos vamos considerar

divXy = (g)Y <V§$Xf, 2—$> : (1.8)
E assim, temos
A'(t) = J 3dAt = J divX/] dA, +J divX{dA,. (1.9)
m Ot M M
Perceba que, por X{ ser um campo normal, segue que <Xf, g—2> =0,Vj=1,---,m,
o que faz paracadai=1,--- ,m

0D G = oD = 00
XJ_ _— — )XJ_ -_— XJ_ (6] .
aX1< t7an> <vg:‘li t7aX)‘>+< t’vg"Iian>

De 1.3 e sabendo que a conexao é simétrica, segue que

00 oo — G — 00
Xt,=— ) ={( Vo X{,— X¢, Voo =0.

aXi<t’an> < gTIi t’a7(j>_|_<t7 %axi

. od . — 00
(gt)ll <Vg;1>_X€', a> = —(gt)” <Xf,Vg;I; ox: > . (1'10)
i j 1

Denotando XJ = &T,XOL =&L Ha = Ha, e 0A = 0a,, onde HA =nHN e 04 € o vetor

Logo,

curvatura média e a segunda forma fundamental de M, respectivamente. Feito isso, e

usando a definicao de segunda forma fundamental, obtemos que

3 _ 00 3 — 20\ 0D oD
(a.\b XL OV N (g xd . or 9=
19 <X“ngiaxi> o <X“<V3x‘§axi> *"At(axi’axj»

. o0 00
=— <X€_’ (gi)V oA, <$7 g)> '
i 0%
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Lembrando que vetor curvatura média Ha, é dado por

g 00 00
= 00, (22,20,

temos que dessa expressao, de 1.8 e 1.10 que

divXy = —(X{ Ha,). (1.11)
Fazendo uma substituicao de 1.11 em 1.9 e tomando t = 0, tem-se

A’(0) = J divg " dA — J (&5, Ha) dA.

M M

Agora usando o Teorema da Divergéncia, temos o seguinte
A’(0) = —J (&5, Ha) dA + J (&7, v) ds,
M d

M

onde v é o vetor exterior normal ao longo de 9M.. Por fim, veja que (§, nHN) = (§, Ha) =

(&, Ha) e (£,v) = (&7, v), pois & = T + &+, Portanto,

A'(0) :—J

(6, nHN) dA + J (&,v)ds

oM

_ _JMnH (&£, N) dA—i—J (€,v) ds

oM
= —nJ fHAA + J (E,v)ds.
M oM

Para a Primeira Variacao de Volume temos o seguinte:

Proposigcao 1.6. A primeira variagao do volume V(t) € dada por
V'(0) :J fdA,
M'ﬂ.

od
onde f = (—(0,p),N) € a componente normal do vetor &.

ot
Demonstracao. Dada @ : (—e, e) x M™ — M uma variagao de ¢. Sejam p € M™ fixo
e{ey, -+ ,en,ens1 = N} um referencial ortonormal positivo adaptado numa vizinhanca

de ¢¢(p). Dai, podemos escrever

d*dV = b(t,p)dt A dA,



Capitulo 1. Nocoes Preliminares 18

onde
b(t,p) = b(t, p)dt/\dA( ,en>
oD
=dA ( ot dq)t(el dd)t €n )
oD
=vol ( m ,dg,(e1), -+ ,dg, (en )

= <%—?,Nt> \/det(<d¢t(ei)7 de.(€5))),

e N é o campo vetorial normal a imersao ¢¢. Logo,

, oV d .
V0= 5= ([ )
il

bu,)dumdA)
dt( 0,t]xMn P

r

=| b(0,p)dA
JMn

( <a®mm)
M ot

t=0

t=0

,N>dA

= fdA.
Jmn

]

Observe que a funcao volume foi definida com elemento de volume em R™™!. Para um

melhor entendimento a primeira variagao de volume foi demonstrada no caso geral.



Capitulo 2

Superficies Estacionarias

Seja B um dominio convexo suave em R™"!. Ao longo de todo este trabalho, M
denotarda uma variedade diferencial compacta conexa n-dimensional orientavel com bordo
oM, e ¢: M — R™! ¢ uma imersao que leva intM em intB e OM em 0B e é suave
mesmo na fronteira de M. Nesta se¢ao, derivamos alguns resultados gerais basicos para
a hipersuperficie ¢. Assumimos a convexidade de B como uma hipdtese geral durante
este trabalho, embora as defini¢oes e resultados sejam validos de forma mais geral, exceto
para o Lema 2.2 e a proposicao 2.2.

Apresentamos aqui as nogoes de hipersuperficie estacionaria e estabilidade em uma

versao que também é valida no caso nao necessariamente mergulhada.

2.1 Imersoes estacionarias estaveis

Definigao 2.1. Dizemos que a imersio ¢ € estaciondria se A'(0) = 0 para qualquer

variacao admissivel d que preserva volume.

Teorema 2.1. Seja ¢ : M — B C R™! uma imersao, onde ¢(int M) C int B,
$(OM) C 0B e B € um disco fechado de R™*'. Entdo, ¢ é ponto critico do funcio-
nal drea para variacoes admissiveis que preservam volume se, e somente se, ¢ € uma

hipersuperficie com curvatura média constante com bordo livre.
Demonstracao.

A’'(0) = —JM nH(N, &) dA + JaM<V, &) ds,

19
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V/(0) = JM<N, £)dA.

Usando os multiplicadores de Lagrange, temos que existe A € R tal que

A'(0) =A-V'(0).

Donde, temos que

—JMnH<N,E) dA+J (v, &) ds:A.J (N, &)dA.

oM M

E assim,

J (A nH)(N, £) dA :J (v,£) ds.

oM

0D , . .
3t é um vetor tangente a fronteira, pois
t=0

@, : (—e,e) = 0B. Como v é normal a fronteira entao teremos (v,&) =0. Se tomarmos

Veja que, se p € OM entdo &(p) =

& = (A +nH)N, obtemos:

J (A+nH)(N, A +nH)N) dA =0 —> J (A +nH)2dA = 0.
M M

Ora, como (A+nH)? > 0 e a integral acima ¢é nula, entao obrigatoriamente deveremos

ter

A
A+nH?=0 = A+nH=0 = H:_E'

Segue que a imersao tem curvatura média constante e bordo livre.

Reciprocamente, suponha que ®(M) intersecta 0B ortogonalmente. Assim, é direto
que (v, &) =0.

Desta forma,

A'(0) = —JMnH<N,£) dA+LM<v,£,> ds

- —nHJ (N, &) dA
M
= —nHV'(0) = 0.

Pois, temos uma preservagao de volume, e assim esse volume ¢é constante. O
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Denotaremos por N : M — S™ a aplicacao de Gauss da imersao ¢, por o a segunda
forma fundamental de ¢ com relacao a N, e por II a segunda forma fundamental de 0B
em R™™! em relacdo & direcdao normal da unitdrio que aponta para dentro.

A suposicao de convexidade sobre B significa que II(X, X) > 0 para qualquer vetor X

tangente a fronteira 0B.

Teorema 2.2. Seja ¢ : M — R™ wuma imersao de uma superficie compacta M e

f e C®(M) onde vale

J f dM = 0.
M

Entdo existe uma variagao ® que preserva volume, onde o campo variacional € dado

por & = fN.

Demonstracao. Considere ¢ : M — R™*! tal imersao e ® : M x (—e, €) X (—€,€) —

R™1 a variacao dada por

O(p,t,s) = d(p) + (tf(p) +sg(p)IN(p),

onde g € C*(M) com

JMg dA # 0.

Desta forma,

Lo
V(p,t,s) = il (@, N)dA s
Im

- N, N)dA,
TH_1dM((lD—l—(tf-!—sg) ,N)dA,,

= — N N, N s
7 (0N (e sgIN N A
1 N
- N s
n+1UM(<¢7 >+tf+89) d/qt7

Calculando as derivadas parciais com respeito a t e s, obtemos:

oV 1

0
E(t, s) = T (JM fdA¢s + JM((CI), N) + tf + sg) — dAt,s)

ot



Capitulo 2. Superficies Estacionarias 22

ov 1

0
_— t = — dA S 7]V tf ~ dA S
o= (| gar | e srese ) aa)

Agora, ao aplicarmos em t = s = (0 teremos:

oV
_t —
e7
oV 1
—(t = dA #£ 0.
Vit n+1Lﬂ 4

Assim, como V é de classe C*, k > 1, teremos pelo teorema da funcao implicita que
existe I x ] vizinhanca de (0,0) e uma funcéo ¢ : I — J, também de classe C¥, onde ¢ é
o grafico de V, com @(0) = 0. Dai, V(t, ¢(t)) = ¢ = cte, onde consideramos V(0,0) = c.

Desta forma, considere a variacao dada por

O(p,t, @) = d(p) + tf(pIN(p) + @(t)g(p)N(p)

Claramente tal variacao preserva volume. Observe que,

VAV

"tet) =—1+—.0'(t
Vit o) = 201+ 5501
Em t =0, iremos ter
ov ov
=V =—(0).1+—=—(0).¢’
0= V/(t,0(t)lyy = 5011+ 5-(0).9(0)
1
=@’'(0).—— dA
0O g
Segue-se que @' (0) = 0.
Assim,
0 /
E(p) = 57 0:(p)| =N+ ¢ (0)fN
t t=0
= fN.
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Um calculo padrao mostra que, para qualquer variacao normal de preservacao de

volume admissivel, temos

A”(0) = —J (fAf + H0H2f2)dA+LM (fﬁ — II(N,N)f2) ds, (2.1)

M ov

onde A é o laplaciano da métrica induzida por ¢ e % ¢ a derivada parcial de f em relagao

ao normal externo v.

Definicao 2.2. Uma imersdo estaciondria ¢ : M — B C R™! € considerada estdvel se

A”(0) > 0 para todas as variagdes normais de & que preservam volume.

2.2 A Forma indice

Definicao 2.3. Seja F = {f € C*(M) : [, fdA = 0}, e vamos definir a forma indice I

de ¢ com a forma bilinear simétrica em C®(M),

I(f, g) :J

((Vf,Vg) —Iloll*fg) dA—J II(N, N)fgds, (2.2)
M

oM

onde VT significa o gradiente de f para métrica induzida por .

Proposicao 2.1. Seja & uma imersdo estaciondria. ¢ € estdvel se, e somente se,

I(f,f) > 0 para toda f € F.

Demonstracao. Seja ¢ : M — B C R™"! uma imersiao e ® uma variacao admissivel que

preserva volume. Desta forma, a formula da segunda variacao de area nos da que:

of
A"(0) = —J (fAf + (|0l f?) dA +J (f— — II(N,N)fQ) ds >0 (2.3)
M oM v
Pela Primeira identidade de Green, temos que
of
J (Vf,Vg) dA+J fAg dA :J —gds.
M M om OV

Assim, teremos

—J fAg dA :J (Vf,Vg) dA—J @fds. (2.4)
M M om OV
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Trocando g por f em 2.4 e substituindo em 2.3, temos que

of
A" (0) :J IV f|? dA—J —f ds —J llo]|*f? dA
M oM OV M

of
+J f— ds—J II(N,N)f2 ds.
om OV oM

=1 (IVfI? —lol*f*) dA — J II(N,N)f’ds
M oM

I(f, f) > 0.

Reciprocamente, suponha I(f,f) > 0 para toda f € F. Como fo dA = 0, entao

existe uma variacao normal @ de ¢, admissivel preservando volume, onde

A"(0) = —J

0
(fAf +|o][*?) dA+J (f—f — II(N,N)f2> ds
M oM

ov

= | 0w o) aa— [ v as
M oM

=1(f,f) > 0.

Segue-se que a imersao estaciondria ¢ é estdvel se e somente se I(f,f) >0,V f € F.

]

Dado f € F. O campo vetorial fN é um campo de Jacobi quando I(f,g) =0, Vg e F.

O préximo lema segue diretamente da definicao da forma indice 1.
Lema 2.1. Seja & : M — B uma imersao estaciondria e f € F.
1. fN € um campo de Jacobi se e somente se f € C*(M), e

Af + ||o|]*f = constante em M, (2.5)

of

— =TII(N,N)f em OM,
ov

2. Se & € estaciondria estdvel e I(f, f) =0, entao TN € um campo de Jacobi.

Demonstracao. Supondo que f € F e fN é um campo de Jacobi.

Mostraremos que
of

— = II(N, N)f
& =TI(N,N)

em OM. Defina a funcao
O0,se peM

9 _II(N,N),s¢ p € OM.
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Observe que g € F(M), e como fN é um campo de Jacobi, entao por defini¢ao I(f,g) =0

para toda funcao g € F(M), em particular para nossa g. Dai,

B of ?
0=1I(f,g) = — —II(N,N)f | ds.
M ov
Isto nos da que — = II(N,N)f em oM. Feito isso resta mostrar que

ov
Af + ||o|]*f = constante em M.

Para isso, defina a funcao F(p) = Af + [lo]|*f e considere Fy = + [, FdA, onde
A = [\, dA.

Afirmamos que F = F.

Suponha que isso nao ocorre, entao existe pelo menos um ponto p € M, tal que
(F—TFo) (p) # 0. Sem perder a generalidade, suponha que (F—Fy) (p) > 0. Adote os

seguintes subconjuntos de M.
M* ={q e M|(F—TFy) (q) >0} e M~ ={q € M|(F—Fo) (q) <0}

Perceba que M™ é nédo vazio, pois p € M, e sendo F — Fy uma fungao continua, temos
que M+ é aberto. Sejam U C M aberto com U C M™ e uma aplicacio @ : M — R,
de classe C*, com suporte compacto em M™ tal que 0 < @(q) < 1, para todo g € M e
o(q) =1seqeU.
Dai,
K = JM ¢ (F—Fy) dA > 0. (2.6)

Afirmamos que M~ também é nao vazio. Note que IM (F—TFy) dA =0, pois

JM (F—Fy)dA = JM FdA —Fy JM dA = JM FdA — JM FdA = 0. (2.7)

Dessa forma, se M~ = (), entao pela definicao do conjunto terfamos que (F—Fy) (q) = 0
Vq € M, mas como (F — Fy) (p) > 0, isso implica que [,, (F—Fy) dA > 0, 0 que néo ocorre
por 2.7. Logo M~ # (). De maneira parecida, podemos definir uma funcao { : M — R
de classe C®, de suporte compacto em M. Seja V C M aberto com V C M~, tal que
0 <YP(q) <1paratodoqge MeP(q)=1seq€V,eentio

L:J U (F—TFy) dA < 0. (2.8)
M
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Faca g = (@ + &) (F—Fg), onde & = —%ll) > (0. Observe que g € F(M), pois
| gar=] (o+e)(F-Flar
M M

:J @(F—FO)dA+J & (F—Fy) dA
M M

K
:K—IJ'Mtl)(F—FO)dA

=0.
. of
Sendo fN um campo de Jacobi, e sabendo que P II(N,N)f em 0M, temos que
v

0=1I(f,g)=—| g(Af+]ol*f)dA

JM

= ngA+F0J gdA
M M

JM

=—| (@+&) (F—F)’dA <0

JM

o que nao pode acontecer, portanto F = F.
Agora suponhamos que f € C®(M) satisfaz 2.5 . Mostraremos que I(f, g) = 0 para
toda g € F, ou seja, fN é um campo de Jacobi. Dai, de 2.5, como f € C*®(M) e pelo

Teorema da divergéncia, temos que

g (AF + [lolPf) dA +J : (ﬁ N, N)f> ds
IM aV

lif.9) =~ |

:—(Af+IIGH2f)J gdA
M

=0,

para toda g € F. Mostremos 2. agora. Por hipétese ¢ ¢é estacionaria estével, entao por

definicao I(g,g) > 0 Vg € F. Dali, dado € > 0, com ¢ € R, tem-se que
0 < I(f+eg,f+eg) =I(f f) + 2eI(f, g) + €%I(g, g).
Multiplicando a expressao acima por ¢! e que I(f, f) = 0, ganhamos que
0 < 2I(f,g) + €l(g, g). (2.9)
De maneira similar para I(f — eg, f — £g), temos

0 < —2I(f,g) + €l(g, g). (2.10)
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Por fim, como ¢ é arbitrario, fazendo ¢ — 0, de 2.9 temos que de um lado I(f,g) > 0 e

de outro por 2.10, I(f, g) < 0. Logo, I(f,g) =0, e assim fN é um campo de Jacobi. [

Lema 2.2. Se B C R""! € uma bola unitdria centrada na origem e ¢ : M — B € uma

imersao estactondria, entao

1. O vetor normal unitdrio externo v ao longo de OM € uma direcao principal de §;

2. A sequnda forma fundamental de 9M em M com repeito a —v € dada por (,). Em
particular, se v = 2, entao a curvatura geodésica de OM em M em qualquer ponto

¢ igual a 1.

Demonstracao. Sendo B uma bola unitaria, v coincide com o vetor posi¢ao de ¢ ao longo

de OM.. Dai para qualquer vetor X tangente em 0M, obtemos que
(=VuN, X) = (o(X,v),N) = (Vxv — Vxv,N) = (Vxv,N) = (Vxp,N) = (X;N) =0,

onde V denota a conexidade usual de R™*!. Isso prova 1, pois como ¢ coincide com o
vetor posicao ao longo da fronteira, temos que Vx¢ = X . Isto garante que —V, N é
normal a fronteira 9M, ou seja, -V, N = Av.

Para mostrar 2, tome outro campo vetorial Y tangente a 0M. Como (Y,v) = 0, pois v
é normal a fronteira, entdo (VxY,v) = (—Vxv,Y). E assim, pelo fato de (v,v) =1 tem-se
que (Vxv,v) = 0. Logo S_,(X) = —Vx(—v). Portanto, a segunda forma fundamental de

OM em M aplicada a —v, é dada por

—(VxY,v) = (Vxv,Y) = (Vxd,Y) = (X,Y).

Usando é claro o fato que Vx¢p = X.
Por fim, naturalmente dada « : I — OM uma parametrizacao regular pelo compri-

mento  de arco, entao a  curvatura  geodésica é dada  por

kg = (Vad, &) = (&', ') = 1. O

Proposicao 2.2. Se ¢ : M — B € uma superficie estaciondria em uma bola unitdria B
de R3?, entdo

H?A + L > 2m. (2.11)

Se além disso OM nao estiver mergulhada, entao

H?A + L > 47 (2.12)
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Demonstragao. Suponha que B esteja centrada na origem de R? (caso contrario faca uma

translagao). Considere {ny|]A € R} o grupo de um parametro A > 0 de transformagoes

1

Al

conformes de R* U{oo}, dado por ny(p) =7 o7 ' o Ty o7(p) sendo Tr(x) =5, e
sdo projecoes estereograficas de S* em R?, aqui enquanto 7t é sobre o pélo norte N, 7t é

sobre o ponto xg = (1,0,0). Observe o seguinte diagrama

R3 U {00} 5 §% 5 R3 U {00} 25 R? U {00} T §* 75 R3 U {oo).

Dessa maneira temos este grupo de transformacoes conformes que preserva a bola B e fixa
um par de pontos antipodas xg, —xo € S%. Assim, quando A — oo, n,(x) converge para
—xo para qualquer x € R? —{x¢}. Denotando por H, K e dA respectivamente a curvatura
média, a curvatura de Gauss e o elemento de volume induzido em M pela imersao n, o ¢,

temos

HQdA—J

KdA = H2A—J
M

KdA:J
M

y (ﬁ2 - K) dA.

JM(HQ—K)dA:J

A igualdade acima decorre do fato que a integral no lado direito é invariante por trans-

M

formagoes conformes ( veja [12]). Como as transformagoes conformes preservam a or-
togonalidade, a prova de 2 do Lema 2.2 mostra que a curvatura geodésica da dM em
relacao a nova métrica também ¢é igual a 1 em cada ponto. Portanto, usando o Teorema

de Gauss-Bonnet (consulte o apéndice), temos

27tx (M) :J KdA+L:J KdA + L,
M M

onde L é o comprimento de 0M em relacao a métrica induzida por n, o ¢, e das equagoes

acima obtemos

H2A+L:J HdA +L (2.13)
M

Se tomarmos xg = ¢(pg) para algum py € OM, entdao, quando A — oo, ny o db(oM)
converge para um ou mais equadores da esfera unitdria S? e assim Al_igl@f > 2m. Isto
prova 2.11.

Se ¢ nao for um mergulho em 0M e escolhermos py € OM tal que d(pg) seja um ponto

miltiplo de ¢, temos que ny o $(0M) converge, para A — oo, para dois (ou mais)

equadores de S? e entao )\lim L > 47 mostrando 2.12. O
—+0o0



Capitulo 3

Estabilidade para hipersuperficies

em dominios convexos

Daqui em diante consideraremos apenas as hipersuperficies estacionarias ¢ : M — B
que sao estdveis. Sob esta hipdtese, se 0OM = () foi provado por Barbosa e do Carmo([4])
que é uma esfera umbilical, ver El Soufi e Ilias([8]) para outra prova. Portanto, sempre

assumiremos que M tem uma fronteira nao vazia.

Proposicao 3.1. Seja ¢ : M — R™"! uma imersao com curvatura média constante.

Entao

Af + ||o]*f = 0; (3.1)

Au+ [lolPw = —mH, (3.2)
onde a € R™1 f=(N,a) eu= (N, ).

Demonstragao. Fixado p € M, consideremos um referencial geodésico ortonormal {e;}i",

em torno de p e seja N € (X( M))L. Feito isso, podemos expressar a como

a:Z<a, ej)e; + (a, N)N. (3.3)

j=1

Como nosso referencial é geodésico Ve.ei(p) = 0, e de N ser unitario tem-se que

29
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(Ve,N,N) = 0. Segue que o Laplaciano de f é dado por

:Z ((a, e]->Z<vei N, ¢ ) —I—Z Ve Ve N, N)(a,N).
j i=1
Calculemos essas duas parcelas. Usando a aplicacdo Sy (h) = —Vi N, observe que
(ei) = Z aijej,
)

sendo ai; = —(Ve, N, €5). Dai, como nossa base é ortonormal

o] = Z aii =) (Ve,N,e))(VeN,e). (3.4)
i,j

Veja que (N, e;) = 0 para todo i = 1,--- ,n, obtemos que <vejN7ei> = —(N,V,ei).
Note que Sy ¢ autoadjunta, donde temos

n

ol = > (VeN, )’

ivjzl

Por outro lado,

b
4
':z
||
P’l ;

(&

i—1 \j

(Ve,N, e;) e],ek>>

1

,d
I
-
o
l

(Ve N, €)= lloll*.

I
II\/]:

1

o
<
I

Além disso, derivando a igualdade (V. N, N) = 0 tem-se que

0= ei<v€iN’ N> = <v€iV€iN7 N> + <v€iNa ve-N>a

isto é,
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Portanto,

n n n

ol = ) (VeN,e))> =) (Ve,N,VeN)=—3 (V. Ve N,N),

ij=1 i=1 i=1

e lembrando que

ganhamos que

Se H é constante é possivel mostrar que

D (Ve VeN,e) =0Yk=1,-- .

i=1
Segue-se que

Af = —f|o]*.

Para a segunda parte, temos V. ¢ = e; e (e;, N) = 0, obtemos:

== (Veer, N)(P)+ (b, ) Ve VeN)(p)

Au(p) ==Y (Veer, N)(p) —llol*(d, N)(p)

i=1
n

=~ Y (Veeee, N)(p) — llolPu(p)

i=1

= —nH — [|o]*u(p).
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Lema 3.1. Suponha que B é estritamente convexa em R™! e que é uma hipersuperficie
estdvel estaciondria em B. Entio [, NdA # 0, onde N : M — S™(1) C R™"! € q

aplicacao de gauss de M.

Demonstragdo. Dada B = {a;}]* uma base ortonormal de R™*! e N; = (N, a;). Daf temos

que para cadai=1,--- ,n+ 1, a funcao coordenada N; de N por 3.1, satisfaz
AN; + [[o|*N; = 0, (3.5)
Assim
ON; 9
I(Ni,N;) = N; — II(N, N)N? ) ds. (3.6)
oM ov

Suponha que IM NdA = 0. Segue que fM NidA =0paracadai=1,--- ,n+1. O que
faz Ny € F para todo i, e como ¢ é estaciondrio estavel, tem-se que I(Ni, N;) > 0.
Por outro lado,
n+1 n+1 n+1
ON; 10 10 10
N, — = ——NZ2=-— NZ | =—-—(1)=0.
; ov ;26\) ' 26\)(; 1) 26\)() 0

Somando 3.6 em i, obtemos

n+1 n+1 aN
ogZI(Ni,Ni)ZZJ (N-—l—H(N,N)N%) ds
oM

_ _ v
i=1 i=1
Mm+1
ON;
:J Z(Ni —H(N,N)N%) ds
GLY S ov
Mm+1 n+1
ON;
= N;,— — 2
| NN YN as
Li=1 i=1

= —J II(N, N)ds.
oM

Mas, lembre-se que B é estritamente convexa, entao II(N,N) > 0 e assim
n+1
>IN, Ny) = —J II(N,N)ds < 0
: oM
contradiz a desigualdade acima. Portanto [, NdA #0 . O

Denotaremos por g o género de M e por r o nimero de componentes conexas da 0M.

Lembre-se da férmula da caracteristica de Euler Poincaré (Veja 5.2)

x(M)=2—-2g—r.
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As ideias na prova do teorema a seguir foram usadas por varios autores para estudar as

condicoes de estabilidade para superficies com bordo.

Teorema 3.1. Se B € convero em R? e ¢ € estaciondrio estdvel, entdo os uinicos valores

possiveis para g e r Sao
1. g=0ouler=1,2o0u3
2.g=2o0uder=1.

Demonstracao. Seja M uma superficie Riemanniana compacta obtida de M colando um
disco em cada componente conexa da 0M. Entao existe uma aplicagdo nao constante

holomorfa 1 : M — S? C R3 tal que (ver [9], p.261)

grau(LT)) <1+ {QTH] , (3.7)

onde [x] denota o maior nimero inteiro menor ou igual a x.

Observacao 3.1. Observe que se g € par natural, entdo 2 {QT = ¢, enquanto que Se
. . - g+
g for um numero impar natural, entao 2 | = g+ 1.

Seja P : M — S2(1) C R3 a restricao de P a M.

Sabemos que existe um difeomorfismo (ver por exemplo [12]) ¢ : S* — S? tal que

| twowar—o

para i = 1,2, 3. Comparando 1 com um difeomorfismo conforme de S? podemos assumir
que

J P;dA =0,i=1,2,3,

M

onde cada 1; sao fungoes coordenadas de . Pelo fato de ¢ ser estavel e II(N,N) > 0,
temos que

0 < (i, ) = jM (VW32 = llolP?) dA—J I(N, N)2ds (3.8)

oM

< j (V%P — llolP$?) dA (3.9)
M

Passando o somatoério em i na inequacao acima e usando o teorema de Gauss-Bonnet
(consulte o apéndice) e o fato que

AH? — 2K = 4 (}atk2)? o)k, = k2 4 2k ko + k2 — 2k kg = K2 4+ k2 = [[o]2, Ky e ko
2 1 2 1 2
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curvaturas principais.

Tem-se que

0< | (VP = lolP) dA = | (ITWI? — ab 4 2K) aA
M M

< 8mgrau(P) — 4H?A + 4t (M) — 2J kgds, (3.10)
oM

onde a ultima integral significa a soma das integrais da curvatura geodésica em M para
cada componente conexa da 9M. Observe que kg = II(N,N) > 0, onde N ¢é tangente a
fronteira de M e essa condicao vem de ser fronteira livre. Usando esse fato e a estimativa

acima para o grau de 1~I), obtemos
1
0 < 87 (1 n {%D —AH?A 4 47(2 — 29 — 1)
1
=47 (2+2 [&D — AH?A +4m(2 —2g — )

2
1
At (4+ 2 {%} —2g —r) _4H?A.

Entao

1
Ant <4—29—l—2 {%} —r) > 4H2A > 0, (3.11)

e, a partir disso, analisemos a desigualdade para g par e impar.

Primeiro caso: Se g for um nimero natural par, por 3.11 temos

0<4+2{97+1} gt

<0<4+g—2g—r7

S g+r<d4

Logo neste caso, temos que se g = 0, entao as possibilidades para r sao 1,2 ou 3. Se g = 2
entao r = 1.
Segundo caso: Se g for um nimero natural impar, de 3.11 temos

|
0<4+2[%} 29—

S0<4+(g+1)—2g9g—7
S0<db—g—r1
Para este caso, temos que se g = 1, entao as possibilidades para r sao 1,2 ou 3. Se g = 3,

entao s6 tem uma possibilidade para r, que é r = 1.

Por fim, dos dois casos, chegamos a conclusao que
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(i) g=0ouler=1,2o0u3.

(i) g=2ou3der=1.



Capitulo 4

Estabilidade para hipersuperficies

em uma bola unitaria

Nesta se¢ao, nos restringimos a considerar B como uma bola n-dimensional, que assu-
miremos ter raio unitario e centro na origem. Neste caso, com a mesma notacao de antes,
ao longo da 0M temos II(N,N) = 1 e a normal externa v do mergulho 9M C M (que
identificamos com sua imagem por ¢, ) coincide com a normal externa da esfera unitaria,
ou seja, o vetor posicao ¢. Podemos mostrar que a divergéncia da componente tangente
b—(p,N)N de ¢ é dada por div(d—(d,N)N) =n (1 + H(d, N)). De fato, considerando

{e;5L; um referencial geodésico, observe o seguinte

div(p — (b, NIN) (Ve; (& — (6, N)N) , ¢5)

\.,
I
_

Il Il
'I\/]: 'I\/]:

[<v€j¢7 ej> - <vej (<¢7 N>N) ) ej>]

-
I
—

I
.I\/]:

[(Ve; b, e5) — () (D, N)) N — (d,N) VN, )]

-
I
—_

|
.I\/]ﬁ

[<ve;¢a ej> — € (<¢>N>) <N’ej> - <¢7N><vejN’ ei”

-
Il
_

[(Ve,d,€5) + (Snej, ) (b, N)]

-
Il
_

I |
M= M=

<vejd)a e)> + TLH((I), N>

1

+nH(p, N).

-
I

I
3

36
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Como o referencial ¢ geodésico, temos Ve b = e E por isso vale
n n

Z(vejd), ej) = Z(ej, ej) = M. Segue-se que

j=1 i=1

div(d — (b, NIN) = nH(dp, N) +n =n (H(dp,N) + 1) .

Integrando esta férmula sobre M com o auxilio do Teorema da divergéncia e usando

que v = ¢ em OM, obtemos a Primeira formula de Minkowski

L:n(A+JM H((]),N)dA). (4.1)

De fato, sendo

JM div (¢ — (&, N)N) dA = J (b — (b, NN, v ds.

oM

Por ¢ =v em 0M, obtemos

LMW — (v, N)N,n)ds = LM<V,n>ds.

E sabendo que v e 1 sao paralelos e unitarios, por Cauchy-Schwarz, temos

r

(v,m)ds = J Minllds = L,

J div (& — (b, NYN) dA =
M oM

JoM

e portanto

r

L=n (A+u H(d),N)dA) .

M

Teorema 4.1. Suponha que B C R™! ¢ uma bola e que ¢ € estaciondria estdvel. Se ¢

¢ minima, entao € totalmente geodésico.

Demonstracdo. Vamos definir ¢ = ¢ — ¢, onde ¢ = (%) IM ddA. Veja que as funcoes
coordenadas ¢; de ¢ pertencem a F, pois
J EdA:J (cb—c)dA:J cbdA—cJ dA:J ddA — (lJ d)dA)A:O.
M M M M M A Jm
Entao IM $ddA = 0. Agora, usando as condicoes de estabilidade de ¢ e que a segunda
forma fundamental de B é II(N,N) = 1 em 0M, temos

- — — —2 —2
0<1@.0) = | (VB oY) aA— | Flas
M oM
Reescrevendo a desigualdade acima como
| i1vedran > [ ot | alas
M M oM
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Portanto,
| WA= | Fles (42)
M oM

e a igualdade 4.2 se mantém se e somente se ¢ for totalmente geodésica.

Agora, como V$ = Vd — (Vd) N)N, entdo |[V||? < n. Daf de por 4.2, obtemos que

nA}J
oM

|@W®=J

oM

@ —cb=c)ds = | (101 =2(b,) + ) ds

Sendo ¢ = v ao longo da OM, entao

ol

v (Voi,v) = (Vbi,v) = (ei,v) =vi = P

Lembrando que as fungoes coordenadas de uma superficie minima é harmonica, tem-se

pelo Teorema da Divergéncia que

0= JM APdA = LM ¢dds.

Note o seguinte, como faM ¢ids =0 paracadai=1,2,3ec = (cy,co, c3) é constante,

LM<¢ c)ds = J (Z d)lcl) ds = 0.

temos que

Consequentemente,
nA > | (1P + elP) ds =L (1+ lel?).
oM
Entao temos nA > L (1 +||c||?). Por outro lado, por 4.1 temos L = nA. O que implica
que L|lc]|* < 0. Entao c=0. Portanto

nA)J
M

|N$MA>J [Blds = L = nA,
oM
e aigualdade acontece em 4.2 e 0 = 0. Disto concluimos que ¢ é totalmente geodésica. [J

Observe que se considerarmos o problema de Plateau para hipersuperficies minimas
com bordo livre (sem restrigao quanto ao volume) em uma bola de R™, é facil ver que nao
h& solugoes estaveis estacionarios para este problema. Os argumentos usados na prova do

teorema mostram que a tnica solucao do indice 1 é a totalmente geodésica.

Lema 4.1. Suponha ¢ que seja estdvel e estaciondrio e que B seja uma bola unitdria. Se
f e C®(M) € uma solugio de
Af + [[o]*f =0 (4.3)
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of\ > J of
— ] ds > f—ds, 4.4
JaM (6\)) om OV (44)

e a igualdade ocorre apenas se M for totalmente geodésico ou

Entao

0
J fdA =0,f = ot em OM. (4.5)
M ov

Demonstracao. Para qualquer ¢ € R, temos

I(f+c,f+c)=1I(ff)+21(f, c) + I(c, c)

of
:—J f (Af + [|o]*f) dA—f—J f<——f) ds
M oM  \ 0V

+2 [—JM ¢ (AF + [lo]Pf) dA + LM c <% - f) ds]

—J ||O‘||202dA—J c?ds
M oM
of
:—J c2|!G||2dA+J f(——f)
M oM ov

of
+20J (——f) ds—c2J ds
om \ OV oM

<—c2L+2cJ <E—f> ds+J f(ﬁ—f) ds, (4.6)
M ov oM ov

e a igualdade se mantém se e somente se M for totalmente geodésico ou ¢ = 0. Considere

d= [y f(E—f)dseb=2[,,, (3 —f)ds. Por 4.6 obtemos a seguinte inequagao
—Lc*+bc+d > 0.

b 1
Resolvendo essa inequacao o maximo ocorre quando ¢ = AT faM (% — f) ds. Feito

isso, substituindo este valor de ¢ em 4.6 e usando a desigualdade de Schwarz, obtemos

HIRES RN

que

"
—J of Q—QfEH2
Jom [\ OV ov
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of\? J of
= — | ds— f—ds. 4.7
LM (6\)) om OV (4.7)

Escolhendo ¢ = ¢g := — (%) [, fdA, temos que f+cg € F, e entdo I(f+co, f+co) = 0,

pois ¢ é estavel. Segue dai a desigualdade 4.4,

of\’ J of
— | ds > f—ds.
JaM <a") om OV
Se a igualdade for mantida em 4.4, entao I(f + cg,f 4+ cg) = 0 e do Lema 2.1 obtemos
a(f + Co)

ov
é um campo de Jacobi. Além disso, uma vez que a igualdade deve ser mantida em 4.6,

= f+co em OM. Como ¢ é estaciondria estavel, segue do Lema 2.1 que (f+cq)N

entao ou M ¢ totalmente geodésico ou ¢y = 0. A tultima alternativa implica em 4.5,

J 1’dA=O,1’:ﬁ em OM.
M ov

O

Agora considerando a func¢ao de suporte u = (¢, N) que verificamos em 3.2 satisfazer
em M a equagao

Au + ||o]Pu = —mH.

Pelo fato de ¢ ser estacionario e coincidir com v em 0M, entao
u=(p,N)=(v,N)=0 em OM, (4.8)

e do Lema 1.4 temos que v é uma diregdo principal de ¢. Seja {ei}], uma base que

diagonaliza a segunda forma fundamental com e; =v. Ora,

Vu=) euei=) (b, VeN)e,

donde temos,
ou

P (Vu,v) = —k,, (4.9)
onde k, é a curvatura principal de M associada a v.
O resultado a seguir nos fornece informagodes sobre o sinal da funcao de suporte u e
impoe restricoes topoldgicas na topologia de M, quando a integral em 4.1 é nao-negativa.

Ou seja,

JM H(¢p, N)dA = HJM udA > 0.
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Teorema 4.2. Suponha que B é a bola unitdria em R™! e que ¢ € estdvel estaciondria
com L > nA. Entao u nunca se anula em int M ou ¢ € totalmente geodésico. No
primeiro caso, se além disso OM € merqulho, entao (M) é uma hipersuperficie em

forma de estrela em relacao ao centro da bola.

Demonstra¢ao. Suponha que ¢ nao é totalmente geodésica. Mostraremos primeiro que
u > 0ouu < 0em M. Suponha o contrario. Vamos chamar M™* (respec. M™) o

subconjunto de M onde u é positivo (respec. negativo) e definir u™,u~ € H' (M) por

u(p) se pe M* B u(p) se pe M~
p) = u(p) =
0 se peM—-—M" 0 se peM—M"~

Nos calculamos

[(u™,ut) = P {(vu®, vu®) —|[lo]*(uh)*dA
Im

= | {(Vu, vu©) —llolPuut}dA
JM

r

=| —{(Au+ loffu)ut}idA

Im
= nHJ utdA.
M
Dai,
[(ut,ut) = nHJ utdA (4.10)
M
e analogamente
[([u,u)= nHJ u dA. (4.11)
M
Em seguida definimos u: M — R por u = u" +au—, onde a é uma constante positiva
JyputdA
a=—r—,
Jpu—dA

Segue-se que W =0 em M e [,, WdA =0, o que faz U € F, e observe que
0<Iw) =I(ur +au,u" +au) =I(ur,u") + a®I(i, )

pelo fato de ¢ ser estavel e I(u™,u”) =0 (u" e u™ se anulam uma no complementar da

outra). Tendo em mente 4.10 e 4.11, a desigualdade anterior fica

1
OénHJ u*dA—l—a2nHJ' uw dA = anH {—J u*dA—i—aJ udA]
M M aJm M
= anH {—J udA—J u*dA}
M M
:—anHJ' udA.
M
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Segue-se que,

[(w,u) = —anHJ udA > 0. (4.12)
M

Observe que de 4.1 temos L = nA +nH IM<(]), N)dA. Estamos supondo L > nA, donde
temos que
nHJ udA=L—mA >0 (4.13)
M

E assim de 4.12 e 4.13 obtém-se que I(1,11) = 0. Segue do Lema 2.1 que 2_1: = U em
OM. Como uloM =0 de 4.9 e de u = Au, onde A = 1 ou a, obtemos k, = 0, ou seja,
cada funcao coordenada Nji,i = 1,---,n, da aplicacao de Gauss N : M — S™ verifica
% = 0. De fato, sendo k, = 0 tem-se V,N = 0. Se {e;} é a base canonica do R™"!,
entao N = Z N;e;. Como V,e; =0, temos que

0=V,N= ZV(Ni)eia

ON;
ov
Além disso, Nj satisfaz AN;+||o]*N; = 0. Entao o Lema 4.1 assegura que IM N;dA =0,

= \)(Ni) = 0.

o que pelo Lema 3.1 nao é possivel. Assim, mostramos que u > 0 ou u < 0 em todos os
lugares.

Podemos escolher a orientagao em M de forma que u = (¢, N) > 0. Se H = 0, do
Teorema 4.1, é totalmente geodésico. Se H # 0, usando a Primeira férmula de Minkowski

4.1

L:n(A+J HudA)
M

e a hipdétese L > nA, entao

OéL—nA:nJ HudA.
M

Donde temos H > 0, ja que u > 0 . Entao u se verifica

u =0,
Au=—|olfu—mH <0 (4.14)
uloM = 0.

Pelo Principio do Méximo para fung¢oes superharmonicas (consulte o apéndice), u é

estritamente positivo em int M.
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Mostremos agora a segunda parte do Teorema, primeiro observe que ¢(p) # 0 para

qualquer p € M. Faca a proje¢ao de M na esfera unitaria,

F:M—S"
_ o(p)
)= o

Calculando a derivada de F, dFy, : T,M — Tg(,)S™, vemos que é dada por

_ Wb —(d(p), w)d(p)
b (p)II® '

Desde ja, observe que u(p) = (N(p), d(p)) # 0 e assim o vetor posigao ¢(p) é nao nulo e

dF, (w)

nao pertence a T,p(M). Com isso, existe w € T,M tal que dF,(w) = 0, ou seja, ocorre

(b(p),w)
llp(p)I?

w = 0, pois do contrario chegamos que ¢(p) € T,(M), absurdo!. Portanto, a derivada

quando w = ¢(p). Dai, se (¢(p),w) = 0, entdo dF,(w) = 0 o que implica
dF, : T,M — T,S™ é uma aplicacao bijetiva e assim F: M — S™ ¢ um homeomorfismo
local. Mostremos agora que F é um homeomorfismo sobre sua imagem, que em outras
palavras equivale a dizer que a superficie é estrelada em relacao a origem da bola.

Dado p € OM e uma curva parametrizada y : (—¢,0] = M com y(0) = p,y’(0) = w,

um pequeno calculo mostra que

d
2 Fr(1), N(p)) =0
SO NBY| = 0701 Np)) =,
0
De fato, veja que
d _ vyt vy() /
at " = o)~ e YY)
Dai,
4 - (¥ P -
dt<F(v(t)),N(p)>O—<de(W),N(p)>—<”pH Hp!l3<p’w>’N(p)> 0
e
SO NE)| = 001 N(p) =,
0

ja que N(p) é ortogonal a wep € OM C 0B.
Mas, usando o Principio do Méximo de Hopf (consulte o apéndice), obtemos de 4.9

quekq,:—g—tj>OemaM.
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Se aft) := (F(y(t)),N(t)) pelo que vimos acima podemos escolher ¢ > 0 tal que
a(t) >0, a/(t) < 0e a”(t) >0V—¢e <t < 0. Usando que x(t) > 0 e OM ser

mergulhada, tem-se F(y(t)) pertence a componente conexa de S™ — ¢$(0M) que tem ¢ (p)
como ponto de fronteira e N(p) como normal apontando pra dentro. Se 9M = U I, onde
i=1

[} sao componentes conexas de 0M, entao para cada i existe uma faixa estreita no interior
de M em torno de I} cuja imagem por F em S™ pertence a mesma componente conexa
de S™ — ¢(I}). Chamando de D; a componente conexa de S™ — ¢(T}) que ndo intersecta

esta imagem. Vamos definir M como a uniao de M disjunta de todos os dominios Dy, e

F:ﬁ—)Sn, como

~ F(p) sepeM
F(p) =
p sepeDij,i=1,--- 1

Claramente F ¢ um homeomorfismo local sobre S™, pois F é difeomorfismo local, e,
portanto, é uma aplicacao de recobrimento (T\Z é compacta). Sendo S™ simplismente

conexa conclui-se que F é um homeomorfismo e isso conclui a prova. O]

Corolario 4.1. Suponha que B € a bola unitdria em R™"! e que ¢ € estdvel estaciondria.

Se 0 € d(M), entdo L < nA ou ¢ € totalmente geodésica.

Demonstragao. Seja p € M tal que d(p) = 0. Sabendo que 0M C 0B, entao p tem que
pertencer ao interior de M. Como u(p) =0, se L > nA o ultimo teorema implica que ¢
¢é totalmente geodésica. Por outro lado, se ¢ nao é totalmente geodésica e que L > nA,
entao novamente pelo teorema anterior temos que u # 0 Vp € int(M), absurdo! Pois

u(p) =0 com p € int(M). H

Quando H # 0, podemos fixar uma orientacao em M de modo que H > 0. Neste caso,
se M ¢ mergulho, denotamos B; a componente conexa de B — M para a qual a normal N

aponta.

Corolario 4.2. Suponha que B € a bola unitdria e que & € um merqgulho estdvel esta-

ciondrio. Se H#0 e 0 € By, entdo L < nA.

Demonstracao. Suponha que L > nA. Entao u # 0 em int M, pois H # 0. Fixada uma
orientagao para M de modo que H > 0. Mas, como 0 € By, para um ponto py € M tal
que u(po) < u(p) V¥p € M. Assim, a diregdo normal a M em p, é dada pelo vetor posigao.

Ora, N aponta para By, donde temos u(pg) < 0. Portanto, temos uma contradigao. [J
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Definicao 4.1. Seja f uma funcao de Classe C® e suponha que f € solu¢do de uma
equacdo eliptica em M. O conjunto £71(0) é chamado de conjunto nodal. Se a dimensdo
de M € dois e f ndo ¢ identificamente nula, entao podemos escrever £=1(0) = |J C; tais
que Ci € conexo e VT(p) # 0 para todo p no interior de C;. Cada Cy € chamado de linha

nodal.

Lema 4.2. Seja ¢ : M — R™"! uma imersao com curvatura média constante. Entdo
Ag +lol*g =0, (4.15)

onde g = ($ AN, N(pg)) e po € M é um ponto fixrado. Além disso, se o vetor normal v

a fronteira OM € uma dire¢do principal de & e  =v em OM, entao

99

_ 4.1
5 =9 (4.16)

em OM.

Demonstragao. Dado p € M e {e;}I* uma base definida em p que diagonaliza 0. Assim,
temos que VeiN = —Ae;. Extendendo a base para um referencial geodésico {E;}]* em p.

Por defini¢ao o Laplaciano de g = (¢ AN, N(pg)) é dado por

Ag =) EEi(p). (4.17)
i=1
Veja que

Ei(g) = Ei ((¢(p) AN(p), N(po)))
= ((Ve,d(p) AN(p), N(po)) + (d(p) A Ve, N(p),N(po)))
= (Ei(p) AN(p) + &(p) A Vg, N(p), No).

Dai, no ponto p tem-se que

ElEl(g) = Ei (<El AN + d) /\inN, N0>)

=(V
— (Ve Es AN — 2AE; A Ei + b A Ve, Ve N, N(po))
= ($ A VE, Ve, N, N(po))

=(N

Po Ad) VE VE N>
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e assim,

EIEl(g) = <N (po) AN ¢,VEIVEIN> (418)
Considere agora

W=N(po) A=) wE;+gN. (4.19)
j=1
Substituindo isso em 4.18 obtemos que

:

1

EiEi(9g)

I\/]:

w;E; +§NaininN(P)>

1

<E], VF_ VF_ N(p)> +§<N,VEVEN>

1 1

I
|v|:

—.

Dai, substituindo essa expressao acima em 4.17, tem-se que

Ag=)_ (Z wj (E5, Ve, Ve N(p)) +§<N7VEﬁEiN>>

i=1 \j=1

= Z <ZW] <Ej,invE ) Z N VE VE

i=1

Lembrando da demonstracao da Proposicao 3.1 segue
Ag = —gllol.
Perceba que de 4.19 tem-se que

g = (W,N(p)) = (N(po) A d(p),N) = (d(p) AN(p),N(po)) = g.
Portanto,
Ag + gllol* = 0.

Mostremos agora a segunda parte. Como v é uma direcao principal de ¢, temos que
V,oN = Av. Além disso, desde que ¢ = v na fronteira 9M segue ¢ Av = 0. Ora, usando

que
dg

(Vgv) =vlg) = <2,

em oM
v(g) = v(d AN(p), N(po))
= (Voo AN(p) + ¢ A Vy,N(p),N(po))
= (VAN(p) + b AAv, N(po))
= (¢ AN(p),N(po))
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Segue que
e
v g
em OM. O]

Teorema 4.3. Suponha que B C R?® seja uma bola e que ¢ : M — B seja estaciondria

estavel. Entao OM é mergulhada e as unicas possibilidades sao
1. $(M) € um disco totalmente geodésico,
2. (M) € uma calota esférica,
3. g=1ler=1ou?2.

Demonstrag¢ao. Veja que II(N,N) =1 e o Lema 2.2 afirma que k, =1 em 0M. Segue-se

que, neste caso usando 3.8 e 3.10, a estimativa 3.11 pode ser melhorada para
1
47t (4 —2g+2 {%] — r) > 4H’A+3L > 3 (H?A +1L). (4.20)

De 2.11 temos que H2A + L > 27, o que nos d4

1
471(4—29%—2[%} —r) > 671

Dai, organizando os termos temos que

1
8+4{%} _4g—2r> 3.

De maneira parecida com que fizemos no Teorema 3.1, faremos anélise quando género g

for par, e quando for impar.

1
Primeiro caso: Se g for par entao 2 {%} =g. Dai

3<8+29—4g—2r
<5>2(g+71).

Nesse caso, se g =0 entao 1 =1 ou 2 se g = 2, temos que 7 = 0.

1
Segundo caso: Se g for impar entao 2 {%} =g+ 1. Dai

3<8+2g+2—4g—2r

S7T>2(g+71).
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Nesse caso, g so6 pode ser igual a 1, e assim v =1 ou 2.
Portanto temos que g =0 ou 1 e v = 1 ou 2. Agora para eliminar algumas possibi-
lidades iremos supor que 0M nao é mergulhada e chegaremos em uma contradi¢ao. De

2.12 temos que H2A + L > 47, e usando 4.20, ganhamos que
1
dm <4—29+2 {%} —r) > 3 (470)

0 que é equivalente a

4—2g+2{97+1} —r>3.

Feito isso, novamente analisaremos o caso em que g é par e o caso em que g é impar.
- . +1 ,
Primeiro caso: Se g for par entao 2 {QT} = g. Dai
3<4—-29g+g—r1

<l>g+r.

Isto implica que g =0 e 1 = 0 0 que nao pode acontecer, ja que 0M ¢é nao vazia.

1
Segundo caso: Se g for fmpar entao 2 {%} =g+ 1. Dai

3<4—-2g+g+1—7

S2>g+r.

Assim, temos que g =1 e v = 0 o que nao pode acontecer, pois a 0M ¢é nao vazia.
Devemos provar que os discos totalmente geodésicos e calotas esféricas sao as unicas
superficies estaveis estacionarias com género g = 0. Seja pg € M um ponto onde a funcao
|b(p)| atinge seu minimo. Perceba que u # 0 faz com que 0 ¢ $(M). Vamos definir em
M a fungao
B(p) = (b(p) AN(p),No),

onde Ny = N(pg) e /A denota o produto vetorial em R*. Note que

B(po) = (¢(po) A N(po), Ng) = 0. (4.21)

Além disso,
VwB(po) = WA N(po) + d(po) A ViuN(po), N(po)) =0,Vw € T,M,
pois ¢(po) # 0 implica que ¢(po) é paralelo a N(pg). Logo,

VB(po) = 0. (4.22)
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Pelo Lema 4.2 temos que 3 satisfaz

AB+lolPB =0, sep €M,

B (4.23)
— = oM.
3 B, sep €

Logo, pela Definiciao 4.1, obtemos que f~1(0) é um conjunto nodal.

Afirmamos que 3 = 0 em M. Caso contrario, o conjunto de nivel 371(0) é um grafico
cujos vértices sdo os pontos criticos de (3(ver, por exemplo, Anné ([2]) ou cheng([5]).
Seja m o ntimero de componentes conexa M; de M — $371(0). Usando o Teorema de
Gauss-Bonnet para cada componente conexa M; de M — 371(0), temos

J KdAzQﬂx(Mi)—J kgdS—Zeij,
M oM; j

1

onde 0;; denotam os angulos externos de cada componente da 0M;. Somando as equagoes

acima para todos os i, obtemos

J KdA =271 ) (M) —ZJ kgds— > > 6.
M i=1 i=1 YoMy i=1 j
Assim,
m
J KdA+J kgds =27 ) x(Mi)— > 65 (4.24)
M oM i=1 ij

Como OM ¢ suave nao temos angulos externos, a ultima equagao nos da
J KdA + J kgds = 2y (M). (4.25)
M oM

Nesse caso, comparando 4.24 e 4.25 e sabendo que x(M) = 2 —2g — r, obtemos que

21 (2 —2g — 1) :27tix(l\/li) — > 6y (4.26)
i

i=1
Devemos obter uma estimativa para a ultima soma. De 4.21, ha pelo menos duas
linhas nodais de (3 se cruzando em pgy e formando um sistema equiangular em pq (ver
[An| ou [Ch]). Portanto, Z 0y ¢ pelo menos 27t que a soma dos angulos que possuem
Po & OM como vértice. Pol; outro lado, em cada componente conexa I,k =1,---,r,de
0M, escolhendo uma parametrizacao de comprimento de arco orientada positivamente vy

temos ¢ AN = —y,.. Lembrando que estamos usando que M ¢ de fronteira livre. Assim,

pelo Teorema Fundamental do Calculo

Jrk Bds = —Lkm:,Nw o,
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pois Yk € uma curva fechada e segue que 3 tem pelo menos dois zeros em cada componente

conexa I.. Cada ponto de 371(0)Ny; contribui com pelo menos 7t para a soma de E 0y;
.i'7].

na ultima equacao. Levando em consideracao todos estes valores e o anterior obtido em

Po obtemos a estimativa

Z 915 = 27'((1 —i—T‘)
Lj

Comparando isso com a equacao 4.26, temos o seguinte

m m
2 (2—2g—1) =2m ) x(Mi)—) 05 <2m) x(Mi)—2m(1+7)
i=1 ij i=1
donde temos,
m
2-2g-1< ) x(Mj)—1-r,
i=1

Assim,
> x(My) >3-2g.
i=1

Note que cada componente conexa M; é homeomorfa a um disco, pela caracteristica de
Euler x(M;) = 1 para cada i. Se assumirmos que M tem género g = 0, segue-se que
M — B71(0) tem pelo menos trés componentes conexas. Sejam M; e My duas destas

componentes conexas. Assim, sejam 31, 32 : M — R definidas por

B(p), sepe M B(p), sep e My
Bi(p) = e PBap) =
0, sepeM—M, 0, sepeM—M,

Tendo em mente que II(N, N) = 1 e usando o Teorema da Divergéncia na forma do indice

para a funcao 31, temos que

1By, 1) =J ((VB1, VB1) — Ilo]22) dA—J B2ds

M oM

:J ((VB,VB1) — loB1B) dA—J B1pds

M oM

| (Bap+iorpip) ans| (B - pip)as
M M A%

_ 9B

—— | Bi(@prlorp)ant | g5 -p)as

pois (31 se anula em M — M. De 4.23 tem-se que

I(B1,B1) =0.
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De maneira similar, mostra-se que I(B2, f2) = 0. Mais ainda, como 1 e 2 se anulam
em conjuntos complementares, obtemos que I(f31, f2) = 0.

Supondo sem perda de generalidade que [,, B2dA # 0. Seja B = B1 + aPs, onde
~ JmBidA

fM f’QdA'

E assim, pelo que analisamos anteriormente temos que

I(B,B) = I(B1, B1) +2al(B1, B2) + a’I(B2, B2) = 0.

Sendo ¢ estaciondrio estavel, e do Lema 2.1 segue que PN é um campo de Jacobi e assim
AR +||0]’B = constante. (4.27)

Como f desaparece fora de M; U My e 4.27 é uma equacdo eliptica, o Teorema da

Continuacio tinica (ver [3]) nos d4 = 0 em M. Isso implica que B = 0. Assim,

0= (¢(p) AN(p), No) = —(d(p) A No, N(p)).

Portanto, o vetor W(p) = ¢(p) ANy € T,M, ¥p € M. Considerando o campo de vetores
V em R3 dado por V(x) = x/ANy. V é um campo de Killing, pois é gerado a partir de um
grupo a um parametro de isometrias de R?, sendo elas as rotacoes. Ao longo de ¢p(M) a
restricao de V coincide com W, entao M é uma superficie de rotagao ao redor do eixo Ny

com ponto fixo py, e entao M deve ser homeomorfa a um disco. A conclusao segue de um

Teorema de Nitsche ([13]). O

Exemplo 4.1. O disco equatorial plano € difinido como sendo a intersegao da bola fechada

unitdria B C R com um plano contendo a origem.

Figura 4.1: O disco equatorial plano
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Os discos equatoriais planos sao as unicas superficies com fronteira livre e totalmente
geodésicas em B. Nitsche [13] mostrou que eles sao de fato as unicas superficies minimas

de fronteira livre imersas em B que sao homeomorfas a um disco.

Exemplo 4.2. Calotas esféricas (H # 0). Seja B a bola fechada unitdiria em R? e
S = XNB, onde L € a parte interior a B de alguma esfera S*(r) que intersecta S*(1) = 0B

ortogonalmente.

Uma vez que as superficies em forma de estrela devem ter género 0, o seguinte corolario

segue diretamente do ultimo teorema e do Teorema 4.2.

Corolario 4.3. Seja B C R3 a bola unitdria. Se ¢ for estaciondrio estdvel com L > 2A,

entao ¢(M) € um disco totalmente geodésico ou uma calota esférica.

Na época Ros e Vergasta [17] afirmaram que nao conheciam exemplos de superficies
estaveis de género 1. No entanto, nao conjecturaram que esse tipo de superficie nao
existisse. Recentemente, Ivaldo Nunes [14] usando outra técnica para a prova do Teorema

4.3 concluiu que o terceiro caso nao ocorre. Com isso, Nunes [14] obtém o seguinte:

Corolario 4.4. Os discos totalmente umbilicos sao as unicas superficies com curvatura

média constante compactas orientdveis imersas estdveis com bordo livre em B C R3.

O corolario acima é tido como o resultado analogo ao teorema de Barbosa e do Carmo
[4] para superficies com curvatura média constante estdveis fechadas imersas no espago

euclidiano, que nos da o seguinte resultado.

Teorema 4.4. Sejam M uma variedade Riemanniana de dimensao n, compacta, ori-
entdvel com fronteira vazia e @ : M — R™ uma imersao com curvatura média constante

ndo nula. Entdo ¢ € estdvel se, e somente se, (M) € a esfera S™ C R™+1,

G. Wang e C. Xia em [19] provam um resultado bem mais geral levando em conta
hipersuperficies capilares estaveis, que sao aquelas que tem curvatura média constante,
e OM intersecta 0B em um angulo constante 6 € (0,7t) em bolas geodésicas do espago
euclidiano. Em particular, as superficies de bordo livre sao capilares. Esse resultado de

classificacao diz o seguinte:

Teorema 4.5 (G. Wang e C. Xia, 2019). Seja @ : M™ — B € R™"! uma hipersuperficie

capilar estavel imersa na bola euclidiana unitdria com curvatura média constante H > 0,
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onde OM intersecta OB com um angulo constante © € (0,7). Entao @ € uma bola total-

mente geodésica ou uma calota esférica.



Capitulo 5
Apeéendice

Neste apéndice apresentaremos o Teorema de Gauss-Bonnet, que é provavelmente o
Teorema mais profundo na Geometria diferencial das superficies. Além disso, no trabalho
precisamos do Principio do Méaximo de Hopf e o Principio do Maximo que abordaremos.
Aqui, nao daremos detalhes a respeito de suas demonstragoes, pois no trabalho focamos

apenas em aplica-los. Desta forma, traremos basicamente seus enunciados.

5.1 Teorema de Gauss-Bonnet

Considere M uma superficie.

Definicao 5.1. Uma triangularizacao de uma regiao reqular R C M € uma familia finita

T de triangulos Ty, i=1,....,n, onde

(b) Se TiNT; # 0 para i #j, entdo T,NT; € uma aresta comum de Ty e Ty ou um vértice

comum de Ti e Tj.

Proposicao 5.1. Toda regido reqular de uma superficie reqular admite uma triangulacao.
Demonstragao. Veja [1]. O

Definigcao 5.2. Considere M uma superficie e R uma regiago de M. A caracteristica de

Fuler Poincaré da triangulagao € dada por
X(R)=V—-A+F, (5.1)
onde F € o numero de faces, A é o numero de arestas e V é o numero de vértices.

o4
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Sendo M uma superficie compacta com bordo, onde o niimero de componentes conexas

da fronteira é dada por r, a caracteristica de Euler Poincaré de M é dada por

x(M)=2—-2g—r. (5.2)
Teorema 5.1. Seja M uma variedade Riemanianna compacta orientavel, e sejam Cy ...,
Cn as curvas fechadas, simples e requlares por partes que formam a fronteira OM de M .
Suponha que cada Cy € orientada positivamente e sejam 0y, ..., 0, o conjunto de angulos
externos das curvas Cq,...,C. Entao,

P
ZJ ds+J KdM+ ) 0 =2mx(M), (5.3)
M

i—1 1=1
onde s denota o comprimento de arco de Ci, e a integral sobre C;i significa a soma das

integrais em todos os arcos requlares de Cj.

Demonstrag¢ao. Veja [6]. O

5.2 Principio do Maximo de Hopf

Teorema 5.2. (Principio do Mdzimo de Hopf): Seja Q C R™ um conjunto aberto conexo
e L um operador linear uniformemente eliptico em Q de sequnda ordem tal que c(x) < 0.
Seja u € C2(Q) N CQ), tal que L(u) < 0. Se u atinge seu mdzimo em Q, entdo u é
uma constante nao negativa em Q. Caso contrdrio, se existe xg € 0Q tal que u(xq) > 0,
entao a deriwada normal para fora, se esta existe, satisfaz —(xo) > 0. Além disso, se

c(x) =0, entao as mesmas condi¢oes sao validas para um mdzrimo ndo positivo.

Observagao 5.1. Aqui esse operador L € da forma

L_Za” ox ax, ;

Demonstracao. Veja [15] e [16]. O

5.3 Principio do Maximo

Teorema 5.3. Seja M uma Variedade Riemanniana conexa e f uma funcdio em M
subharmonica. Se f assume um mdximo num ponto interior do dominio em M, entdo

f € constante.
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Demonstracao. Veja [16]. O

Observacao 5.2. O Teorema acima vale de forma andloga no caso em que Af <0 e f

assume um minimo.
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