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Resumo

Machine Learning (ML), ou Aprendizado de Maquina, € um subcampo da Inteligéncia Artificial,
constituido por classes de algoritmos de aprendizagem, que operam de forma tal que se possa
extrair informacdo e “aprender” de uma grande quantidade de dados. Estes algoritmos tém sido
incorporados no ambito das ci€ncias fisicas como auxiliares na identificacao de padrdes, como,
por exemplo, no estudo de transicdes de fase. Tais técnicas mostram-se como uma alternativa
na compreensao de problemas complexos. Porém, apesar dos esforcos, o limite de aplicagao
dessas técnicas ainda ndo € inteiramente claro. Em vista disso, investigamos neste trabalho as
transi¢oes de fase do modelo de Potts g-estados, nos casos g = 3, 4 e 5, utilizando técnicas de
ML nao supervisionadas, a saber, Principal Component Analysis (PCA), K-Means Clustering
e Topological Data Analysis (TDA). As duas primeiras sio técnicas de reducdo de dimensio-
nalidade e clusterizagdo, respectivamente, enquanto a ultima usa propriedades de invariantes
topoldgicos para separar dados semelhantes. Ja a construcdo da base de dados se da através
de simulacdes de Monte Carlo, em faixas de temperaturas que contém as temperaturas criticas
do modelo. A andlise desse toy model nos permite compreender detalhadamente essas técnicas
no ambito de Matéria Condensada e Mecanica Estatistica. Utilizando a técnica PCA, foram
identificados os pontos criticos com boa precisao em todos os casos (¢ = 3, 4 e 5), através de
parametros construidos a partir das componentes principais. Além disso, observamos que a
formagao de clusters para temperaturas abaixo da temperatura critica nos fornece informagoes
sobre as simetrias da Hamiltoniana. Também foram encontrados resultados concordantes para
os valores de expoentes criticos, porém com fortes efeitos de tamanho finito. Continuando,
usamos a técnica K-Means para analisar o comportamento dos clusters obtidos através de PCA
sob variac@o de temperatura. Esta andlise retornou os pontos criticos, numa aproximac¢ao para
o limite termodinamico, com erro relativo inferior a 1%, em comparag@o com os valores exatos
do modelo de Potts. Por fim, com o método TDA, obtivemos os pontos criticos com grande
precisdo, além de notar que esta técnica possui poucos efeitos de tamanho finito. Em resumo,
obtivemos os pontos criticos com boa precisdo usando os trés métodos, e esperamos que esse
estudo detalhado possa esclarecer as caracteristicas particulares das técnicas aqui expostas, fa-

cilitando eventuais utilizagdes em problemas mais desafiadores no futuro.

Palavras-Chave: machine learning, transi¢des de fase, modelo de Potts



Abstract

Machine Learning (ML) is a subfield of Artificial Intelligence, consisting of a class of algo-
rithms that are able to extract information — i.e. “learning” — from a large amount of data.
These algorithms have been incorporated in the physical sciences as supporting tools to identify
patterns, for instance, in the study of phase transitions. Indeed, such techniques are placed as
promising methods to understand complex systems. Yet, despite the great efforts, the limits of
their applications are not entirely clear. In view of this, in this work we investigate the phase
transitions of the g-states Potts model, in the cases q = 3, 4, and 5, using unsupervised ML
techniques, namely, the Principal Component Analysis (PCA), the K-Means Clustering and the
Topological Data Analysis (TDA). The first two are concerned with dimensionality reduction
and clustering techniques, respectively, while the last one uses topological invariant properties
to separate data by similarity. The dataset is generated through Monte Carlo simulations, in
ranges of temperature that contain the critical temperatures of the model. The analysis of such a
toy model allows us to understand the details about the applications of these techniques within
the scope of Condensed Matter Physics and Statistical Mechanics. Using the PCA technique, the
critical points are identified with good precision for all cases (q = 3, 4 and 5), through parameters
constructed from the principal components. In addition, we notice that the formation of clusters
at low-temperatures provides information about the symmetries of the Hamiltonian. Also, we
investigate the critical exponents, whose results are in rough agreement with the exact ones,
but with substantial finite-size effects. Moreover, we use the K-Means technique to analyze
the behavior of the clusters obtained through PCA, under temperature variation. This analysis
returned the critical points, in an approximation to the thermodynamic limit, with a relative error
of less than 1%, compared to the exact values of the Potts model. Finally, with the TDA method,
we obtain the critical points with very good precision, besides the fact that this technique has
a weak dependency on the system size. In summary, the critical points are obtained with good
precision using these three methods, and we expect that this detailed study may shed light on
the features of these techniques when dealing with phase transitions, therefore paving the way

to their usage in more challenging problems.

Keywords: machine learning, phase transitions, Potts model
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1 Introducao

1.1 Machine Learning

Machine Learning (M L), ou Aprendizado de Maquina, € um subcampo de estudo da Inteli-
géncia Artificial [1]. O termo, cunhado em 1959 por Arthur L. Samuel (1901 — 1990), cientista
da computacdo americano, surgiu com a seguinte defini¢do: “a habilidade dos computadores de
aprender sem serem explicitamente programados”. Na pratica, M L pode ser entendido como
classes de algoritmos que usam a propria “experiéncia” para melhorar seu desempenho ou fazer
predi¢des. Aqui, experiéncia significa aprender de dados prévios, conhecidos e categorizados,
ou aprender de padrdes. Tais algoritmos sdo baseados em célculos matemadticos e estatisticos,
em conceitos de probabilidade, métrica e topologia, transformagdes lineares e ndo lineares,
dentre outros conceitos.

Essas classes de algoritmos podem ser divididas majoritariamente em supervisionados € ndo
supervisionados. Os algoritmos supervisionados se dividem em duas grandes categorias: 0s
algoritmos de classificacdo e os de regressao. Os de classificagao sdo aqueles que operam basea-
dos em um label, que sdo categorias as quais devem pertencer os dados de entrada. Por exemplo:
uma rede neural treinada com milhares de imagens de pessoas com diferentes caracteristicas e
géneros distintos deve ser capaz de classificar uma nova imagem como pertencente a categoria
“Feminino” ou “Masculino”; esse tipo de algoritmo € amplamente usado em midias sociais,
como Facebook ou Instagram. Um classificador Naive Bayes pode decidir se um dado e-mail
€ ou nao spam: baseado numa colecdo de e-mails anteriores que ja foram ou ndo sinalizados
como nao desejados, os padrdes sao encontrados e, na presenca de um novo e-mail, o algoritmo
tomard uma decisdo baseado em uma certa probabilidade. J4 uma técnica de regressdo, por
outro lado, resulta em valores continuos, como preco, saldrio ou temperatura, por exemplo.
No entanto, essa € uma visdo bastante simplista dos algoritmos, e nem sempre eles estarao
limitados a tarefas restritas. Por exemplo: as Arvores de Decisdo, ou as Maquinas de Vetores de

suporte que pertencem a classe do classificadores, também podem ser utilizadas para regressao;
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algoritmos de reducao de dimensionalidade podem servir para a etapa de pré-processamento em
um problema de classificacdo [2] e assim por diante. Com tantas possibilidades, as aplicacdes
também sdo inimeras: reconhecimento de imagens, andlise de textos [3], recomendacdes de ser-
vigos online, previsdes climaticas [4], classificacdo de imagens em diagndsticos médicos [35, 6],
Processamento de Linguagem Natural [7] (que € um dos principais assuntos relacionados a Deep
Learning), carros autonomos [8], entre outros exemplos. As proximas se¢des trazem uma visao
geral a respeito das técnicas mais importantes de machine learning, para contextualizagdao do

leitor.

1.1.1 Modelos Supervisionados

Regressao Linear

Imagine um conjunto de dados usado para prever o preco de casas numa determinada regido.
Esses dados devem conter suas principais caracteristicas, como tamanho do imével, quantidade
de comodos, localizacdo, etc., além do preco de cada um dos imdveis (que serdo os fargets),
enquanto as caracteristicas compdem o escopo das varidveis independentes. Dessa forma, é
possivel fazer uma aproximagdo para o valor de um determinado imdvel baseado em suas
caracteristicas, comparando com as informagdes ja conhecidas de vendas anteriores. A féormula

geral da regressao linear € do tipo

Yy=ax;+axyxr+...a,x,+b (1.1)

em que x, denota a n—ésima varidvel. Para o caso de uma tnica varidvel, essa formula é
simplificada para

$=aixi+b, (1.2)

que € facilmente identificada como a func¢do de uma reta cujo coeficiente de inclinacdo € a
e b o valor que intercepta o eixo y. A Figura 1.1 ilustra a reta de regressdo gerada pelo
algoritmo LinearRegression da biblioteca scikit-learn (https://scikit-learn.org), calculada para
dados sintéticos gerados aleatoriamente. Os pardmetros a; € b sdo aprendidos pelo modelo e
serdo escolhidos aqueles cujos valores minimizem as distancias ;" | (y — $)2, onde y é o valor

real e y o valor predito, e a reta seja a mais ajustada possivel aos dados.
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Figura 1.1: Amostras geradas randomicamente no espago de duas varidveis (esquerda) e a reta de regressdo

associada (direita).

Arvores de Decisao

As arvores de decisdo sdo modelos supervisionados bastante intuitivos e podem ser usados
tanto para tarefas de classificacdo quanto de regressao, embora a primeira categoria seja a mais
comum. Nesse modelo, cada n6 representa uma tomada de decisdo do tipo if / else que exige um
retorno do tipo True / False [9]. Quanto mais profunda a drvore, isto €, quanto mais ramificacoes,
maior € a complexidade do algoritmo. No exemplo da Figura 1.2, a 4drvore € construida para
decidir qual é o animal (Falcao, Pinguim, Golfinho ou Urso) baseado em suas caracteristicas.
A primeira pergunta € “Possui penas?”. Se hd um retorno False, entdao ha duas possibilidades:
Golfinho ou Urso. A decisdo é levada, entdo, ao segundo né: “Possui nadadeiras?”. Se a
resposta for False novamente, entdo o animal em questao pertence a classe “Urso”. Ou seja, a
cada condig¢do verificada, a pergunta segue em fluxo para um n6 mais profundo da arvore, até
nao haver mais nés, que € o estado de “folhas puras”: quando o resultado pertence a uma classe
unica. Qualquer novo dado sujeito a decisdo da arvore serd categorizado dentro de uma das
quatro espécies usadas para treinamento, pois o algoritmo ndo € capaz de criar novas categorias.

Esse modelo de classificador € bastante sensivel aos dados de treinamento, podendo um
erro se propagar rapidamente pelos galhos. Para contornar esse problema, muitas vezes siao
usadas vdrias arvores em conjunto, as chamadas random forests, de forma que cada arvore €
responsdvel por apenas uma parte dos dados de treino. Embora cada uma delas tenha tendéncia
a ficar “enviesada” pelos dados, o resultado final ¢ uma média sobre todos os resultados, e que
compensa o erro, aumentando sua capacidade de generalizacdo, o que torna as random forests

poderosas técnicas de classificacao.
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TEM PENAS?
True False
POSSUI
?
PODE VOAR! NADADEIRAS?
True False True False
FALCAO PINGUIM GOLFINHO URSO

Figura 1.2: Arvore de decisdo para distinguir animais a partir de suas caracteristicas. [9]

Maéquinas de Vetores de Suporte

Miquinas de Vetores de Suporte (do inglés Support Vector Machines - SVM’s) sao modelos
para classificacdo e regressao, e também podem ser utilizadas para deteccao de outliers. Esses
modelos, quando usados para classificacdo, t€m por objetivo encontrar o hiperplano que melhor
segrega duas classes. A Figura 1.3 mostra um recorte do conjunto de dados Iris Flower, que
possui 150 amostras de trés espécies da flor iris (Virginica, Versicolor e Setosa), cujas varidveis
sdo “Largura da pétala (cm)” e “Comprimento da pétala (cm)”. Na figura, apenas as classes
Versicolor e Setosa aparecem. A esquerda, a reta rosa e a vermelha separam os grupos tal que
todos os dados de uma classe estdo de uma lado apenas. H4 infinitos planos que podem separd-
las, mas o ideal € encontrar aquele que dd a maior margem entre as classes, como mostrado
a direita na figura. Quanto maior a margem entre os objetos dos extremos de cada categoria,

maior capacidade de generalizacdo para novas amostras terd o classificador.

2.0 2.0
B Iris-Versicolor

£ 15 .
= 13 Iris-Setosa L5
210 1.0
3
& 05 0.5

0.0 0.0

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Petal length Petal length

Figura 1.3: Diferentes retas separam duas classes distintas. O hiperplano 6timo € aquele que maximiza a margem

entre as duas classes. [10]
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Figura 1.4: Adigao de varidveis para tornar o conjunto de dados linearmente separavel. [10]

Em problemas reais, nem sempre as classes sdo linearmente separdveis. Dessa forma, é
necessdrio utilizar técnicas de mapeamento nos dados para uma dimensao superior, chamadas
de kernel tricks, onde seja possivel encontrar o hiperplano que melhor recorta o espago. A
Figura 1.4 mostra (a direita) a transformacéo x, = (x)? referente aos dados unidimensionais
esquerda. Quando em uma dimensdo, ndo é possivel encontrar uma tnica reta que separe as
duas classes de pontos, mas a adiacdo de uma nova varidvel torna isso tangivel. As SVM’s sdo
sensiveis a escala dos dados e a presenca de outliers, e, muitas vezes, quando ha sobreposi¢ao
entre as classes, € preciso utilizar uma “margem suave”, que permite que alguns pontos sejam

erroneamente classificados.

Redes Neurais Artificiais

As Redes Neurais Artificiais (RNA’s) s@o os mais conhecidos € um dos mais importantes
modelos em machine learning. Inspiradas nas conexdes entre os neurdnios biolégicos, uma
RNA possui como unidade fundamental o perceptron, cuja estrutura bésica é andloga a que
compOe a arquitetura que permite que neurdnios reais transmitam informacdes entre si. A Figura
1.5 mostra essa estrutura na sua forma mais bésica.

Os elementos x; sdo as entradas e os w; sdo chamados pesos sindpticos. Cada entrada é

multiplicada por um peso tal que
2= wiX] twixo+ -+ WXy (1.3)

ou seja, corresponde a soma ponderada sobre todas as entradas. A adicao de um viés (bias) by
resulta na fun¢ao v, que pode, ainda, ser passada como parametro a uma fun¢do de ativacao ¢,

isto €,
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Figura 1.5: Modelo esquemdtico de um neur6nio artificial. [11]

Y=0(i) =@(E+by). (1.4)

As fungdes de ativacdo sio usadas para transformar a entrada linear em nao-linear, aumentando
a complexidade do modelo. Quando a saida final alcan¢a um determinado limite estipulado,
o neurdnio € ativado e a informacao passa adiante. O aprendizado de uma RNA depende de
multiplas iteracdes; ao final de cada passagem dos dados pela rede, € calculada uma funcao erro,
que mede o qudo distante estd o valor predito do valor real esperado, permitindo que os pesos w;
sejam ajustados, para que, na proxima iteracao, o erro seja menor. Tipicamente, uma rede neural
pode ser constituida por varias camadas de neuronios (Figura 1.6), e quanto maior o nimero de
neur6nios e de camadas, maior complexidade em andlise o modelo € capaz de alcancar.

As RNA’s desmembraram-se em dezenas de outras arquiteturas mais complexas [12], como
as Redes Neurais Convolucionais, que sdo mais comumente usadas para Visao Computacional:
andlise de imagens, deteccdo e classificacdo de objetos, reconhecimento facial, entre outros
aspectos; e as Redes Neurais Recorrentes para Processamento de Linguagem Natural, como
tradutores e assistentes virtuais e reconhecimento de fala. Hoje, algumas das atividades mais
comuns do dia a dia (usar o Google Translator; acessar o proprio telefone apenas ficando diante
da camera; ou mesmo, a distancia, agendar um alarme “para daqui a 10 minutos” com apenas
alguns comandos de voz) ndo poderiam ser imaginadas se nao fosse a existéncia de redes neurais

artificiais, em seus indmeros formatos e em constantes atualizagdes.
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Figura 1.6: Arquitetura de uma rede neural completamente conectada do tipo feedfoward com 10 entradas, uma

camada oculta com 4 neur6nios e uma camada de saida com 2 neurdnios. [11]

1.1.2 Modelos Nao Supervisionados

Nas técnicas nao supervisionadas, os modelos ndo operam baseados em experiéncia, isto €,
nao ha um label com o qual um dado desconhecido possa ser comparado. Esses métodos se
dividem entre os de clusterizacdo e os de reducao de dimensionalidade. Neste trabalho, dois
dos algoritmos mais populares de ambas as categorias foram usados: o método de agrupamento
K-Means, e a Andlise de Componentes Principais. Discutiremos esses dois algoritmos com
maiores detalhes no Capitulo 3. Entre os de clusterizag@o, destacam-se ainda os Agrupamentos
Hierérquicos (Figura 1.7), que podem ser representados na forma de dendrogramas (Figura 1.8),
e os Modelos de Misturas Gaussianas, que promovem agrupamentos do tipo so ft, onde cada
dado em uma distribuicao estd associado a um grupo com certa probabilidade, podendo, assim,

pertencer a um ou mais grupos.
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Figura 1.7: Diversos niveis de agrupamento representados pelas linhas continuas em uma distribuicdo de dados

sintéticos. [9]
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Figura 1.8: Representacdo grafica da hierarquia de grupos referente a Figura 1.7 usando um dendrograma. As

linhas tracejadas indicam a distdncia médxima necessdria entre os pontos para a formacao de dois e trés grupos. [9]
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Haja vista o enorme potencial de aplicagdes, essas técnicas t€ém sido naturalmente incor-
poradas no ambito das ciéncias fisicas como auxiliares na identificagdo de padrdes, como, por
exemplo, no estudo de transi¢oes de fase. Tais técnicas mostram-se como uma alternativa na
compreensdo de problemas complexos devido ao custo computacional relativamente baixo de
execuc¢do, comparado aos métodos tradicionais, e pela possibilidade de estender essas andlises
a sistemas fisicos pouco explorados. Assim, hd uma grande expectativa de que essas técnicas
possam lancar luz sobre fendmenos ainda desconhecidos. Apesar de muitos resultados anima-
dores, ainda existem muitas lacunas sobre o grau de efetividade de tais metodologias e em quais
circunstancias devem ser utilizadas. Em vista disso, a andlise de toy models continua sendo uma
boa alternativa para comparacgdo direta entre as aplicacdes de diferentes metodologias.

Neste trabalho, temos por objetivo analisar a aplicacdo de técnicas ndo supervisionadas
para a andlise de padrdoes em um sistema fisico que apresenta transicoes de fase de primeira
e segunda ordem: o modelo de Potts de g—estados, um foy model de particular interesse
em Fisica da Matéria Condensada e Mecanica Estatistica. Este modelo vem sendo estudado
majoritariamente através de cdlculos nlimericos e de expansdo em séries. De um ponto de vista
de machine learning, foi analisado via redes neurais [ 13] para g = 3 em duas dimensdes na versao
antiferromagnética, e ¢ = 5 em trés dimensdes. Os resultados encontrados sdo concordantes
para as temperaturas criticas apresentadas na literatura. No decorrer deste trabalho, entretanto,
investigaremos o modelo de Potts a partir de técnicas de machine learning nao supervisionadas,
em redes bidimensionais e com interagdo ferromagnética. As técnicas que foram utilizadas
envolvem reducao de dimensionalidade, agrupamento por semelhanga e andlise topoldgica.

No capitulo seguinte, veremos algumas contribui¢des relevantes para o estudo destes feno-
menos, nas quais técnicas de machine learning foram usadas para o estudo de sistemas cldssicos,

a fim de estudar a criticalidade em transi¢oes de fase de primeira e segunda ordem.



2 Machine Learning no contexto das tran-

sicoes de fase

O estudo de transi¢des de fase e fendOmenos criticos € um tema central em Fisica, e é
objeto de extensas investigacoes ha vdrias décadas. Quando, num dado sistema, a variagdao de
algum parametro nas proximidades de um determinado ponto leva a mudangas “estruturais”
e divergéncias em grandezas termodinamicas (calor especifico, susceptibilidade, etc.), diz-se
que naquele ponto hd a ocorréncia de uma transi¢cdo de fase. Os sistemas mais usais para
exemplificar tal fendmeno sdao os fluidos sob variacdo de temperatura (7°) e pressdo (P), e
sistemas magnéticos sob variacdo de temperatura ou campo magnético externo (H). Para
quantificar uma dada transi¢ao de fase, € preciso definir um pardametro de ordem. Por exemplo,
para o caso de sistemas fluidos, tal pardmetro € dado pela diferenga entre as densidades das fases:
pL— pg (para o caso Liquido-Gds). A Figura 2.1 mostra o diagrama de fases para um fluido
no plano P —T, onde as regides marcadas como Sélido, Liquido e Gds representam fases em
equilibrio, e as linhas s6lidas indicam regides de coexisténcia (S6lido-Gés (SG), Sélido-Liquido

(SL) e Liquido-Gés (LG)).

P _ Liquid
: Fusion ___ .
P, )
’I
Solid

| =
!

~—Vapour
' Sublimati pressure curve
| oupamation >"|  Gas
-' Triple point
. T

Figura 2.1: (a) Diagrama de fases para um fluido. P. e T, representam pressdo critica e temperatura critica,

respectivamente. As linhas tracejadas indicam que, naquele ponto, o sistema muda de fase de forma continua. [14]
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Nas proximidades das regides de coexisténcia, as derivadas da energia livre apresentardo
descontinuidades ou divergéncias que caracterizardo o tipo de transi¢do de fase. Se, no ponto
critico, a entropia (S) e o volume (V) forem descontinuos, serd chamada transicdo de primeira
ordem, e haverd a presenga de calor latente. Por outro lado, se essas primeiras derivadas da
energia livre s@o func¢des continuas, mas o calor especifico C, e a compressibilidade divergem,
serd dita transicdo de segunda ordem. No diagrama P —T mostrado, as transi¢des GS, GL e
LS, indicadas pelas linhas s6lidas, sdo todas de primeira ordem. Por outro lado, acima da curva
de coexisténcia GL, no ponto (T, P.), liquido e gds sdo indistinguiveis. Assim, a medida que
a temperatura diminui, a diferenga p; — p, cresce continuamente de zero, € a transi¢cido nesse
ponto € de segunda ordem. Nesse caso, o parametro de ordem deve variar como funcao da
temperatura reduzida € = T — T, /T, elevada a um expoente critico: py —pg ~ (—€)?. Outras
grandezas, como o calor especifico a volume constante, a compressibilidade e o comprimento
de correlacao também obedecem a essa lei, com 0s seus respectivos expoentes criticos a, y
e v. As classes de universalidade sao definidas pelas transi¢coes de fase que compartilham os
mesmos expoentes criticos. Essas relacdes também sdo vélidas para o caso magnético, com a
devida substitui¢do pelas grandezas andlogas.

Técnicas de simulagdo computacional, como 0 método de Monte Carlo, t€m um importante
papel no estudo de fendmenos criticos [15], dada a possibilidade de se analisar, de forma nao
enviesada, sistemas interagentes, cuja solucdo analitica seria muito complexa. No entanto,
mesmo com os avancos das ultimas décadas em termos de processamento computacional e
armazenamento, quando a quantidade de particulas do sistema € grande (N > 1), tais andlises
tornam-se tarefas custosas e limitadas. Nesse contexto, com o avanco da Inteligéncia Artifi-
cial, é possivel explorar tais sistemas fisicos a partir dessas técnicas modernas, especialmente
as técnicas ndo supervisionadas, que nao necessitam de conhecimento prévio sobre qualquer
informacao qualitativa sobre um dado sistema, mas sdo direcionadas apenas a identificacdo de
padroes.

No contexto de Fisica Estatistica e Matéria Condensada, em 2016, Wang [16] introduziu o uso
de machine learning nao supervisionado usando Principal Component Analysis (PCA) para o
estudo do modelo de Ising. Essa técnica tem como ideia principal a redu¢do da dimensionalidade
de um sistema, de tal forma que seja possivel extrair informacdes relevantes a partir de um
subespaco com um nimero muito reduzido de parametros (mais detalhes, vide Cap. 3). Para
estudar o modelo de Ising, foram usadas amostras de Monte Carlo descorrelacionadas, calculadas
em uma rede quadrada, formando uma matriz X que continha configurac¢des de estado do sistema

para diferentes temperaturas, com 7 variando no dominio 7'/J = (1,6,...,2,9). A matriz X esta
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Figura 2.2: Matriz formada por amostras de Monte Carlo calculadas para o modelo de Ising numa rede quadrada.

[16]

graficamente ilustrada na Figura 2.2. Aqui, M é a quantidade de amostras (estados), N = L?
(onde L € o tamanho linear da rede), e os vetores T e | representam as varidveis de spin. Apés
a aplicacdo de PCA, o espaco de dados, de dimensdo L2, foi reduzidao para uma dimensio
inferior (nesse caso, duas dimensdes/varidveis), em que as novas varidveis (y,y»2) sdo chamadas
de componentes principais. A Figura 2.3 mostra a dispersdo dos dados nesse novo espago para
trés tamanhos de rede (N = 207,407 e 80?). Cada cor indica a temperatura em que aqueles dados
foram gerados, conforme indicado pela barra lateral. No espag¢o das componentes principais,
pontos proximos sdo semelhantes, enquanto pontos distantes possuem dissimilaridade. Isso
significa que, de alguma forma, aqueles dados tém naturezas diferentes. Pode-se interpretar
que as componentes principais mostram uma “fotografia” de onde ocorre a maior variancia
nos dados. A partir da figura, € possivel notar que, para grupos de cores distintas, hd um
espalhamento diferente no espaco das componentes principais. Enquanto os dados em vermelho
se agloremam no centro (temperatura elevada), os pontos em azul (baixa temperatura) se situam
nos extremos direito e esquerdo. O aglomerado de pontos no centro descreve a alta similaridade
dos dados em alta temperatura, que, de certo modo, reflete a natureza dos spins desordenados.
Por outro lado, para temperaturas abaixo de 7., h4 dois grupos distintos: como o modelo de
Ising tem sua simetria Z;, entdo € natural imaginar que esses dois grupos em baixa temperatura
refletem a natureza da simetria do estado fundamental do modelo de Ising.

A diferenca entre o sistema a baixas temperaturas e a altas temperaturas € evidente. Porém,
ainda resta encontrar o ponto critico em que isso ocorre. Assim, na Ref. [17] os autores
analisaram o comportamento das componentes principais individualmente, como mostrado nas
Figuras 2.4 (c) e (d) (em que p; e p, sdo as componentes principais € L € o tamanho linear da
rede e cujos valores estdo indicados na prépria figura.). Dessa forma, € possivel notar que a
primeira componente principal tem a forma da magnetizac¢do, enquanto a segunda componente se
assemelha a susceptibilidade magnética. Assim, por analogia com sistemas magnéticos, obtém-

se que a regido critica estd nas proximidades de 7' = 2, 3 (como esperado para o modelo de Ising).

12
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. 1.8

1.6

Figura 2.3: Projecio dos dados no plano das duas componentes principais para (a) N = 202, (b) N =40? e (c) N =

802. A barra lateral a direita indica a temperatura em que os dados foram calculados. [16]

Em resumo, as componentes principais carregam informagdes que relacionam-se intimamente
a essas grandezas fisicas de interesse, podendo indicar a regido critica sem nenhuma influéncia

externa na andlise, mas apenas pelo reconhecimento de padrdes nos dados.
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Figura 2.4: Resultados de PCA para o modelo de Ising numa rede quadrada. (a) Varincias relativas obtidas através
da normalizacdo dos autovalores. (b) Projecdo dos dados no plano das duas primeiras componentes principais. A
barra de cores indica a varia¢do de temperatura em unidades de J (c) Primeira componente principal normalizada

em funcdo da temperatura. (d) Segunda componente principal normalizada em func¢io da temperatura. [17]

Ainda no trabalho de Hu et. al [17], outros modelos classicos foram analisados, como 0s
modelos XY e Blume-Capel (BCM), em redes quadradas, através de PCA e de autoenconders, um
tipo particular de redes neurais. O modelo XY também foi estudado por Wang e Zhai (2017) [18]
(2018) [19], e por Wetzel (2017) em trés dimensdes [20] utilizando PCA e uma variagcao de
autoencoders. No entanto, as técnicas ndo supervisionadas utilizadas (PCA e Kernel PCA)
conduzem a algumas limitacdes na identificacdo da transicdo Berezinskii-Kosterlitz-Thouless
(BKT) presente neste modelo, devido ao cardter nao linear do parametro de ordem. O valor
critico para essa transi¢ao de fase foi encontrado, com boa aproximacao, através da andlise da
dimensdo intrinseca de um espaco de dados (Mendes, et. al [21]). Os autores demonstraram
que essa grandeza se comporta como um parametro de ordem nas proximidades de um ponto
critico, permitindo estimar temperaturas de transi¢do também para transi¢coes de fase de primeira
e segunda ordem.

Entre os modelos cldssicos, é importante mencionar as solucdes obtidas por Carrasquilla e
Melko [22] para o modelo de Ising, utilizando redes neurais artificiais, que também marca o inicio
dessa série de experimentacdes. Nesse trabalho, foram utilizadas amostras de configuragdes de

Monte Carlo, calculadas em redes quadradas, como dados de treinamento para uma rede neural
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com uma camada oculta. A Figura 2.5 mostra o resultado da camada de saida para redes
triangulares. O valor exato onde o sistema passa por uma transi¢ao de fase é T./J =4/In(3),
indicado pela linha laranja vertical. E possivel notar que os valores de saida da rede neural
também convergem para esse valor critico. O poder de generalizacdo de uma ANN permite
a estimacdo da forma do parametro de ordem de um sistema ainda que tenha sido treinada
em um diferente formato de rede. Os autores apontam a importancia desse resultado como a

possibilidade de estudar sistemas desconhecidos a partir dos ja bem estabelecidos na literatura.
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Figura 2.5: Camada de saida de umarede neural em fung¢do de 7'/ J treinada com amostras de Monte Carlo calculadas
para o modelo de Ising em uma rede quadrada e testada em uma rede triangular, com interagdo ferromagnética.
A andlise foi feita para os tamanhos de rede (L) indicados na figura. A linha laranja vertical indica a temperatura

critica exata prevista para a rede triangular. [22]

Para trazer uma perspectiva a respeito de modelos quanticos, vale citar que o modelo de
Hubbard ja foi analisado sob a 6tica de técnicas como PCA e redes neurais, em diferentes formas
de rede [23-26], assim como o modelo de Anderson periddico [26], este através de Topological
Data Analysis (TDA), uma técnica que serd discutida adiante e que consiste em um mix de
modelos ndo supervisionados ja conhecidos, como agrupamento fuzzy e clusterizacao espectral.
Em todos os casos os autores identificaram pontos criticos concordantes com aqueles previstos
para cada modelo.

Em resumo, as técnicas de ML tém se mostrado uma forte ferramenta auxiliar para o estudo
de transi¢des de fase quando associadas a simula¢des de Monte Carlo (cldssico ou quantico)
[27-29], para a identificacdo de pontos criticos. Vale mencionar que um estudo recente [30]

mostrou que uma rede neural treinada com um modelo pertencente a uma determinada classe de
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universalidade era capaz de reconhecer a criticalidade em outros modelos pertecentes a mesma
classe, retornando com precisao razodvel os expoentes criticos, mesmo com Halmitonianas e
geometrias de rede ndo equivalentes. Com isso, pode-se ver um pouco da versatilidade desses
modelos, de forma que suas aplicagdes podem ser concebidas para problemas diversos.

Para elevar esse estudo a modelos fisicos (ou de outras dreas do conhecimento) com maior
complexidade, certamente se exigird modelos computacionais também mais complexos, mas os
resultados até aqui obtidos mostram que esse caminho estd sendo percorrido com €xito em sua

maior parte.
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3 Modelo e Metodologia

Descrevemos neste capitulo os modelos e métodos utilizados neste trabalho, porém, dando
enfoque nas técnicas de machine learning. O leitor pode encontrar mais detalhes sobre o modelo

de Potts e as técnicas de Monte Carlo nas referéncias [31-33].

3.1 Modelo de Potts de g-estados

O modelo de Potts (1952) é um modelo matematico que descreve a interacao entre “spins”

numa rede cristalina, cuja Hamiltoniana é

H=—JZ5(O‘,~,O‘_/), (3.1)
ij

onde 6 (o7, 07) corresponde a fungdo delta de Kronecker e o (o) correspondem as varidveis de
spin, com orientag¢des definidas por angulos 0, =27n/q (n=0,1,2,...,q — 1), como mostrado
na Figura 3.1. Este modelo pode ser considerado uma generalizacdo do modelo de Ising, onde os
spins podem orientar-se nao apenas em duas, mas em g direcoes equidistantes. Isto €, o modelo
de Potts para g = 2 descreve o modelo de Ising com uma normalizacdo na escala de energia.
Vale ressaltar que as diferentes orientagdes de spin ndo necessariamente refletem estados de
spin, mas podem corresponder apenas a orientagdes de regides mesoscopicas magnetizadas e
separadas por paredes de dominio. Além de materiais magnéticos, esse modelo € capaz de
simular tecidos orgénicos para o estudo de tumores e doencas [34], como também fluidos e
espumas [35], e até mesmo problemas de nivel social e econdmico, quando envolvem interagao
entre as entidades [36,37].

Esse modelo ja foi extensivamente investigado em redes bidimensionais e apresenta transi¢ao
de fase de primeira ordem para g > 4 e transicao continua para ¢ < 4 [31]. Em particular, no
caso da rede quadrada, € possivel encontrar a temperatura critica de forma exata, cujo valor é

kpT. 1
J In(1+vg)’

(3.2)
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-
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Figura 3.1: q vetores unitdrios que distam simetricamente representando as possiveis orientacdes de spins numa

rede.

onde 7, € a temperatura do sistema e kg € a constante de Boltzmann. Tais resultados exatos

servem de base para testagem de novas técnicas, como feito neste trabalho.
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3. Modelo e Metodologia 3.2. Método de Monte Carlo

3.2 Meétodo de Monte Carlo

Os modelos estatisticos chamados de métodos de Monte Carlo sdo conhecidos por sua natu-
reza probabilistica e utilizam amostragens aleatérias de um sistema que evolui estocasticamente.
Para isso, é necessdrio gerar uma série de amostras independentes que sejam representativas
do sistema em questdo e evolui-las (numa cadeia de Markov) através de probabilidades que
satisfacam o balango detalhado. Para estudar o modelo de Potts, foi utilizado o algoritmo de
heat-bath para gerar amostras de configuracdes de spins em redes quadradas, sob variacao de
temperatura e com interacao ferromagnética, cuja energia é dada pela equacao 3.1.

Para simplificar a codificagdo, usaremos como exemplo o modelo de Ising (que entende-se
como sendo o modelo de Potts para g =2), seguindo o algoritmo de Metropolis. Considere
uma cadeia de spins o = +1, representados pelos estados de spin T (up) e | (down), numa dada

configuracao

S =N T (3.3)

O célculo da energia de uma configuracao € feito através da Hamiltoniana de Ising (sem o termo

de campo externo), onde o somatorio se dd sobre os primeiros vizinhos e J > 0:
Hs=-] ) aio;. (3.4)
ij
Depois de inverter um spin (o primeiro, por exemplo) uma nova configuracao S; € obtida:

Se=lTUT---T. (3.5)

A probabilidade de ocorréncia da configuracao S;, a partir de Sy, é dada pelo fator de Boltzmann:

W(Sl‘) —ﬁ[H(S )—H(Sl)] 3 6
=e ! H ( ’ )
W(»Sl)

onde 8= 1/kgT e kp € a constante de Boltzmann. Se Py, > 1, a nova configuracdo possui

Pyiip =

energia menor e é mais provavel que a anterior, portanto, S; € aceita (S; — S»). Assim, deve-se

prosseguir para um novo flip

So=lUTUT -1 (3.7
Se=lTUT -1 (3.8)

Dessa forma,
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* se Py, > 1, ainversdo € aceita,
e se Pgp < 1

— calcula-se um nimero aleatérior € [0,1].
— ser < Pyp, ainversdo € aceita;

— caso contrario, a inversao € descartada.

A aceitacao de flips por comparacdo com um ndmero aleatério, mesmo quando o novo
estado possui energia maior que o anterior, simula os efeitos das flutuagdes. Aceitar escolhas
“erradas” permite que o sistema seja ergédico. Depois de percorrida toda a rede, obtém-se um
passo de Monte Carlo (MCS). Esse procedimento é feito milhares de vezes para cada valor de
temperatura fixado, dentro de um intervalo 7' = {7}, ..., T, }. No entanto, apenas algumas centenas
dessas amostras de MCS sao coletadas, separadas por um “tempo” de iteracao suficientemente
longo, de forma a serem independentes umas das outras. Os dados sdo organizados em blocos

ordenados pelas temperaturas:

1Lt
T,
P LTl 11
X= , 3.9
P Ll 1T
T,
L1t 1)

onde 7; e T,, denotam as temperaturas inicial e final, respectivamente. Dessa forma, a matriz X
contém toda a evolugdo do sistema em andlise dentro desse intervalo.

Nesse trabalho, para cada temperatura, numa faixa de 21 valores, incluindo a temperatura
critica (veja a Tab.3.1), foram feitas 478 medidas de Monte Carlo. A matriz X tem, portanto,
dimensao de 478 x 21 linhas e N X N X2 colunas, onde N € o tamanho linear da rede e cada
spin € representado por um par (cos(6,),sen(6,)). Esse cdlculo foi feito para redes de tamanho
N =20,30,40,50,60 e 80 para g = 3, 4 ¢ 5. Essas matrizes compdem a base de dados que foi

analisada através das técnicas que serdo descritas nas seguintes subsecoes.
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Tabela 3.1: Temperaturas utilizadas para o cdlculo de Monte Carlo para cada modelo. As temperaturas criticas

aproximadas sdo mostradas na tabela.

Modelo | Faixa de temperaturas Temp. critica (=)
qg=31090-1.10 0.99
g=4|0281-1.01 0.91
qg=51]0.75-0095 0.85

3.3 Analise de Componentes Principais

Introduzido por Karl Pearson (1901) e desenvolvido por Harold Hotelling (1933), indepen-
dentemente, a Andlise de Componentes Principais [38], do inglés Principal Component Analysis
(PCA), é uma técnica de andlise multivariada das mais utilizadas. Caracteriza-se como uma
técnica de machine learning nao supervisionado e seu principal objetivo é reduzir a dimensiona-
lidade de um conjunto de dados de n-varidveis que possua alto valor de varidveis correlacionadas,
de tal forma que se mantenham conservadas as maiores variancias deste conjunto, transpondo-o
do espaco das varidveis originais para um novo espaco de menor dimensdo linear, formado
por eixos descorrelacionados. A estes novos eixos dd-se o nome de componentes principais
(PC’s). Estas possuem duas propriedades intrinsecas: a primeira € que sdo ortogonais entre si,
descorrelacionadas; a segunda € que sao escolhidas de forma que a primeira PC exiba a mdxima
variancia dos dados, a segunda exiba a segunda maior variancia e assim em diante. Ou seja, sao
ordenadas em termos da variabilidade “explicada” por cada PC, da maior para a menor.

A Figura 3.2 mostra, a esquerda, os eixos de mdxima variancia numa nuvem de pontos no
espaco de duas varidveis e, a direita, a mesma nuvem de pontos no espago gerado por estas
duas componentes principais. Neste exemplo, a técnica PCA promove apenas uma rotagao nos
eixos de coordenadas. No entanto, € natural pensar que essa técnica pode ser compreendida para
espacos n-dimensionais onde, de fato, possa ser feita uma reducdo de dimensionalidade.

Pode-se pensar em um conjunto de dados que exista inicialmente em trés dimensoes, geradas
por variaveis x, X2 € x3, € de tal forma que a PCA possa ser aplicada. As componentes principais
sdo construidas a partir de combinacdes lineares destas varidveis originais. Entdo, se € feita a
escolha de reduzir de trés para duas dimensdes, por exemplo, as PC’s (que agora serdo chamadas

de ¥ por simplificagio) terdo a seguinte forma:

Y1 =a1X) t @21 X2 +a31x3 (3.10)
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Figura 3.2: Conjunto de amostras no plano de duas varidveis. A esquerda, os eixos sobre a nuvem de pontos
mostram as dire¢des de maior variagio nos dados. A direita, uma nova representacio dos dados no espaco destas
componentes principais. [9]

Y2 = a2X1 + Xy +a32X3. (3.11)

Para o caso de n varidveis, pode-se escrever

Y1 a1 a1 X1
Y2 (03 1R 0 %) X2

= X , (3.12)
Yn Ay App Xn

onde a matriz de coeficientes a;; rotaciona os eixos coordenados em n dimensdes para que 0s
vetores y; sejam as direcdes das componentes principais. Estes coeficientes estdo sujeitos aos

vinculos

a%n+a,§n+...+agn:1, (3.13)
ou, de forma mais compacta,
ala; =1, (3.14)
e, parai # j,
ala;=0. (3.15)
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Matriz de covariancia

Para entender como as varidveis de um conjunto de dados estdo correlacionadas, pode-
se definir uma grandeza chamada de covaridncia, que mede o grau de similaridade entre
duas varidveis. Para o caso de um problema com m medidas de n varidveis (X1,X2,...,X,), a

covariancia entre duas destas varidveis (por exemplo, X| € X2) pode ser escrita como

- - 1 % - -
COV(xlaXZ):mZ(xli_xl)(XZi_XZ)a (3.16)
P

onde a barra indica o valor médio daquela varidvel. Ou ainda

1
cov(¥1,%2) = mf{fz, (3.17)

onde os vetores X € X, também estdo centralizados e T indica o vetor transposto.

A covariancia entre uma variavel e ela propria é chamada de varidncia e € uma medida
da dispersao de valores no eixo daquela varidvel. Altas varidncias sdo relevantes e dao mais
peso ao cdlculo das componentes principais. Por outro lado, uma alta covariancia indica que
duas varidveis crescem ou decrescem de forma parecida, o que gera redundancia no conjunto de
dados. J4 uma baixa covariancia indica que duas varidveis se comportam independentemente, e
este € um comportamento que deve ser conservado. No espaco das componentes principais, 0s
novos eixos expressam variancias maximas e possuem covariancias nulas.

Define-se matriz de covaridancia [39] a matriz C, que contém todas as correlacdes entre
as varidveis de um problema. Entdo, dada uma matriz de dados X, com dimensao m Xn ( m
medidas e n variaveis),

C = XTX. (3.18)

m-—1

O célculo das componentes principais

Uma componente principal cuja importancia é de ordem j, pode ser definida como
yj =Xaj, (3.19)

onde &; é um vetor da matriz de rotagéo da equagdo 3.12. O objetivo ¢ encontrar quais valores
para @&; maximizam um determinado y; para que ele seja a primeira componente principal.
Depois, qual outro &; maximiza outro y; para que ele seja a segunda componente principal, e
assim em diante. A rotac@o em si ndo minimiza a quantidade de novos eixos, mas a minimizagao

se da quando algumas componentes carregam suficientemente das informagdes tal que as demais
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possam ser descartadas. Desta forma, o objetivo € encontrar o argumento @; que maximiza a

varidncia de yi, ou seja,

argg, [max [var(y1)]1, (3.20)

para que y; seja a primeira componente principal. Fazendo uso da eq. 3.17, a variincia de y;

pode ser escrita como

- - - 1 =>[ =
cov(F1, 1) =var(§1) = — 7§51, (3:21)
e, a partir da eq. 3.19,
var(yi) = E(Xal) (Xay) (3.22)
1
var(¥;) = —1(&{XTX&1) (3.23)
m_
1
var(¥1) =a1 (—IXTX)&l, (3.24)
m_

onde a matriz de covaridncia estd identificada entre parénteses. Assim, a func¢do a ser maximizada
pode ser escrita como

var(¥1) = @1 Cyay. (3.25)

Para encontrar o maximo desta fun¢ao sujeita ao vinculo 3.14, pode-se utilizar o método dos
multiplicadores de Lagrange, utilizado em célculos de otimizagao de fun¢des sob determinadas
restrigdes. Por exemplo, uma funcdo f(x) sujeita a um vinculo g(x) = 0, pode ser reescrita

como uma nova funcdo L a ser maximizada:

L(x,A) = f(x)+2(0—g(x)), (3.26)

onde A € um multiplicador de Lagrange, e a igualdade do vinculo aparece na forma da subtracdo
entre parénteses. A maximizacdo pode ser feita tomando-se a derivada de L e igualando-a a
zZero:

VL(x,A)=0. (3.27)

A forma geral para a maximizagdo de uma fun¢do de uma Unica varidvel sujeita a p restrigoes €

p
VL(x, A1z 4p) = V(F(6)+ ) dilei=gi(x)) =0, (3.28)

onde f(x) estd sujeita aos multiplos vinculos g;(x) = ¢;, e os A; sdo os multiplicadores de

Lagrange. Com isso, reescrevemos a variancia a ser maximizada sob o vinculo 3.14 como
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var(¥1) = a1 Cyay +A(1-a] a). (3.29)
Entdo, derivando o lado direito em relacdo a alT e igualando a zero, obtém-se
Cya;—Aa; =0, (3.30)

ou ainda,

Cia) = Aa;. (3.31)

Assim, A é um autovalor da matriz de covariincia e @; seu autovetor associado. Usando este

resultado na eq. 3.25, obtém-se

var(¥1) = @ Aa; (3.32)
var(¥1) = Aal a, (3.33)

e, portanto,
var(yy) = A. (3.34)

Para que a var(y;) seja maxima, A deve ter o maior valor possivel. Assim, obtemos que a
variancia da primeira componente principal € o maior autovalor da matriz de covariancia, € com
a dire¢do dada pelo autovetor @; associado a este autovalor. Agora, deve-se procurar o vetor a;

que maximiza a var(y,) para que ele seja a segunda componente principal, isto é,
argg, [max [var(y2)]]. (3.35)
Para isso, escrevemos a variancia de y, como
var(¥2) = @ Cyaa, (3.36)

mas agora sujeita também a restri¢do 3.15, tal que

—)T—>

asar =1

2 (3.37)
afgcx] =0

Uma escolha qualquer para a maximizacdo da segunda componente principal poderia retornar
qualquer outra direcdo, mas procuramos aquela que seja ortogonal a primeira. Entdo, utilizado

a forma dos multiplicadores de Lagrange, obtém-se que

var(¥y) = @3 Cydn+A(1 - a2 a2) +¢(0— a3 a1) (3.38)

onde A e ¢ sdo os multiplicadores de Lagrange. Diferenciando em relagdo a @, e igualando a
zero esta expressao, obtém-se

Ciay — Aap — dpay =0. (3.39)
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Multiplicando esta expressao por &IT, obtém-se

@] Cydn —Ad] @y — ¢a; a1 =0. (3.40)
Dado que os primeiros dois termos sdo nulos e a/lTal =1, entdo ¢ = 0. Portanto, pelo resultado
da eq. 3.39
Ciap — Aay =0, (3.41)
ou
Ciap = A@;. (3.42)

Novamente, A é um autovalor de C, e @, seu autovetor associado. Substituindo este resultado

na eq. 3.36, obtém-se que

var(¥,) = a5 Aas (3.43)
var(y,) = A3 az, (3.44)

e, finalmente,
var(y;) = A. (3.45)

Entdo, para que a var(y;) seja maxima, A deve ser o mais alto em valor quanto possivel.
Como o primeiro autovalor ja foi utilizado, A4 deve ser o segundo maior autovalor da matriz
de covaridncia, e seu autovetor associado dé a direcdo da segunda componente principal. A
extensao para todas as outras componentes € andloga e a variancia de uma componente principal
pode ser escrita como

var(y;) = 4;, (3.46)

onde os A; sdo os autovalores da matriz de covariincia de X. Por fim, a diagonalizagdo de Cy a
partir de seus autovalores e autovetores prové uma base ortogonal e com vetores direcionados

as maiores variagoes de uma dada distribui¢do de dados X no espago de n-varidveis, tal que

Cedj= ;@ (3.47)

onde @; é um autovetor de importancia j na base @ = {@;,a»,---,&j, - ,&,}. Os autovalores 4
escolhidos em ordem decrescente (11 > A2 > -+ > A; > -+ > A, > 0), representam a variancia
correspondente ao longo dos autovetores associados. E possivel ainda denotar os autovalores
normalizados na forma
. A
J _ J
Anorm = =i T (3.48)
1

i=1
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onde cada autovalor normalizado “explica” o quanto da varidncia estd ao longo do seu autovetor
associado. A representacdo no espaco das componentes principais € a projecdo dos dados
originais nos autovetores escolhidos. Cada j-ésima componente principal y; ¢ definida como

um vetor coluna que é a multiplicagdo da matriz X pelo j-ésimo autovetor @;, ou seja,

yj=Xa;. (3.49)

Os maiores autovalores associados a estes autovetores, entdo, possuem maior significancia, em
termos da variancia, o que leva a possibilidade de representar os dados num espago de menor
dimensao.

Todos os calculos mostrados nesta se¢ao sdo relativos a defini¢ao e obtencao das componentes
principais, do ponto de vista matemético. Porém, os passos para a implementagdo do cédigo
seguem apenas o seguinte roteiro:

Dada uma matrix X de dimensdo m X n (m medidas de n-variaveis):

1. Centraliza-se a matriz X em torno da média O;
2. Calcula-se a matriz de covariancia de X na forma da equacao 3.18;
3. Calcula-se os autovalores e autovetores da matriz de covariancia;

4. Seleciona-se os autovetores associados aos maiores autovalores pelo critério da equagao

3.48;

5. Projeta-se a matriz X sobre estes autovetores. Os vetores resultantes serdo chamados

Componentes Principais.

Assim, um problema originalmente com dez varidveis (isto €, que existe em dez dimensdes)
pode ter apenas os dois maiores autovalores da sua matriz de covariancia carregando 80%
da variancia total, tal que a visualizacdo dos dados possa ser simplificada de dez para duas
dimensdes. A perda de 20% da varidncia certamente significa alguma coisa, mas espera-se que

o ganho obtido por esta reducao da dimensionalidade seja suficientemente compensatorio.

3.4 Agrupamento K-Means

K-Means é um método de machine learning nao supervisionado cujo objetivo € o de agrupar
dados por similaridade, em torno de um valor médio chamado centroide. Em termos numéricos,

essa semalhanca pode ser estabelecida como sendo a distincia euclideana entre pontos no espago
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(n-dimensional), isto €, pontos préximos sdo semelhantes e pontos distantes ndo. Cada grupo
formado define uma classe, com significado estabelecido pelo eixos das varidveis. Por exemplo:
no gréfico de compras realizadas por clientes de uma loja, um dos eixos pode indicar os tipos
de mercadoria vendidos, enquanto outro eixo significa a faixa etdria dos compradores. Um
método de clusterizac@o aplicado a esse problema pode mostrar a relagdo de compradores de
determinada faixa etdria com a venda de um tipo especifico de mercadoria. Pode ainda mostrar
que pessoas da classe “20 a 40 anos” consomem mais objetos eletrOnicos que pessoas da classe
“50a70 anos”, por exemplo, ou que as mesmas pessoas que compram teclados também compram
mouses, de forma que seja possivel promover antncios e ofertas personalizadas para cada perfil
de cliente. Esse tipo de insight pode ser obtido quando esses padroes existem e quando os dados
podem ser interpretados corretamente pelo método em questao.

A Figura 3.3 mostra, novamente, o conjunto de dados Iris Flower (ja referenciado no Capitulo
1), que possui 150 amostras de trés espécies da flor iris, indicadas na figura, sendo as varidveis
“Comprimento da pétala (cm)” e “Largura da Pétala (cm)”. O grupo de amostras da categoria
Setosa, no canto inferior esquerdo, € bem definido e sem sobreposi¢do de pontos com os outros
dois grupos, enquanto as categorias Versicolor e Virginica possuem um extremo em comum,
nao sendo possivel separar as duas classes linearmente por uma reta, tal que todos os pontos

Versicolor fiquem de um lado, e todos os pontos Virginica fiquem de outro.
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Figura 3.3: Conjunto de dados Iris Flower. veja sklearn.datasets.load_iris.

A Figura 3.4 mostra o mesmo conjunto de dados sem os rétulos, e a Figura 3.5 mostra
os grupos formados apés um processo de clusterizagdo usando K-Means. E possivel notar
que a classe sefosa nao sofre nenhuma perda apds o agrupamento, devido ao seu estado de

grupo isolado, enquanto um limite espacial entre as outras duas classes foi definido. Assim, se
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Figura 3.4: Conjunto de dados Iris Flower com os rétulos removidos.
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Figura 3.5: Conjunto de dados Iris Flower ap6s um processo de clusterizacdo usando K-Means. Os centroides dos

grupos estdo indicados.

comparada a Figura 3.3, esta nova formacgao de grupos possui um limite rigido, e alguns pontos

foram erroneamente classificados, isto €, alguns dados Versicolor foram associados a classe 0

(que sabe-se ser Virginica) e vice-versa. No processo de agrupamento K-Means, o espaco é

segmentado por retas de decisdo, que definem os limites para o pertencimento a um determinado

grupo, como mostrado na Figura 3.7, no final desta se¢do. Essa forma de clusterizacao € do tipo

hard, e ndo € possivel que um dado pertenga a grupos distintos simultaneamente, o que favorece

o erro nas bordas em distribui¢des de dados que sofrem sobreposi¢do. Este método € falho para

dados com formas mais genéricas, como mostrado na Figura 3.6, e possui melhor desempenho

com dados que possuem distribui¢do grosseiramente esférica. Para contornar esta limitagao,

existem outras técnicas de clusterizacdo, como a espectral, que serd tratada mais adiante.
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Figura 3.6: K-Means falha em agrupar dados com formas complexas. [9]

Definicao dos centroides

A posicao dos centroides (pontos fixos) € estabelecida com a definicdo de uma fungao
objetivo J, que opera sobre as distancias dos dados a esses pontos fixos inicialmente distribuidos
de forma aleatdria, cada um representando um grupo que deverd ser formado. Cada dado serd
associado ao ponto fixo mais proximo a ele, o que é um problema de otimizagdo. Para um

conjunto de n dados com coordenadas X;, define-se a fungdo objetivo como sendo

k n
J=)0 " aylli - 2. (3.50)

j=1i=1
Aqui, y; indica a posi¢do dos pontos fixos, representantes temporarios de cada grupo, e k € a
quantidade de grupos. a;; = 1 para j = argmin ||X; —,Jj||2 e 0 se ndo. A minimizacdo de J é

feita através de VJ =0, e que resulta em

p Dy @ijXi
=Tt
D) Gij

Ou seja, o valor minimo de J ocorre quando o ponto fixo equivale ao valor médio das coordenadas

(3.51)

dos dados que formam os clusters [40]. Dai vem o nome K-Means (K-Médias).
Esse algoritmo € um dos mais simples entre os de clusterizagdo e, definida uma quantidade

k de grupos, pode ser implementado da seguinte forma:

1. Define-se k centroides (pontos fixos) aleatoriamente distribuidos;
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2. Calcula-se a distancia dos dados para cada centroide, de modo que os dados sdo associados

ao centroide mais préximo a eles, formando-se k clusters;

3. Calcula-se a média aritmética das coordenadas dos dados de cada cluster (i.e., “centro de

massa”). Os centroides sdo atualizados para estes valores médios;

4. Retorna-se ao passo 2 até a convergéncia, isto €, até que ndo haja mais troca de dados

entre os clusters.

Esse processo estd exemplificado na Figura 3.7. As retas imagindrias indicam o limite espacial
para os dados pertencerem a um ou a outro grupo. Note que alguns dados mudam de lado a
cada iteracdo. Isso deixa de ocorrer na “Atualizacdo dos Centroides (3)” (peniltima figura), e
o processo € finalizado. A quantidade de iteracdes € varidvel para cada problema, e é preciso
estabelecer um valor minimo na implementacdo do cédigo. Quanto mais bem definidos os
grupos, mais rapidamente ocorrerd a convergéncia. Para o caso de dados sobrepostos, onde nao
€ possivel visualizar as limitacdes de uma dada classe, varias inicializagdes diferentes devem

ser experimentadas, e toma-se como a final aquela que retorna o melhor minimo local.
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Homologia Persistente

Figura 3.7: Exemplo: Processo de clusteriza¢cdo de uma distribuicio de dados com dois grupos a serem formados.

A Andlise Topoldgica de Dados, do inglés Topological Data Analysis (TDA) consiste em

conectar-se uns aos outros através de vértices, arestas ou faces.
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um conjunto de técnicas para analisar dados do ponto de vista de sua topologia. Descrevemos
o espago dos dados em funcdo de suas caracteristicas topoldgicas através de uma ferramenta
chamada Homologia Persistente, que opera uma filtragdo de Vietoris-Rips (um célculo baseado
em grafos e no surgimento e desaparecimento de elementos chamados invariantes topolégicos).
Essa filtracdo considera a existéncia de uma classe de objetos geométricos, os simplexos (Figura

3.8). A unido de vérios simplexos € chamada complexo simplicial, em que os simplexos podem

A Figura 3.9 mostra um
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complexo simplicial formado por simplexos diversos. Os tridngulos ndo preenchidos (€, )
sdo classificados como buracos e podem ser definidos a partir dos niimeros de Betti (b, (Y),
n € Z), que referem-se a buracos n-dimensionais no espago Y. O ntimero de Betti by conta o
nimero de componentes conectados, enquanto b; conta o nimero de loops. Assim, se Y é um

circulo, b1 (Y) = 1. Esses objetos sdo invariantes topologicos em Y.

... A &

simplexo-0 simplexo-1 simplexo-2 simplexo-3
(um ponto) (um segmento (um triangulo (um tetraedro
de reta) preenchido) solido)

Figura 3.8: Um simplexo € a generalizagdo de um tridngulo para uma dimensdo arbitréria. [41]

Figura 3.9: Complexo simplicial formado por 19 vértices (simplexo-0), 24 arestas (simplexo-1), 8 faces triangulares

(simplexo-2) e 1 tetraedro sélido (simplexo-3). [41]
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Para o objetivo desse trabalho, o espaco que queremos mapear € o das configuracdes de
Monte Carlo calculadas sob diversas temperaturas, que serdo sempre referencidas por “X”.
A filtracao de Vietoris-Rips consiste em um mapeamento dos dados X através da nocdo de
complexos simpliciais, e que ocorre em um espaco munido de um pardmetro de proximidade
g, que pode ser definido como o raio de discos inicialmente centrados em todas as amostras
de X. Com a variacdo de &, surgem os invariantes topolégicos (por simplicidade, trataremos
apenas de by (componentes conectados) ou b (loops)). Para cada invariante topoldgico sera
definido um par persistente (b,d) em que b indica 0 momento de surgimento € d 0 momento
de desaparecimento do invariante topoldgico. Na Figura 3.10, o loop Q surge em b = €1 e
desaparece em d = £3; enquanto o loop €2 surge em b = g, e desaparece em d = &4. A partir da
defini¢do do tempo de vida (|d — b|) dos invariantes topoldgicos, pode-se construir um diagrama
de persisténcia D. Assim, para cada conjunto de dados X hd um diagrama de persisténcia
Dy, tal que para dois conjuntos de dados distintos (X7, X3), os seus respectivos diagramas de

persisténcia (Dy,, Dx,) devem ser topologicamente diferentes.

VRiX,e=0) WX,e1) WX,&) VrX, &3) VR(X, &4)

o
e
50

\ ] e |
N O"\ O ,"’
“\\ O‘ »'O()”"

Espéi;a real X

o Amostras de X ’ Filtracdo

Figura 3.10: Filtragdo de Vietoris-Rips para um conjunto de amostras X. A variac@o topolégica em funcgdo de € é

mostrada na figura. [41]
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Define-se uma distancia d, uma métrica bem estabelecida (Bottleneck, p-Wasserstein) que

expresse a desigualdade entre dois grupos de amostras, de tal forma que
d(X1,X;) = d(Dx,,Dx,). (3.52)

Assim, para um conjunto de dados (X1, X2, ..., X;), € possivel construir uma matriz de distancias
My, com elementos m;; = d (X, X j). Portanto, quanto mais similares as amostras X; € X ;, menor
o valor de m;;. A matriz Mx pode ser usada para fins de clusterizagio, com o objetivo de separar

amostras topologicamente diferentes em grupos distintos.

Clusterizacao espectral

Como mencionado anteriormente, técnicas de clusterizacao como K-means ndo sao eficientes
em distribui¢des de dados com formas complexas. A clusterizagdo espectral € uma técnica que
permite que a matriz L de um grafo (conjunto de vértices conectados por arestas), seja analisada
a partir de seus autovalores e, sob determinados critérios, grupos de nds adjacentes possam ser

agrupados [42].
A \
C 2

Figura 3.11: Grafo com 4 vértices e 4 arestas.

Pode-se construir um grafo de uma matriz X utilizando técnicas como K-Nearest Neighbors,
em que cada n6 € associado aos k elementos mais préximos; ou a partir da constru¢do de uma

matriz de similaridade S de elementos

~si= sl

52 , (3.53)

Sij = exp

na qual s;; € [0, 1], e o pardmetro o controla a largura da distribui¢do Gaussiana. Assim, todos
os elementos estdo conectados por um peso dado por s;;, que mede o grau de similaridade entre
dois elementos, e a autossimilaridade s;; = 1. Depois de transformar uma matriz X em um grafo,

€ necessdrio calcular a sua matriz Laplaciana L, definida por
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Lg=D-A, (3.54)

em que D ¢ uma matriz diagonal que conta o nimero de conexdes feito por cada vértice, e a
matriz de adjacéncias A contém entradas que representam a presenca (1) ou auséncia (0) de uma
aresta entre cada par de vértices. A Figura 3.12 mostra as matrizes D e A relacionadas ao grafo

da Figura 3.11.

O 0O @ >

o o o w >»
o o » O W
o N o o 0O
O 0O W >

L =
o O o r W
L O O L 0O
O B O ~» O

Figura 3.12: Matrizes para o calculo de L relativas ao grafo da Figura 3.11.

A matriz Lg possui algumas propriedades interessantes. Os seus autovalores devem ser
analisados em ordem crescente: os nulos contam o nimero de componentes conectados. Isso
significa que, para o grafo da Figura 3.11, que estd inteiramente conectado, hd apenas um
autovalor nulo. Se a aresta que conecta A e B ndo existisse, esse valor seria igual a dois, pois os
vértices ADC continuariam formando um componente conectado, enquanto o vértice B seria um
componente conectado sozinho. Quando hd apenas um autovalor nulo, o autovetor associado ao
primeiro menor autovalor diferente de zero € chamado vetor de Fiedler. Esse autovetor pode ser
usado para fazer uma biparti¢do no grafo, separando-o em dois grupos, mesmo que em formas
mais complexas, como o da Figura 3.13. Em geral, p autovetores de L ordenados segundo seus
correspondentes autovalores (do menor para o maior, excluindo-se o primeiro), sdo utilizados

para particionar os dados em p grupos.
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Figura 3.13: Clusterizagdo espectral para dados distribuidos em forma de semicirculo. Essa técnica permite a

correta identifacdo de formas nao linearmente separdveis. [9]

Utilizaremos essas técnicas em combinacao para analisar as matrizes de distancias My gera-
das para os diagramas de persisténcia de { X, X»,. .., X, }, seguindo o mesmo roteiro utilizado na
referéncia [26], onde os autores utilizaram uma versao mais relaxada chamada de Clusterizacdo
Espectral Difusa (Fuzzy Spectral Clustering), que une os conceitos principais de clusterizacao
espectral e de Fuzzy C-Means. A diferenca entre este tipo de agrupamento e aquele feito por
K-Means € ilustrado na Figura 3.14. A clusterizacdo difusa acrescenta a possibilidade de uma
amostra pertencer a todos os grupos com certa probabilidade. Essa medida de “pertencimento”

é feita através de uma funcgdo de pertinéncia
(o, 1) : {X1,X2,..., X} — [0, 1], (3.55)

tal que /p(X;) da o grau de pertencimento da amostra X; ao grupo [y, e [;(X;) dd o grau de
pertencimento da amostra X; ao grupo /1. A Figura 3.15 ilustra a forma das fun¢des de pertinéncia
associadas a Figura 3.14 (direita), em que cada curva representa o grau de pertencimento aos
grupos “roxo” (Ip) e “rosa” (I1). As funcdes de pertinéncia sdo complementares, isto &, lo(X;) +
l1(X;) =1 para todos os X;, e o ponto onde estas curvas se cruzam serd considerado um ponto
critico.

Essas ideias podem ser compactadas no seguinte roteiro:

1. calcula-se o mapeamento das amostras { X, X», ... X},} para um espago com caracteristicas

topoldgicas através da Homologia Persistente;

2. calcula-se os diagramas de persisténcia Dy, para os mapeamentos de Xj;
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3. calcula-se as matrizes de distincias M (m;;) entre diferentes diagramas de persisténcia,

em que m;; = d(DX,.,DXj);

as matrizes de distancias serdo usadas para fins de clusterizacdo, em que amostras com

diferentes topologias serdo discriminadas. A clusterizac¢io difusa retornard uma funcao de

similaridade entre os diagramas de persisténcia, com a qual € possivel estimar um ponto

critico.

!

Y

Fuzzy C-Means

(0.99, 0.01)

|

Figura 3.14: No agrupamento feito por K-Means (esquerda) ha a definicdo de uma borda rigida que separa os

grupos, enquanto em Fuzzy C-Means (direita) os dados possuem um certo grau de pertencimento a todos os grupos,

indicado pelos valores entre parénteses.

o Fungao de pertinéncia

Figura 3.15: Fungdes de pertinéncia relativas aos grupos “roxo” e “rosa” ilustrados na Figura 3.14 (direita).
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4 Resultados

4.1 Analise das componentes principais: casos g =3,4e5

Analisamos o modelo de Potts em duas dimensdes, através das técnicas descritas no capitulo
anterior, utilizando medidas de Monte Carlo no intervalo da temperatura critica para cada
modelo. Para todos os valores de g, dois autovalores se sobressaem em relacdo aos demais,
de forma que duas componentes principais carregam o comportamento mais significativo do
sistema, como mostrado, por exemplo, na Figura 4.1 para ¢ = 3. Assim, no que segue, apenas

essas componentes principais serdao avaliadas.

0,25 :

024 .

0,15F |

norm

0,05 |

0 50

Figura 4.1: 50 primeiros autovalores normalizados obtidos através de PCA para o caso g=3, N=50.
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NaFigura 4.2, apresentamos a projecao dos dados no plano das duas componentes principais,
y1 € y2. Aqui, € importante observar o comportamento da distribui¢do dos dados quando
o sistema passa pela temperatura critica, 7, = 0.99. No estado ordenado (T' < T;), os pontos
encontram-se bem localizados em trés regides equidistantes (verde/azul), enquanto para o estado
desordenado (T > T;) (vermelho), hd apenas um grupo no centro do espago. Essa mudanca de
“topologia” € similar aquela discutida para o modelo de Ising no Capitulo 2. Isto é, os trés grupos
que se formam para 7' < T, nos fornecem informagdes sobre a simetria do estado fundamental

desse modelo, que € triplamente degenerado.

' ' ' |
401 095
201~ 1.01
- - 1.03 |
> Of -
20/ ' .
40F |

20 20 0 20 20

Y

Figura4.2: Projecdo dos dados no plano das duas primeiras componentes principas. As cores indicam a temperatura

na qual os dados foram gerados. (y1,y2).

Para o caso g=4 obtivemos um resultado andlogo. A Figura 4.3 mostra a formacgao de quatro
grupos para temperaturas abaixo da temperatura critica, que aqui vale 7, = 0.91, e é também

concordante com a simetria da Hamiltoniana para este modelo.
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|
-20 0 20 40

Figura4.3: Resultados obtidos através de PCA para o caso g=4 e N=50. A projecdo nas duas primeiras componentes

principas mostra o comportamento dos dados com a variagdo de temperatura.

O mesmo procedimento € realizado para g = 5, projetando os dados no espago gerado pelas
duas principais componentes. A Figura 4.4 mostra a distribuicdo dos dados nas proximidades
da temperatura critica. Aqui, os cinco grupos para T < 7, também refletem as simetrias do
estado fundamental, que para esse caso € de 5 estados. Para T > T, esses grupos deixam de
existir e os pontos formam um aglomerado no centro do espaco, indicando desordem no sistema.
Note que, comparada a Figura 4.2, a Figura 4.4 mostra que hd menos pontos intermedidrios
calculados entre as pontas e o centro. De fato, como se espera que para g = 5 o sistema passe
por uma transi¢do de fase de primeira ordem, esse comportamento serve como um indicativo da
ocorréncia de um “salto” em medidas de ordenamento, e que reflete nas componentes principais.
Ainda assim, esse ndo € um fator definitivo e, portanto, faz-se necessdrio avaliacio mais rigorosa

quanto a isso.
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401 -

|
20 0 20 40
Y

Figura4.4: Resultados obtidos através de PCA para o caso g=5 e N=50. A projecdo nas duas primeiras componentes

principas mostra o comportamento dos dados com a varia¢do de temperatura.

Para se investigar mais detalhadamente a ocorréncia de transicoes de fase, € preciso definir
grandezas que identifiquem as regides criticas. Porém, essas grandezas devem depender exclu-
sivamente das componentes principais, para que nao haja nenhum viés na anélise. Deste modo,

definimos as grandezas

= ! 4.1)

(r*)
3(r2y*

De modo simplificado, o pardmetro I" define um valor médio dos dados em relag¢do a origem

Ul)=1- 4.2)

no subespaco de PCA. Desta forma, podemos usa-lo como um andlogo do parametro de ordem
do sistema, como mostrado na Figura 4.5 (a), para o caso ¢ = 3. E possivel notar que a regido
critica, ou o ponto em que ocorre uma mudanca de estado no espago das componentes principais,
¢é aproximadamente o valor esperado para a temperatura critica do modelo, 7, = 0.99. Em vista
disso, U(I") exerce o papel de um andlogo dos Cumulantes de Binder. Isto €, o cruzamento de
U(T") para diferentes tamanhos de rede deve indicar a regido do ponto critico. A Figura 4.5

(b) mostra o comportamento de U(I") para o caso g=3 em diferentes tamanhos de rede, que
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1 T T T T l T T T T T T T T l T i T

*9-g . .—.N=20 i
~- o+ N=30

0,8

| a | |
065,96 0,97 0,98 0,99 1 1,01

Figura 4.5: Resultados obtidos através de PCA para o caso g=3. (a) I' versus temperatura e (b) U(I") versus

temperatura. Os tamanhos lineares das redes estdo indicados na figura.

concorda com o esperado para este parametro.

Semelhantemente, os graficos para as grandezas I" e U(I") em fungdo da temperatura para o
caso g = 4, mostrados na Figura 4.6, indicam a temperatura critica em que o sistema muda de
fase, conforme o significado dessas grandezas. Esses resultados também sdao concordantes com

o valor esperado para esse modelo, T, ~ 0.91.
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- N=30

o N=40
oo N=50
Oa4 B N=60
N=80
063,88 0,|89 O|,9 O,|91 | 0,92 0,93

Figura 4.6: Resultados obtidos através de PCA para o caso g=4. a) I' versus temperatura e b) U(I") versus

temperatura. Os tamanhos lineares das redes estdo indicados na figura.
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J4 o caso g = 5 € mais sutil, por exibir transicdo de fase de primeira ordem. A Figura 4.7
(a) exibe I'(T') para diferentes tamanhos de rede, onde podemos observar uma mudanga abrupta
para T =~ 0, 85; essa descontinuidade fica mais evidente para redes maiores. Diferentemente dos
casos anteriores, o comportamento de U (I"), mostrado na Figura 4.7 (b), ndo mostra com clareza
onde as curvas se cruzam, um indicativo de que a transi¢dao de fase ja ndo é mais de segunda
ordem. Apesar disso, ha indicios claros, tanto para I'(T") quando para U(I'), que a transi¢ao

deve ocorrer para T, = 0,85, em bom acordo com a literatura.

|

@

0.6/
L‘ L
0.4

0,2+

03.82 0.83 0,84

Figura 4.7: Resultados obtidos através de PCA para o caso g=5. (a) I' versus temperatura e (b) U(I") versus

temperatura. Os tamanhos lineares das redes estdo indicados na figura.
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Figura 4.8: Expoente critico 5 em fungio da temperatura reduzida t = (T —7,)/T. parag=3e g = 5.

Com esses resultados, obtemos as simetrias do estado fundamental do modelo de Potts, além
de uma precisdo razodvel para os valores criticos das transicoes de fase. Porém, ainda resta uma
andlise quantitativa que caracterize os tipos de transic¢ao de fase.

Os resultados obtidos para a grandeza U (I") sugerem que, nas proximidades do ponto critico,

deve-se ter

C(T) =LA fILV (T -To)], (4.3)

segundo uma lei de escala, em que 8 e v sdo 0s expoentes criticos para o parametro de ordem e o
comprimento de correlagio, respectivamente. Pela equacio 4.3, 'z (T)/L /" tende a um valor
constante a medida que 7' — T, e € independente de L. Com isso, pode-se definir o expoente

critico

In[Tp,(t)/Tr,(1)]
In(Ly/Ly)

emque Ly > Liet=(T-T,)/T.. AFigura4.8 mostra os valores de 5(¢) parag=3e5, L, =80¢e

Blv=p(t) =~ (4.4)

L =40, nas proximidades de T.. Para g = 3, o valor de 5(0) ~ 0, 17(5) concorda razoavelmente
com o valor exato 8/v =2/15, e 3(t) exibe uma curva suave em torno de ¢ = 0. Jd para g = 5,
h4 uma descontinuidade no ponto 5(0), e, para T < T, 3 =~ 0. Esse resultado é consistente com
uma transicao de fase de primeira ordem e mostra que a técnica PCA em conjunto com uma
teoria bem estabelecida como a de escala de tamanho finito também pode indicar a ordem da

transicao de fase.
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4.2 K-Means e PCA para g=3 e g=5

Caso g =3

Utilizamos a técnica K-Means Clustering em juncao aos resultados obtidos através de PCA
para fazer uma andlise do comportamento dos clusters para cada temperatura separadamente.
A Figura 4.9 mostra alguns recortes da Figura 4.2, nos quais € possivel ver o estado dos grupos
para valores distintos de temperatura, calculados abaixo e acima da temperatura critica. Com
essa técnica e com a defini¢do de grupos, pode-se estabelecer para cada um deles um centroide
representativo. Esses centroides estdo indicados na figura pelos quadrados vermelhos. Assim,
pode-se medir o grau de aproximagdo desses grupos em fun¢do da variacdo de temperatura
apenas usando o centroide como referéncia. Sem as cores, € possivel notar que, para temperaturas

elevadas, os trés grupos iniciais deixam de existir e apenas um grupo central de dados remanesce.

40 ‘ . -
T=0.96 . - T=0.99 8
20F ] 0 ) . ‘ -
=0 0
| . | ﬁr‘h.'.‘ . n
=20 P ] - Beli W .
-40 40}
=40 =20 i 20 () =40 =20 1} 20 40
40 . 40|
T=1.02 [ T=1.05
20 N 20t .
[ atgr
al e f
[
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L. e [
20 - 20
40 40|
40 20 0o 20 4D BT} 2000 20 40
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Figura 4.9: Comportamento dos clusters para o caso g=3 e N=50 para as temperaturas indicadas nas figuras.
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Para estudar esta mudanca, calculamos o valor médio das distancias dos clusters até o
centro do espaco, tal que < k > = Z?:"l ki/ny, onde k; € a distancia dos centroides a origem e
nx € o nimero de grupos, como mostrado na Figura 4.10 (a). Com isso, pode-se fazer uma
interpolacdo polinomial e calcular o ponto de inflexdo. Este valor serd considerado a temperatura
critica para essa andlise por K-Means. Com célculo semelhante para os demais tamanho de rede
(N =30,40,50,60 e 80), podemos obter os valores criticos em fun¢ao de 1/N, como mostra a
Figura 4.10 (b), de forma a encontrar T, no limite termodinamico. E possivel perceber que este
valor, obtido através de uma extrapolagdo, difere apenas na terceira casa decimal do valor exato
previsto para o modelo de Potts de 3 estados (indicado na figura), mesmo com essa aproximagao

calculada para apenas alguns pontos.
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Figura 4.10: (a) Valores médios das distancias dos centroides até o centro do espago versus temperatura para o
caso g=3, N=50. (b) Uma aproximagdo para os pontos de inflexdo feita para vdrios tamanhos de rede indica o

ponto critico no limite em que se aumenta o tamanho do sistema.

49



4. Resultados 4.2. K-Means e PCA para g=3 e g=5

Casog =5

De modo similar, utilizamos a técnica K-means associada aos resultados de PCA, para
analisar o comportamento dos dados para ¢ = 5 2 medida que se aumenta a temperatura do

sistema, como mostra a Figura 4.11.
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Figura 4.11: Comportamento dos clusters para o caso g=5 e N=50 para as temperaturas indicadas nas figuras.

Assim como para o caso g=3, analisamos as distdncias médias desses centroides até a origem,
no espaco das componentes principais (Figura 4.12 (a)). Calculando o ponto de inflexdo para
a curva de aproximacgdo, e com o mesmo cdlculo para os demais tamanhos de rede, obtemos o
valor critico no limite termodinadmico. O valor exato para a temperatura critica prevista para o
modelo de Potts de 5 estados e o valor critico obtido por extrapolagdo sao mostrados na Figura
4.12 (b). Assim como para o caso g = 3, o erro relativo entre o valor previsto por extrapolacdo
e o valor exato € inferior a 1%.

A andlise feita por K-means também retorna com grande precisao os valores criticos previstos,
concordando, dentro das barras de erro, com os resultados obtidos apenas usando PCA. Esses
resultados sdo capturados exclusivamente através da identificacdo dos diferentes estados de
ordenamento que ocorrem nas matrizes geradas via método de Monte Carlo, sem nenhuma
influéncia externa que indique a existéncia de uma transicao de fase, nem o local de um ponto

critico, confirmando a eficicia de PCA também para o estudo do modelo de Potts.
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4.2. K-Means e PCA para g=3 e g=5
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Figura 4.12: (a) Valores médios das distancias dos centroides até o centro do espago versus temperatura para o

caso g =5, N =50. (b) Uma aproximacao para os pontos de inflexdo feita para varios tamanhos de rede indica o

ponto critico no limite em que se aumenta o tamanho do sistema.
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4. Resultados 4.3. TDA paraos casos g =3,4¢e5

4.3 'TDA paraoscasosg=3,4e5

A fim de fazer a aplicacdo da Andlise Topoldgica de Dados, utilizamos a mesma base de
dados de configuracdoes de Monte Carlo usada anteriormente. Inicialmente foram calculados
os diagramas de persisténcia para todas as amostras calculadas por temperatura. A Figura 4.13
mostra um mapa de calor construido para a matriz de distancias para o caso g =5, N = 80, no qual
é possivel ver as relagdes de similaridade entre os diagramas de persisténcia comparados aos
pares. Quanto mais escuros os valores no mapa, mais topologicamente diferentes sdo aquelas
amostras. Assim, nota-se a partir da figura que as distincias entre os diagramas de persisténcia
calculados para 0,75 < T < 0,85 (0,86 < T < 0,95) (parte superior esquerda e inferior direita)
sdo menores, significando que entre eles hd maior similaridade. Enquanto a comparagdo entre
um diagrama de uma amostra calculada abaixo de 7 = 0.85 e outro relativo a uma amostra
calculada acima desse valor possuem similaridade baixa ou nula. Como se espera, esse valor

corresponde a temperatura critica para o modelo de Potts de 5 estados.
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Figura 4.13: Mapa de calor calculado através de Homologia Persistente. Representa a matriz de distancias para o

modelo de Potts com g =5 e N = 80. Os valores nos eixos indicam as diferentes temperaturas.

A partir das matrizes de distancias, sdo construidas as matrizes de similaridade para o célculo
espectral, onde deve ser feita a segunda parte dessa andlise, descrita no Capitulo 3. As fungdes
de pertinéncia calculadas para todos os modelos (¢ = 3, 4 e 5), mostradas na Figura 4.14,

mostram as relagoes de similaridade para determinados valores de 7'/J na faixa de temperaturas
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de cada modelo. Abaixo de um determinado valor critico, em todos os casos, os valores da
funcao estdo proximos de 1 (que é o maximo); e, acima desse valor critico, estao préximos de 0.
Como se espera, dados pertencentes a mesma fase devem compartilhar resultados semelhantes.
Note que as fun¢des ilustradas na Figura 4.14 sdo associadas ao grupo “ordenado”. A funcgdo
complementar (relativa ao grupo “desordenado”) pode ser usada para analisar o ponto onde as
curvas das fungdes de pertinéncia se cruzam, como mostra a Figura 4.15 para o caso g =5,
N =40. Com andlise semelhante para os demais sistemas, observamos que os valores criticos
obtidos correspondem aqueles esperados para as temperaturas criticas em todos os valores
de g com boa aproximagdo. A Figura 4.16 mostra que esses valores criticos exibem certa
independéncia dos tamanhos das redes, de modo que a andlise de um expoente critico nao pode
ser feita para esse método a partir da Equacdo 4.3. Por outro lado, resultados consistentes para

as temperaturas criticas sao obtidos mesmo para redes pequenas.
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Figura 4.14: Fungdes de pertinéncia para os casos (a) g = 3, (b) g =4 e (¢) g = 5. Diferentes simbolos referem-se

a diferentes tamanhos lineares de rede.
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Figura 4.15: Forma das fun¢des de pertinéncia para o caso g =5, N =40, relativas ao grupo “ordenado” (grupo 1)

e “desordenado” (grupo 2) . O ponto de cruzamento das curvas indica a temperatura critica para esse sistema.
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Figura 4.16: Temperaturas criticas obtidas através de TDA para o modelo de Potts de g-estados. Esse resultado

mostra que, para essa técnica, os valores criticos sdo independentes do tamanho do sistema (N).
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5 Conclusoes

Neste trabalho, analisamos o modelo de Potts de g-estados para g = 3, 4 e 5, através de
técnicas ndo supervisionadas de machine learning: Analise de Componentes Principais (PCA),
Agrupamento K-means e Andlise Topoldgica de Dados (TDA). Foram analisadas matrizes de
configuracdes de Monte Carlo calculadas para o modelo de Potts, sob variacao de temperatura,
em diferentes tamanhos de rede. PCA e K-Means sdo técnicas para reducdo de dimensionalidade
e clusterizacdo, respectivamente, enquanto TDA permite que um sistema seja analisado de um
ponto de vista topoldgico.

Através das componentes principais de PCA, estimamos a forma do parametro de ordem
para o modelo de Potts, assim como a temperatura critica de cada modelo analisado com boa
precis@ao. O uso de K-Means em conjunto com PCA reforca esse resultado. As ordens das
transicoes de fase foram corretamente identificadas através da defini¢ao de um expoente critico
construido a partir das componentes principais. Resultados semelhantes para as temperaturas
criticas foram obtidos a partir de TDA. Essa técnica mostrou-se menos sensivel aos tamanhos
das redes, retornando valores consistentes com aqueles previstos para as temperaturas criticas
mesmo em redes pequenas.

Esperamos que esse trabalho contribua para o estudo de fendmenos criticos, de um ponto de
vista das técnicas de machine learning, e que, no futuro, essas andlises possam ser estendidas a
redes maiores e sistemas mais complexos, como aqueles que apresentam frustracdo, vidros de

spin ou mesmo sistemas quanticos com a presenca do problema de sinal.
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