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RESUMO

Neste trabalho realizados estudos usando modelo do comportamento crico do

modelo BCS em redes de Solomon, através de simulações de Monte Carlo em 1-dimensão

e 2-dimensões. Onde os indiv́ıduos de um determinado grupo interagem aos pares com seus

vizinhos mais próximos. Assim, após a interação cada indiv́ıduo terá uma nova opinião

a favor ou contrária em torno de um tema em debate. Nosso principal objetivo neste

trabalho é extrairmos algumas propriedades f́ısicas, como por exemplo, o cumulante de

Binder (U4), a suceptibilidade magnética e a magnetização. A partir destas propriedades

f́ısicas extraimos os expoentes cŕıticos γ/ν, β/ν e 1/ν. Com isso, vimos que os valores

encontrados para os expoentes cŕıticos tanto para 1-dimensão quanto para 2-dimensão

estão bem próximos dos valores já previstos na literatura. Coincedindo também com

critério de Grinstein para modelos que apresentam simetria ’up and down’.

Palavras-chaves: Rede de Solomon, comportamento cŕıtico do modelo BCS, Simulações

de Monte Carlo.



ABSTRACT

In this work, we performed studies using the model of critical behaior of BCS

model on Solomon networks in the Monte Carlo simulation, in the 1-dimensional and

2-dimensional Solomon network. The paired groups interact have pairs with their closest

neighbors. Thus, after the interaction each individual will have a new opinion agreeing or

disagreeing a topic under discussion. Our main goal is to work with physical properties,

such as cumulative Binder U4, magnetic susceptibility and magnetization. From these

physical properties we extract the critical exponents β/ν, γ/ν e 1/ν. Thus, we have seen

that the values found for the critical exponents for both 1-dimension and 2-dimension

are very close to the values already predicted in the literature. It also coincides with

Grinstein’s criteria for models that show up and down symmetry.

Keywords: Solomon network, critical behavior of model BCS, Monte Carlo

simulation.
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5 Comportamento Cŕıtico do Modelo BCS em Redes de Solomon 23

6 Resultados e Discussões 27

7 Conclusões 39

i



Lista de Figuras

4.1 Redes complexas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

4.2 Rede Erdör Reny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

4.3 Rede de pequeno-mundo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

4.4 Redes de quadrada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

4.5 Rede de pequeno-mundo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

6.1 Mostra as curvas do U4, para diferentes tamanhos de redesN = 1000, 5000, 10000, 20000, 30000, 50000, 70000

em 1D. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

6.2 Mostra as curvas do U4 para diferentes tamanhos de redes L = 16, 32, 64, 128, 256, 512

em 2D. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

6.3 Mostra as curvas da magnetização para diferentes tamanhos de redes N =

1000, 5000, 10000, 20000, 30000, 50000, 70000 em 1D. . . . . . . . . . . . . 30

6.4 Mostra as curvas da magnetização com diferentes tamanhos de rede L =

16, 32, 64, 128, 256, 512 em 2D. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

6.5 Mostra as curvas da susceptibilidade para diferentes tamanhos de redes

N = 1000, 5000, 10000, 20000, 30000, 50000, 70000 em 1D. . . . . . . . . . . 31

6.6 Mostra as curvas da suceptibilidade com diferentes tamanhos de redes L =

16, 32, 64, 128, 256, 512 em 2D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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para diferentes tamanhos de redesN = 1000, 5000, 10000, 20000, 30000, 50000, 70000

em 1D. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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Caṕıtulo 2

Método de Monte Carlo

Em f́ısica estat́ıstica, o MMC é muito requisitado no que diz respeito na realização

de vários trabalhos. Segundo relatos, o mesmo foi desenvolvido entre as décadas de 1940

e 1950. Neste peŕıodo, se passava a Segunda Guerra Mundial, onde existia um projeto

de construção da bomba atômica que ficou conhecido como projeto Manhattan. Nicholas

Metrpolis juntamente com Jon Von Neuman e Stanislaw Ulam, em 1947 introduziu-se

pela primeira vez o Método de Monte Carlo como solução de uma parte do projeto de

Manhattan.

Stanislaw Ulam, em homenagem ao seu tio, atribuiu esse nome de Método de

Monte Carlo ao seu trabalho devido seu tio jogar constantemente nos cassinos da cidade

de Monte Carlo em Mônaco. Onde o caráter aleatótio das roletas tem uma relação com

à aplicalção do MMC e por tê-lo inspirado no desenvolvimento do mesmo. Partindo de

uma descrição do sistema f́ısico desejado em termos de um modelo hamiltoniano, utiliza-se

(números pseudo-aleatórios) números aleatórios para construir as probabilidades com as

quais os vários estados gerados do sistema devem ser ponderados[2].

Portanto, partindo do presuposto de que qualquer que seja o sistema venha a se

enquadrar nessas caracteŕısticas esse sistema poderá ser estudado e resolvido pelo MMC.

Logo, percebeu-se que o MMC poderia resolver uma gama enorme de problemas em

várias campos da ciência. Nos dias de hoje, seu trabalho tem aplicação em diversas áreas

do conhecimento, possibilitando o desenvolvimento de áreas como, por exemplo, f́ısica,

matemática, biologia, qúımica, economia, medicina etc[3].

3
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2.1 Simulação de Monte Carlo

Na f́ısica, quando fala-se de simulação computacional a primeira coisa que vem em

mente é com certeza uma das áreas que mais tira-se proveitos da simulação computacional,

que é a mecânica estat́ıstica. E a mesma remete a um dos métodos de simulação mais

utilizados em f́ısica computacional, a simulação de Monte Carlo. Tentando seguir uma

”dependência do tempo”de um modelo para o qual a mudança, ou o crescimento, não

ocorre de forma rigorosa pré-definida, mas claro que de maneira estocástica, que dependa

apenas de uma seqüência aleatória de números gerados durante a simulação[4] .

Nas simulações de Monte Carlo, alguns parâmetros devem ser levados em consi-

deração para consiguir ter êxito nos nos resultados. Mas primeiramente, deve-se identificar

que parâmetros são esses. A depedência do tamanho da amostra é relevante, assim como,

sua qualidade[5]. Obtem-se as amostras por meio de núeros aleatórios reais os quais são

distribúıdos maneira uniforme em um intervalo de [0,1]. As medidas das grandezas termo-

dinâmica são obtidas utilizando as componentes dessas amostra. Onde as mesmas devem

estar nos estados de um sistema termodinâmico. Uma simulação para ser realizada com

sucesso, deve-se dedicar atenção à influência do tempo de simulação e também quanto a

escolha da quantidade de passos a serem realizados.

2.1.1 Processo de Markov

Define-se Processos Estocásticos sendo um conjunto de variáveis aleatórias X(t)

indexadas pelo um parâmetro t que pertence a um conjunto T. Vamos considerar aqui um

processo estocástico tal que o tempo possa ser uma variável discreta e a variável estocástica

também seja discretizada. Pode-se tomar T como um conjunto de números inteiros não-

negativos, mas outros conjuntos podem ser utilizados perfeitamente. Geralmente, os

Processos Estocásticos são usados pelos campos da ciência que têm interesse em descrever

procedimentos de sistemas operando em uma dado peŕıodo de tempo t.

Os Processos Estocásticos podem ser classificados quanto ao Estado. Estado Dis-

creto ou Cadeia, onde X(t) pode ser definido pelo um conjunto enumerável ou finito.

Estado Cont́ınuo se opõe ao caso anterior. Também pode-se classificar os processos es-

tocástico quanto ao Tempo ou Parâmetro. Por exemplo, Tempo Discreto t será finito

e enumerável. E temos o caso do Tempo Cont́ınuo que é o caso contrário do Tempo
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Discreto. Hoje em dia, na literatura existem vários tipos de Processos Estocásticos, mas

aqui, em F́ısica Estat́ıstica, frequentimente usamos o Processo de Marcov.

Em resumo, diz-se que um Processo Estocástico é considerado um Processo Mar-

coviano se um estado futuro depende apenas do estado presente e não mais dos estados

passados[2]. Existe uma outra forma de chamar esse tipo de processo conhecido como

memoryless process (processo sem memória), sem memória simplismente porque uma vez

que o estado se tornou passado, então não nos interessa mais. Porque o estado futuro

depende apenas do estado presente como dito anteriormente.

2.1.2 Hipótese Ergótica de Boltzmann

A Hipótese Ergódica foi constrúıda por Boltzmann entre os anos de 1844 a 1906,

motivada principalmente pela F́ısica Teórica e a Mecânica Estat́ıstica. Entre as décadas

de 1960 a 1990, Boltmann realizou, muitas formas de sua Hipótese Ergódica até encontrar

uma forma bem mais sofisticada para ela. Boltzmann em 1968, calculou a distribuição

de probabilidade para pontos no espaço de fase de um corpo quente, onde hoje em dia, a

chama-se de distribuição de probabilidade microcanônica[2].

Mesmo que o principal fator para resolver e obter essa ditribuição de probabilidade

não foi explicada ou mesmo se quer mensionada por Boltmann, foi, mais tarde comentada

e analizada por Maxwell, o mesmo afirmou que ”a única pressuposição necessária para

a prova direta da distribuição de probabilidade microcanônica de Boltzmann é que o

sistema deixado no seu estado atual de movimento, cedo ou tarde, passará por todas as

fases permitidas pela sua equação de energia”.

A interpretação feita por Maxwell em torno do trabalho de Boltzmann é simplis-

mente um conceito da Hipótese Ergódica. Segundo a hipótese de ergocidade de Boltmann,

um sistema em evolução livre por tempo suficientimente grande deverá passar por todos

os estados compat́ıveis com as condições gerais para um determinado valor de energia[4].

Além do mais, o sistema pode ser descrito como uma condição caracteŕıstica de um grande

sistema de part́ıculas interagentes entre si em equiĺıbbrio, cuja mádia temporal se apro-

xima da mádia do ensemble de part́ıculas.
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2.1.3 Balanço Detalhado

Consiste numa condição que garante que o processo de Markov seja realizado

de maneira satisfatoria levando o sistema atingir o equeĺıbrio e alcance a distribuição de

probabilidade de Boltzmann. Considera-se que este encontre em equeĺıbrio, a condição

cruscial é que a taxa de variação do sistema evoluir para um estado µ e sair deste deve

ser igual. Pode-se expressar matematicamente como:

∑
µ

pµP (µ −→ ν) =
∑
ν

pνP (ν −→ µ) (2.1)

A equação acima pode ser reduzida para:

pµ =
∑
ν

pνP (ν −→ µ) (2.2)

Portanto, a probabilidade de transição seja satisfeita é necessária que a equação (2.2) se

encontre no equiĺıbrio da dinâmica do processo de Markov. Mas é importante resaltar

que, mesmo que a probabilidade de transição seja satisfeita a equação (2.2) não será o

suficiente para garantir que a distribuição de probabilidade de um estado qualquer do

sistema tenha para pµ. A seguir tem-se uma equação que satisfaz uma condição adicional

pµP (µ→ ν) = pνP (ν → µ) (2.3)

A equação acima é conhecida como a condição de balanço detalhado, que por sua vez

satisfaz a equação (2.1), informando que na situação de equiĺıbrio, o número de transição

de µ para ν ou para direção contrária ν para ν.

A distribuição no equiĺıbrio satisfaz a distribuição de Boltzmann, na situação em

deve-se escolher pµ como sendo a probabilidade de transição, devendo a mesma obedecer

a equação abaixo:

P (µ→ ν)

P (ν → µ)
=
pν
pµ

= e−β(Eν−Eµ) (2.4)

Portanto, a distribuição no equiĺıbrio se comporta de maneira análoga e a distri-

buição de Boltzmann.
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2.2 Algoritmo

Um algoritmo é uma maneira de como se descreve uma sequência finita de passos

(instruções) para resolver um determinado problema. Ao desenvolver-se um algoritmo

estar-se determinando um padrão de comportamento que deve ser seguido (como uma

regra de execução de ações) para alcançar resultado de um problema[5].

Ao desenvolver-se um algoritmo de tal modo que ele seja eficiente é necessário

que estabelecemos algumas premissas básica no momento se sua construção que se resume

basicamente em: definir ações simples e sem ambiguidade, organizar as ações de forma

ordenada e estabelecer as ações dentro de uma sequência finita de passos.

Um algoritmo programado no computador ele deve ser constituido de pelo me-

nos três partes básicas: entrada de dados, processamento de dados, sáıda de dados. A

seguir comenta-se sobre um algoritmo que é muito conhecido na F́ısica Estat́ıstica que é

o Algoritmo de Metropolis.

2.2.1 Algoritmo de Metropolis

Nicolas Metroplis em 1953 mostrou seu algoritmo, juntamente com outros cola-

boradores em seu artigo relacionado às simulações de ”gases do caroço duro”. Objetvando

principalmente determinar os valores esperados de propiedades do sistema simulado, por

meio de uma média sobre uma amostra que obedeça a distribuição de Boltzmann.

Assim, ao determinar-se uma probabilidade de transição de fase de uma deter-

minada configuração é preciso que se saiba a chance de ocorrência de todas as outras

configurações. Portanto, vamos considerar duas configurações do tipo µ e ν quaisquer,

sendo que suas probabilidades de transição são dadas por

P (µ→ ν) = e−β(Eν−Eµ) se Eν − Eµ > 0 (2.5)

1 se Eν = Eµ (2.6)

onde Eν e Eµ representam as energias da antiga e da nova configuração. Se P (µ → ν) é

uma grandeza diferente zero para qualquer estado µ e ν, assim, a condição de ergocidade

é obedecida. Numa variação de energia ∆E = Eν − Eµ a nova configuração tem ńıvel de

energia mais alta e por isso segue a regra da distribuição de Boltzmann para ∆E.
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Para construir o algoritmo de metropolis deve-se usar o Método de Monte Carlo,

seguindo as seguintes regras:

1 Escolher uma configuração inicial aleatória para os spins;

2 Selecionar aletoriamente um śıtio da rede;

3 Computar a variação de energia ∆E = Eν−Eµ resultante da mudança do valor de spin

4 Se ∆E < 0 a configuração será aceita, mas caso contrário (∆E > 0) a configuração

deste estado é enos provável, seguesse para o próximo passo;

5 Calcular a probabilidade transição z, onde z = e−β∆E;

6 Gerar um número aleatório r escolhido entre 0 e 1;

7 Mudar o sinal se r < z, caso contrário permanece do jeito que está;

8 Guardar a configuração gerada, e escolher um novo śıtio e repetir o item 2.

Assim, as grandezas f́ısicas (cumulante de Binder, magnetização, susceptibilidade

etc.), fazendo uma média aritimética de todas poderão ser calculadas, logo após, todas

as etapas serem realizadas tendo um número grande de spins. A condição de ergocidade

será garantida, juntamente com o balanço detalhado, desde que o tempo de simulação

seja suficientimente grande, para que a simulação varre toda a rede.

Em F́ısica Estat́ısca, chama-se esse tempo de passo de Monte Carlo (MC), que

realiza uma varredura em todos os śıtios da rede. A condição de ergocidade será violada

se ao invés de usarmos um MC muito grande, usa-se um número pequeno, pois, assim,

a média aritimética não será posśıvel de ser calculada, porque irá surgir uma flutuação

muito grande nas médias, conduzindo um erro nas grandezas f́ısicas de nosso interesse

(magnetização, susceptibilidade, cumulante de Binder, temperatura cŕıtica, expoentes

cŕıticos).

2.2.2 Banho Térmico

Proposto por S. German e D. German em 1984. O algoritimo Banho Térmico

tem como principal caracteŕıstica determinar uma probabilidade de orientação do spin à
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medida que a orientação dos spins vizinhos seja realizada, independentimente do estado

atual. Em termos de simulação o Banho Térmico, escolhe um determinado śıtio. desta

forma, calcula-se a probabilidade deste śıtio poder transitar de um estdo para outro será

dada por:

P (σiµ → σiν) =
e−βEσiµ∑
σi e
−βEσiν

(2.7)

sendo σi é o estado do śıtio i, E =
∑

j σj − H, onde H é conhecido como um campo

externo, e E é a energia total da soma resultante da contribuição de todos os primeiros

śıtios i vizinhos. E para que este algoritimo satisfaça o balanço detalhado é preciso que

e−βEσiµ∑
σi e
−βEσiν

e−βEσiµ =
e−βEσiµ∑
σi e
−βEσiν

e−βEσiµ (2.8)

Assim, a condição de ergocidade será satisfeita, de tal maneira, que seja posśıvel

atingir qualquer configuração de spins alternando individualmente os spins.

2.2.3 Equação Mestre

Ela é responsável por promover a evolução temporal dos processos markovianos.

Ela representa a probabilidade P (α, t) de encontrar um sistema no estado α, num instante

de tempo t deve satisfazer a seguinte condição

∂

∂t
P (α, t) = T

′ − T ′′
(2.9)

Onde a taxa de variação da probabilidade T
′′

estado α é dada por

T
′
=

∑
α′

P (α
′
, t)w(α

′ −→ α) (2.10)

Onde o termo w(α
′
representa a probabilidade para que o sistema mude do estado α

′
para

o estado α, desde que a taxa de variação da probabilidade T
′′

do estado α deve estar de

acodo com a condição abaixo

T
′′

= P (α, t)
∑

′′

w(α −→ α
′
) (2.11)

Assim, escreve-se a equação mestra na forma como secapresenta abaixo

∂

∂t
P (α, t) =

∑
α′

P (α
′
, t)w(α

′ −→ α)− P (α, t)w(α −→ α
′
) (2.12)

na qual encontra-se ou obtem-se as probabilidades de transição w(α −→ α
′
).



Caṕıtulo 3

Transição de Fase e Fenômenos

Cŕıticos

3.1 Transição de Fase e Criticalidade

Há mais de dez décadas os fenômnos cŕıticos são estudados. Por sua vez, esses

fenômenos são assim denominados, por ocorrerem próximos ao um ponto cŕıtico, que

podem ser vistos como um ponto do diagrama de fase de um sistema onde a transição de

fase é de segunda ordem[6]. Nas proximidades do ponto cŕıtico, vários sistemas podem se

comportarem de maneira semelhante, que devem obdecer certas funções, mais conhecidas

como leis de potência.

Onde seus expoentes cŕıticos não são inteiros, que são justamente os expoentes

cŕıticos. Ao longo dos anos muitas teorias foram propostas. Porém, Landau (1937)

elaborou uma teoria elegante para transições de fase de segunda ordem. Esta teoria

proposta por Landau, foca pricipalmente na expansão da energia livre do sistema de que

estar sendo tratado no momento. Em função do seu parâmetro de ordem[4]. O parâmetro

de ordem é uma quantidade, assim definido, sendo zero em torno do ponto cŕıtico em uma

determinada fase do sistema.

Isto é, quando o parâmetro de ordem atinge o valor nulo no ponto cŕıtico, o sis-

tema entra na fase desordenada com valores acima da temperatura cŕıtica. Por exemplo,

em um sistema magnético quando este atinge o valor nulo da magnetização o mesmo

entra na fase desordenada, porque os spins desse sistema se encontram todos em direção

aleatória[7]. Pois já sabe-se que a magnetização de um sistema está atrelada ao alinha-

10
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mento dos spins, neste caso do exemplo os spins então todos desalinhados, como dito

anteriormente. Mas, quando o parâmetro de ordem for diferente de zero ver-se-á que ele

terá qualquer valor abaixo da temperatura cŕıtica.

Então, para qualquer valor abaixo da temperatura cŕıtica o sistema se encontra

na fase ordenada. Ou seja, retornando ao exemplo anterior, o parâmetro de ordem desse

sistema magnético é diferente de zero, os spins então alinhados em uma dada direção

juntamente com o campo magnético. Qualquer fenômeno que ocorrer nas proximidads de

um pontto cŕıtico são chamados de fenômos cŕıticos[8]. De maneira geral, este ponto é o

terminus de uma curva finita que separa duas fases distinta de um sistema, por exemplo,

a curva de vaporização da água que separa o estado ĺıquido do estado gasoso.

Em torno deste ponto cŕıtico, observa-se que é posśıvel a matéria passar de uma

estado para outro (de vapor para ĺıquido, por exemplo) sem ocorrer uma mudança abrupta

entre os estados. Este comportamento é muito comum na natureza e pode ser descrito por

uma parâmetro de ordem que é caracteŕıstico de cada substância estudada[9]. Outro ponto

em questão a ser considerado é que, embora diferentes sistemas apresentem diferentes

fenômenos de transições de fase, na região adjacente ao ponto cŕıtico todos apresentarão

o mesmo comportamento.

Isto deve-se ao fato de que os expoentes cŕıticos serão os mesmos, independente-

mente do tipo de sistema em questão, é o que chama-se dentro da F́ısica Estat́ıstica de

Classe de Universalidade. Depois que ficar claro o intendimento sobre o que é o parâmetro

de ordem se tornará mais fácil identificar os tipos de transições de fase observando apenas

seu comportamento no sistema no qual ele faz parte.

Então, se o parâmetro de ordem mudar de forma cont́ınua entre uma fase e

outra, diz-se que nesse sistema ocorreu uma transição de fase de segunda ordem. Mas

se o parâmetro de ordem do sistema mudar de maneira abrupta, diz-se que ocorreu uma

transição de fase de primeira ordem. É importante ressaltar que as transições de fase as

quais estar-se referindo não são aquelas definidas por Ehrenfest, que relaciona a ordem das

transições de fase com a ordem das derivadas dos potenciais termodinâmicos adequados.

Portanto, se a primeira derivada do potencial termodinâmico for descont́ınua, a

transição será de primeira ordem, porém se a segunda derivada apresentar uma desconti-

nuidade, sendo que a primeira derivada tenha um comportamento cont́ınuo, diz-se, então,

que a transição é de segunda ordem e assim por diante[10].
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Segundo a teoria de Landau para transições de fase de segunda ordem tem como

principal caracteŕıstica a expansão da energia de um determinado sistema (pode-se enten-

der essa energia como sendo a energia que este sistema possui e é posśıvel de transformá-la

em trabalho) em potências do parâmetro de ordem η que será espećıfico de cada sistema.

Logo, dessa forma, pode-se observar que o comportamento cont́ınuo da mudança

de estado na transição de fase de sengunda é expressada matematicamente pelo simples

fato de η ter valores muito pequenos perto do ponto cŕıtico. Portanto, olhando-se apenas

para a vizinhaça desse ponto, pode-se expandir a enrgia livre de Gibbs em potêcia de η.

G = GO + αη + aη2 + cη3 + bη4 + ... (3.1)

Observe que a expansão foi feita até a quarta ordem em termos de η devido ao

baixo valor e seus coeficiêntes α, a, c, b, são funções da pressão (P ) e da temperatura (T ).

Obter-se-á η minimizando a energia livre de Gibbs:

∂G

∂η
= α + 2aη + 3cη2 + 4bη3 = 0 (3.2)

α + η(2a+ 3cη + 4bη2) = 0 (3.3)

Assim a equação (3.3) apresenta as posśıveis soluções soluções α = 0 e η = 0, α = 0 e

η 6= 0. Observe que o valor de α é sempre nulo independentimente de qual seja o valor de

η. Para satisfazer-se a condição de mı́nimo, a segunda derivada da energia livre deve ser

positiva, assim tem-se que:

∂2G

∂η2
= 2a+ 6cη + 12bη2 (3.4)

Para η = 0, que estar associado T > TC , correspondente à definição de parâmetro

de ordem, conclui-se que a equação (3.4) só será satisfeita se a for postivo. Para η 6= 0,

que corresponde ao caso T < TC , pode-se verificar-se a derivada segunda de G excluindo

a constante b na equação (3.3). Encontra-se, portanto, uma expressão para η dada pela

equação abaixo:

η = −2a

3c
(3.5)

Agora, substituindo a equação (3.5) na (3.4) sem incluir a constante b tem-se:
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∂2G

∂η2
= −2a (3.6)

conclui-se, então, para que a equação (3.6) seja positiva a constante a deve ser

negativa. Então, se a é positivo acima de TC e negativa abaixa dessa mesma temperatura

chegou-se à conclusão que no ponto cŕıtico, ou seja, em TC , a constante a é nula.

Landau, nessa teoria assumiu que a função a(P, T ) não apresenta singularidade

no ponto cŕıtico, então, Landau propôs na sua teoria a seguinte expressão:

a = ao(T − TC) (3.7)

Onde

a > 0paraT > TC (3.8)

a = 0paraT = TC (3.9)

a < 0paraT < TC (3.10)

Agora, reescrevendo a equação (3.1) e a sua segunda derivada equação (3.2), com

α = 0 e aplicando-as no ponto cŕıtico tem-se:

GC = GO + cCη
3 + bCη

4 (3.11)

∂2GC

∂η2
= 6cCη + 12bCη

2 (3.12)

A partir da equação (3.12) obtem-se que se cC = 0 e bC > o, assim, se bC > 0 no ponto

cŕıtico, ele será positivo para todo ponto nas proximidades dessas região. Assim, restar-se-

á duas soluções para c. Se c = 0, encontrar-se-á uma linha de pontos no plano PT . Mas,

se c 6= 0 verificar-se-á que a transiçãao de segunda ordem só poderá ocorrer em pontos

isolados, como em uma transição ĺıquido-gás. Escolhe-se o caso para c = o porque este

é o caso mais interessante, porque o mesmo é válido para os supercondutores também.

Assim, pode-se reescrever a equação (3.1) da seguinte forma:

G = GO + aO(T − TC)η3 + bη4. (3.13)
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3.1.1 Modelo de Ising

Já sabe-se que certos materiais magnéticos como o ferro possue uma magnetização

dita permanente e que é eliminada a partir do momento em que o material é aquecido

a temperaturas maiores do que a temperatura de Curie[11]. Neste caso pode-se dizer

que, a baixas temperaturas, o sistema está numa fase termodinâmica ordenada e, a altas

temperaturas, numa fase desordenada.

Descrever-se-á tal fenômeno de uma maneira mais simples através do modelo de

Ising[12]. Aqui considera-se um reticulado e supoem-se que em cada ponto do reticulado

há um átomo magnético. Sabendo que o estado de um átomo magnético é caracterizado

pela direção do momento dipolo magnético. Portanto, o momento de dipolo µi do i-ésimo

átomo é representado por

µi = γσi, (3.14)

o momento de dipolo magnético se encotra na direção do eixo z ou em direção oposta a

z.

Onde γ é uma costante e a variável σi toma valores +1 na situação que o momento

de dipolo aponte na direção z e −1 no sentido contrário. Assim, o sistema apresenta uma

configuração que fica totalmente especificado pelas variáveis σ1, σ2, σ3, ..., σN , pois N é

o número total de átomos magnéticos. Se em cada uma das variáveis assumirem dois

valores, logo o máximo de configurações é um total de 2N . Agora, considera-se apenas

dois átomos vizinhos i e j[13].

Lembrando que os mesmos podem estar em quatro estados: sendo que dois deles

os dipolos estão paralelos em relação um ao outro e nos dois estados restantes eles se en-

contram antiparalelos entre si. A situação de menor energia será aquela na qual os dipolos

estejam paralelos um em relação ao outro, desta forma contribuindo para o ordenamento

ferromagnético[14].

Portanto, a contribuição energética dos dois átomos serádada por −Jσiσj onde

J > 0 é uma constante que pode representar a innteração entre os dipolos magnéticos.

Então, a energia total do sistema E(σ) que corresponde à configuração σ = σ1, σ2, σ3, ..., σN

é representada por[15]

E(σ) = −J
∑
ij

σiσj, (3.15)
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onde a somatória na equação acima representa a soma que se estende sobre todos os

pares de átomos vizinhos. Na situação em que o sistema se encontre sujeito ao um campo

magnético externo na direção z, então a energia total do sistema receberá um termos

adicional devido ao campo magnético externo, pois os dipolos irão interagir com o campo,

ou seja,

E(σ) = −J
∑
(ij)

σiσj −H
∑
i

σi, (3.16)

onde H é uma constante proporcional ao campo.

No equiĺıbrio termodinâmico a uma determinada temperatura T , a probabilidade

P (σ) de encontrar o sistema na configuração σ é dada por

P (σ) =
1

Z
exp{−βE(σ)}, (3.17)

onde β = 1/(κBT ), sendo que κB e Z representa a constante de Boltzmann e a função de

partição, respectivamente dada por

Z =
∑
σ

exp{−βE(σ)}, (3.18)

onde a soma se estende sobre todas a 2N configurações.

3.1.2 Expoentes Cŕıticos

Os estudos feitos nas vizinhanças da criticalidade mostram que os expoentes

cŕıticos apresentam valores universais, consideravelmente bem definidos, mas que ob-

viamente não convergem com as ”teorias clássicas”, apoiadas pelas fenomenologia de

Landau[16]. Hoje em dia, sabe-se que os expoentes cŕıticos são determinados por pouqúıssimos

fatores:

1 AA dimensionalidade dos sistemas f́ısicos; é posśıvel, hoje em dia, obter experimental-

mente sistemas praticamente bidimensionais, que se caracterizam por um número

de expoentes bem definidos;

2 A dimensionalidade do parâmetro de ordem; em si ttratando de fluidos simples ou

ferromagnetos uniaxiais, o parâmetro de ordem é um escalar; para o ferromagneto

isotrópico, o parâmentro de ordem é um vetor tridimensional;
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3 O alcanse das interações microscópicas; nos sistemas do ponto de vista da f́ısica as

interações microscópicas são, em geral, de curto alcance.

É importante observar que sistemas de natureza distintas entre śı, mostram va-

lores para os expoentes cŕıticos que são semelhantes e compat́ıveis. Essa igualdade entre

os expoentes de sistemas distintos é uma demonstração do prinćıpio da universalidade do

comportamento cŕıtico[17]. Os expoentes cŕıticos relacionados com as diversas grandezas

são definidos como segue.

• Expoente α, estar relacionado com o calor espećıfico

c v |ε|−α (3.19)

onde ε = T − Tc.

• Expoente β, associa-se ao parâmetro de ordem

m v |ε|−β, (3.20)

• Expoente γ, relativo à susceptibbilidade

χ v |ε|−γ, (3.21)

• Expoente δ, dado pela relação abaixo

m v |H|1/δ, (3.22)

calculado ao longo da isotérma cŕıtica entre a magnetização e o campo magnético.

• O expoente ν, que está relacionado ao comportamento do comprimento de correlação

ξ v |ε|−ν , (3.23)

• η, é o expoente que está associado à função de correlação de pares, calculada no

ponto cŕıtico,
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ρ(r) v
1

rd−2+η
, (3.24)

• Expoente z, este mostra a relação entre o tempo de relachação e o comprimento de

correlação

τ v ξz (3.25)

e por último tem-se

• O expoente ζ, relaciona-se ao decaimento temporal da magnetização no ponto cŕıtico

m v t−ζ . (3.26)

Os expoentes cŕıticos mostrados acima não são todos independentes, mas estão

relacionados entre si por diversas maneiras[18]. Uma delas é

2β + γ = dν. (3.27)

Esta relação só é válida para dimensões abaixo de uma dimensão cŕıtico dc. Então,

para d > dc a relação se torna 2β+γ = dcν e os expoentes clássicos passam a se tornarem

válidos[19]. Mas neste trabalho usar-se-á apenas os os expoentes cŕıticos da equação 3.27.



Caṕıtulo 4

Redes

4.1 Redes Complexas

Grafos, são redes compostas por um conjunto de vértice (ou nós) e por um con-

junto de arestas (ou arcos) que conectam esses vértices. As arestas estabelecem algum

tipo de relação existente entre dois vértices, dependendo do problema modelado. Porém,

os grafos podem ser direcionados ou não[20]. No grafo direcionado (d́ıgrafo), cada uma

das aresta tem um sentido (direção) que conecta o vértice origem ao vértice destino

Figura 4.1: Redes complexas

Existem vários exemplos de grafos, mas os conhecidos são aqueles que são usados

para representar chamadas telefôncas e mensagens de e-mails. Nesses como já sabe-se as

mensagens são transmitidas de uma pessoa para outra. Além do mais, os d́ıgrafos podem

ser ćıclos ou aćıclos[21]. Ćıclos quando existe um caminho para ele mesmo e aćıclos quando

não existe esse caminho.

Uma coisa importante que deve ser considerada aqui é que nem todo grafo pode

ser considerado uma rede complexa, porque o que vai definir se um grafo é uma rede

18
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complexa são suas propriedades topográficas as quais não estão presentes em grafos sim-

ples. Uma rede complexa pode apresentar as seguintes propriedades: coeficiente de aglo-

meração, distribuição de gaus, resistência, mistura de padrões e correlação de graus.

4.2 Tipos de Redes

Aqui nessa seção serão descrita de maneira muito breve as três principais modelos

de redes complexas: redes aleatórias, redes pequeno-mundo e por último irei falar da rede

de solomon a qual fizemos nossas simulações.

As Redes Aleatórias esse modelo foi proposto por Erdös e Rény, é um tipo de

modelo que uma rede complexa pode assumir. Nessa rede, suas aresta não direcionadas

são colocadas aleatoriamente entre um número fixo de N vértice[22]. Cada uma de suas

arestas pode ser representada de maneira independentimente com base em alguma proba-

bilidade p. O número de arestas que conectam cada vértice é denominado grau do vértice,

seguindo a distribuição de probabilidades de Poisson com limite máximo N . A seguir a

figura abaixo é um exemplo de rede aleatória.

Figura 4.2: Rede Erdör Reny

Portanto, o modelo produz grafos aleatórios com N vértices e k arestas. No

ińıcio com N vértices desconectado, o modelo ER será obtido ao conectar-se os vértices

aleatoriamente até o número de arestas. Portanto, acredita-se que no desenvolvimento do

processo de construção de uma rede aleatória deve-se ao carater puramente probabiĺıstico,

pois os vértices também se agregam de maneira aleatória[23].

Rede Pequeno-Mundo todos os tipos de redes apresentam um certo padrão que é

muito concentrado, consequentimente, levando a formar algumas pequenas quantidades
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de conecções em cada vértce. Um modelo proposto muito semelhante ao de Erdös e

Reny, onde boa parte das conecções são estabelecidas entre os vértices mais próximos,

comportando-se como um pequeno mundo[24].

Aqui neste modelo, a distância média entre quaisquer pares de vértices de uma

rede muito grande não ultrapassa um número pequeno de vértice. Observa-se os efeitos

dessa rede devido ao fato de que a maioria dos vértice conectam-se a outros vértices por

meio de um caminho mı́nimo[25]. O caminho mı́nimo, ou também podemos chamá-lo de

caminho geodésico ou ainda distâcia geodésica, é o caminho formado pelo menor número

de arestas que conectam ao vértice de origem ao vértice de destino.

Para exemplificar melhor esse efeito, considerar-se-á os indiv́ıduos de uma soci-

edade qualquer porque de acordo com o experimento de Stanley Milgram realizado em

1960, se uma carta fosse entregue a um indiv́ıduo, desde que ele não fosse o destinatário,

e ele repassasse a um outro e, assim, por diante[26].

Segundo o experimento de Milgram, em seis passagens apenas, a carta chegaria

ao destinatário. Então, esse é pequeno exemplo da demonstração do efeito do pequeno-

mundo, diz que o caminho percorrido pela carta até chegar ao destintário, é o caminho

mı́nimo, isto é, estar-se diante de um problema de minimização. A figura abaixo mostra

uma rede de pequeno-mundo.

Figura 4.3: Rede de pequeno-mundo

Portanto, o efeito pequeno-mundo leva à conclusões óbvias no que diz respeito na

dinâmica de processos em redes. Assim, por exemplo, um boato pode se espalhar muito

mais rápido se, ao invés de mil passos, levarem somente seis passos para chegar de um

indiv́ıduo a outro.

Rede de Solomon essa composta por duas redes quadradas que ficam uma so-

breposta na outra, foi criada por Sorin Solomon inspirado pela história b́ıblica do Rei

Salomão. Nestas redes os indiv́ıduo interagem com os quatro vizinhos mais próximos da
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rede que pertence, mas por sua vez, os indiv́ıduos de uma rede poderão interagir com

os outra da rede adjacente. Essas redes têm um tipo de interação bem paracida com as

interações dos modelos do tipo Ising, Voto da Maioria e o modelo Sznajd[27].

Ao adicionar as interações a cada indiv́ıduo da rede a qual ele pertence, ocorrerar

uma interação semelhante com o outro indiv́ıduo da outra rede ao mesmoo tempo, de

tal maneira que como se fosse uma imagem gerada pelo o ind́ıduo da primeira rede.

Portanto, como numa rede quadrada cada indiv́ıduo interage com os primeiros vizinhos

mais próximos[28]. Suas variáveis no śıtio i vão interagir com as variáveis do śıtio j dos

quatros primeiros vizinhos mais próximos, assim como que os quatros primeiros vizinhos

do śıtio P (i) da outra rede quadrada. Considerando que P seria a permutação dos números

i = 1, 2, ..., L2.

Além desse modelo, existem outros modelos que são bem conhecidos nesse linha

de pesquisa e muito usados para o estudo do comportamento de pessoas, como por exem-

plo, o modelo de Ising e o modelo Voto da Maioria são muito utilizados para simular

o comportamento de pessoas. Nestes modelos as interações também ocorrem aos pares

com os quatro primeiros membros da vinzinhança, sendo cada pessoa tem o poder de

influenciar seus vizinhos, ou o contrário, isto é, os vizinhos também poem influenciar o

outro.

Então, a vizinhança de uma casa diferem da vizihança do local de trabalho,

desde que todos trabalhem em suas casas. A vizinhança de uma casa e a vizinhaça do

local de trabalho pode ser aproximada para duas redes quadradas com N cada[29]. A

rede de Solomon se assemelha ao um bairro residencial e ao local de trabalho, onde cada

residência e cada indiv́ıduo no local de trabalho estão localizados nos śıtios de uma rede

quadrada, ou seja, uma das redes quadradas representa o bairro residencial e a outra

representa o local de trabalho, cada uma com N śıtios.

No local de trabalhho, as pessoas poderão ser enumeradas de tal forma que i =

1 a i = L2, levando em conta aqui que devemos considerar as condições de contorno

toroidais. De acordo com as regras do modelo da rede uma mesma pessoa pode está na

casa interagindo com a vinzinhança ou com uma pessoa qque está no seu trabalho, mas

com diferentes ordens de probabilidades P (i), aqual podemos considerar uma permutação

aleatória.

Assim diz-se que cada pessoa tem exatamente um lugar na casa, e cada um dos
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seus śıtios estão na casa ocupado por exatamente uma pessoa, da mesma forma para o

local de trabalho. Estas mesmas pessoas podem ocupar dois śıtios i totalmente diferentes

e com propabilidade P (i) nas duas redes quadradas de dimensão linear L com N = 2L×L

ao todo.

A rede de Solomon é muito semelhante à rede de Pequeno-Mundo. Isto é, a rede de

Solomon são duas redes quadradas sobrepostas uma na outra. Como dito anteriormente,

cada śıtio da rede quadrada interage com os quatro śıtios vizinhos, mas esse padrão

não se repete com os śıtios que ficam na borda da rede, assim ao invés de quatro śıtios

interagindo com śıtio central apenas três śıtios irão interagir com o śıtio central. A figura

abaixo representa uma rede quadrada.

Figura 4.4: Redes de quadrada

Para resolver o problema das bordas da rede deve-se usar as condições de contorno

toroidais que consiste em unir todas as bordas da rede quadrada de tal modo a torna-se

um toroide ou rede de pequeno-mundo. Como mostra a figura abaixo.

Figura 4.5: Rede de pequeno-mundo



Caṕıtulo 5

Comportamento Cŕıtico do Modelo

BCS em Redes de Solomon

Aqui neste caṕıtulo será detalhado o modelo ultilizado para a realização do es-

tudo de sistemas apresentam comportamentos entorno da criticalidade. Este modelo está

voltado para o estudo do comportamento cŕıtico do modelo BCS em redes de Solomon.

O modelo apresenta a sigla BCS (Biswas, Chatterjee e Sen) porque é uma homenagem

aos própios autores.

Nele pode considerar que todos os indiv́ıduos de uma ”população”estejam to-

dos interligados e inseridos em uma rede quadrada de tamanho L. Para ficar mais

fácil de entender a dinâmica do nosso modelo, imagine que os indiv́ıduos desta ”po-

pulação”estejam participando, por exemplo, de um debate e que cada pessoa que forma

esta ”população”tenta influenciar seu vizinho mais próximo aderir a mesma opinião[30].

Aqui pode-se adotar que cada pessoa i inserida nesta sociedade tem uma opinião

oi formada. A maioria dos modelos de dinâmica de opinião tratam desse problema com

espaço de estado discreto e que geralmente, são muito usados para solucionar problemas

binários ou problemas com muitas opções particulares[31].

Mas para estudar as opiniões extremas dessa população de uma maneira mais

confiável, seria mais adequado representar suas opiniões por meio de uma variável cont́ınua

para que de tal maneira que fossem observadas as pequenas variações das opiniões as

deixando mais explicitas[32]. Sendo assim, agora considere um espaço de estado cont́ınuo,

sendo que as opiniões podem assumir valores dentro de um determinado intervalo real

[−1, 1].

23
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Assim, os valores positivos (negativos) mostram que a intenção dos indiv́ıduos que

compoem aquela sociedade fict́ıcia são favoráveis (desfavoráveis) ao assunto em discussão.

Os componentes da sociedade ficticia que apresentam suas opiniões extremistas, terão suas

opiniões tendendo para 1 e −1. E os valores próximos a 0 (zero) mostram as opiniões

neutra ou indecisas dos componentes do grupo[33].

Em um dado passo de tempo t, teremos a seguinte regra que controla a dinâmica

de opinião:

i Primeiro devemos escolher aleatoriamente dois individuos i e j

ii Neste caso o a indiv́ıduo tem uma probabilidade q, tornando-se independente do ind́ıviduo

i. Assim, o mesmo adota uma posição a partir da escolha em torno do assunto em

discussão, isto é, a opinião após a escolha oi(t + 1) é selecionada aleatóriamente a

partir de uma distribuição uniforme, independentimente dos estados atuais oi(t) e

oj(t). Também repare que a independência não é um atributo do indiv́ıduo, mas

uma atitude que, independentimente do indiv́ıduo poderá aleatoriamente adquirir

com uma certa probabilidade.

iii Por outro lado, o agente i comporta-se como indiv́ıduo parcialmente conformista, com

uma probabilidade 1 − q, e será influenciado pelo agente j por meio de uma troca

cinética.

Desta forma a opinião do agente i será atualizada conforme a regra abaixo.

oi(t+ 1) = oi(t) + µijoj(t), (5.1)

onde µij são parâmetros reais que medem o ńıvel de convicção e o poder persuasão

do agente i e j, respectivamente. Lembrando que as opiniões dos membros desta socieda-

ade fict́ıcia estão restritas no intervalo [−1, 1]. Desta forma, toda vez que a equaçao (5.1)

indicar oi > 1 (oi < 1), siguinifica que os integrantes da ”população”aderiram opiniões a

favor e contra,respectivamente[34].

Geralmente, µij, é enterpretada como uma força de interação ou poder de per-

suasão que um indid́ıduo pode adquirir um sobre o outro, é positivo, onde o mesmo mede

a concordância entre as opiniões[35]. Mas, a força de interação pode apresentar valores

negativos também, estes por sua vez representam o elo que induz a divergência[36]. No
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intervalo [−1, 0] ([0, 1]) observa-se apenas a fração das influências negativas que são re-

presentadas pelo parâmetro p, tal que µij será distribúıdo de maneira uniforme, com as

probabilidades p e (1− p), respectivamente.

Como este modelo é análogo aos modelos ferromagnéticos, a média das opiniões

de todos que estão inseridos no grupo social é dada pelo parâmetro de ordem a seguir

O =
1

N
|
N∑
i=1

oi|. (5.2)

Para valores do parâmetro de ordem obtidos diferente de zero (O 6= 0), isso leva

a uma quebra de simetria na distribuição das opiniões. Assim, a população é dividida em

dois grupos os que tem opiniões extremas e os que apresentam opiniões moderadas. No

caso em que o parâmetro de ordem mostra valores nulos (O = 0), isso mostra que todos os

membros do grupo social ao qual eles pertencem apresentam a mesma opinião o = 0world.

E por último, quando o parâmetro de ordem atingir valores muito pequenos próximos de

zero (O ' 0) as opiniões adquirem outra simetria na distribuição das mesmas, indicando

que houve perdedores, mas pode-se dizer que houve um empate.

Neste modelo é oberado uma transição de fase de segunda ordem saindo de uma

fase ordenada para uma fase desordenada: a fase ordenada que corresponde à quebra de

simetria da fase e a fase desordenada que está relacionada à fase simétrica do sistema.

Na fase ordenada mostra que mesmo na presença de uma opinião liderante as opiniões

contrárias ainda existem. Na fase desordenada em que todas as opiniões existem simulta-

neamente é observado que não tem preferência para qualquer que seja a opnião se a favor

ou contra (Ver Re.6).

Foram calculadas as 〈O2〉 e 〈O〉2, sendo que 〈...〉 representa a média sobre todas

as ligações aleatórias e as configurações iniciais. As flutuações do parâmetro de ordem

V são calculadas usando uma outra grandeza f́ısica que faz analogia à susceptibilidade

magnética do modelo de Ising citada anteriormente, onde é definida na forma como segue

abaixo.

V = N(〈O2〉 − 〈O〉2). (5.3)

Outra medida que deve ser calculada é o cumulante de Binder de quarta ordem

U4 que é definido como
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U = 1− 〈O4〉
3〈O2〉2

. (5.4)



Caṕıtulo 6

Resultados e Discussões

Aqui neste caṕıtulo, apresentam-se os resultados dos estudos realizado referentes

ao modelo do Comportamento Cŕıtico do Modelo BCS em Redes de Solomon em 1D e

2D. Sendo que, para calcular a razão dos expoentes cŕıticos β
ν
, γ
ν
, 1
ν

e γ
υmax

. Foi plotado os

gráficos da magnetização cŕıtica (Oc), da suceptibilidade cŕıtica (Vc) e da suceptibidade

máxima (Vmax) no ponto cŕıtico versus N , onde N é o tamanho da rede, variando de

N = 1000, 5000, 10000, 20000, 30000, 50000 e 70.000 para 1D. E para 2D os tamanhos

de redes foram L =16, 32, 64, 128, 256 e 512.

Nas simulações calculou-se o rúıdo crit́ıco qc e o valor do cumulante de Binder U4,

respectivamente para 1D e 2D. De acordo com as medidas realizadas os valores encontra-

dos para ambos os parâmetros foram respectivamente, qc = 0.21563(5) com o U4 = 0.28(3)

e qc = 0.21568(5) com o U4 = 0.29(3), lembrando que o valor encontrado da temperatura

cŕıtica do cumulante U4, representa aproximadamente o ponto onde todas as curvas se

cruzam.

Destacando aqui que os valores do rúıdo cŕıtico e do cumulante U4 caculados

para ambas dimensões se apresentam muito próximos um do outro com a mesma ordem

de grandeza. O valor do rúıdo cŕıtico encontrado foi importante para gerar os gráficos

que serão expostos mais adiante. Todas as simulações foram feitas por meio do método

de monte Carlo em redes de Solomom.

A seguir as Fig.6.1, Fig.6.2, Fig.6.3, Fig.6.4, Fig.6.5 e Fig.6.6 estão representando

o cumulante de Binder energético de quarta ordem U4, magnetização e susceptibilidade.

Todas as curvas estão em função do rúıdo cŕıtico (q), e em todas as figuras, cada curva

representa um tamanho de rede diferente, sendo que N = 1000, 5000, 10.000, 20.000,

27
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30.000, 50.000, 70.000 e L =16, 32, 64, 128, 256, 512 para 1D e 2D, respectivamente.

As Fig.6.7, Fig.6.8, Fig.6.9, Fig.6.10, Fig.6.11, Fig.6.12 estão representando as

curvas da magnetização (Oc), susceptibilidade (Vc) e da susceptibilidade cŕıtica máxima

(Vmax), todas calculadas no ponto cŕıtico qc. Para extrair os valores dos expoentes cŕıticos,

foi realizado o seguinte procedimento. Calculou-se o loglog da magnetização (Oc), sus-

ceptibilidade (Vc) e da susceptibilidade cŕıtica máxima (Vmax) em função do tamanho da

rede (L).

Donde os gráficos gerados, como já eram de se esperar são retas inclinadas. Então,

foi feito um ajuste linear em todas as retas e verificou-se os valores dos coeficientes angu-

lares das curvas correspondentes aos expoentes cŕıticos.

As Fig.6.13, Fig.6.14, Fig.6.15, Fig.6.16, Fig.6.17, Fig.6.18 estão representadas os

gráficos do colapso de dados do cumulante de Binder U4, susceptibilidade V e da mag-

netização O. Para construir o gráfico do colapso das curvas calculou-se a média das 50

amostras geradas através das simulações em todos os tamanhos de redes, e para as três

grandezas envolvidas nas simulações (cumulante de Binder, susceptibilidade e magne-

tização). Em seguida, usou-se as leis de escalas para calcular os valores dos expoentes

cŕıticos e gerou-se os gráficos como segue a diante. Observou-se que o colapso dos da-

dos das grandezas estão de acordo com literatura (Ver Ref.27). Conclui-se que mesmo

para curvas com tamanho de redes diferentes esses sistemas se comportam de maneira

semelhante no limite termodinâmico. Denotando que todas as curvas das gradezas per-

tencem a mesma classe de universalidade, isto é, sistemas diferentes apresentam valores

dos expoentes cŕıticos iguais.
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Figura 6.1: Mostra as curvas do U4, para diferentes tamanhos de redes N =

1000, 5000, 10000, 20000, 30000, 50000, 70000 em 1D.
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Figura 6.2: Mostra as curvas do U4 para diferentes tamanhos de redes L =

16, 32, 64, 128, 256, 512 em 2D.
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Figura 6.3: Mostra as curvas da magnetização para diferentes tamanhos de redes N =

1000, 5000, 10000, 20000, 30000, 50000, 70000 em 1D.
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Figura 6.4: Mostra as curvas da magnetização com diferentes tamanhos de rede L =

16, 32, 64, 128, 256, 512 em 2D.
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Figura 6.5: Mostra as curvas da susceptibilidade para diferentes tamanhos de redes N =

1000, 5000, 10000, 20000, 30000, 50000, 70000 em 1D.
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Figura 6.6: Mostra as curvas da suceptibilidade com diferentes tamanhos de redes L =

16, 32, 64, 128, 256, 512 em 2D
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Figura 6.7: Mosta o gráfico do logaŕıtimo da magnetização no ponto do rúıdo cŕıtico em

função do logaŕıtimo do tamanho da rede para 1D.
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Figura 6.8: Mostra o gráfico do logaŕıtimo da magnetização no ponto do rúıdo cŕıtico em

função do tamanho de rede para 2D.
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Figura 6.9: Mostra o gráfico do logaŕıtimo da susceptibilidade no ponto do rúıdo cŕıtico

em função do logaŕıtimo do tamanho de rede para 1D.
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Figura 6.10: Mostra o gráfico do logaŕıtimo da susceptibilidade no ponto do rúıdo cŕıtico

para 2D.
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Figura 6.11: Mostra o gráfico do logaŕıtimo da susceptibilidade máxima em função do

logaŕıtimo do tamanho de rede para 1D.
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Figura 6.12: Mostra o logaŕıtimo da susceptilidade máxima em função do logaŕıtimo para

2D.
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Figura 6.13: Mostra o gráfico do colapso de dados do U4 versus o rúıdo cŕıtico para

tamanhos de redes diferentes N = 1000, 5000, 10000, 20000, 30000, 50000, 70000 s̀ıtios em

1D.
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Figura 6.14: Mostra o gráfico do colapso de dados do U4 versus o rúıdo cŕıtico para

diferentes tamanhos de redes L = 16, 32, 64, 128, 256, 512 em 2D.
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Figura 6.15: Mostra o gráfico do colapso de dados da susceptibilidade versus o rúıdo cŕıtico

para diferentes tamanhos de redes N = 1000, 5000, 10000, 20000, 30000, 50000, 70000 em

1D.
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Figura 6.16: Mostra o gráfico do colapso de dados da susceptibilidade versus o rúıdo

cŕıtico para diferentes tamanhos de redes L = 16, 32, 64, 128, 256, 512 em 2D.
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Figura 6.17: Mostra o gráfico do colapso de dados da magnetização versus o rúıdo cŕıtico

para diferentes tamanhos de redes N = 1000, 5000, 10000, 20000, 30000, 50000, 70000 em

1D.
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Figura 6.18: Mostra o gráfico do colapso de dados da magnetização versus o rúıdo cŕıtico

para diferentes tamanhos de redes L = 16, 32, 64, 128, 256, 512 em 2D.
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Tabela 6.1: Os expoentes cŕıticos e U4 para o modelo BCS em redes des Solomon para

1D e 2D. 1/ν, β/νc, γ/νc e γ/νmax são os expoentes cŕıticos extráıdos da magnetização, da

susceptibilidade no ponto cŕıtico e da susceptibilidade máxima, respectivamente.

Dimensão 1/ν β/νc γ/νc γ/νmax U4

MBCRS(1D) 0.50(4) 0.27(3) 0.46(3) 0.48(3) 0.29(3)

MBCRS(2D) 0.999(4) 0.49(3) 1.08(1) 0.91(1) 0.28(3)

MIRS(1D) 0.52(3) 0.237(4) 0.512(4) 0.512(4) 0.285(4)

MVMRS(1D) 0.55(5) 0.223(8) 0.534(3) 0.512(3) 0.287(3)

MI(2D) 1 0.125 1.75 1.75 0.61

MIRS(2D) 0.91(3) 0.52(3) 0.97(4) 0.99(3) 0.277(6)

MVMRS(2D) 0.91(2) 0.50(2) 1.00(2) 0.99(2) 0.285(4)
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Conclusões

Comparando os resultados do comportamento cŕıtico do modelo BCS com os

resultados dos modelos de Ising e voto-da-maioria com todos os modelos em redes de

Solomon para 1D e 2D, observa-se que os valores encontrados para os expoentes cŕıticos

1/ν, β/νc, γ/νc e γ/νmax (Ver Tabela 6.1) mostram-se que estão em ampla concordância

com os valores dos expoentes cŕıticos dos modelos de Ising e do voto-da-maioria. Portanto,

conclui-se que os três modelos pertencem à mesma classe de universalidade. Sendo que o

mesmo padrão não se repete ao comparar os expoentes cŕıticos do nosso modelo com os

expoentes cŕıticos do modelo de Ising na rede quadrada (Ver Ref.27).
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