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Resumo

Neste trabalho, foi explorado o estudo dos niimeros primos e suas aplicacées na OBMEP
e no concurso Canguru de Matematica Brasil. Comparamos dois materiais didaticos que
tratam de numeros primos de formas bem diferentes, o livro didatico "A Conquistada
Matematica" e um material extraido do POTI (Polo Olimpico de Treinamento Intensivo).
Aplicamos, de forma virtual, uma aula sobre os niimeros primos, afim de se verificar na
turma, parametros fundamentais para um bom desenvolvimento do aprendizado, como:
participagao, resolucao de problemas, entre outros. Enfim, o objetivo deste trabalho foi
obter um pardmetro para nortear a abordagem do ensino dos ntimeros primos aplicados
em provas olimpicas, tal como sua exploracao no sistema regular de ensino. Tecer uma
opinidao de como se deve trabalhar o assunto, baseada em dados obtidos a partir do

experimento.

Palavras-chaves: Niumeros primos, Matematica, Ensino, Olimpiadas de Matematica.



Abstract

In this work, the study of prime numbers and their applications in OBMEP and in the
Kangaroo of Mathematics Brazil contest was explored. We compared two teaching mate-
rials that deal with prime numbers in very different ways, the textbook "A Conquistada
Mathematics" and a material extracted from POTI (Olympic Intensive Training Pole).
We applied, in a virtual way, a class on prime numbers, in order to verify in the class, fun-
damental parameters for a good development of learning, such as: participation, problem
solving, among others. Anyway, the objective of this work was to obtain a parameter
to guide the approach of teaching the prime numbers applied in Olympic tests, such as
its exploration in the regular education system. To give an opinion on how to work the

subject, based on data obtained from the experiment.

Keywords: Prime numbers, Mathematics, Teaching, Mathematics olympics.
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1 Introducao

Na minha trajetéria como aluno e posteriormente como professor, destacam-se
sem sombra de davidas dois temas que, particularmente, me atraem muito no mundo do
ensino de matematica. O primeiro deles é o fascinante mistério que envolve os niimeros
primos. Quando aluno, sempre me intriguei bastante com o tema, sendo um dos fatores
que me motivaram a querer fazer parte desse ramo. O segundo, ja como professor, foi o
ramo das olimpiadas de matemética. Concordando com Shine (2009), acredito que o papel
das olimpiadas de matematica é de fundamental importancia para o conhecimento de uma
matematica diferente. Talvez por isso, tenho esse gosto por temas olimpicos. Resolvi unir
esses dois assuntos que me marcaram para esta dissertagao, fazendo um parametro de

estudos com dois tipos de materiais abordando o mesmo assunto: Numeros primos.

O trabalho do professor nos dias atuais é, sem davidas, um desafio gigantesco,
quando voltamos as atengoes para o ensino de matematica, esse desafio se torna ainda
maior. Segundo Lima et al. (2007), sdo varios os motivos para o baixo rendimento no
ensino da matemaéatica. Ter alunos motivados, é fundamental para um bom processo
de ensino aprendizagem, devemos encontrar uma maneira para motivar nossos alunos,
consequentemente nos motivar-mos, o que nao é uma tarefa facil. E preciso planejar a
melhor estratégia para que se obtenha éxito em atrair o aluno para aprender, e continuar

aprendendo.

A palavra motivacio é, atualmente, uma das mais usadas pelos professores
e outros responsaveis pela educacdo, em particular a educagao formal, para
justificar quer o insucesso quer o sucesso dos alunos, em particular no ensino e

na aprendizagem da ciéncia escolar (RIBEIRO, 2011).

O modo como abordamos um contetido, a maneira como o apresentamos e o
desenvolvemos para a turma é de fundamental importancia para a efetiva participacao
dos alunos no processo de ensino-aprendizagem, tendo como fundamental a relacao inter-
pessoal entre professores e alunos, temos que uma boa conduta do professor unida com
uma atraente abordagem de um contetiddo bem curioso, obteremos a receita para um bom

resultado nesse processo. (BARIANI; PAVANI, 2008).
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Em busca dessa melhor estratégia, esse texto traz uma experiéncia feita com
alunos de 82 e 92 anos da Escola Municipal Manoel Bandeira de Moura, em Guaraciaba
do Norte - CE, que consiste em comparar dois materiais com abordagens diferentes do
mesmo assunto. A realizacdo de um experimento enriquece nossas informagoes e fortalece

nossos dados sobre uma pesquisa.

O uso de experimentos didaticos como prética educacional de forma tradicional
em laboratério ou de forma mais simples em sala de aula é sem divida uma

importante ferramenta no ensino (MORAES; JUNIOR, 2015).

Com efeito, a pratica do experimento nos permite acompanhar de perto e do-
cumentar com maior precisao os pontos cruciais de uma atividade da qual nos interessam
as consequéncias. Dando maior confiabilidade e credibilidade para resultados outrora su-
postos. No experimento que se encontra nesse trabalho, verificou-se o desempenho de um
grupo de estudantes, que foi dividido em duas turmas, em uma atividade educacional.
Esses alunos cursam os anos finais do Ensino Fundamental em uma escola no interior do

Ceara.

Seguindo a linha de pensamento de Botas e Moreira (2013), o material didatico
¢ uma ferramenta importantissima para uma boa execugao do plano de ensino. Dado que
ele vai nortear os passos do professor durante a aula, fica imprescindivel sua importancia.
Portanto, em linhas gerais, tivemos como objetivo analisar os resultados que essas duas
turmas apresentaram, apos terem sido submetidas a aulas de um mesmo contetido, porém
com materiais de apoio distintos. Afim de determinar para que situacao qual material é

o mais apropriado.
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2 Numeros Naturais

Os ntmeros naturais estao presentes no cotidiano da humanidade desde a pré-
histéria, segundo Ifrah (1989), nessa época ja se conseguia perceber uma correspondéncia
um a um, por exemplo, ja se concluia que quatro cadeiras nao eram suficientes para 5

pessoas.

Relacionar uma pedra, ou um né em uma corda, para cada ovelha que saia
para o pasto € um exemplo dessa relacao de correspondéncia um a um. Mal sabiam esses
pastores que com isso dariam inicio a aritmética que conhecemos hoje. Isso também deu

origem a palavra calculo. (FRAGA et al., 2013).

Cabe aqui o relato histérico dessa pratica.

Antigos pastores, para controlar seus rebanhos de ovelhas, os associavam a
pedras que guardavam em sacolas. Cada ovelha correspondia a uma pedrinha.
No inicio e final do dia, faziam as devidas correspondéncias. Se sobrasse pedra,
faltava ovelha. Como pedrinha em latim significa "Calculus’, dai vem a palavra

célculo (SOMATEMATICA, 2020).

Certa vez Leopold Kronecker (1823-1891) disse, "Deus fez os nimeros inteiros,
o resto € obra do homem'. Essa frase é muito famosa por representar a natureza dos
numeros inteiros, mais especificamente os naturais. Definimos como o conjunto dos

nimeros naturais, o conjunto N, tal que;

N ={0,1,2,3,...}.

2.1 Axiomas de Peano

De acordo com Lima (2004), todo o estudo sobre niimeros naturais pode ser
obtido a partir dos axiomas que serao citados a seguir. Esses postulados sao conhecidos
como axiomas de Peano por terem sido publicados pelo matemético italiano Giuseppe
Peano (1858 - 1932) por volta do ano de 1900. Para referéncias posteriores, definimos

como s(a) o sucessor do nimero natural a.
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A1: 0 (zero) é um nimero natural e ndo é sucessor de um nimero natural.

A2: todo nimero natural tem um tnico sucessor, que também é um nimero natural.
A3: se dois nimeros naturais tem o mesmo sucessor, entao eles sdo iguais entre si.

A4: (Azioma da Indugio) Se um subconjunto X dos niimeros naturais possui o elemento
zero e também o sucessor de todos os elementos de X, entao X é igual ao conjunto dos

nimeros naturais (GEQUELIM, 2012).

Teorema 2.1.1. (Principio de Indu¢io Matemdtica) Seja P(n) uma sentenga aberta sobre
o numero natural n. Se valem as duas condicoes:

(i) P(0) € verdadeira;

(73) Para todo n, se P(n) € verdadeira, entao P(s(n)) é verdadeira;

entao P(n) € verdadeira para todo n € N.

Demonstragio. Seja S = {n € N; P(n) é verdadeira} vamos mostrar que S = N. Da
hipétese (i) temos que 0 € S. Supondo que n € S, temos que P(n) é verdadeira. Por
(17), P(s(n)) é verdadeira logo s(n) € S. Assim, n € S implica s(n) € S e pelo axioma
A4 S =N. Logo, P(n) é verdadeira, para todo n € N. ]

2.2 Operacoes com Numeros Naturais

Por motivos de objetividade nao fizemos um estudo minucioso sobre as ope-
ragdoes com numeros naturais, para o leitor que quiser se aprofundar no assunto, deixo
como sugestao os livros Curso de Andlise Vol 1 (LIMA, 2004) e Elementos de Aritmética
(HEFEZ, 2006). Destacamos que Hefez define o 0 (zero) como natural enquanto que para

Lima os naturais comecam a partir do namero 1.

Operacao 1: Adicao
Para definirmos a adigao de dois ntimeros naturais comecamos definindo a
adicao de qualquer natural com 0 (z ero), a adicdo de qualquer natural com 1 (um) e a

adicao de um natural com o sucessor de outro natural.
i)a+0=a i) a+1=s(a) iti) a + s(b) = s(a +b).

(GEQUELIM, 2012).



2.2 Operagoes com Numeros Naturais 14

Comutatividade: Se a,b € N entao a+b =10+ a.

Associatividade: Se a,b,c € N entdo a + (b+c¢) = (a +b) +c.

Lei do corte: Se a,b,ce Nea+b=a+ centaob=c.
(LIMA, 2004)

Operagao 2: Multiplicagao
Andloga a adi¢ao temos a multiplicacao ou produto, ou seja, definimos
inicialmente o produto de qualquer niimero natural por 0, em seguida por 1 e finalmente

a multiplicagao de um natural por o sucessor de outro natural.

i)a-0=0 it)a-1=a iti)a-s(b)=a-b+a.

(GEQUELIM, 2012).

Comutatividade: Se a,b € Nentdaoa-b=1>5-a.

Associatividade: Se a,b,c € Nentdaoa-(b-¢) = (a-b)-c.

Lei do corte: Se a,b,c e Ncoma#0ea-b=a-centdaob=c.

(LIMA, 2004)

Operacao 3: Subtracao
Subtragao em aritmética é a operagao que tem por objetivo, dados dois niime-

ros, achar a quantidade pela qual um excede o outro; diminui¢do (Operagao inversa da

adicdo) (FERREIRA; ANJOS, 1988).

Relacao fundamental da subtracao: dados dois ntimeros naturais a e b com a < b,
sabemos que existe um terceiro niimero natural ¢ tal que, b = a 4+ ¢. Definimos dai o
numero b menos a por b — a, como sendo c. Logo: b—a = ¢. Concluimos a partir dai que
existe a relacao;

a—b=c&b+c=a.
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Operagao 4: Divisao
Divisdo em aritmética é a operagdo que consiste em descobrir quantas vezes

um numero estd contido em outro (FERREIRA, 2004).

Divisibilidade: dados a e b naturais com a # 0, dizemos que a divide b pela notacgao
a | b, quando existir um ¢ natural tal que b = a - ¢. Se isso ocorre entdao dizemos também

que a é um divisor de b, ou que b é divisivel por a ou ainda que b é um miltiplo de a

(DOMINGUES, 2009).

Algoritimo da divisao Euclidiana: sejam a, b naturais, e b nao nulo, ao efetuarmos a

divisao de a por b temos duas situacgoes possiveis.

12 CASO: b | a, ou seja, b é um divisor de a. O que implica que existe um ¢ € N

tal que a =10- c.

22 CASO: bt a, ou seja, existem ¢, 7 € N com r < b tais que a = b- g + r, onde ¢

e r sdo, respectivamente, o quociente e o resto da divisao (HEFEZ, 2006).
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3 Niumeros Primos

Ao estudarmos o conjunto dos niimeros naturais, encontramos um novo con-
junto contido nele que desempenha um papel fundamental na composicao de todos os
outros nimeros, muito peculiar e bastante excéntrico. Apresentamos o conjunto dos nu-
meros primos, o qual denotaremos algumas vezes neste trabalho por P. Definimos como
nimero primo qualquer nimero natural maior que 1 que s6 é divisivel por 1 e por si

mesimo.

Primus é uma palavra latina que significa "primeiro e tinico". Ela foi escolhida
para denominar o grupo dos nimeros naturais divisiveis apenas por dois nu-
meros naturais distintos: 1 e ele mesmo (JUNIOR; CASTRUCCI; GIOVANNI,
2018).

Exemplo 3.0.1. Veja que o numero 2 s6 ¢ divisivel por 1 e por 2, logo 2 ¢ um ntmero
primo, o mesmo acontece com o 3 que possui apenas o 1 e o 3 como seus divisores, ou
seja, o 3 também é primo. Ja o ntimero 4 além do 1 e do 4, também possui o 2 como
divisor, com isso concluimos que o 4 nao é primo. Todo niimero natural maior que 1 que

nao é primo, é dito niimero composto (HEFEZ, 2006).

Sao muitas as curiosidades envolvendo os nimeros primos, eles também sao
responsaveis por muitos problemas matematicos antigos ainda sem solucao. Por exemplo,
a conjectura de Goldbach, proposta pelo matematico prussiano Christian Goldbach que
diz que todo ntimero par pode ser escrito como a soma de dois niimeros primos, ainda é
uma incoégnita. Apesar de ja ter sido verificada para todos os nimeros pares até 4 - 107,

o teorema ainda nao foi efetivamente comprovado (RIBENBOIM, 2012).

Outro exemplo é a conjectura dos primos gémeos, que afirma que existem
infinitos pares de primos cuja a diferenca entre eles é igual a 2. O menor par de primos
gémeos é (3,5) enquanto que até o ano de 2009 o maior par de primos gémeos encontrado
era (65516468355 - 2333333 — 165516468355 - 2333333 1), cada nimero com 100355 digitos.
Essa conjectura também perdura até os dias atuais sem uma comprovagao (RIBENBOIM,

2012).
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3.1 Teorema Fundamental da Aritmética

Conforme dito, os nimeros primos sao fundamentais na composicao dos demais
numeros naturais. O Teorema Fundamental da Aritmética é uma prova disso, segundo
Marques (2013), este teorema nos permite adotar a ideia de que os niimeros primos estao

para os numeros naturais, assim como os atomos estao para os elementos quimicos.

Teorema 3.1.1. (Teorema Fundamental da Aritmética) Dado um natural n > 1,

existem primos p; < ... < p, € Qq, ..., a,., € N, univocamente determinados, tais que;
— Q1 o
n=mpy...pxr

Demonstracao. Segundo Hefez, a demonstragao desse teorema é composta fundamental-
mente de duas partes, uma delas é a prova de que todo natural maior que 1 pode ser escrito
como produto de nimeros primos, enquanto que a outra parte diz respeito a unicidade
dessa representacao, ou seja, todo natural maior que 1 possui uma unica decomposi-
¢do em fatores primos. Deixo como sugestao de leitura a seguinte pagina da internet:

http://clubes.obmep.orq.br/blog/teorema-fundamental-da-aritmetica. O

3.2 A Infinidade dos Primos

Uma pergunta que provavelmente vai surgir a quem esteja a estudar sobre os
nimeros primos é: "Quantos sdo os nimeros primos?". Segundo Ribenboim (2012) muitos
matematicos provaram que os nimeros primos sao infinitos, contudo, um deles foi o quem
ganhou mais fama por esse feito. Euclides demonstrou tal fato em um livro chamado "Os

elementos". Faremos uma demonstracao baseada no trabalho de Euclides.

Proposicao 3.2.1. Os numeros primos sao infinitos.

Demonstragdo. Suponha que os nimeros primos sejam finitos, entao, temos que o conjunto
P que possui todos os primos, é tal que P = {py, pa, p3, ..., pn} com n € N. A partir disso,
terifamos um nimero P € N tal que P = p; -pa-p3 - ...  pn. Note que P+ 1 nao é divisivel
por nenhum elemento de P, logo P + 1 s6 é divisivel por 1 e por P + 1, ou seja, pelo
teorema 3.1.1 P+1 é um nimero primo. Porém, como P+ 1 nao pertence a P concluimos

que P nao é finito, portanto os niimeros primos sao infinitos.
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4 Distribuicao dos Numeros Primos

J& sabemos que os niimeros primos sao infinitos, agora cabe a pergunta: "Po-
demos encontrar um sequéncia que nos dé todos os nimeros primos ordenadamente?". O
que estou perguntando é. "Sera se existe uma fungao que associe cada niimero natural a
um namero primo?". A resposta para essa pergunta, por enquanto, ainda é nao. Apesar
de grandes matematicos terem dedicado muitos anos a este tema, nao foi encontrada tal
funcao. Pela dificuldade do problema, e pela falta de novas descobertas, o foco se des-

viou para outro problema. A frequéncia com que os primos aparecem entre os naturais

(RIBENBOIM, 2012).

4.1 Crivo de Eratostenes

Eratostenes foi um matemético grego do século II a.C, muito conhecido por
ter calculado a circunferéncia da Terra com bastante precisdo para a época. Ele tam-

bém desenvolveu um método bem pratico para determinar niimeros primos até um certo

niumero n (NETO, 2012).

Vejamos como encontrar todos os primos menores que 60. Colocam-se todos
os numeros naturais de 2 a 60 numa tabela, a partir dai, encontramos os niimeros primos
menores, e eliminamos os seus multiplos. O 2 é primo, ai marcam-se todos os miltiplos de
2. Em seguida temos o 3, que é o préximo primo, entao marcam-se todos os multiplos de

3, e assim sucessivamente até que tenhamos descoberto todos os niimeros primos menores

que 60 (HEFEZ, 2006).
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Tabela 4.1: Crivo de Eratostenes
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Outra maneira de gerar nimeros primos e testar a primalidade parte da pro-

posicao abaixo.

Proposicao 4.1.1. Se um natural n > 1 nao € divisivel por nenhum nimero primo p tal

que p? < n, entdo ele é primo.

Demonstracao. Suponha que n nao seja divisivel por nenhum nimero primo p tal que
p? < n e que nao seja primo. Seja ¢ o menor nimero primo que divide n; entdo, n = qny,
com q < ny. Segue que ¢ < qn; = n. Logo n é divisivel por um niimero primo ¢ tal que

q*> < n, o que é um absurdo (HEFEZ, 2006). O

4.2 A Tabela PRIMOS

Os numeros primos e sua distribuicao sao assuntos muito interessantes e de
feitos impressionantes até entao, a espiral de Ulam por exemplo, surgiu quase que de
brincadeira, quando o matematico polonés Stasnilaw Marcin Ulam (1909 - 1984) em um
encontro cientifico, apds se entediar com uma apresentagao longa e cansativa, resolveu
escrever os inteiros positivos em uma espiral, como na figura 4.1.

37—36—35—34—33—32—11

| I
2 17—16—15—14—13 30

| I
39 18 5H— 4— 3 12 29

| I I I
4? 19 il:'r 1— 2 11 2I|3-
41 20 77— 8— 9—10 27

I I
42 2l—22=—23—24—=25—26

I
43 —44—45—46—47—48—49, ..

Figura 4.1: A espiral de Ulam
FONTE: (WKIPEDIA, 2020) !

Essa "brincadeira" posteriormente rendeu bons estudos sobre os niimeros primos, até a
relagdo com o polindémio de Euler, o qual citaremos posteriormente neste trabalho (FILHO,

2019).

De maneira parecida, a tabela PRIMOS surgiu a partir de a observacao de um
aluno. Essa tabela é composta de 6 colunas, uma para cada letra da palavra PRIMOS, e

tantas linhas quanto quisermos.
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Veja a tabela 4.2 (Tabela PRIMOS).

PIR[TI[M] O[S
1 [2]3]4 6
8 |9 10][11]]12
13][ 14| 15| 16 [ [17]] 18
19]]20 [ 21| 22][23]] 24
25 | 26 | 27| 28 |[29]] 30
131]132 /3334 35 | 36
137] 138 (39|40 |[41]] 42

Tabela 4.2: Tabela Primos

Nesse pequeno exemplo ja percebemos um curioso padrao. Os niimeros primos maiores que
3 estao sempre na coluna P ou na coluna O. Um fato interessante é que todos os niimeros
das colunas P e O sao da forma 6k + 1 e 6k + 5 para algum k € N respectivamente, o que

nos rende a seguinte proposicao.

Proposicao 4.2.1. Todo nimero primo maior que 5 € do tipo 6k + 1 ou 6k + 5.

Demonstracao. Todo niimero natural se escreve de uma das seguintes maneiras 6k, 6k+1,
6k + 2, 6k + 3, 6k + 4 ou 6k + 5. E claro que se esse niimero for primo, essas opcoes se
reduzem a 6k + 1 e 6k + 5 caso contrario o nimero seria par (6k, 6k + 2 ou 6k + 4) ou
multiplo de 3 (6k + 3). Com isso concluimos que todo ntimero primo maior que 5 é do

tipo 6k + 1 ou 6k + 5. H
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5 Formulas Geradoras

Como vimos anteriormente neste trabalho, ainda nao existe uma féormula que
dé o enésimo niimero primo, porém existem diversos polindomios que geram alguns niimeros

primos, alguns exemplos estao na figura 5.1.

Polinémio
n* — 97n3 + 3294n? — 45458n + 213589
n® — 99n* + 3588n — 56822n? + 348272n — 286397
—66n> + 3845n% — 60897n + 251831
36n2? — 810n + 2753
3n® — 183n% + 3318n — 18757
47n? — 1701n + 10181
103n? — 4707n + 50383
n? —n +41
42n3 + 270n% — 26436n + 250703
43n% — 537n + 2971
8n? — 488n + 7243
6n? — 342n + 4903
2n% 4+ 29
n? —n +41
n? — 371n + 4871
n* +29n? + 101
3n? +39n + 37
n?+n+17
4n? + 4n + 59
2n? + 11
nd +n? 417

Tabela 5.1: Alguns Polinomios Geradores de Primos
FONTE: (FORNARI; ORIHUELA, )

Essas func¢oes que relacionam niimero naturais com niimeros primos sao defini-
dos como féormulas geradoras, muitos matematicos criaram ou descobriram polinémios
que geram numeros primos a partir de nimeros naturais. Citamos a seguir os mais famo-

SOS.
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5.1 Os Primos de Fermat

Pierre de Fermat (1607 - 1665) desenvolveu a férmula F, = 22" 41 e conjectu-
rou que todo nimero dessa forma era primo, baseado no fato de que Fy, F,, F5 e F} sao
respectivamente, 5, 17, 257 e 65537, todos primos. Posteriormente, mais precisamente em

1732, Leonhard Euler (1707 - 1783) mostrou que F5 nao era primo. De fato;
Fy =22 41 = 4294967297 = 641 - 6700417

Derrubando assim a afirmativa de Fermat. Até hoje nao se sabe se os primos de Fermat

sao infinitos, ou seja, se existe F,, primo para n > 5 (HEFEZ, 2006).

5.2 Os Primos de Mersenne

Marin Mersenne (1588 - 1648) criou uma das férmulas geradoras de primos

mais famosas da historia da matematica. Os primos da forma;
M, =2"—1,

sendo p primo, sao conhecidos como Primos de Mersenne. A tabela a seguir mostra os

primos de Mersenne com 2 < p < 20.

p Mp

2 22—-1=3

3 25 —-1="7

5 2°—1=31
7 27 —1=127
13| 28 —1=28191
19 | 28 — 1 = 524287

Tabela 5.2:

Segundo Magossi, até o ano de 2018 o maior primo de Mersenne conhecido era 0 Mgosg9933,
o qual tem 24 862 048 digitos. Vale lembrar que os niimeros de Merssene sao todos os
numeros inteiros do tipo 2" — 1, onde n é um niimero natural, se um niimero de Merssene

é primo, entao ele é dito primo de Merssene.
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5.3 O Polindomio de Euler

Leonhard Euler (1707 - 1783) em uma de suas grandes contribuigoes para a
matematica deu um exemplo de funcao geradora de primos, que ainda hoje é o polindomio
que gera mais primos em sequéncia. O polinémio P(n) = n? — n + 41 (Polindmio de

Euler), gera um primo para cada natural 0 < n < 40.

n O(1 ]2 13|45 |6|7]|8]..] 40
P(n) | 41|41 | 43 |47 |53 |61 | 71 | 83|97 | ... | 1601
Tabela 5.3:

Para n > 40, o polindémio gera alguns compostos (MAGOSSI, 2019).

Comecando a espiral de Ulam com o nimero 41 vemos os primos encontrados

pelo polinémio de Euler alinhados, veja na figura 5.1

77—76—75—-74—-73—-72—
78 57—56—55—54—

?Ell 6?
X ¢
81 —48—49—-50 67

I
—62—63—64—65—66
—84—-85—86—87/—88—-89...

Figura 5.1: A espiral de Ulam iniciada por 41
FONTE: (TODAAMATEMATICA.COM, 2020)

Esse resultado era, de certa forma, inesperado pois nao sabemos ainda se os
primos obedecem ou nio um padrio de distribuicio. E importante ressaltar que em 1743,
Chistian Goldbach (1690 - 1764) provou, em uma carta a Euler, que ndo existe um

polinémio de coeficientes inteiros que sempre forneca niimeros primos.
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Teorema 5.3.1. Todo polinomio com coeficientes inteiros assume uma infinidade de nai-

meros CO?TLpOStOS.

Demonstragao. Considere inicialmente o caso de grau 2. Suponha que exista um polino-
mio P tal que P(n) = an®+bn+c; a,b, c € Z de modo que P(n) seja primo para qualquer

n € N. Dai terfamos P(1) = a 4+ b+ ¢ = r primo, e também, para todo t € N terfamos;

P(l+tr) = a(l+tr)* +b(1+tr)+c

)

= P(L+tr) = a+b+c+2atr+ (tr)* + b(tr)
= P(1+tr) = r+2atr+ (tr)* +b(tr)

= P(1+tr) = r(1+42at+t*r +bt)

=r | P(l+tr).

O caso geral é totalmente andlogo (FILHO, 2019). m
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6 Aplicacoes Olimpicas

De acordo com Maciel-CMPA e Basso-UFRGS (2009), as competi¢oes mate-
maticas sao organizadas ha muito tempo, ja no século XVI, eram famosos os desafios
nos quais importantes matematicos empenhavam sua reputacao, razoaveis quantias em

dinheiro e, até mesmo, suas catedras em importantes universidades italianas.

Um matematico, cuja notoriedade do saber permitia que detivesse uma catedra
numa universidade, tinha reconhecimento piiblico, prestigio e, principalmente,
uma condicdo econdmica privilegiada. Essa situacdo confortavel despertava o
interesse de outros matemaéticos mais jovens e menos conhecidos, que também
buscavam a notoriedade, procurando vencer desafios ptblicos contra matema-

ticos respeitados e experientes (MACIEL-CMPA; BASSO-UFRGS, 2009).

Neste capitulo mostraremos como os niimeros primos sao abordados nas duas olimpiadas
de matemédtica mais abrangentes do pais, a OBMEP (Olimpiada Brasileira de Matematica
das Escolas Publicas), administrada pela SBM, e o Canguru de Matematica Brasil, pro-
movido pela AKSF (Association Kangourou sans Frontieres). Veremos alguns exemplos

de problemas e suas respectivas solugoes.

6.1 OBMEP

Famosa por ser a maior olimpiada de matematica do Brasil, a OBMEP, desde
2005, vem fazendo parte da vida de muitos estudantes no pais, transformando o mundo

de milhares de jovens com o poder da matematica (OBMEP, 2020).

A OBMEP foi inspirada nos moldes do projeto NUMERATIZAR, do estado do
Ceara. Tal projeto apresentou sua primeira edigdo em 2003 sob a coordenagao
da Universidade Federal do Ceard, tendo o formato muito similar ao de uma
olimpiada e possuindo proposituras a nivel regional muito assemelhadas com
as da OBMEP a nivel nacional: o aprimoramento do ensino nas institui¢oes
publicas, a descoberta de novos talentos e o incentivo para o estudo da disciplina

de Matematica (SILVA, 2017).
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Promovida pelo Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada (IMPA)
em parceria com a Sociedade Brasileira de Matematica (SBM) e com o apoio do Governo
Federal, a OBMEP ¢ voltado para alunos do 6° ao 9° ano do Ensino Fundamental e
aos alunos do Ensino Médio, de escolas publicas municipais, estaduais e federais, e Esco-

las Privadas, o programa também abrange professores, escolas e secretarias de educacao

(SILVA, 2018).

No Piaui a OBMEP é bastante influente, e todos anos registra muitos me-
dalhistas nessa competigdo. Segundo Silva (2018), apesar do percentual de municipios
medalhistas ser baixo, muitos sao os jovens piauienses que conquistaram medalhas na
OBMEP, o maior destaque sem duvidas é o municipio de Cocal dos Alves que fica a cerca
de 220 km de Teresina. Mesmo sendo uma cidade pequena, com aproximadamente 6000
habitantes, Cocal dos Alves até o ano de 2016 conquistou metade de todas as medalhas

de ouro do Piaui.

Vejamos alguns exemplos de problemas no perfil da OBMEP.

PROBLEMA: (Banco de questoes da OBMEP - 2010) Quais sdo os ndimeros

cujos triplos somados com 1 ddao um nimero primo entre 70 e 1107

Solugao: Os primos entre 70 e 110 sao {71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109};

Subtraindo 1 de cada um desses niimeros temos;

70,72, 78,82, 88,96, 100, 102, 106, 108

Desta lista os multiplos de 3 sao;

72,78,96, 102, 108

Portanto os niimeros sao;

72+3=24,7T8+3=26,96+3=32,102+3 =234 ¢ 108 + 3 = 36.
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PROBLEMA: (Banco de questoes da OBMEP - 2015) Sejam p,q e r niimeros
primos maiores que 3. Sabe-se que p + ¢ + r também é primo. Mostre que p+ ¢, p+r ou

q + r ¢ um multiplo de 6.

Solugao: Primeiramente vejamos que, se um numero primo p é maior que 3, entao
ele é deixa resto 1 ou 5 na divisdo por 6. Segue dai que, p,q e r também deixam resto
1 ou 5 na divisao por 6. Perceba que esses ntimeros nao deixam, simultaneamente, o
mesmo resto na divisao por 6, caso contrario, p+ ¢+ r seria um multiplo de 3. Logo, dois
dos nimeros p, g ou r deixam um par de restos {1,5}, que quando somados formam um

nimero multiplo de 6.

6.2 Canguru de Matematica Brasil

Segundo Lins (2016), Em 1991, os professores André Deledicq e Jean Pierre
Boudine, inspirados pela Competicao Australiana de Matematica, comecaram um con-

curso semelhante na Franca, chamado Canguru Matematico.

Em junho de 1994, no Conselho Europeu em Estraburgo na Franca, os repre-
sentantes de 10 paises fundaram a Associagao Canguru sem Fronteiras, sigla em inglés
AKSF que regulamenta a competicao até os dias atuais, com a participacao de mais de

52 paises.

PROBLEMA: (Canguru Brasil 2014 - Nivel J) Num dado diferente, os niimeros

em algumas faces podem ser vistos na figura.

r;rf"‘|
|

3 14

Figura 6.1:
FONTE: (CANGURUMATEMATICO, 2020)

Os numeros das faces nao visiveis sao todos primos. Sabendo que as somas
dos nimeros em faces opostas sao iguais, qual é o nimero da face oposta a face com o

numero 147
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Solucao: Temos 35+ = 14 4+ y = 18 + z, sendo z,y, z primos. Apenas 2 e —2 sao
primos pares e nenhum deles poderia se opor a 14 ou 18, pois a soma dos nimeros nas
faces opostas seria menor do que 35. Portanto, os primos opostos as faces 14 e 18 sao
ambos fmpares, logo o nimero oposto a face 35 tem forcosamente que ser par, ja que as
somas nas faces consideradas anteriormente sao impares. Esse niimero nao pode ser —2,
pois 35 + (—2) = 33, o que forcaria a face oposta a 18 ter nimero 15, que ndo é primo.

Mas se x = 2, entao y = 23 e z = 19. Logo, o nimero oposto ao niimero 14 ¢ 23.

PROBLEMA: (Canguru Brasil 2016 - Nivel J) No planeta dos cangurus cada més
tem 40 dias, numerados de 1 a 40. Todo dia cujo nimero é divisivel por 6 é feriado e todo
dia cujo ntimero é primo também ¢ feriado. Quantas vezes por més um dia de trabalho

cal entre dois feriados consecutivos?

Solugao: Feriados multiplos de seis: {6, 12, 18, 24, 30, 36}, feriados primos: {2, 3, 5, 7,
11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37}. Vejamos os casos em que ha somente um nimero entre
dois primos da sequéncia acima: 4 entre 3 e 5; 6 entre 5 e 7; 12 entre 13 e 17; 18 entre 17
e 19; 30 entre 29 e 31. Com excecao do primeiro caso, todos sao multiplos de 6, logo sao

feriados. Portanto, o nimero de dias de trabalho entre dois feriados consecutivo é um.
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7 Pesquisa de Campo

7.1 Metodologia

O experimento foi constituido de trés etapas. Na primeira etapa, criou-se um
grupo de alunos de 8° e 9° anos do ensino fundamental, o qual chamamos de Turma 1,
que tiveram uma aula expositiva sobre ntimeros primos como o livro didatico adotado
pela secretaria de educagdo do municipio. Em seguida, foi realizado um teste que era

composto tanto de questoes do proprio livro como de questoes olimpicas.

Na segunda etapa, foi criado um outro grupo de alunos também de 8° e 9°
anos do ensino fundamental, ao qual foi chamado de Turma 2, que tiveram também uma
aula expositiva sobre niimeros primos, porém com um material especifico de treinamento
olimpico, adquirido no site do POTI (Polo Olimpico de Treinamento Intensivo). Em

seguida, esse grupo se submeteu ao mesmo teste.

Por fim, foi feita uma Avaliacao geral dos resultados dos testes afim de se tirar
as mais prudentes conclusoes sobre o experimento. Segundo Luckesi (2014), existe uma
diferenca entre examinar e avaliar o processo de aprendizagem. Partindo disso, tivemos
como objetivo no processo avaliativo, nao apenas o resultado do teste, mas sim todo o

andamento do experimento, nos mais diversos aspectos como participagao por exemplo.

7.2 Campo da Pesquisa

Devido a pandemia de "Covid-19", o passo a passo desta pesquisa se deu de
forma remota, com respeito as normas de distanciamento e isolamento social. Recursos
tecnoldgicos como, a plataforma "Google Hangouts Meet", para ministrar aulas, e o "Go-
ogle Forms", para aplicacao dos testes auxiliaram no desenvolvimento da pesquisa, dando
espago para uma nova perspectiva de interagao educacional. Segundo Santos (2006), a
avaliacao no sistema de ensino digital tem muitas vantagens baseadas na autonomia do
estudante, como por exemplo, autodidaxia, pesquisa e autoria, que sao competéncias cru-

ciais na formacao critica do individuo, o que viabilizou a execuc¢ao do nosso experimento.
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O "Google Hangouts'é uma plataforma de comunicagao, desenvolvida pela Go-
ogle, que inclui mensagens instantaneas, chat de video, SMS e VOIP. Foi lancada em 15 de
maio de 2013, durante a conferéncia de desenvolvedores Google. Ja os "Formularios Goo-
gle"é um aplicativo de administragao de pesquisa que esta incluido no Google Drive suite
de escritério junto com o Google Docs , as Planilhas Google e Apresentagoes do Google.
O Google Forms apresenta todas as funcionalidades de colaboragao e compartilhamento

encontrados em documentos, planilhas e slides (GOOGLE, 2020).

Todos os estudantes que participaram da pesquisa sdo alunos da Escola MA-
NOEL BANDEIRA DE MOURA, localizada no distrito de Matinslandia, em Guaraciaba
do Norte/CE - CEP: 62380-000. Contato: (88) 3652 - 8001 - e-mail: escolambm@gmail.com.
INEP: 23010142, CNPJ: 01.950.630/0001-90 (SEDUC.CE, 2020). A escola da rede mu-
nicipal, conta com a infraestrutura de 9 salas de aula, 1 sala de professores, 1 sala de
diretoria, 1 biblioteca, 2 banheiros para professores, 2 banheiros para alunos, laboratérios
de informatica, de ciéncias e de matematica. A referida escola conta também com acesso

a internet (ESCOL.AS, 2020).

Fundada ja em 2020, a MBM, como é carinhosamente chamada por seus pro-
fessores e funcionarios, oferece ensino de qualidade desde o Infantil até os anos finais do
ensino Fundamental, distribuidos em 2 turnos de 4 horas cada. Sob a direcdo de Maria
Dalva Bezerra, a escola conta com 41 (quarenta e um) funcionarios dentre corpo docente
e funciondrios em geral. O alunato é composto de 400 (quatrocentos) alunos, sendo 35
(trinta e cinco) da educacao infantil, e 315 (trezentos e quinze) do ensino fundamenta I e

11 (CENSO, 2020).

7.3 Aula Turma 1

A Turma 1 foi composta por 16 alunos escolhidos aleatoriamente, sendo 5
meninos e 11 meninas na faixa etaria de 12 a 14 anos de idade. A aula teve duracao
total de 50 minutos, sendo 30 minutos para apresentacao do contetido, 15 minutos para
exemplos e atividades e 5 minutos para possiveis perguntas finais. A aula apresentou boa
desenvoltura, sem grandes problemas para a execucao do planejamento previsto e sem
nenhum problema de conexao com a internet. Em boa parte da exposicao do contetido os

alunos se mostraram bastante atenciosos e participativos.
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7.3.1 Material de Apoio

Para a aula na Turma 1 foi utilizado "power point'com imagens retiradas do

livrto "A Congquista da Matemdtica - 6° ano". Observe a figura 7.1.

Dados Internacionais de Catalogacio na Publicacio (CIP)
(Cimara Brasileira do Livro, 5P, Brasil)

Giovanni Janior, José Ruy

A conguista da matemdtica : 6 ano : ensino
fundamental : anos finais / José Ruy Giovanni ldnior,
Benedicto Castrucci. — 4, ed. — 3o Paulo : FTD,
2018,

“Componente curricular: Matematica.”
ISBN 978-85-96-01913-2 (aluno)
ISEN 978-85-96-01914-9 (professor)

1. Matematica (Ensino fundamental) |. Castrucci,
Benedicto. II. Titulo

18-20686 CDD-372.7

indices para catilogo sistematico:
1. Matematica : Ensino fundamental 372.7
Cibele Maria Dias - Bibliotecdna = CRB-8/9427

) Figura 7.1:
FONTE: (JUNIOR; CASTRUCCI; GIOVANNTI, 2018)

Deste livro também foram extraidos algumas questoes utilizadas para o teste.

7.3.2 Conteudo

Listamos aqui os conteiidos abordados pelo livro citado no material de apoio

referente a aula da Turma 1.

1. Definicao de ntimero primo: o livro usa como exemplo os ntimeros de
0 a 9 e seus respectivos divisores, mostrando que alguns desses nimeros possuem apenas

dois divisores, definido-os como primos.

2. Como reconhecer um ntiimero primo: Aqui o livro o seguinte processo

para descobrir se um nimero é primo ou nao.

e Dividimos o niimero dado pelos ntimeros primos menores que ele, até obter um

quociente menor ou igual ao divisor.
e Se nenhuma das divisoes efetuadas for exata, o nimero sera primo.

o Se qualquer uma das divisoes for exata, o nimero sera primo.
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Exemplo 7.3.1. Vejamos se o nimero 173 é primo a partir do processo citado.

Aplicando os critérios de divisibilidade, 173 nao é divisivel por 2, nem por 3, nem por 5.
Prosseguindo as divisdes:

173 | 7 173 |1 1 173 | 13
33| 24 63 | 15 43 |13
o5 8 4

# gquociente igual
ao divisor

O ndmero 173 é primo.
) Figura 7.2:
FONTE: (JUNIOR; CASTRUCCI; GIOVANNI, 2018)

3. Decomposicao em Fatores Primos: nesse topico o livro mostra com
alguns exemplos particulares que, todo niimero ou é primo, ou se escreve como produtos

de primos.

Exemplo 7.3.2. Veja a figura 7.3

4 6 10
fﬂ /\ /\
\ FY Y A
FoN by b
2.%.2 2 X3 2xX5
4=2x2 6=2x3 M=2x%x5
[—— |
A Y
produto de produto de produto de
fatores primos fatores primos fatores primos
Figura 7.3:

FONTE: (JUNIOR; CASTRUCCI; GIOVANNI, 2018)

7.4 Aula Turma 2

A Turma 2 foi composta por 16 alunos escolhidos de forma aleatéria, sendo
4 meninos e 12 meninas na faixa etaria de 12 a 14 anos de idade. Assim como a aula
na Turma 1 a duracgao total foi de 50 minutos, sendo 30 minutos para apresentacao do
contetido, 15 minutos para exemplos e atividades e 5 minutos para possiveis perguntas

finais.
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A segunda aula, assim como a primeira também foi de excelente desenvoltura e
perfeita execucao do planejamento previsto e eximia transmissao virtual. A segunda turma
também se mostrou bastante atenciosa e participativa, fazendo perguntas pertinentes e

emitindo a sensacao de entendimento.

7.4.1 Material de Apoio

Para a aula na Turma 2 foi utilizado um "power point'com imagens retira-
das do material diddtico extraido do Polo Olimpico de Treinamento Intensivo (POTI).

Mais precisamente, a aula 4 do Curso de Teoria dos Ntumeros, professor Samuel Feitosa

(PINHEIRO et al., 2012). Disponivel no link https://poti.impa.br/uploads/material. pdf.

A partir deste material foram pontuados os contetidos para planejamento da
aula da Turma 2, e selecionadas as questoes para compor o teste que sera aplicado as
duas turmas. Segundo Rehfeldt e Quartieri (2004), para o ensino da matemaética, basta

a ideia de fazer ou experienciar para aprender.

7.4.2 Conteudo

1. Definicao de niimero primo: a definicdo apresentada por Pinheiro et
al. (2012) é bem direta e usa dos termos mais técnicos e formais da escrita matemética.
Observe a figura 7.4.

Definicdo 1. Um intetro p > 1 € chamado nimero primo se ndo poessui wm divisor d

satisfozendo 1 < d < p. Se wm inteiro a > 1 nde € primo, ele ¢ chamado de nibmero
comiposto. Um inteiro m € chamado de composto se |m| ndo € primo.

Figura 7.4:
FONTE: (PINHEIRO et al., 2012)

2. Aplicagao de Teoremas: aqui o autor aplica o teorema que diz que todo
numero maior que 1 pode ser escrito como produto de fatores primos e o teorema de Eucli-
des, que diz que os primos sao infinitos, sempre usando os termos mais técnicos da escrita
matemdtica. O que podemos notar também nesse material, é que os teoremas sempre
apresentam suas respectivas demostragoes. Segundo Nobre (2019), as demonstragoes tém
um papel importante no ensino da matematica, pois essa nao deve ser apenas aceita, mas

sim compreendida.



7.5 O Teste 34

Porém, vale a ressalva de Lima et al. (2007), quando ele diz que nem toda
demostragao é apropriada para o melhor aproveitamento do ensino. Ou seja, algumas
demonstragoes podem ser usadas como atrativo para o contetido, enquanto outras podem

ser desprezadas dependendo da sua complexidade e profundidade.

3. Aplicagcao de Exemplos: o material é repleto de exemplos de problemas
e suas respectivas solugoes, de certa forma, usando a repeticdo como base para a fixagao

e o aprendizado. Veja a figura 7.5.

Exemplo 17. Dados que p,p+ 10 e p + 14 sdo mimeros primos, encontre p.

Vamos analisar os possiveis restos na divisao por 3 de p. Se p deixa resto 1, entao p + 14
€ um miltiplo de 3 maior que 3 e consequentemente niao poderd ser um nimero primo. Se
o resto é 2, entao p + 10 é um miltiplo de 3 maior que 3 e também nao podera ser um
nimero primo. Assim, o resto de p por 3 é 0 e consequentemente p = 3.

Figura 7.5:
FONTE: (PINHEIRO et al., 2012)

7.5 O Teste

O uso de testes como ferramenta para medir o aprendizado é, reconhecida-

mente, um assunto bastante controverso, que divide opinioes de varios autores.

A aplicacao de testes em avaliagao de ensino no Brasil, constituem uma faceta
particular da questdo da avaliacdo educacional. A experiéncia brasileira com
avaliacao educacional, como um todo, é bem mais ampla e diversificada do que

a experiéncia com testes educacionais (GATTI, 2013).

Entretanto, segundo Guzmén (2004), a teoria classica dos testes, é uma das ferramentas
mais apropriadas para se obter resultados mais precisos em um menor espago de tempo,
e obviamente é o melhor método para se avaliar a absor¢ao de um contetido, se tornando

assim, a melhor op¢ao para este experimento.

Essa avaliagao foi disponibilizado na plataforma "Google Forms"para que todos
os alunos tivessem acesso remoto. Os alunos acessaram o teste a partir de seus telefones
celulares de modo simples e pratico, as respostas dos estudantes ficaram registradas em

uma planilha para posterior acesso e anélise dos resultados.
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O teste é composto de 8 questdes, sendo 2 (duas) elaboradas pelo préprio
autor, 3 (trés) retiradas do livro (JUNIOR; CASTRUCCI; GIOVANNI, 2018) e 3 (trés)
do material do POTI (MOREIRA; ABREU; SALDANHA, 2012). A cada resposta sera
atribuida a sentenca de certa ou errada, donde apos seré feita a contagem geral dos acertos,
e a analise particular dos resultados de cada questao. A pesquisa também apresenta um
pequeno questiondrio no inicial com 5 (cinco) itens, abordando tépicos como por exemplo:
o nome, idade, sexo e série de cada estudante. Esse questionario traz também um termo
de responsabilidade do participante, em que o aluno diz estar ciente que é parte integrante

do experimento por livre e espontanea vontade.

Em respeito ao Artigo 247 da Lei n® 8.069 de 13 de Julho de 1990 do Esta-
tuto da Crianga e do Adolescente (ECA), os participantes deste experimento terdo suas

identidades preservadas, sendo porém associados aos seguintes pseudonimos; os alunos da

Turma 1 por {171,271, ...,16T1} e os alunos da Turma 2 por {172,272, ..., 1672}.

Art. 247. Divulgar, total ou parcialmente, sem autorizagao devida, por qual-
quer meio de comunicagao, nome, ato ou documento de procedimento policial,
administrativo ou judicial relativo a crianca ou adolescente a que se atribua

ato infracional (FEDERAL, 1990).
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8 Resultados

Um dos mais complexos temas no ambito educacional, sem dividas é o conceito
de avaliacao. Definir a melhor proposta avaliativa nao é nada simples, todavia, esse mesmo
assunto ¢ tido como indispensavel no processo educacional. Veja o que diz Pavanello e

Nogueira (2006).

Se hd um ponto de convergéncia nos estudos sobre a avaliacdo escolar é o de
que ela é essencial a pratica educativa e indissociavel desta, uma vez que é por
meio dela que o professor pode acompanhar se o progresso de seus alunos esta
ocorrendo de acordo com suas expectativas ou se hd necessidade de repensar

sua acdo pedagégica (PAVANELLO; NOGUEIRA, 2006).

Partindo dessa premissa, apresentamos a seguir, os resultados adquiridos no
questionario e no teste, afim fazer uma avaliacao pertinente a situacao. Demos énfase
aos comentarios e respostas de maior destaque em cada tépico, tal como uma abordagem

geral dos resultados de cada questionamento.

8.1 O Questionario Inicial

Como ja foi dito, os alunos responderam a um questionario antes do teste.
Esse questionario teve por finalidade obter um perfil social dos participantes. O objetivo

foi caracterizar os estudantes antes de ver suas respectivas respostas para o teste.

Segue uma andlise feita pelo autor das respostas obtidas neste questionario.

Item 1: NOME COMPLETO. O item 1 questionava o nome do participante, e como

ja citado, preservaremos suas identidades. Seguimos para os demais itens.

Item 2: QUAL SUA IDADE?. O gréafico a seguir mostra um panorama completo das

respostas dadas para este item.
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QUAL SUA IDADE?

32 respostas

20

17 (53,1%)

15

10 11 (34,4%)

1(3,1%) 1(3,1%)

13 14 14. 14 15 16

Figura 8.1: IDADES
FONTE: Construido pelo autor

Podemos perceber pelo grafico que a grande maioria da clientela presente neste

estudo tem entre 13 e 14 anos de idade. Nos dando uma ideia da maturidade e do grau

de discernimento desses jovens.

Item 3: SEXO. Para se ter uma noc¢ao do perfil da turma, também foi questionado o

sexo dos participantes. Veja a figura 8.2.

SEXO

32 respostas

@ MASCULINO
@ FEMININO

Figura 8.2: SEXO
FONTE: Construido pelo autor

Em valores absolutos, participaram do experimento 23 meninas e 9 meninos,
nos permitindo saber que a ampla maioria da clientela integrante é formada por jovens

do sexo feminino.
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Item 4: QUAL SERIE VOCE CURSA?. O grafico da figura 8.3 mostra em valores rela-

tivos as respostas obtidas para esse questionamento.
QUAL SERIE VOCE CURSA?
32 respostas

@ 5° ANO
@ 9° ANO

Figura 8.3: SERIE
FONTE: Construido pelo autor

Podemos perceber um certo equilibrio nesse quesito. Em ntimeros absolutos

temos 17 alunos do 9° ano e 15 alunos do &2 ano.

Item 5: QUAL TURMA VOCE SE ENCONTRA?. Os alunos integrantes do experimento

foram divididos em 2 grupos. O grafico da figura 8.4 mostra a propor¢ao em que eles foram

divididos..
QUAL TURMA VOCE SE ENCONTRA?
32 respostas

® TURMA 1
® TURMA 2

Figura 8.4: TURMA
FONTE: Construido pelo autor

Vemos claramente que eles foram divididos em dois grupos de iguais quanti-

dades de alunos. 16 membros em cada turma.
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Apbs responderem estes 5 itens do questionario, obtemos informagoes para

montar a tabela da figura 8.5.

80 ANO 90 ANO
MENINOS MENINAS MENINOS MENINAS
Turma 1 2 5] 3 5
Turma 2 1 7 3 5

Figura 8.5: Organograma das Turmas
FONTE: Construido pelo autor

Antes de iniciar o teste os alunos ainda responderam a um questionamento no
qual deixava claro que integravam um experimento, e que sua participacao era inteira-

mente opcional. Segue na figura 8.6 os resultados.

Este teste faz parte dos requisitos para obtengao do titulo de mestre em Ensino de
Matematica pela Universidade Federal do Piaui (UFPI), de autoria do professor FRANCISCO
BERGSON ARAUJO GOMES, e aborda o ensino de numeros primos e suas aplicagoes. Ciente
disso, vocé aceita participar da pesquisa?

32 respostas

@ Sim aceito.
@ MNEo, ndo aceito.

Figura 8.6: TERMO DE PARTICIPACAO
FONTE: Construido pelo autor

Como apresentado no grafico da figura 8.6, a adesao foi total por parte dos

alunos. Todos se mostraram interessados em participar da pesquisa.
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8.2 As respostas obtidas no teste

Agora sera dado inicio a analise das respostas dos alunos participantes as
questoes do teste, ou seja, as questoes que envolvem o contetido sobre nimeros primos

propriamente ditos.

8.2.1 A QUESTAO 1

A primeira questao trazia o seguinte problema: "Defina o que é um ntimero
primo.". Apesar de apresentar os mais variados tipos de resposta. A grande maioria dos

estudantes acertou esse questionamento.

Destaque para as solucoes do aluno 5T'1: "Um numero primo € um nimero que
tem apenas 2 divisores o 1 e ele mesmo." e do aluno 14T2: "Um numero que é dividido

apenas por um e por eles mesmo ou seja um numero que tem apenas 2 divisores."

8.2.2 A QUESTAO 2

No segundo problema a indagacao era a seguinte: Explique por que o 51
nao é um niamero primo. E novamente grande parte dos alunos das duas turmas

responderam de forma correta a questao.

O destaque agora é para os alunos 6T1 e 13T2, que responderam respectiva-
mente; "Por que ele e divisivel por 1,3,17 e 51, entdo ndo é primo." e "Pois tem mais de

dois divisores, sendo eles 1,3,17 e o proprio 51."

Vale a ressalva de que nos dois problemas anteriores, a Turma 2 obteve maior
desempenho em suas respostas, com mais solugoes aceitaveis que a Turma 1. Apesar de a
Turma 1 apresentar varias respostas corretas para os problemas, certificamos que a Turma

2 argumentou melhor na maior parte das solugoes.

8.2.3 A QUESTAO 3

Quantos sao os niimeros primos menores que 507 Isso era o que ques-

tionava esse problema. Para esse topico apresentaremos as respostas por turma.
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8.2.3.1 Respostas da Turma 1

QUESTAO 3: (JUNIOR; CASTRUCCI; GIOVANNI, 2018) Quantos sdo os nimeros primos menores que 507

RESPOSTAS TURMA 1

7

6

&
3
1 1 I 1 1 1 1
0 . . . . . .
1 5 14 15 16 25 a7 a9

RESPOSTAS

FREQUENCIA
=] w £ 0]

[

Figura 8.7: Respostas da Turma 1 para a Questao 3
FONTE: Construido pelo autor

A resposta para esse problema é 15. Podemos perceber que a maioria dos
alunos da Turma 1 errou essa questao. Enquanto que apenas 3 alunos resolveram corre-

tamente esse problema, 12 erraram e 1 nao respondeu.

8.2.3.2 Respostas da Turma 2

[
-

12

= =
= =}

o

FREQUENCIA

0 ] I
2 14 15 5
RESPOSTAS

Figura 8.8: Respostas da Turma 2 para a Questao 3
FONTE: Construido pelo autor

Percebemos pelo grafico da figura 8.8 que a Turma 2 teve um aproveitamento
muito superior ao da Turma 1 nesse quesito, mostrando um 6timo entendimento do pro-

blema.
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8.2.4 A QUESTAO 4

O problema 4 perguntava o seguinte: "Qual é a forma fatorada completa

do nimero natural 10007". Vejamos os resultados deste item por turma.

8.2.4.1 Respostas da Turma 1

QUESTAO 4: (JUNIOR; CASTRUCCI; GIOVANNI, 2018) Qual & a forma fatorada completa do numero natural 10007

RESPOSTAS TURMA 1

VALORES ABSOLUTOS

m23x 5
22x3x5
m23x3x5x7

m5ix11

Figura 8.9: Respostas da Turma 1 para a Questao 4
FONTE: Construido pelo autor

O grafico da figura 8.9 mostra que a grande maioria dos alunos da Turma
1 acertou esse item, transparecendo que a turma nao teve grandes dificuldades nesse
problema. Concluimos, entao, que o assunto abordado na questao foi bem absorvido
pelos participantes. Dado que a resposta correta é a alternativa que apresenta 23 x 53,
temos que os 12 alunos que solucionaram corretamente a questdo representam 75% da

turma. Comprovando o bom resultado nesse problema.
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8.2.4.2 Respostas da Turma 2

QUESTAO 4: (JUNIOR; CASTRUCCI; GIOVANNI, 2018) Qual ¢ a forma fatorada completa do nimero natural 1000?

RESPOSTAS TURMA 2

VALORES ABSOLUTOS

m2¥x5?
P x3x5
m2x3x5x7

m5ix11

Figura 8.10: Respostas da Turma 2 para a Questao 4
FONTE: Construido pelo autor

Percebemos que a Turma 2 também absorveu de forma satisfatéria este as-

sunto, com mais de 81% dos integrantes desse grupo acertando a questao.

8.2.5 A QUESTAO 5

8.2.5.1 Respostas da Turma 1

QUESTAO 5: *

(JUNIOR; CASTRUCCIL; GIOVANNI, 2018) Uma fatoraciao do niimero 1200 &
29 x 3% x 5°
Qual ¢ o valor de a + b+ ¢7
RESPOSTAS TURMA 1

45
4
4

w

FREQUENCIA

=}
in

a
2
15
1 1 1 1 1 1
0
2 5 7 20 45 200 357 412 1000
RESPOSTAS

Figura 8.11: Respostas da Turma 1 para a Questao 5
FONTE: Construido pelo autor
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8.2.5.2 Respostas da Turma 2

QUESTAO 5: *

(JUNIOR: CASTRUCCI: GIOVANNI, 2018) Uma fatoracao do niamero 1200 &
2% % 3% % 5°.
Qual ¢ o valor de a + b+ 7

RESPOSTAS TURMA 2

5
a

5
3
2

2

1 1 1
| . . .
0

2 7 10 20 30 44

RESPOSTAS

FREQUENCIA
w

412

Figura 8.12: Respostas da Turma 2 para a Questao 5
FONTE: Construido pelo autor

Como visto, a questao 5 dava, de forma parcial, a fatoracao do ntimero 1200, e
pedia que se encontrasse a forma completa, afim de obter a soma dos expoentes dos fatores
primos. Um problema que exigiu um pouco mais de raciocinio do aluno em relacao as
questoes anteriores. Fazendo uma abordagem comparativa entre as turmas, vemos que os
participantes, em sua maioria, acertaram essa questao, dado que a resposta correta para
esse item é 7. Destaque novamente para a Turma 2, a qual teve maior aproveitamento

geral dentre os participantes.

A questao 5 foi a 1ultima referente ao material que foi utilizado como base para
a aula na Turma 1. E notavel que mesmo com esse material a Turma 2 se saiu melhor,

tanto nas questoes objetivas, quanto nas questoes discursivas.

A partir de agora, veremos os resultados para as questoes que foram extraidas

do material de apoio referente aula na Turma 2.
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8.2.6 A QUESTAO 6

O sexto problema do teste trazia o seguinte questionamento: "Dado que p,
2p + 1 e 4p? + 1 sdao niimeros primos, encontre p.". Segundo o préprio material
donde a questao foi retirada, a solucao para o problema é p = 3 ou p = 5. Vejamos os

graficos da com as solugoes apresentadas pelas turmas.

8.2.6.1 Respostas da Turma 1

QUESTAOQ 6: (PINHEIRO et al,2012) Dado que p, 2p + 1 e 4p? + 1 sdo0 nUmeros primos, encontre p.
RESPOSTAS TURMA 1|

25
2 2 2 2

2
15

1 1 1 1 1 1 1 1
1
0

A ¥ P K] L ! .;’7 '\“ np r\?) [3 1‘;":

s
A
P

FREQUENCIA

RESPOSTAS

Figura 8.13: Respostas da Turma 1 para a Questao 6
FONTE: Construido pelo autor

8.2.6.2 Respostas da Turma 2

QUESTAOQ 6: (PINHEIRO et al,2012) Dado que p, 2p + 1 e 4p? + 1 sdo nimeros primos, encontre p.
RESPOSTAS TURMA 2

o oW m

FREQUENCIA
A w

8

3

3
2 2
2
1

1 —
1}

2 3 5 7 13
RESPOSTAS

Figura 8.14: Respostas da Turma 2 para a Questao 6
FONTE: Construido pelo autor
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A principio, ao analisarmos o grafico da figura 8.13 percebemos que houve
uma certa discrepancia entre as respostas apresentadas pelos alunos dessa turma. Vemos
que apenas 2 alunos responderam p = 3, enquanto que nenhum concluiu que p poderia
também ser igual a 5, a tal discrepancia se revela quando vemos respostas como -7 e

2578764243.

O ideal era que os alunos apresentassem o 3 e 5 como possiveis valores para
p. Porém, acreditamos que alguns alunos ao acharem uma das opc¢des como correta,
imediatamente deram a questao como resolvida. Apesar de nenhum aluno ter encontrado
3 e 5 simultaneamente, em nenhuma das turmas, observamos que a Turma 2 obteve

resultados mais sélidos e coerentes.

8.2.7 A QUESTAO 7

Podemos dizer que a questao 7 é a cereja no bolo desse teste. Com apenas uma
explicacao superficial do problema durante as aulas, foi pedido que os alunos solucionassem
o seguinte desafio: "Prove que todo primo maior que 3 é da forma 6k+1 ou
6k-+5". Obviamente tivemos muitas respostas incorretas para esse item, respostas que
deixavam claro que o aluno nao foi capaz de compreender a raiz do problema. Todavia,
destacaremos aqui uma excelente resposta, que mostram uma capacidade extraordinaria
de concentragao e raciocinio. Acompanhe na figura 8.15 a solugdo do aluno 6T2 para essa

questao.

QUESTAO 7: (PINHEIRO et al..2012) Prove que todo primo maior que 3 é da forma ék+1
ou 6k+5.*

Se n = 6k, entdo n é multiplo de 6. Portanto, n ndo é primo.

Sen =6k + 1, entdo n pode ser primo.

Sen=6k+2=2(3k+ 1), entdo n é muiltiplo de 2. Portanto, n ndo é primo.
Sen=6k+3=3(2k + 1), entdo n é multiplo de 3. Portanto, n ndo é primo.
Sen=6k+4=2(3k+ 2), entdo n é multiplo de 2. Portanto, n ndo é primo.
Sen = 6k + 5, entdo n pode ser primo.

Portanto, n pode ser da forma 6k + 1 ou 6k + 5.

Figura 8.15: Resposta do Aluno 6T2 para a Questao 7
FONTE: Google Forms

Ressaltamos que nenhum outro aluno respondeu de maneira correta a questao. Muitos
escreveram solugoes incompletas, em sua maioria as solu¢des nao foram satisfatorias para

se dar destaque.
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8.2.8 A QUESTAO 8

Para finalizar o teste, foi apresentada uma questao que exigia o conhecimento
do algoritmo da divisao: "Encontre os inteiros que, na divisao por 7, deixam um

quociente igual ao resto". Vejamos os resultados.

8.2.8.1 Respostas da Turma 1

QUESTAO 8: (PINHEIRO et al.,2012) Encontre os inteiros que, na divisdo por 7, deixam um quociente igual ao resto.
RESPOSTAS TURMA 1

mApenas 0 8

mE 16232

mE, 16, 32, 40 e 48
= Todo miltiplo de 8

b y

Figura 8.16: Respostas da Turma 1 para a Questao 8
FONTE: Construido pelo autor

8.2.8.2 Respostas da Turma 2

QUESTAO 8: (PINHEIRO et al.,2012) Encontre os inteiros que, na divisdo por 7, deixam um quociente igual ao resto.
RESPOSTAS TURMA 2

mApenas o 8

W8, 16e32

w8 16, 32, 40 e 48
= Todo mdltiplo de 8

b y

Figura 8.17: Respostas da Turma 2 para a Questao 8
FONTE: Construido pelo autor
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Percebemos nesse ultimo problema que, em ambas as turmas, a maioria dos
estudantes acertou a questao, dado que a resposta para ela era o item que apresentava 8,
16, 24, 32, 40 e 48 como resposta, onde novamente a Turma 2 mostrou melhor desempenho

geral, quando comparada a Turma 1.

O 56% apresentado no grafico da figura 8.17 mostra que 9 alunos obtiveram
éxito na solucao do problema, enquanto que apenas 44% (Figura 8.16) dos integrantes da
Turma 1, ou seja, 7 alunos acertaram esse item. Mostrando mais uma vez que a Turma

2 foi mais eficaz nas suas solugoes.

Enfim, apds a analise geral das respostas de cada questao, e alguns destaques
individuais selecionados para exemplo, concluimos a apresentagao dos resultados obtidos
no experimento. De forma categorica, finalizamos os observagoes podendo assim partir

para as conclusoes extraidos a partir deste trabalho.
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9 Consideracoes Finais

Quando foi idealizado esse projeto, ja sabiamos da importancia do material
didatico no processo de ensino-aprendizagem. Segundo Belisario (2003), o professor passa
a conduzir sua aula a partir de um roteiro pré estabelecido no material, facilitando assim

o seu trabalho e otimizando o tempo didatico.

A partir das conclusoes tiradas do experimento, constatou-se que o material,
nao sé é importante para o apoio ao professor durante a atividade pedagdgica, mas tam-
bém, se escolhido corretamente, é fundamental para o bom desempenho na turma, dando
maior credibilidade as suas solugoes. Com efeito, os resultados obtidos pela Turma 2
foram bastante satisfatorios, e quando comparados aos resultados da Turma 1, a Turma
2 se mostra bastante coerente em suas solugoes. Claro que obtivemos boas respostas
em ambas as Turmas, mas ficou evidente que os integrantes da Turma 2 apresentaram

solugdes mais bem construidas.

Quando se trata de resolucao de problemas em matemadtica, é essencial para
uma boa desenvoltura que se tenha um boa escrita. Se fazer entender ou nao, é o que
vai definir se uma questdao pode ou nao ser corrigida, e para que escrever bem em um
problema por exemplo, é de fundamental importancia que se interprete corretamente tal

problema (POWELL; BAIRRAL, 2006).

Embora tenhamos tirado questoes de ambos os materiais, a Turma 2 apresen-
tou melhor desempenho em todos os aspectos, dando-nos a premissa de que foram mais
bem preparados. De fato, o material de apoio da Turma 2, por conter assuntos olimpicos
em tese mais dificeis, tornou os problemas do material de apoio da Turma 1 bem mais
simples e de facil compreensao. Isso foi perceptivel durante a aula, e ficou explicito apds
os resultados do teste. Logicamente nao podemos generalizar, tendo em vista que muitos
alunos da Turma 2 nado conseguiram responder aos problemas mais simples. Contudo,
diagnosticamos que, alunos com maior potencial matematico, se evidenciaram no teste, é

o caso do aluno 6T2 que teve sua solucao destacada na questdao 7 do referido teste.
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Chegamos a conclusao que a escolha e aplicagao de um certo material didatico
de apoio é de suma importancia para os resultados futuros de uma turma em um processo
de ensino-aprendizagem, podendo tanto contribuir de maneira importante, como preju-
dicar se nao for escolhido me modo coerente aos anseios dos estudantes. No nosso caso
especifico, a conclusao alcangada é que o material do (POTI), por exigir mais do aluno
e por ser mais aprofundado, se mostrou mais objetivo nos seus resultados. Portanto,
os resultados dessa pesquisa nos levam a crer que o material olimpico intensivo se bem
acompanhado e bem desenvolvido, pode representar o holofote para a deteccao e destaque

de alunos com bom desempenho em matematica.
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Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Teoria dos Numeros - Nivel 2 Aula 4
Prof. Samuel Feitosa

Ndmeros Primos, MDC e MMC.

Definicao 1. Um inteiro p > 1 € chamado nimero primo se mao posswi um divisor d
satisfazendo 1 < d < p. Se um inteiro a > 1 nao € primo, ele é chamado de numero
composto. Um inteiro m é chamado de composto se |m| nao € primo.

O préximo teorema nos diz que os primos sao as ”pecas” fundamentais dos niimeros inteiros:

Teorema 2. Todo inteiro n, maior que 1, pode ser expresso como o produto de niumero
pPrimo.

Demonstracdo. Se o inteiro n é um primo, entdo ele mesmo é o produto de um tnico fa-
tor primo. Se o inteiro n nao é primo, existe uma decomposicao do tipo: n = niny com
1 <ny <nel<ny<n. Repetindo o argumento para ni e ng, podemos escrever n como
o produto de primos ou podemos obter parcelas menores escrevendo n como um produto
de naturais. Como nao existe uma sucessao infinita de naturais cada vez menores, apés um
nimero finito de operacoes desse tipo, poderemos escrever n como um produto de nimeros
primos.

Quantos nimeros primos existem?

Teorema 3. (Euclides) Existem infinitos nimeros primos.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que exita apenas uma quantidade finita de primos:
P1,P2, - - ., Pn. Considere o nimero X = p1p1...p,+ 1. Pelo teorema anterior, esse niimero
deve ser o produto de alguns elementos do conjunto de todos os niimeros primos. Entre-
tanto, nenhum dos primos p; divide X.

Exemplo 4. Existe um bloco de 1000 inteiros consecutivos nao contendo nenhum primo?

Sim. Um exemplo é o conjunto 1001!+2,1001!+3,...,1001! +1001. Veja i | 1001! + ¢ para
todo¢t=2,3,...,1001.
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Exemplo 5. (Torneio das Cidades) Existe um bloco de 1000 inteiros consecutivos contendo
apenas um primo?

Para cada bloco de 1000 ntimeros consecutivos, contemos sua quantidade de ntimeros pri-
mos. Por exemplo, no bloco 1,2,3,...,1000, temos 168 nimeros primos (mas s usaremos
o fato de que existem mais de dois primos nesse bloco). Comparando os blocos consecuti-
vosk+1,k+2,...,k4+1000 e k+ 2,k + 3,...,k+ 1001, ou o niimero de niimeros primos
aumenta em uma unidade, ou fica constante ou diminui em uma unidade. Analisando to-
dos os blocos consecutivos desde 1,2,...,1000 até 1001! + 2,1001! + 3,...,1001! + 1001,
o numero de ntmeros primos deve ser igual a 1 em algum deles. Para ver isso, usare-
mos um argumento de continuidade discreta: Comegando com o ntmero 168 e realizando
alteragoes de no maximo uma unidade na quantidade de primos em cada bloco, para che-
garmos no numero 0, necessariamente deveremos passar pelo niimero 1 em algum momento.

Relembremos um importante resultado da aula passada:

Teorema 6. (Bachet- Bézout) Se d = mdc(a,b), entdo existem inteiros x e y tais que
ax + by =d.

Proposicao 7. Sejam a, b e c inteiros positivos com a | be e mde(a,b) = 1. Entao, a | c.

Demonstragao. Pelo teorema anterior, existem x e y inteiros tais que ax 4+ by = 1. Assim,
acz + bcy = ¢. Como a | acz e a | bey, podemos concluir que a | c.

Em particular, se p é um nimero primo e p | ab, entdo p | a ou p | b. Podemos usar esse
fato para garantir a unicidade em nosso primeiro teorema, obtendo o importante:

Teorema 8. (Teorema Fundamental da Aritmética) A fatoracao de qualquer inteiro n > 1,
em fatores primos, € unica a menos da ordem dos fatores.

Exemplo 9. (Rissia 1995) E possivel colocarmos 1995 nimeros naturais ao redor de um
circulo de modo que para quaisquer dois numeros vizinhos a razdo entre o maior e 0 MeNOT
seja um numero primo?

Nao, é impossivel. Suponha, por absurdo, que isso seja possivel e denotemos por

ag, ai,--.,01995 = ag tais inteiros. Entao, para k = 1,...,1995, aZ;l ¢ primo ou o in-
verso de um primo. Suponha que a primeira situagdo ocorra m vezes e a segunda ocorra
1995 — m vezes entre esses quocientes. Como o produto de todos os ntmeros da forma
a(’;:, para k =1,...,1995 ¢é igual a 1, podemos concluir que o produto de m primos deve
ser igual ao produto de 1995 — m primos. Em virtude da fatoracao unica, m = 1995 — m.

Um absurdo pois 1995 é impar.

Proposicao 10. Se as fatoracdes em primos de n e m sdo:

n = pf“pgz...pz’“,
m = pflpgz...pgk.
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Entao, mde(m,n) = p]'p)*...p* e mme(m,n) = p?lpg2 . .pzk, onde v; é o menor dentre
{a;, Bi} e 0; é o maior dentre {cy, 5;}.

Proposicao 11. Se a e b sao inteiros positivos, mostre que mmc(a,b)mdec(a,b) = ab.

Demonstracao. Basta usar a proposicao anterior e observar que:
maz{z,y} + min{z,y} =z +y.

Exemplo 12. (Torneio das Cidades 1998) E possivel que mme(a,b) = mme(a + ¢,b + c)
para alguma conjunto {a,b,c} de inteiros positivos?

Nao. Suponha que a+c e b+ ¢ possuem algum divisor primo p. Como p | mme(a+c,b+c),
caso existam tais inteiros, devemos ter que p | mmec(a,b). Assim, usando que pelo menos
um dentre a e b é divisivel por p podemos concluir que ¢ também ¢é divisivel por p. Entao,
podemos cancelar o fator p:
<a b> mmc(a,b)  mmec(a+ ¢,b+ c) <a+c b+c>
mmc mmc .

Ty 9

pp p p

p p
Efetuando alguns cancelamentos, podemos supor entao que a+c e b+ ¢ nao possuem fatores
primos em comum. Obtivemos um absurdo pois:

mmc(a+c,b+c¢) = (a+c¢)(b+c) > ab > mme(a,b).
Exemplo 13. (OCM 2005) Determinar os inteiros n > 2 que sao divisiveis por todos os
Primos menores que n.

Como mdc(n,n — 1) = 1, se n — 1 possui algum fator primo, ele nao dividird n. Assim,
n — 1 < 2. Consequentemente nao existe tal inteiro.

Exemplo 14. Mostre que n* +n? + 1 é composto para n > 1.

Vejaque n*+n2+1=n*+2n2+1-n2=n2+1)2-n?>=0n2+n+1)n%-n+1).
Paran >1,n>—n+1=n(n—1)+1>1e assim n* +n?+1 é o produto de dois inteiros
maiores que 1.

Exemplo 15. Mostre que n* + 4™ é composto para todo n > 1.

Se n é par, certamente o nimero em questao é divisivel por 4. Para o caso em que n é
impar, iremos usar a fatoracao:

at +4b* = a* + 4a%b? + 4b* — 4a%? = (a® + 2b%) — 4b*b% = (a® — 2ab+ 2b%)(a® + 2ab + 2b7).

Para n da forma 4k + 1, faca a = n e b = 4*. Para n da forma 4k + 3, faca a = n e
b — 92k+1

Exemplo 16. Se 2" +1 é um primo impar para algum inteiro positivo n, prove que n € uma
poténcia de 2.
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J& vimos que " — 1 = (a —1)(a" ' +a"2+...+1). Se n é impar,

(—a)" =1 = (—a—1)((=a)" 1+ (=a)"2+...+1) =
a"+1 = (a+1)(@" ' —a"24+ ... —a+1)
Sendo assim, se n possuisse algum divisor primo impar p com n = pb, poderiamos escrever:

2" +1=(a+1)(a" ' —a"2+...—a+1),onde a = 2°. Comoa" ' —a"2+...—a+1>1,
o nimero 2" 4+ 1 nao seria primo.

Exemplo 17. Dados que p,p + 10 e p + 14 sao nidmeros primos, encontre p.

Vamos analisar os possiveis restos na divisao por 3 de p. Se p deixa resto 1, entao p + 14
¢ um multiplo de 3 maior que 3 e consequentemente nao poderd ser um nimero primo. Se
o resto é 2, entao p + 10 é um maultiplo de 3 maior que 3 e também nao podera ser um
ndmero primo. Assim, o resto de p por 3 é 0 e consequentemente p = 3.

Exemplo 18. (/fustm'a—Polém’a) Dados naturais n e a > 3 impar, mostre que a®> — 1 tem
pelo menos n + 1 divisores primos distintos.

Usando a fatoracao da diferenca de quadrados, temos que:

ok—1

@ —1=( "+ +1)...(a+1)(a—1).
Assim, a®" +1 | a?" —1se k> m. Como a é impar, podemos concluir que:
mdc(an +1,a*" +1) = mdc(an —142,a>" +1) =mde(2,a®" +1) =2.

Sendo assim, na fatoragao:

-1 @+ +1) (a+1D(a-1)
AL 2 2 2 2

temos o produto de pelo menos n inteiros primos entre si e consequentemente seus fatores

ot
primos sao distintos. Para cada termo w, temos um fator primo p;y; diferente de 2.
Dai, a?" — 1 possui pelo menos n + 1 fatores primos distintos, a saber, {2, p1,p2, ..., pn}-

Exemplo 19. (Rioplatense 1999) Sejam pi1,pa, ..., pr primos distintos. Considere todos os
inteiros positivos que utilizam apenas esses primos (nao necessariamente todos) em sua
fatoracao em nimeros primos, formando assim uma seqiéncia infinita

ar < ag < - < p < ---.
Demonstre que, para cada natural c, existe um natural n tal que

Ap+1 — Ap > C.
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Carmbo do datathora

2010812020 15:26:49

2010512020 15:31:12
2010812020 15:41:16
2010512020 15:48:33
2010812020 15:56:46
2010512020 15:56:32
2010812020 17:46:20
2010512020 18:39:53

2010812020 18:46:43
2010512020 18:50:09

2010512020 18:50:27
2010512020 19:02:51

Pontuagao.

NOME COMPLETO
Pedo Horrique da
Francisco jonas farias ma
Larissa da siva Rodrigue

Siva,

Larissa
Francisco Caus Souza de
Kariny Mari do Souza 01
Enzon gabrie gomes ban

Victor Raul Martns Matos
‘Ana Nicole Porerra Dos §
Francisca Vitoria Sales di
Emily Martins dos Santos
Yan Souza De P
‘Sergiana Santos Riveiro
Bruna Sousa dos Sanios

Miran martins Salg
Maria Natanaely Souza

Miran martins Salg

Miran martins sa

301052020 15:21:13
3010812020 15:26:15

3010512020 15:36:22

3010812020 18:11:03

Lulsa Larah Lopes Mranc
‘Ana Cacil Rodriguos F

Marisa Ameida Lima
Joso Bosco

Gabiol Amascaota Availc
Francisca Guilhormina P
Fomanda Sika Faria
Luiz Gustavo Fagundes N

QUAL SUA IDADE?

"

"

"

1
13
3

3
13
3
1

1

sexo
MASCULINO.
MASCULINO.
FEMINNO
FEMINNO
FEMNNO
FEMINNO
MASCULINO.
FEMINNO
MASCULINO.

MASCULINO.
FEMNNO
FEMINNO
FEMNNO
MASCULINO.
FEMNNO
FEMINNO

FEMNNO
FEMINNO

FEMINNO
FEMNNO
FEMINNO
FEMINNO

FEMINNO

FEMNNO
FEMINNO
FEMNNO

FEMINNO
MASCULINO
MASCULINO
FEMNNO
FEMINNO
MASCULINO

QUAL SEREE

Figura A.1: Planilha com Resultados Gerais

FONTE: Construido pelo autor
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TURMA 1 Sim acefo Quaguer nimero diisivel Porque ele o é dvisivel 25 2x3x5 20 42 o1 5,16.20,32,40 048,
TURMA2 Sim acolo Numero aue tem apenas Parque tom s divisores 15 2x8 a2 4 6K92 par 6k+3 didido pc Aponas 08
San = 6k + 5. ondo
TURMA 2 Sim acefo Um nimero civisivelpor L Pois tem mais de dois div 15 255 w“ 3 Portanto, n pode serda 8, 16, 24,32, 40 0 4.
TURMA2 im acolo E0 nomero que possul & Pq o disivel por 15 2x8 7 16605 8.16.24,32.40 048,
TURMA 1 Sim acefo £ nimero Que se divi Por e dvsive por 3 15 255 7 7 Todo namero primo ¢ da_ Apenas 08,
TURMA2 Sim acolo Possul apenas dois divisc Pais 05 nimeros primos ¢ 15 2x8 7 5 6003 Todo mltpo do &
TURMA2 Sim acefo Namero primo e quando « Pis le o divido por 3 po 15 2x3x5 a2 3 6K+1 ou 6K+5 sio pares Todo miltplo do 8.
TURMA 1 Sim acolo E um ndmero que possue Podemos afimar que 511 15 2x8 7 2 6K . 6k01.6k126K03 6k B, 16 0 92
TURMA 1 Sim acefo Namero primo e apenas ¢ Pos sdo divisiveis por 3 1 2x3x5x7 5 1 (8K ke 1,6K2,6k+3,6k+4 Todo miliplo do 8
TURMA 1 sim acefo © ndmero aue 6 dviddo  Porque el tom mas 6o d 15 2x8 a2 23 (& numero n Apenas 08
TURMA 2 Sim acefo Dvisivel por 1 0u por e Porque  divisivelpor 3 15 2x8 1000 23 6 n=6kin @ miltiplo e 6 8, 16, 24,32, 40 0 4.
x
ot
TURMA 1 Sim acefo © ndmero aue 6 dividdo  Porque el tem mais do d 15 2x3x5 a2 21845223 (6 numero n Todo millplo de .
TURMA 1 Sim acelo Um ndmaro ue é divididk porque e tem 3 divisore 15 2x3x5 a2 2 Porquo o resultado da co Todo miltplo do 8.
TURMA 1 Sim acefo Namero primo que tom af como pode ver 516 disi a7 2x8 7 3 Ele o tom ndmero prim Apenas o
TURMA 1 Sim aceio Apanas 2 dvisores  Nao & ndmaro primo 2258 2 3 0Kk, +1,6K03,6ke3 6ke3 8,16, 24, 32,40 0.4,
‘Sabemos que u nimerc
TURMA 1 Sim acefo Namero primo e um nime P que ele  divisivel ot 15 255 2 3 6K, 6Kk + 1,64+ 2,6 + 3, 8,16, 24,32, 40 0.4,
6+3.0 miltplo do 3.
TURMA2 Sim acolo Possul apenas dois divise Logo & duisivl por 1,31 15 2x8 a2 3 Logo, todo primo 6 6k + 18,16, 24, 32,40 0.4,
TURMA2 Sim acefo Nomero aue 6 pode ser Porque ele pade ser dvid 15 255 7 7 Nao sel 816032
TURMA2 Sim acelo Todo nimoro quo 6 didi Por quo ole ¢ divisivel por 148258 7 " 816032
i1, podo ser
n=6+2 0u = 2(3+1). 1o
e ou n=3(2k+1). g
e ou 1=2(3+2). g
n=6Kkv5, n pode ser primc
TURMA2 Sim acefo Um nimaro primo ¢ um n Sabe-s6 que para um nr 15 258 10 3 5.16.24,32,40 045,
TURMA2 Sim acolo Um nimero aue s6 tom o Por que ¢ dvisivel polo 15 2x8 7 3 6ot 8.16.24,32.40 048,
TURMA2 Sim acefo Namero dvisivel por 1 @  Porque 6 divisivel por 3 15 255 10 3 4 Todo miltplo do .
TURMA2 Sim acolo € um nimero que pode s Porque 51 pode ser didi 15 2x8 7 2 Pols 0s mallslos do 6 s Todo miltplo do &
TURMA2 Sim acefo £ um nimero disivl po Pois le ndo 6 cvisivel a 15, x5 a2 Aforma ndo pode ser esc 8, 16, 24,32, 40 0 48,
TURMA2 Sim acolo Namero dsives apenas Pois ele ¢ diisivel por 3. 14258 45 206x3+1219 816032
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TURMA 1 - PLANO DE AULA

1. Identificacdo

Disciplina .
MATEMATICA

Assunto da Aula ;
NUMEROS PRIMOS

Data da aula Hordrio da aula Escola Cidade

30/05/2020 13:00 EEF Manoel Bandeira de Moura Guaraciaba do Norte/CE

Professor(a)

FRANCISCO BERGSON ARAUJO GOMES

2. Plano

Objetivqs

s Conhecer a definicdo de nimeros primos.
+ Identificar nimeros primos e compostos.
o Compreender a infinidade dos niimeros primos.

e« Decompor nimeros compostos em fatores primos.

Contelido Programatico da Aula

e NuUmeros Naturais.

¢ Numeros Primos.

e Métodos de constatacdo de primalidade.

o Decomposigdo de nimeros compostos em fatores primos.

Recursos Utilizados na Aula

« Plataforma Google Hangouts Meet.
« Formularios do Google.
e Livro A conquista da matematica 69 ano.

3. Metodologia

A aula serd disposta em 2 etapas, para melhor aproveitamento do tempo disponivel.

e 12 ETAPA: Apresentar de maneira expositiva o conteddo em questdo, proporcionando ao aluno o
alcance dos objetivos desejados.

e 23 ETAPA: Sanar todas as dlvidas possiveis dos alunos sobre o contetdo recém apresentado.

4. Avaliacdo

Além da avaliagdo durante toda a aula, diagnosticando as dificuldades sobre o assunto e a absorgdc dos
ensinamentos. Os alunos também se submeterdo a um teste com questdes abordando os contelidos acima
listados.

5. Indicagdes Bibliograficas

JUNIOR, J. G.; CASTRUCCI, B.; GIOVANNI, J. A conquista da matematica.6%ano.S30 Paulo: FTD, 2018.
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Assinatura do Professor
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TURMA 2 - PLANO DE AULA

1. Identificacdo

PROFMAT

Disciplina ;
MATEMATICA
Assunto da Aula ;
NUMEROS PRIMOS
Data da aula Hordrio da aula Escola Cidade
30/05/2020 15:00 EEF Manoel Bandeira de Moura Guaraciaba do Norte/CE
rofessor(a)

FRANCISCO BERGSON ARAUJO GOMES

2. Plano

Objetivqs

Conhecer a definicdo de nimeros primos.
Identificar nimeros primos e compostos.
Compreender a infinidade dos niumeros primos.

Decompor nimeros compostos em fatores primos.

Centetide Programatice da Aula

Nimeros Naturais.

Numeros Primos.

Aplicacdo de teoremas associados aos nimeros primos.
Probiemas oiimpicos com nimeros primos.

Recursos Utilizados na Aula

Plataforma Google Hangouts Meet.
Formularios do Google.
Material do POTI (Polo Olimpico de Treinamento Intensivo).

3. Metodologia

A aula sera disposta em 2 etapas, para melhor aproveitémento do tempo disponivel.

e 12 ETAPA: Apresentar de maneira expositiva o conteldo em questdo, proporcionando ao aluno o

alcance dos objetivos desejados.

23 ETAPA: Sanar todas as duvidas possiveis dos alunos sobre o contetido recém apresentado.

4. Avaliacdo

Além da avaliagdo durante toda a aula, diagnosticando as dificuldades sobre o assunto e a absorgédo dos
ensinamentos. Os alunos também se submeterdo a um teste com questdes abordando os contelidos acima
listados.

5. Indicagdes Bibliograficas

PINHEIRO, R. et ai. Poti-material didatico. 2012.
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Assinatura do Professor




28/05/2020 EXPERIMENTO TESTE SOBRE NUMEROS PRIMOS

EXPERIMENTO TESTE SOBRE NUMEROS
PRIMOS

Atividade complementar do Experimento sobre nimeros Primos.
Por Francisco Bergson Araujo Gomes

*Qbrigatorio

NOME COMPLETO *

Sua resposta

QUAL SUA IDADE? *

Sua resposta

SEXO *

(O MASCULINO

O FEMININO

QUAL SERIE VOCE CURSA? *

(O s8°ANO
O 9° ANO

QUAL TURMA VOCE SE ENCONTRA? *

(O TURMAT

O TURMA 2

https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSe0a_E9nkXIlgGhZb1cxpTENYIEENhgz9pulkyW_9Zftk_YfDQ/viewform 1/4



28/05/2020

EXPERIMENTO TESTE SOBRE NUMEROS PRIMOS

Este teste faz parte dos requisitos para obtencao do titulo de mestre em Ensino
de Matematica pela Universidade Federal do Piaui (UFPI), de autoria do professor
FRANCISCO BERGSON ARAUJO GOMES, e aborda o ensino de numeros primos
e suas aplicacdes. Ciente disso, vocé aceita participar da pesquisa? *

O Sim aceito.

O N3o, ndo aceito.

TESTE - AVALIACAO

Agora comegam as questoes sobre Niumeros Primos.

QUESTAO 1: Defina o que é um nimero primo. *

Sua resposta

QUESTAO 2: Explique por que o 51n&o & um numero primo. *

Sua resposta

QUESTAO 3: (JUNIOR; CASTRUCCI; GIOVANNI, 2018) Quantos s30 0os nUmeros
primos menores que 507 *

Sua resposta

QUESTAO 4: (JUNIOR; CASTRUCCI; GIOVANNI, 2018) Qual é a forma fatorada
completa do numero natural 10007 *

O 2x5
23x3x 5%
22x3x5x7

53 x 11

O O O

https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSe0a_E9nkXIlgGhZb1cxpTENYIEENhgz9pulkyW_9Zftk_YfDQ/viewform

2/4



28/05/2020

EXPERIMENTO TESTE SOBRE NUMEROS PRIMOS
QUESTAO 5: *

(JUNIOR; CASTRUCCI; GIOVANNI, 2018) Uma fatoragio do niimero 1200 é
2% x 3" x 5.

Qual é o valor de a + b+ ¢?

Sua resposta

QUESTAO 6: (PINHEIRO et al,2012) Dado que p, 2p + 1e 4p? + 1sd0 nimeros
primos, encontre p. *

Sua resposta

QUESTAO 7: (PINHEIRO et al.,2012) Prove que todo primo maior que 3 é da forma
6k+10u 6k+5. *

Sua resposta

QUESTAO 8: (PINHEIRO et al.,2012) Encontre os inteiros que, na divisdo por 7,
deixam um quociente igual ao resto. *

(O Apenasos.

O 816e32

(O 8,16,24,32,40 e 48.

(O Todo miiltiplo de 8.

OBRIGADO!

Sua participagao foi muito importante.

Pagina 1 de 1

Nunca envie senhas pelo Formularios Google.

Este formuldrio foi criado em Universidade Federal do Piaui. Denunciar abuso

https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSe0a_E9nkXIlgGhZb1cxpTENYIEENhgz9pulkyW_9Zftk_YfDQ/viewform

3/4



03/06/2020 EXPERIMENTO TESTE SOBRE NUMEROS PRIMOS

EXPERIMENTO TESTE SOBRE NUMEROS
PRIMOS

32 respostas

Publicar analise

NOME COMPLETO

32 respostas

2
2(5%%) 2(&%%)

=)

1 (GGG GGG SN (3,19 (S (G (G351 %) (A (A3

1

0
Ana Beatriz Ro... Fernanda Silva... Geovana Pereir... Larissa Mirian martins...

Bruna Sousa do... Francisco Caué... Kariny Mariade... LuisalLarahLo... Sergiana Sant...

QUAL SUA IDADE?

32 respostas

20
17
15 (53,1%)
10 1
(34,4%)
5

1(3,1%) 1(3,1%)

1(3,1%) 1(3,1%)

13 14 14. 14 15 16

https://docs.google.com/forms/d/1TV405ZTbhfU55H9VzxUcYDK4e0o_6B4BW1ZuObaj670/viewanalytics

BN

1/6



03/06/2020 EXPERIMENTO TESTE SOBRE NUMEROS PRIMOS

SEXO

32 respostas

@ MASCULINO
@ FEMININO
28,1%
QUAL SERIE VOCE CURSA?
32 respostas
@ 8°ANO
@ 9° ANO
QUAL TURMA VOCE SE ENCONTRA?
32 respostas
@ TURMA 1
@ TURMA 2

https://docs.google.com/forms/d/1TV405ZTbhfU55H9VzxUcYDK4e0o_6B4BW1ZuObaj670/viewanalytics

(N

2/6



03/06/2020

EXPERIMENTO TESTE SOBRE NUMEROS PRIMOS

Este teste faz parte dos requisitos para obtencao do titulo de mestre em
Ensino de Matematica pela Universidade Federal do Piaui (UFPI), de autoria
do professor FRANCISCO BERGSON ARAUJO GOMES, e aborda o ensino
de numeros primos e suas aplicagdes. Ciente disso, vocé aceita participar
da pesquisa?

32 respostas

@ Sim aceito.
@ Nao, n3o aceito.

QUESTAO 1: Defina o que € um numero primo.

32 respostas

O numero que é dividido apenas por um e por ele mesmo

Apenas 2 divisores

Todo nimero que é dividido apenas por um e por ele mesmo

Numeros primos sao aqueles que sé podem ser divididos por 2 nimeroso 1 e o0 2
Um ndmero primo é um numero que tem apenas 2 divisores o 1 e ele mesmo
Numero que tem apenas dois divisores

E um numero divisivel por 1 ou por ele mesmo,um nimero com somente dois
divisores,ele préprio e outra unidade.

Divisivel por 1 ou por ele mesmo

Ouaauer numero divisivel por 2

https://docs.google.com/forms/d/1TV405ZTbhfU55H9VzxUcYDK4e0o_6B4BW1ZuObaj670/viewanalytics

3/6



03/06/2020 EXPERIMENTO TESTE SOBRE NUMEROS PRIMOS

QUESTAO 2: Explique por que o 51 nao é um numero primo.

32 respostas

Porque ele tem mais de dois divisores

Porque é divisivel por 3

Porque para ser primo ele sé pode ser dividido por 3 o por ele mesmo
Nao é nimero primo

Por que ele é divisivel por 3

Por que ele e divisivel por 1, 3, 17 e 51, entdo ndo é primo

Sabe-se que para um numero ser divisivel por trés a soma do seus algarismo tem que
ser multiplo de 3. Logo, 5 +1 é 6 um miltiplo de 3. Dessa forma, observa-se que o0 51 é
divisivel por 1, 3, 17, 51, e para um namero ser primo tem que ter apenas 2 divisores o
1 e ele mesmo

Porque tem tres divisores v

QUESTAO 3: (JUNIOR; CASTRUCCI; GIOVANNI, 2018) Quantos s&o os
numeros primos menores que 507?

32 respostas
20
15

10

2 (6,3%)

1(3,1%) 1(3,1%) 1(3,1%) 1(3,1%) 1(3,1%) 1(3,1%) 1(3,1%)

https://docs.google.com/forms/d/1TV405ZTbhfU55H9VzxUcYDK4e0o_6B4BW1ZuObaj670/viewanalytics 4/6



03/06/2020 EXPERIMENTO TESTE SOBRE NUMEROS PRIMOS

QUESTAO 4: (JUNIOR; CASTRUCCI; GIOVANNI, 2018) Qual é a forma
fatorada completa do numero natural 10007

32 respostas

® 23x5
® 23x3x5°
@ 22x3x5x7
®53x1
QUESTAOQ 5:
32 respostas
10,0
0,
75 9 (28%1%)
5(15,6%)
5,0 4 (12,5%)
3(9,4%)
25 2 (6,3%)
' 1(3,1%) 1 (3,1%!1 (3,1% (3,1%1 (3,1%1 (3,1%) 1 (3,1% (3,1%!1 (3,1%
0,0

2 7 20 44 200 412 412

QUESTAO 6: (PINHEIRO et al,2012) Dado que p, 2p + 1e 4p? + 1sd0
numeros primos, encontre p.

32 respostas

10,0

0,
75 9 (28%1%)

5 (15,6%)
50
3(9,4%)

o5 2(6,3%) 2 (6,3%)
1 (3,19(3,11.(3,1%) 1 (3,19(3,11(3,1%) 1(3,1%) 1 (3,11(3,1%(3,11(3,1%
0,0

https://docs.google.com/forms/d/1TV405ZTbhfU55H9VzxUcYDK4e0o_6B4BW1ZuObaj670/viewanalytics

5/6



03/06/2020 EXPERIMENTO TESTE SOBRE NUMEROS PRIMOS

QUESTAO 7: (PINHEIRO et al.,2012) Prove que todo primo maior que 3 é da forma
6k+10u 6k+5.

32 respostas

6K+1 ou 6K+5 sdo pares e 6K+3 e multiplo
6k , 6k+1,6k+2,6k+3,6k+4 ou 6k+5....... Se ndo =6k+3(2k+1) entdo ndo e
Nao pode ser 6k+5 estdao ndo pode ser primo

Se n = 6k, entdo n é multiplo de 6. Portanto, n ndo é primo.

Se n = 6k + 1, entdo n pode ser primo.

Sen =6k + 2 =2(3k + 1), entdo n é multiplo de 2. Portanto, n ndo é primo.
Se n =6k + 3 = 3(2k + 1), entdo n é multiplo de 3. Portanto, n ndo é primo.
Se n =6k + 4 = 2(3k + 2), entdo n é multiplo de 2. Portanto, n ndo é primo.
Se n = 6k + 5, entdo n pode ser primo.

Portanto, n pode ser da forma 6k + 1 ou 6k + 5.

Todo ndmero primo e da forma 6k mais 1 ou 6k mais 5, onde k e um nimero natural

Porque o resultado da conta é 23 e 23 é um nimero natural

Ale+1 LY

QUESTAO 8: (PINHEIRO et al.,2012) Encontre os inteiros que, na divisdo por
7, deixam um quociente igual ao resto.

32 respostas

@ Apenas o0 8.

@® 8,16 e 32.

@ 8,16, 24, 32, 40 e 48.
@ Todo mdltiplo de 8.

40,6%

18,8%

OBRIGADO!

Este contetdo nao foi criado nem aprovado pelo Google. Denunciar abuso - Termos de Servico - Politica de
Privacidade

https://docs.google.com/forms/d/1TV405ZTbhfU55H9VzxUcYDK4e0o_6B4BW1ZuObaj670/viewanalytics 6/6



