UNIVERSIDADE FEDERAL DO PIAUI
CENTRO DE CIENCIAS DA NATUREZA
PROGRAMA DE P0OS-GRADUACAO EM MATEMATICA
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA

Rodolfo Soares Teixeira

Preparacao Olimpica: Uma intervencao através do

Portal da Matematica

Teresina - 2021

A
AA
A A
AAAA

PROFMAT



Rodolfo Soares Teixeira

Dissertacao de Mestrado:

Preparacao Olimpica: Uma intervencao através do Portal da

Matematica

Dissertacao submetida & Coorde-
nacao do Programa de Mestrado
Profissional em Matematica -
Profmat, da Universidade Federal
do Piaui, como requisito parcial
para obtencao do grau de Mestre
em Matematica na modalidade

profissional.

Orientador:
Prof. Dr. Carlos Humberto Soares

Jnior.

Teresina - 2021



FICHA CATALOGRAFICA
Universidade Federal do Piaui
Biblioteca Setorial de Ciéncias da Natureza — CCN
Servico de Processamento Técnico

T266p

Teixeira, Rodolfo Soares.
Preparacdo olimpica: uma intervencao através do Portal da

Matematica / Rodolfo Soares Teixeira. — 2021.
154 f. :il.

Dissertacdo (Mestrado) — Universidade Federal do Piaui,
Centro de Ciéncias da Natureza, Pés-Graduagdo em Matematica

- PROFMAT, Teresina, 2021.
“Orientador: Prof. Dr. Carlos Humberto Soares Junior. ”

1. Recursos Didaticos. 2. Olimpiadas Matematicas - OBMEP.
3. Ensino Médio. I. Soares Junior, Carlos Humberto. Il. Titulo.

CDD 371.3

Bibliotecaria (0): Caryne Maria da Silva Gomes — CRB3/1461




Rodolfo Soares Teixeira

Preparacao Olimpica: Uma intervengao através do Portal da
Matematica

Dicsertacan submetida a banea exsunimadors
abamo disenminada cm defesa pablics » apro-
vada em 11 05 2021

BANCA EXAMINADORA

pt: A 7Y ’g'iii.-tii¥.‘1i.i okl i

Prof. D Carles Humberto Soares dJanior [Onentador)

Universidade Federal do Prlaut - UFP

Jellersun Crnz dos Santos Leite

Prof. Ix

Universidade Federal do Pran: - UEPI

o
- "‘p.‘ i
2

) rl i * &

LA P {g&s_ R e AT Pt
’t i = : )
Prof”, Dra daria José Aratiio Sousa

Universidade Estadual Vale do Acarag - UVA

e s flr

Prof Ae Aotonio Mareelo Ferretra Aeuidt

Secretaria da Educacao do Estado do Ceara - SEDUC

Teresina - 2021



Dedico este trabalho aos meus pais, Maria Zélia Soa-
res Teizeira e José Antonio Teizeira (in memoriam)
por sempre se fazerem presentes em minha vida e

nunca me deizarem desanimar em meio as dificul-
dades.



Agradecimentos

Primeiramente, agradeco a Deus, que com sua onipoténcia me permitiu ter satde e possi-
bilidade de adentrar e concluir este curso de mestrado. Somente Ele detém todo o poder.
Aquele quem me guardou durante todas estas viagens ao Piaui e que com sua caracte-
ristica onipresente, também cuidava da minha familia que por ora eu havia deixado no
Ceard, cheia de saudades e preocupacgoes. Ele, onisciente, me permitiu conhecimento para

alcancar meus objetivos.

A Maria Santissima, mae do Filho Unigénito, que sempre me protegeu com seu manto
sagrado e intercedeu por mim junto a Deus Pai, abrindo estradas e caminhos, para que

meus objetivos fossem alcancados. Tu foste sabedoria em meio a minha ignorancia.

A meus pais, que me deram a vida e me ensinaram a vivé-la com dignidade, e que sempre

foram uma fonte de inspiracao para lutar com todas as forcas por aquilo em que acredito.

A minha irma, Fabiana, pela parceria de toda uma vida, sempre sendo meio apoio, desde
crianca ao segurar minha mao para dormir, até os dias atuais, como um porto seguro no

cais. Ela tornou-se uma inspiracao profissional.

A minha filha, Aurea Maria, que chegou em meio as turbuléncias dos estudos e fez 0 meu
coracao se transformar em calmaria ao estar ao seu lado. Sem perceber, ela é a minha
maior motivacao e fonte de inspiracao. Foi por ela que eu me transformei na minha melhor

versao — ser Pal.

A minha esposa e companheira de vida, Deyviane, que me proporcionou a alegria de ser

Pai, pelo apoio e pelas oracoes para que tudo ocorresse conforme a vontade de Deus.

As minhas sobrinhas, Marya e Maria Luiza, pela compreensao com a auséncia do tio/pa-
drinho, nos momentos em que elas queriam a minha proximidade em suas vidas. Vocés

foram enviadas por Deus para alegrar a minha vida.

Ao meu cunhado, Luiz Carlos, pela presteza em me acompanhar na maioria das longas

viagens a procura do conhecimento.

i



Aos amigos companheiros de estudo, em nome do Daniel (in memoriam), que me acolheu
em solo piauiense e nunca mediu esforcos pela turma. Sempre se fez sol em meio a
tempestade; sempre nos arrancou sorrisos e por fim, nos fez chorar com a sua tao precoce

partida. Essa conquista também é por vocé. Minha eterna gratidao.
Aos coordenadores Jodo Carlos e Italo, pelo acolhimento e suporte & turma.

Aos professores, Roger, Valmaria, Jurandir, Liane, Aurineide, Isaias e em especial, ao
Professor Carlos Humberto, meu conterraneo, que me apoiou em todas as decisoes durante
a construgao deste trabalho e por toda a minha jornada na UFPIL. A vocés, todo o meu

respeito e admiracao.

A CAPES, pelo suporte financeiro durante a realizacio deste Mestrado e a SBM pela
oportunidade do PROFMAT.



"Tudo o que fizerem facam de todo o co-
ra¢do, como para o Senhor, e ndo para 0s

homens”.

Colossenses 3:23.



Resumo

Este trabalho aborda o ambiente virtual Portal da Matematica (OBMEP) como sub-
sidio de preparacao olimpica, visando ascensao dos rendimentos educacionais e causando
impacto positivo na vida estudantil. A intervencao da-se por meio de uma sequéncia de
aulas via plataforma Google Meet utilizando-se da Engenharia Didatica, enquanto meto-
dologia de pesquisa e da Sequéncia Fedathi, a qual baseia-se na linha de sequenciacoes
de experiéncias para dar aprofundamento ao aluno e favorecimento as investigacoes ma-
tematicas; tendo como sujeitos da pesquisa alunos de 1° ano do ensino médio da E.E.E.P.
Antonio Tarcisio Aragao, situada em Ipu — CE. Os resultados deste trabalho mostram
que as metodologias aplicadas foram eficazes no auxilio da exposicao dos assuntos esco-
lhidos para trabalhar como sendo os principais e mais contemplados na primeira fase da
OBMEP, além de possibilitarem o desenvolvimento de habilidades para trabalhar com

questoes olimpicas através do Portal da Matemaética.

Palavras-chave: Intervencao; Portal da Matematica (OBMEP); Olimpiadas; Sequén-
cia Fedathi; Engenharia Didatica.



Abstract

This work addresses the virtual environment Mathematics Portal (OBMEP) as a
subsidy for Olympic preparation, aiming at increasing educational performance and cau-
sing a positive impact on student life. The intervention takes place through a sequence of
classes via the Google Meet platform using Didactic Engineering, as a research methodo-
logy and the Fedathi Sequence, which is based on the line of sequencing of experiences to
deepen the student and favor it mathematical investigations; having as research subjects
1st year high school students from E.E.E.P. Antonio Tarcisio Aragao, located in Ipu - CE.
The results of this work show that the applied methodologies were effective in helping to
expose the subjects chosen to work as being the main and most contemplated in the first
phase of OBMEP, in addition to enabling the development of skills to work with Olympic
issues through the Mathematics Portal .

Key words : Intervention; Mathematics Portal (OBMEP); Olympics; Fedathi string;
Didactic Engineering.

vi



Sumario

Sumario

|Lista de Figuras|

|IReferéncias Bibliograficas|

1 Introducao|

2 As Olimpiadas de Matematical

2.1 As Olimpiadas de Matematicano Brasil| . . . . . ... ... ... ... ... ...

[2.1.1  Breve Histérico da Olimpiada Brasileira de Matematica - OBM| . . . . . .

[2.1.2 A Olimpfada Brasileira de Matematica - OBM| . . ... ... ... .. ..

[2.2  Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Pablicas - OBMEP| . . . . . ..

2.3 Olimpiada Cearense de Matematica - OCM| . . . ... .. ... ... ... ....

|3 Concepcoes Metodologicas de Elaboracao da Proposta de Ensino

3.1 Engenharia Didatical . . . . . . . . ..o o

3.2 Sequéncia Fedathi . . . ... ... o

EOP Tda M <tical

Vil

vi

vii

vii

vii



Mol Videoaula dos Conteddos . . . . . . .. .. ... oo 24
4.0.2 Exercicios Resolvidos dos Contenddosl . . . . . . .. ... ... ... .. .. 25
4.5.3 Caderno de Fxercicios dos Conteadosl. . . . .. . .. .. ... ... .. .. 26
454 Material Tedrico dos Contedados| . . . . . . . . . . . ... ... ... .. 26
[4.5.5 Aplicativos dos Conteudos| . . . . . . . . . ... ... oo 27
M56 Testes . . . . . . .o 28
[4.5.7 Avaliacao Gerall . . . . . . . . ... 28

M6  Certificadol. . . . . . . . . 29
4.7  Acompanhamento do Progresso no Portall . . . . . ... ... .00 0000 30
[> A Intervencao da Preparacao Olimpical 32
b.1  Caracterizacao da Cidade Campo de Pesquisal . . . . . . . ... .. ... ... .. 32
b.2  Caracterizagao da Escola Campo de Pesquisa] . . . . . .. ... .. ... ... .. 32
b.3 A ldealizacao da Proposta de Projetol. . . . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 33
b.4  Montagem do Material Prepraratoriof . . . . . . . ... .. ... 33
5.5  Horario das Aulas Preparatorias|. . . . . . . .. . ... ... ... ... 35
b.6  Cronograma do Projeto| . . . . . . . . . . . .. . ... . . 36
5.7 Apresentacao e Inscricoes no Projetol . . . . . . . ..o oo 37
6.8 Elaboracao e Aplicacao do Teste Iniciall . . . . . ... .. ... ... ... .. .. 40
0.9 Dinamica das Aulasl . . . . . . ..o 42
[0.9.1 Mbédulo: Funcao Afim| . . . . . . ... o o 42
[5.9.2  Mobdulo: Progressoes Aritméticas| . . . . . . . . .. ... 52
[5.9.3  Modulo: Principios Bésicos de Contagem| . . . . . .. ... ... ... .. 62
[.9.4  Mobdulo: Introducao a Probabilidade] . . . . . . . . .. .. ... ... ... 80
[5.9.5 Modulo: Areas de Figuras Planas| . . . . . . . . .. . ... ... .. .... 87

.10 Elaboracao e Aplicacao do leste Final| . . . . . . ... ... ... 100
6 __Analise dos Resultados Coletados| 102
6.1  Questoes Dissertativas| . . . . . . . . . . o 102
16.1.1 Area de Conhecimento: Aritmética - Modulo: Progressoes Aritméticas| . . 103

[6.1.2 Area de Conhecimento: Geometria - Médulo: Areas de Figuras Planas| . . 105

16.1.3 Area de Conhecimento: Contagem - Médulo: Principios Basicos de Contagem(107




6.2. Estudo dos Resultados - Teste Tniciall . . . . . . . .. .. . ... ... ... 109

6.2.2 FEFstudo dos Resultados - Teste Fpall . . . ... .. ... ... ... .. .. 110
|7 Consideracoes Finais| 113
|IA - Autorizacao Institucional do Projeto de Pesquisal 117
IB - Formulario de Inscricao| 118
[T —Teste Inicial 120
ID - Registros Fotograficos| 126
[E._- Teste Finall 128

| - Frequéncia dos Alunos| 134




Lista de Figuras

[3.1 Relacoes da Sequéncia Fedathi|. . . . .. .. .. ... ... ... ... .. 15
4.1 Portal da OBMEP e Portal da Matematical . . . . . . . ... ... ... .. 19
[4.2  Passos para o Registrono Portal] . . . . .. .. ... ... ... ... .. 20
[4.3  Disposicao dos Assuntos Propostos para o 1°ano do Ensino Médio| . . . . . 21
4.4 Modulos Irabalhados com os Alunos| . . . . ... ... ... ... ... 22
[4.5  Descricao e Pré-Requisitos de um Modulo| . . . . . .. ..o 0000 22
[4.6  Secoes das Aulas do Modulo: Principios Basicos de Contagem| . . . . . . . 23
4.7 _Icones dos Contetidos da Aulal . . . . . . . . ... .. .. ... ... . 24
[4.8  Exemplo de Videoaula: Probabilidade - Introducao Parte 01| . . . . . . .. 24

[4.9  Exemplo de Exercicios Resolvidos: Nocoes Basicas - Modulo: Funcao Afim| 25

4.10 _Grau de Dificuldade dos Exercicios Resolvidosl . . . . . . .. .. .. .. .. 25
[4.11 Exemplo dos Cadernos de Fxercicios - Modulo: Progressoes Aritméticas|. . 26

[4.12 Exemplo de Material Teérico - Modulo: Principioc Basicos de Contagem| . 27

14.13 Exemplo de Aplicativos - Modulo: Areas de Figuras Planas|. . . . . . . .. 27
[4.14 Exemplo dos Testes da Aula - Modulo: Funcao Atim| . . . . .. .. .. .. 28
[4.15 Exemplo de Avaliacao Geral - Modulo: Progressoes Aritméticas| . . . . . . 29
[4.16 Exemplo de Certificado - Modulo: Progressoes Aritméticas| . . . . . . . . . 30
[4.17 Acompanhamento do Progresso no Portall. . . . . . .. ... .. ... ... 31

[>.1  Quantitativo de Alunos de 1° ano Selecionados para 2¢ Fase da OBMEP

20014 - 200190 . . . . . e 34
[5.2  Questoes por Assuntos - 1* Fase da OBMEP (2014 - 2019) . . . . . .. .. 35
[5.3  Distribuicao dos Alunos Conforme o Curso T'écnico que Estudam| . . . . . 38

[>.4  Opiniao dos Alunos a Respeito de seus Interesses em Participar do Projeto| 38




[5.5  Meio Tecnologico Disponivel para Acompanhar as Aulas| . . . ... .. .. 39
[5.6  Disposicao das Questoes - Teste Iniciall . . . . . .. .. ... ... .. ... 41
5.7  Problema Motivador - Modulo: Funcao Afim|{. . . . . . ... .. ... ... 43
[>.8 Problema Motivador (1° Exemplo de Solu¢ao Apresentada pelos Alunos) -
Médulo: Funcao Afim| . . . . . . . .. .. ... 43
[5.9  Problema Motivador (2° Exemplo de Solucao Apresentada pelos Alunos) -
Moédulo: Funcao Afim| . . . . . . . . .. 44
[5.10 Problema Motivador - Solucao Formal - Modulo: Funcao Afim| . . . . . . . 45
[p.11 Problema Motivador (Formalizacao dos Conceitos) - Modulo: Funcao Afim| 45
[5.12 Exemplo 1 - Modulo: Funcao Afim| . . . .. .. .. ... ... ... .... 45
[5.13 Exemplo de Funcao Linear - Moédulo: Funcao Afim| . . . . . ... ... .. 46
[6.14 Problema 4 - Teste Iniciall . . . . . . . . ... ... ... ... ... .. 46
(.15 Resultado do Teste Inicial - Problema 4. . . . . . . ... ... ... .... 47
[5.16 Propriedades - Modulo: Funcao Atim| . . . . . . .. .. ... ... ... .. 47
.17 Problema 7 - Teste Imiciall . . . .. ... ... o o0 48
.18 Resultado do Jeste Inicial - Problema 7. . . .. ... ... ... ... ... 48

[5.19 Acompanhamento do Progresso dos Alunos 1* Etapa - Médulo: Funcao Afim| 49
[5.20 Resolucao de Questoes - Modulo: Funcao Atim|. . . . . .. ... ... ... 50
[5.21 Resolucao de Questoes - 1 Fase OBMEP|. . . . . .. ... ... ... ... 50
[5.22 Acompanhamento do Progresso dos Alunos 2* Etapa - Mdodulo: Funcao Afim| 51
[5.23 Problema Motivador - Modulo: Progressoes Aritméticas{. . . . . . . . . .. 52
[5.24 Problema Motivador - 1° Exemplo de Solucao Apresentada pelos Alunos -
Modulo: Progressoes Aritméticas| . . . . . . . . . ... ... 53
[5.25 Problema Motivador - 2° Exemplo de Solucao Apresentada pelos Alunos -
Modulo: Progressoes Aritméticas| . . . . . . . . .. ... ... ... 53
[5.26 Problema Motivador - 3° Exemplo de Solucao Apresentada pelos Alunos -
Modulo: Progressoes Aritméticas| . . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 54
[5.27 Problema Motivador - Solucao Formal - Modulo: Progressoes Aritméticas| . 55
[5.28 Sequéncias (Aplicagoes) - Modulo: Progressoes Aritméticas| . . . . . . . . . 55
[5.29 Sequéncias (Formalizagao dos Conceitos) - Modulo: Progressoes Aritméticas| 56
[0.30 Sequéncias (Lei de Formacao) - Modulo: Progressoes Aritméticas| . . . . . 56
[5.31 Exercicio 5 - Modulo: Progressoes Aritméticas| . . . . . . . ... ... ... 56




[5.32 Definicao de Progressao Aritmética - Modulo: Progressoes Aritméticas| . . 57

[5.33 Exemplo 4 - Modulo: Progressoes Aritméticas| . . . . . . . ... ... ... 57

[5.34 Foérmula do Termo Geral de uma P.A. - Modulo: Progressoes Aritméticas| . 58

[5.35 Acompanhamento do Progresso dos Alunos 1* Etapa - Modulo: Progressoes |

Antmeéticasl . . . . . . 59

[5.36 Gauss e as Somas dos Termos de uma P.A. - Mdodulo: Progressoes Aritméticas| 59

[5.37 Solucao de Gauss para a Soma de 1 a 100 - Modulo: Progressoes Aritméticas| 60

[6.38 Proposicao 8 - Modulo: Progressoes Aritméticas| . . . . . . . . . . ... .. 60

[5.39 Demonstracao - Formula da Soma dos Termos de uma P.A. - Modulo: |

Progressoes Aritméticas| . . . . . . . . . ... e 61

[>.40 Acompanhamento do Progresso dos Alunos 2* Etapa - Modulo: Progressoes |

Antmeéticasl . . . . .. 62

[>.41 Problema Motivador | - Modulo: Principios Basicos de Contagem| . . . . . 63

[5.42 Problema Motivador I - (1° Exemplo de Solugao Apresentada pelos Alunos) |

Modulo: Principios Basicos de Contagem| . . . . . . .. ... .. ... ... 63

[5.43 Problema Motivador I - (2° Exemplo de Solugao Apresentada pelos Alunos) |

Modulo: Principios Bésicos de Contagem| . . . . . . . . ... .. ... ... 64

[5.44 Problema Motivador I (Solucao Formal) Médulo: Principios Basicos de |

Contagem| . . . . . . . . . .. 65
[5.45 Formalizacao do Conteudo - Modulo: Principios Basicos de Contagem|. . . 66
[>.46 Apresentacao dos Métodos - Modulo: Principios Basicos de Contagem|. . . 66
[5.47 Exemplo 3 - Modulo: Principios Basicos de Contagem|. . . . . . . . . . .. 67
[5.48 Exemplo 5 - Modulo: Principios Basicos de Contagem|. . . . . . . . . . .. 67
[5.49 Exercicios 15 - Modulo: Principios Basicos de Contagem| . . . . . . . . .. 68
[5.50 Problema Motivador II - Médulo: Principios Basicos de Contagem|. . . . . 69

[0.51 Problema Motivador II (Solugao Apresentada pelos Alunos) - Moédulo: |

Principios Basicos de Contagem| . . . . . . . .. .. ... ... ... .... 69

[5.52 Problema Motivador Il (Solucao Formal) - Mddulo: Principios Bésicos de |

Contagem| . . . . . . . . . .. 70

[>.53 Fatorial (Exemplos) - Modulo: Principios Basicos de Contagem| . . . . . . 70

[0.54 Permutacao (Problema Motivador) - Modulo: Principios Basicos de Con- |

tagem| . ... e e 71

[>.55 Anagramas (Conceito e Exemplo) - Modulo: Principios Basicos de Contagem| 71




[5.56 Permutacao (Exercicios) - Modulo: Principios Basicos de Contagem| . . . . 72
[5.57 Problema Motivador III - Médulo: Principios Basicos de Contagem| . . . . 72
[>.58 Problema Motivador III (Solucao Apresentada pelos Alunos) - Moédulo: |
Principios Basicos de Contagem| . . . . . . . . . . ... ... ... ..... 73
[5.59 Problema Motivador III (Solu¢ao Formal) - Médulo: Principios Basicos de |
Contagem| . . . . . . . . . . . 73
[5.60 Permutacao com Repeticao (Exemplos e Conceitos I) - Modulo: Principios |
Basicos de Contagem| . . . . . . . . . .. .. ... L 74
[5.61 Permutacao com Repeticao (Exemplos e Conceitos 11) - Modulo: Principios |
Basicos de Contagem| . . . . . . . . . . ... Lo 74
[5.62 Permutacao com Repeticao (Exercicios) - Modulo: Principios Basicos de |
Contagem| . . . . . . . . . L 75
[5.63 Problema Motivador IV - Médulo: Principios Basicos de Contagem| . . . . 75
[5.64 Problema Motivador IV (Solu¢ao Apresentada pelos Alunos) - Moédulo: |
Principios Basicos de Contagem| . . . . . . . .. . ... ... ... ... 76
[5.65 Problema Motivador IV (Solu¢ao Formal) - Modulo: Principios Basicos de |
Contagem| . . . . . . . . L 76
[5.66 Problema Motivador V - Mdédulo: Principios Basicos de Contagem|. . . . . 7
[5.67 Problema Motivador V (Solugao Apresentada pelos Alunos) - Moédulo: |
Principios Basicos de Contagem| . . . . . . . .. .. ... ... .. ... 7
[5.68 Problema Motivador V (Solu¢ao Formal) - Modulo: Principios Béasicos de |
Contagem| . . . . . . . . . Lo 78
[5.69 Combinacao (Formal Binomial) - Modulo: Principios Basicos de Contagem| 78
[5.70 Acompanhamento do Progresso dos Alunos 1* Etapa - Médulo: Principios |
Basicos de Contagem| . . . . . . . . . . ... Lo 79
[5.71 Acompanhamento do Progresso dos Alunos 2% Etapa - Médulo: Principios |
Basicos de Contagem| . . . . . . . . . . ... Lo 80
[5.72 Problema Motivador - Modulo: Introducao a Probabilidade|. . . . . . . .. 81
[5.73 Problema Motivador (Resultado do Teste Inicial - Problema 6) - Modulo: |
Introducao a Probabilidade] . . . . . . ... ... 000 81
[5.74 Problema Motivador (Solugao Apresentada pelos Alunos) - Modulo: Intro- |
ducao a Probabilidade| . . . . . . . . .. 82
[5.75 Problema Motivador (Solugao Formal) - Modulo: Introducao & Probabilidade| 82
[5.76 Probabilidade - Conceitos I - Modulo: Introducao a Probabilidadel . . . . . 83




[5.77 Probabilidade - Conceitos II - Modulo: Introducao a Probabilidade] 83
[5.78 Probabilidade - Conceitos III - Médulo: Introducao a Probabilidade . . . . 83
[5.79 Probabilidade - Conceitos IV - Moédulo: Introducao a Probabilidade] . . . . 84
[>.80 Probabilidade (Exemplo) - Modulo: Introducao a Probabilidadel . . . . . . 84
[>.81 Probabilidade (Exercicio) - Modulo: Introdugao a Probabilidade| . . . . . . 85
[5.82 Acompanhamento do Progresso dos Alunos 1* Etapa - Médulo: Introducao |

a Probabilidadel . . . . . . . .. 85
[6.83 Acompanhamento do Progresso dos Alunos 2* Etapa - Médulo: Introducao |

a Probabilidadel . . . . . .. . 86
[5.84 Problema Motivador I - Modulo: Areas de Figuras Planas| . . . . ... .. 87
[5.85 Problema Motivador I (Solucio Apresentada pelos Alunos) - Médulo: Areas |

de Figuras Planas| . . . . . .. .. ... .. ... .. 88

5.86 Problema Motivador I (Solucdo Formal) - Médulo: Areas de Figuras Planas | 88

[5.87 Problema Motivador IT - Modulo: Areas de Figuras Planas|. . . . . . . ..

89

[5.88 Resultado do Teste Inicial - Problema 5 - Modulo: Areas de Figuras Planas | 89

/5.89 Problema Motivador I1 (Solucio Formal) - Médulo: Areas de Figuras Pla-

L aST - o o o e 90
[5.90 Area de um Quadrado Unitéario - Modulo: Areas de Figuras Planas|. . . . 90
[5.91 Area de um Retangulo e Area de um Quadrado - Modulo: Areas de Figuras |

Planas|. . . . . . . . . 91
[5.92 Area de um Paralelogramo - Modulo: Areas de Figuras Planas| . . .. . . 92
[5.93 Area de um Triangulo - Modulo: Areas de Figuras Planas| . . . . . . . .. 92
[5.94 Area de um Losango - Modulo: Areas de Figuras Planas | . . . . . ... .. 93
[5.95 Area de um Trapézio - Modulo: Areas de Figuras Planas|. . . . . . .. .. 93
[5.96 Exercicio - Médulo: Areas de Figuras Planas| . . . . .. ... ... .... 94
[5.97 Acompanhamento do Progresso dos Alunos 1* Etapa - Modulo: Areas de |

Figuras Planas | . . . . . . . .. o o 94
[5.98 Problema Motivador I1I - Médulo: Areas de Figuras Planas| . . . . . . . . 95
/.99 Problema Motivador ITI (Solucdo Formal) - Modulo: Areas de Figuras |

Planas|. . . . . . . . . 96
[5.100 Area de um Triangulo Equilatero - Modulo: Areas de Figuras Planas| . . . 96
[5.101 Area de um Hexagono Regular - Modulo: Areas de Figuras Planas| . . . . 97




[5.102 Area de um Circulo - Modulo: Areas de Figuras Planas| . . ... ... .. 97

5.103 Area de um Circulo (Exemplo) - Modulo: Areas de Figuras Planas| . . . . 98

5.104 Area de um Circulo (Exemplo - Solugio) - Modulo: Areas de Figuras Planas| 98

15.105 Area de um Circulo (Exercicio) - Modulo: Areas de Figuras Planas| . . . . 99

15.106 Acompanhamento do Progresso dos Alunos 2* Etapa) - Médulo: Areas de

Figuras Planas| . . . . . . . .. .. o 100
[5.107 Disposicao das Questoes - Teste Finall . . . .. .. .. ... ... ... .. 101
[6.1 1% Questoes Dissertativa - Teste Inicial e Teste Fnall . . . . .. ... ... 103

6.2 1* Questoes Dissertativa (Solucoes dos Alunos) - Teste Inicial e Teste Finall 104

6.3 2% Questoes Dissertativa - Teste Inicial e Teste Fmall . . . . .. .. .. .. 105

(6.4 2% Questoes Dissertativa (Solugoes dos Alunos) - Teste Inicial e Teste Finall 106

[6.5 3* Questoes Dissertativa - Teste Inicial e Teste Final| . . . . . ... .. .. 107

6.6 3* Questoes Dissertativa (Solugoes dos Alunos) - Teste Inicial e Teste Finall 108

6.7 Desempenho no Teste Inmicial| . . . . . . ... ... ... ... ... ..... 110

[6.8  Desempenho no Teste Finall . . . . ... ... ... ... ... ..., 111




Capitulo 1

Introducao

Habitualmente, a disciplina de matemaética é vista pelos estudantes como uma vila.
Além disso, os professores da disciplina tentam de diversas formas transformar essa situ-
acao e fazer que a disciplina seja bem aceita pelos alunos e para isso, usufrui-se bastante
das olimpiadas para que a partir de incentivos, essa seja uma das portas de entrada para

o mundo matematico.

As olimpiadas de matemética sao acoes tidas como instrumentos que difundem e
propagam por si s6 a propria disciplina, além de serem atraentes aos alunos, pois desafiam-

se e tentam alcancar ano apdés ano um melhor desempenho.

Visando uma ascensao dos rendimentos educacionais do aluno e pensando na pre-
paracao olimpica como geradora de impacto positivo na vida estudantil, atrelamos uma
preparacao olimpica com subsidio do Portal da Matematica, na perspectiva de tornar o

aluno mais auténomo e protagonista de sua propria evolucao educacional.

Além disso, esté disposto nos PCNs (1998, p.56)[5] que

[...] a Matematica pode e deve estar ao alcance de todos e a garantia de
sua aprendizagem deve ser meta prioritaria do trabalho docente; a ativi-
dade matematica escolar ndo é ‘olhar para coisas prontas e definitivas’,
mas a construgao e a apropriagao de um conhecimento pelo aluno, que
se servird dele para compreender e transformar sua realidade.

A relevancia desse estudo se justifica na possibilidade e necessidade de buscar es-
tratégias que contemplem nao somente alunos que tenham facilidade com os conteudos
matematicos abordados pela Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
(OBMEP), mas em oportunizar todos aqueles que buscam além de se tornarem medalhis-
tas, um aprofundamento nos assuntos matematicos, uma forma de ser atraido pela disci-
plina e elevar seus rendimentos independente do resultado final do processo, tornando-se

um medalhista ou nao, e, com isso, conscientizar-se que o mais importante na finalizacao
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do projeto serd o conjunto dos saberes adquiridos e as novas ferramentas para resolucao

de questoes olimpicas que terd agregado ao seu conhecimento.

Juntando a experiéncia que o professor orientador j& possui com olimpiadas e visando
que a Escola Campo de Pesquisa ja possui preparacoes olimpicas baseadas no Programa
OBMEP na Escola, desde 2016, em aulas ministradas aos sdbados pela manha, com alu-
nos tendo notoéria “facilidade” para a matemaética, este presente projeto visou a atender a
qualquer aluno de primeiro ano do ensino médio da Escola Campo de Estudo, mediante
uma inscri¢do apresentada através de um formulario online no Google Forms, apresen-
tando o desejo de aprofundar seus conhecimentos matematicos de forma simplificada e
significativa, desafiar-se com questoes olimpicas e também buscar a realizacao do sonho de
ser um medalhista, dentro de seus proprios horarios de estudos estabelecidos pela escola,

oportunizando a participacao de todos.

Visando uma preparacao que contemplasse um melhor afunilamento da elaboragao,
da construcao e da aquisicao de conceitos e de propriedades matematicas exigidas pela
OBMEP e uma especificidade dos assunto-problemas abordados, foi possivel visionar o
Portal da Matematica - por ser um recurso gratuito e disponivel através da internet com
ferramentas eficazes de aprofundamento em determinados assuntos didatico-mateméticos
- como possibilitador dos alunos caminharem rumo ao seu proprio conhecimento, tendo
o professor nao como detentor dos conhecimentos e saberes, mas sim como um mediador

destes.

Mesmo no hodierno tempo de isolamento social, em virtude da pandemia do COVID
— 19, o referido portal é bastante estruturado, capaz de dar suporte aos alunos em relacao
as videoaulas, fornecer materiais teoricos, listas de exercicios, testes, avaliagoes geradoras
de certificados e aplicativos que funcionam como jogos. Logo, é percebido pela variedade
de opgoes tecnologicas que vao de encontro ao que o aluno dos dias atuais interessam-
se. Agregado as aulas mediadoras, que ocorreram de forma remota, onde sao realizadas
transmissoes virtuais em tempo real, tendo interagoes nos mesmos horarios que deveriam
ocorrer de maneira presencial, os encontros destinados para este projeto e a estes alunos,

via Plataforma do Google Meet, tornando possivel buscar a preparacao ora almejada.

Tendo em vista o mérito dessa pesquisa, buscaremos verificar os principais assun-
tos abordados na primeira fase da OBMEP e com isso temos como objetivo principal,
elaborar estratégias auxiliadoras pretendendo a evolucao dos alunos nos conhecimentos
a respeito destes assuntos mais debatidos para que ao final do processo seja vista a evo-
lugao individual e a evolugao do grupo perante aos demais alunos da mesma série que
nao participaram do projeto, para verificar se houve uma colaboracao deste projeto no

desempenho dos alunos.

Como objetivos especificos buscamos trés vertentes: desafiar os alunos com questoes
olimpicas; melhorar os conhecimentos dos alunos tanto dentro de sua série de estudo,

quanto no potencial de interpretar e solucionar problemas mais abordados pela OBMEP

2
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e como consequéncia, uma possibilidade de tornarem-se medalhistas e colaborar para o

aluno alcancar seus objetivos estudantis ao final do ensino médio.

Com esta pesquisa, esperamos evoluir os conhecimentos dos alunos e atrai-los para
a disciplina, tornando-os capazes de serem inspiradores para outras pessoas, com o fito
destas, também, usufruirem de uma plataforma estruturada como o Portal da Matema-
tica. Além disso, através da aplicacdo das metodologias como a Sequéncia FEDATHI e
a Engenharia Didatica colaborar para os discentes criarem uma possivel autonomia em
seus estudos, melhorando e aprofundando seus conhecimentos por meio de seus prota-
gonismos, sendo acompanhados em seus progressos e evolucoes. Portanto, este trabalho
pode tornar-se um material experimental de subsidios para os professores da disciplina de
Matematica que queiram fazer preparacao ou elevar os rendimentos de seus alunos, com

o proposito de olimpiada ou como auxilio em suas aulas.
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As Olimpiadas de Matematica

Estudos revelam que desde o século XVI existiam competicoes nao oficiais de ma-
tematica. De acordo com Maciel (2009)[13], naquele tempo alguns matematicos faziam
competicoes entre si, apostando catedras em universidades, reputagoes e até mesmo di-
nheiro. Eles apostavam e se esforcavam na resolucao de problemas mateméticos com

intuito de serem bem acolhidos ou adquirir admiracao por parte da sociedade.

Essas competicoes aconteciam no formato de duelo, no qual um competidor desafiava
o outro, com problemas mateméticos a fim de que fossem resolvidos e vencia, enfim, o
competidor que respondesse corretamente um maior nimero de problemas. Suas intengoes
com estes duelos eram reconhecimentos pela aptidao matematica, o que muitas vezes
exigia dedicacao intensa e continua. Assim, outros competidores dedicavam-se na solucao
de problemas que fossem capazes de serem usados em outros duelos, o que lhes abonava
dinheiro, fama e reconhecimento (MACIEL, 2009)[13].

Em 1894, na Hungria, ocorreu a primeira Olimpiada de Matemaética, destinada a
estudantes concluintes da segunda etapa do ensino regular do pais em homenagem a
um famoso professor de matematica hingaro Josef Kiirschak, membro da Academia de
Ciéncias da Hungria e do Instituto Politécnico da Universidade de Budapeste, que se
tornou ministro de educagao do pais (FERNANDES, s.d.)[10].

E assim, surgiu o “pontapé inicial” para outras competicoes oficiais mundo a fora.

Ainda hoje, essas competicoes internacionais existem. Um exemplo é a Olimpiada

Internacional de Matematica (IMO) que

E a mais importante competicdo internacional, realizada desde 1959.
Participam dessa competicao cerca de 100 pafses de todo o mundo,
representados por equipes de até 6 estudantes secundarios ou que nao
tenham ingressado na Universidade ou equivalente na data da celebracao
da Olimpiada. Em 2017, foi organizada, no Rio de Janeiro (RJ), a 58th
International Mathematical Olympiad (IMO) (OBM, s.d)[16].
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A IMO acontece anualmente e neste ano de 2020, a 61* edi¢ao aconteceria em Sao
Petersburgo, na Rissia. Todavia, por conta da pandemia, aconteceu de forma remota
em 130 centros de aplicagao nos mais de 100 paises participantes. Nesta edicao, a equipe
brasileira atingiu a 10* colocacao, conquistando uma medalha de ouro e cinco medalhas

de prata.

2.1 As Olimpiadas de Matematica no Brasil

2.1.1 Breve Histérico da Olimpiada Brasileira de Matematica -
OBM

Em 1979 a Sociedade Brasileira de Matematica (SBM) organizou a primeira Olim-
piada Brasileira de Mateméatica (OBM) e com o passar dos anos a mesma sofreu algumas
mudancas, porém, continua com o mesmo objetivo de agucar o estudante ao estudo de
matematica, efetuar e aprimorar a formacao de professores, além de inspirar a melhoria

do ensino e revelar jovens talentos (OBM, s.d.)[15].

De acordo com o site da OBM (s.d.)[15], a competigao passou por diversas mudangas

de ajustamento para seus participantes, foram elas:

e A prova da OBM, em 1991, constava de dois niveis, sendo eles: Junior, para alunos

com no maximo 15 anos e Sénior, para alunos do ensino médio;

e Em 1992, constavam duas fases da prova, sendo a primeira com 25 questoes de
multipla escolha e a segunda fase executada em dois dias, contendo trés problemas mate-
maticos abertos e dissertativos em cada dia. Além disso, neste mesmo ano o nivel Junior

passou a ser representado por alunos cursando até a oitava série;

e No ano subsequente, o nivel Janior voltou a ter sua segunda fase realizada em
apenas um dia, contendo cinco problemas matemaéticos. Dois anos depois, em 1995, o

mesmo nivel voltou a ter como competidores, estudantes de até 15 anos;

e Somente em 1998, a olimpiada foi dividida em trés niveis. O nivel I era destinado
para estudantes de quinta e sexta séries do ensino fundamental; O nivel II destinava-se
para alunos de sétima e oitava séries do ensino fundamental e o nivel trés era para alunos
de ensino médio. Além disso, a prova foi dividida em trés fases. A primeira: de multipla
escolha dispondo de 20 ou 25 questoes; a segunda: uma prova aberta com 6 questoes a
disposicao; e a terceira, e tltima fase, para os niveis I e I constava de 5 questoes e para o
nivel III, 6 questoes em dois dias. No mais, as provas das duas primeiras fases aconteciam

nas respectivas escolas cadastradas;

e No ano seguinte, em 1999, as provas da competicao do nivel II passaram a ser em
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dois dias na fase final;

e Dois anos depois, em 2001, foi criado o nivel universitdrio da competicao, com

duas fases;

e Em 2017 a OBM se integrou a Olimpiada Brasileira de Matemética das Escolas
Publicas (OBMEP) e passou a realizar apenas a fase unica para os niveis I, II e III, no

entanto, o nivel universitario continuou sendo realizado em duas fases.

2.1.2 A Olimpiada Brasileira de Matematica - OBM

A OBM é uma competicio olimpica destinada a estudantes de Institui¢oes Piblicas
e Privadas de todo o Brasil, sendo possivel participar a partir do sexto ano do Ensino
Fundamental, Ensino Médio e Nivel Universitario. (OBM, s.d.)[14]. Tal olimpiada é
executada numa parceria entre o Instituto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA) e a
Sociedade Brasileira de Matematica (SBM). A Comissao Gestora e a Comissao Nacional
de Olimpiadas de Matematica da SBM sao responsaveis pela coordenacao desta olimpiada.
J& a preparacao das provas e suas solucoes sao de responsabilidade da Comissao Nacional
de Olimpiadas de Matematica da SBM, além da definicao dos critérios de correcao e de

premiacao.

Com sua ultima mudanca, em 2017, a OBM passou a contar com o nivel universitario
composto por duas fases, porém, a inscricao na competicao é individual e de responsabi-
lidade do estudante de graduacao. Ja para os niveis I, II e III, a olimpiada é composta
apenas por uma fase, com realizacao sempre no segundo semestre de cada ano, apenas

para estudantes convidados.

Os objetivos da Olimpiada Brasileira de Matematica sao

Interferir decisivamente em prol da melhoria do ensino de Matematica
no Brasil, estimulando alunos e professores a um aprimoramento maior
propiciado pela participacao em olimpiadas.

Descobrir jovens com talento matemaético excepcional e coloca-los em
contato com matematicos profissionais e instituicoes de pesquisa de alto
nivel, propiciando condicbes favoraveis para a formacao e o desenvolvi-
mento de uma carreira de pesquisa.

Selecionar os estudantes que representardao o Brasil em competicoes in-
ternacionais de Matemaética a partir do seu desempenho na OBM, reali-
zando o seu devido treinamento.

Apoiar as competigoes regionais de Matematica em todo o Brasil.
Organizar as diversas competicoes internacionais de Matemaética,
quando realizadas no Brasil (OBM, s.d.)[14].

Além disso, atualmente, os alunos sao premiados com medalhas de ouro, de prata

e de bronze, numa propor¢ao aproximada de 1:2:3 (ex.: sendo x medalhas de ouro, serdo
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2x de prata e 3x de bronze), com classificagdo em ordem decrescente de pontuagdo. A

critério da banca examinadora, as mencoes honrosas sao oferecidas.

A ceriménia de premiacao acontece durante a semana olimpica, nesta todos os me-
dalhistas sao convidados a participar, caso nao possam comparecer, receberao suas me-
dalhas em casa, via correios. Os alunos agraciados com mengoes honrosas podem baixar
o certificado diretamente do sistema oficial da OBM. Esta semana realiza-se anualmente,
envolvendo os medalhistas da OBM, e em seu transcorrer, os alunos medalhistas sao com-
templados com palestras de orientacao académica e com participacoes em treinamentos

para outras olimpiadas.

2.2 Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas
Piblicas - OBMEP

A Olimpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas foi criada em 2005 e
é realizada numa parceria entre o Instituto de Matemética Pura e Aplicada — IMPA e a
Sociedade Brasileira de Matematica — SBM. Além disso, é promovida pelo Ministério da

Educacao e pelo Ministério da Ciéncia, Tecnologia, Inovagoes e Comunicacoes — MCTIC.

Os principais objetivos da OBMEP sao

e Estimular e promover o estudo da Matematica;

e Contribuir para a melhoria da qualidade da educacdo béasica, possibi-
litando que um maior ntimero de alunos brasileiros possa ter acesso a
material didatico de qualidade;

e Identificar jovens talentos e incentivar seu ingresso em universidades,
nas areas cientificas e tecnolégicas;

e Incentivar o aperfeicoamento dos professores das escolas publicas, con-
tribuindo para a sua valorizagao profissional;

e Contribuir para a integracdo das escolas brasileiras com as universida-
des publicas, os institutos de pesquisa e com as sociedades cientificas;

e Promover a inclusdo social por meio da difusdo do conhecimento

(OBMEP, s.d.)[17].

Essa olimpiada atende alunos inscritos desde o sexto ano do Ensino Fundamental até
a série final do Ensino Médio, sendo de escolas piblicas municipais, estaduais e federais,
assim como escolas da rede privada brasileira, porém, a inscricao s6 pode ser feita pela
escola, indicando o nimero total de inscritos para a primeira fase. No entanto, para
participacoes da rede privada, é necessario realizar o pagamento de uma taxa, conforme

o numero de inscritos.

Dividida em trés niveis. A saber: o nivel 1 da modalidade - para os alunos de sexto

e sétimo ano do ensino fundamental; o nivel 2 para alunos de oitavo e nono ano também
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do ensino fundamental; e para o nivel 3 - os alunos do ensino médio. O que se aplica de

igual maneira para os alunos da Educacao de Jovens e Adultos (EJA).

A Olimpiada também é dividida em duas fases. Na primeira, as provas sao aplicadas
em todas as escolas inscritas e dispoe de vinte questoes objetivas, diferenciadas por seus
respectivos niveis para todos os alunos inscritos, com duracao de duas horas e trinta
minutos, sendo reservados mais quinze minutos para a leitura das instrucoes pelo professor
antes do inicio da prova; entretanto, para os alunos com necessidades especiais, a prova
dispoe de uma hora adicional de duracao, inclusive para os alunos que farao a prova em
braille ou ampliada. Os professores das escolas inscritas sao responsaveis pela correcao,

de acordo com as orientagoes e os gabaritos fornecidos pela OBMEP.

J& na segunda fase, as provas acontecem em centros escolhidos pela coordenacao
da OBMEP e contém 6 questoes discursivas, de acordo com os niveis, destinadas aos
alunos classificados. A aplicacao é feita por uma equipe designada pela OBMEP. Os
alunos sabatistas realizam a prova, da segunda fase, em horario especial, apos o por do
sol, contudo, devem adentrar ao centro de aplicacdo no mesmo horario dos demais alunos.
A correcao regional fica a cargo de uma equipe escolhida pela OBMEP. Por fim, é feita a
correcao nacional - uma espécie de recorrecao das provas possiveis de serem premiadas -
assim como descreve a OBMEP (s.d.)[18].

As provas sao corrigidas, em suas regides de origem, por comités
escolhidos pelas coordenagoes regionais da OBMEP. Esses comités sao
compostos por professores de Matematica, em sua maioria universitarios,
e muitos com experiéncia na correcao de provas de Olimpiadas. Apos ser
tracada uma nota de corte, parte dessas provas sao novamente corrigidas
em uma correcdo nacional, unificada, de onde sao estabelecidos os
premiados.

A premiacao dos alunos acontece de acordo com cada mérito de premiacao. As
medalhas de ouro sao entregues em cerimoénias nacionais organizadas pela Coordenagao
Nacional da propria OBMEP. A entrega das medalhas de prata e bronze sao realizadas
pela Coordenacao Regional da OBMEP no ano posterior da premiacao. E por fim, os
certificados de mencao honrosa sao enviados via correios para a escola, juntamente com
os materiais da primeira fase da edicao posterior, porém, antes disso ficam disponiveis
para download na pagina da OBMEP.

Segundo o regulamento da olimpiada (s.d.)[18] as premiac¢oes sao organizadas da

seguinte forma:
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¢ 500 (quinhentos) alunos de escolas publicas e 75 (setenta e cinco) alunos
de escolas privadas com medalhas de ouro;

e 1.500 (mil e quinhentos) alunos de escolas publicas e 225 (duzentos e
vinte e cinco) alunos de escolas privadas com medalhas de prata;

e 4.500 (quatro mil e quinhentos) alunos de escolas publicas e 675 (seis-
centos e setenta e cinco) alunos de escolas privadas com medalhas de
bronze.

o Até 46.200 (quarenta e seis mil e duzentos) alunos de escolas publicas
e 5.700 (cinco mil e setecentos) alunos de escolas privadas com Certifi-
cados de mencdo honrosa.

Além dos prémios para alunos, a OBMEP também vem premiando professores ao
longo de suas quinze edi¢oes. Quem concorre a premiacao ¢ o professor de matematica
dos alunos que participaram da segunda fase da olimpiada, desde que seja indicado como
professor destes alunos pela escola apos a divulgacao dos alunos classificados para segunda
fase e que esteja com pelo menos dois alunos na segunda fase. Sendo um total de no
maximo novecentos e sessenta e nove professores premiados. Neste caso, a premiagao dos

professores estd diretamente ligada a premiagao de seus alunos (OBMEP, s.d.)[18].

Além de premiar alunos e professores, a olimpiada também premia as escolas par-
ticipantes num total de quinhentos e quarenta escolas entre piblicas e privadas e as

Secretarias Municipais de Educacao, tendo um total de cinquenta e duas premiadas.

Desta maneira, podemos compreendé-la como elo de canalizacao do saber matemaé-

tico entre os estudantes que dispoem do prazer sobre a disciplina.

2.3 Olimpiada Cearense de Matematica - OCM

Em 1981, foi criada a Olimpiada Cearense de Matematica, tendo como responsaveis
pela sua realizagao, Marcondes Cavalcante Francga, Guilherme Lincoln Aguiar Ellery, Jodao
Marques Pereira e Raimundo Thompson Gongalves (in memorian), por intermédio da

Universidade Federal do Ceara, pelo Departamento de Matematica.

Esses mesmos quatro professores, anteriormente, pensaram na Coluna Olimpiada de
Matematica publicada por meio de uma associacao ptublico-privada entre o Departamento
de Matematica da Universidade Federal do Ceara (UFC) e o Jornal O Povo como um meio

de mobilizacao e de preparacao de estudantes para a Olimpiada Cearense de Matemaética.

Depois de 11 anos, em 1992, o Coordenador da Olimpiada Cearense de Matematica,
Prof. Marcondes Cavalcante Franca, um dos quatro autores da Coluna Olimpiada de
Matematica, foi convidado pela Sociedade Brasileira de Matematica (SBM) a integrar a

Coordenacao Geral de Olimpiadas de Matematica no Brasil.

A partir da iniciativa desses professores e de outros de geragoes seguintes que o Cearé
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se tornou tradicionalmente conhecido pelos excelentes resultados de seus estudantes na

OBM e em diversas olimpiadas internacionais.

A OCM é uma competicao olimpica, realizada anualmente, que revela alunos, pro-
fessores e escolas com bom desempenho na assimilacao e na transmissao de conhecimentos
matematicos. As provas desta competicao sao destinadas a alunos de Ensinos Fundamen-
tais e Médio, elaboradas pelos professores da Comissao de Olimpiadas do Departamento
de Matemética. Vale ressaltar que grande parte dos problemas propostos da olimpiada

sao de propria autoria dos professores elaboradores.

Para a aplicacao da prova, os estudantes sao divididos em trés niveis de dificuldade,

de acordo com o ano de estudo, em que o aluno recebe sua respectiva prova:
e Nivel 1: 6° e 7° anos de estudo do ensino fundamental;
e Nivel 2: 82 e 92 anos de estudo do ensino fundamental;
e Nivel 3: 12, 2° e 3° anos de estudo do ensino médio.

Em geral, a Olimpiada Cearense de Matemaética tem como objetivos

a) Descobrir, despertar e estimular talentos e vocages para o estudo da
matematica;

b) Incentivar a participacdo de estudantes cearenses do ensino mé-
dio na Olimpiada Brasileira de matemética de abrangéncia Internaci-
onal/Regional e Mundial (Olimpiada de Matematica do cone sul, Olim-
piada Ibero-americana de Matematica e Olimpiada Internacional de Ma-
tematica);

¢) Contribuir para a melhoria do ensino de Matematica nos ensinos fun-
damentais e médio;

d) Promover a integragao da escola de ensino fundamental e médio com
a Universidade, através do ensino de Matemética. (GOMES, 2019. p.
40)[9]

As provas tem duracao de 04 horas, constam de 05 problemas abertos e dissertati-
vos, cada um deles vale 10 pontos. A aplicacdo das provas ocorre nas dependéncias do

Departamento de Matemética da Universidade Federal do Ceara, no Campus do Pici.

Os alunos sao premiados com medalhas de ouro, de prata e de bronze, numa pro-
porcao aproximada de 1:2:3 (ex.: sendo x medalhas de ouro, serao 2x de prata e 3x de
bronze), com classificagdo de até no méaximo 20 alunos de cada nivel para estas premi-
acoes. Os demais alunos classificados nao premiados com medalhas, recebem certificado

de mencao honrosa.
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Capitulo 3

Concepcoes Metodologicas de

Elaboracao da Proposta de Ensino

De acordo com a linha de raciocinio de Artigue (1996)[I] e Brousseau (1996)[6], ¢
importante que o professor mediador utilize a construcao do conhecimento fazendo uso
da empregabilidade de casos problematicos de aprendizagem, permitindo que os estu-
dantes sejam colocados frente a situacoes-problemas por meio de atividades ou jogos.
Dessa forma, torna-se facil, o professor tracar métodos fundamentais e usufruir dos co-
nhecimentos e dos conceitos prévios adquiridos pelos alunos, na empregabilidade de casos
probleméticos, permitindo que estes possuam habilidades para efetivar procedimentos e
acoes para selecionar, organizar e interpretar as informagoes, retratando-as de diversas
formas e tomando decisoes. Desta forma, a elaboracao do conhecimento ocorre de maneira

eficaz, mostrando sentido e aquisicao de conhecimento significativo para o aluno.

Neste capitulo, apresentamos os fundamentos metodologicos que nortearam nossa
pesquisa, como: a Engenharia Didatica, enquanto metodologia de pesquisa; e a Sequéncia
Fedathi, a qual baseia-se na linha de sequenciacoes de experiéncias para dar aprofunda-

mento ao aluno e favorecimento as investigacoes matemaéticas.

3.1 Emngenharia Didatica

Fizemos uso da Engenharia Didéatica no percurso do nosso estudo, pois, enquanto
metodologia de pesquisa, ¢ baseada em execucoes didéaticas, em ambientes de sala de aula,
que neste caso, foram online, e de seguirem as fases de anélises preliminares, concepcgao e
analise a priori, experimentacao e analise a posteriori e validagao para comparar os dados

colhidos no inicio do projeto e os resultados obtidos em sua finalizacao.

A Engenharia Didatica busca idealizar, produzir, refletir e apresentar a construcao

do conhecimento didatico, assim, caracterizando-se em sugerir
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[...] uma seqiiéncia de aula(s) concebida(s), organizada(s) e articu-
lada(s) no tempo, de forma constante, por um professor-engenheiro para
realizar um projeto de aprendizagem para certa populacdo de alunos.
No decurso das trocas entre professor e alunos, o projeto evolui sob as
reacoes dos alunos e em funcao das escolhas e decisdes do professor
(MACHADO, 2002, p. 198, apud DOUADY, 1993, p. 2)[12].

Assim, serviu de norteamento programatico para o andamento do projeto, visando
o conhecimento do aluno como principal condutor e norteador dos seguimentos, havendo
trocas de experiéncias e reorganizagao de ideias conforme as necessidades apresentadas

pelos envolvidos.

Enquanto metodologia de pesquisa, a Engenharia Didatica assume quatro fases: a
primeira: Andlises Preliminares- estas sao executadas por meio de reflexoes a respeito
de contetdos programaticos tedricos obtidos e assimilados previamente. Segundo Artigue
(1996 p. 198)[1], majoritariamente sao:

e 2 andlise epistemolégica dos contetidos visados pelo ensino;

e a andlise do ensino habitual e dos seus efeitos;

e a andlise das concepcoes dos alunos, das dificuldades e obstaculos que
marcam a sua evolucao;

e a andlise do campo de constrangimento no qual vir4 a situar-se a
realizacao didatica efetiva;

e ¢, naturalmente, tendo em conta os objetivos especificos da investiga-
¢ao.

E nesta primeira fase que estudamos as provaveis finalidades do problema em ques-
tdo, assim como as maneiras que podemos solucioné-lo. Conforme Machado (1999)[12],
as andlises preliminares sao desenvolvidas essencialmente para estabelecer a concepcao da
engenharia. Obviamente, cada uma delas ocorrerd, ou nao, de acordo com o objetivo da

pesquisa, e este estabelecerd o grau de aprofundamento dessas anélises preliminares.

A segunda fase: Concepgao e Andlise a Priori - Posterior a realizagdo das Analises
Preliminares, e conforme o que foi colhido, o pesquisador/professor decide a agdo sobre
as variacoes, considerando o que julga mais importante ao problema pesquisado para a

conducao dos caminhos de solucionar o problema.

De acordo com Artigue (1996, p. 205)[1] na Analise a Priori ¢ que
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e descrevem-se as escolhas efectuadas ao nivel local (remetendo-se, even-
tualmente, para escolhas globais), e as caracteristicas da situagao adida-
tica que delas decorrem,

e analisa-se 0 peso que o investimento nesta situacao pode ter para o
aluno, particularmente em funcao das possibilidades de a¢ao, de escolha,
de decisao, de controle e de validagao de que ele dispoe, uma vez operada
a devolucao, num funcionamento quase isolado do professor,

e prevéem-se os campos de comportamentos possiveis e procura-se mos-
trar de que forma a andlise efectuada permite controlar o sentido desses
campos e assumir, em particular, que os comportamentos esperados, se
intervierem, resultarao claramente da aplicacao do conhecimento visado
pela aprendizagem.

Desta maneira, é nesta fase que se prevé as acoes futuras e, também, o comporta-
mento dos alunos perante as acoes da sequéncia didatica, tomando, por base, as hipoteses

construidas.

A terceira fase: Ezperimentacdo - nesta ha a realizacdo dos processos vivenciados

anteriormente, ou seja, na fase anterior. Para Machado (1999 p. 206)[12], ela supoe:

e a explicitacao dos objetos e condicoes de realizacao da pesquisa & po-
pulagdo de alunos que participard da experimentacao;

e 0 estabelecimento do contrato didatico;

e a aplicacdo dos instrumentos de pesquisa;

e o registro das observagoes feitas durante a experimentacao (observacao
cuidadosa descrita em relatorio, transcricdo dos registros audiovisuais,
etc.).

Este & o momento da maior interacdo dos alunos com o objeto estudado. E a fase
que o aluno esta diretamente ligado ao problema pesquisado e buscando solucoes para

este.

A quarta fase: Andlise a Posteriori e Validagao - nesta, que se analisa a producgao
dos alunos e as solugoes que encontraram para os problemas apresentados, além de todos

os dados coletados no processo da sequéncia didatica.

Artigue (1996 p. 209)[1] aponta algumas dificuldades encontradas nesta fase:
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4,

e Uma analise a priori é, em conseqiiéncia da sua extensdo, a fortiori
quando se trata de um trabalho de micro-engenharia, praticamente inco-
municavel in extenso. Aquilo que é publicado e é visivel do exterior, néo
é, pois, salvo se for um exercicio escolar, um produto conforme & descri-
¢ao teodrica que dele se faz aqui, mas um condensado desse produto. Sao
tomadas decisoes e o possivel controle exterior da comunidade sobre o
procedimento de validagao é necessariamente afectado por elas.

e Na maior parte dos textos publicados relativos a engenharias, o con-
fronto das duas andlises, a priori e a posteriori, exibe distor¢oes. Elas
estao longe de ser sempre analisadas em termos de validacao, a saber,
investigando aquilo que, nas hipdteses consideradas, as distor¢des consta-
tadas invalidam. Com grande freqliéncia, os autores limitam-se a propor
modificagoes da engenharia, visando a sua reducao, sem se envolverem,
pois, verdadeiramente, num procedimento de validacao.

e As proprias hipoteses explicitamente envolvidas nos trabalhos de
engenharia sdo, com grande freqiiéncia, hipbteses relativamente globais,
que poem em jogo processos de aprendizagem a longo prazo, que a
amplitude da engenharia ndo permite necessariamente fazer entrar, de
facto, no procedimento de validacao.

E nesta fase que verificamos se as expectativas criadas na fase de Analises a Priori

- segunda fase - foram cumpridas. E o resultado de todo o processo.

3.2 Sequéncia Fedathi

A Sequéncia Fedathi institui uma proposta metodologica idealizada por um grupo

de mateméticos educadores do Estado do Cearé.

Fazendo elo com a Engenharia Didética, utilizamos a Sequéncia Fedathi para dar
ainda mais significado a mediacao desta pesquisa, pois, também baseia-se na linha de

sequenciacoes de experiéncias para dar aprofundamento ao aluno.

E uma sequéncia didatica de uso do professor/mediador, tendo como fundamento as
experiéncias matematicas, possibilitando a criacao de situacoes problemas, possibilitando
aos alunos experiéncias significativas dos conhecimentos matematicos, tendo como foco a

autonomia do aluno.

Para Borges Neto e Dias (1999)[4], o aluno reproduz ativamente os estagios que a
humanidade percorreu para compreender os ensinamentos matematicos, sem que, para
isso, necessite dos mesmos milénios que a histéria consumiu para chegar ao momento

atual.

Compreendemos a relevancia de reproduzir esse cendrio nas aulas, pois é dai que o
aluno faz a construcao dos conceitos a partir das etapas que sao conduzidas pelo professor
mediador, levando em conta os conhecimentos ja adquiridos previamente e as experiéncias

vivenciadas.
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A figura abaixo busca resumir as relagoes professor — aluno no continuo processo de

construcao do conhecimento.

Figura 3.1: Relacoes da Sequéncia Fedathi

Professor

Problema Producdo do aluno

‘ad

Aluno

I

“ Conhecimento I

Fonte: Grupo Fedathi.

Conforme a estrutura de relagoes proposta na figura acima, é o professor quem
inicia o processo, pesquisando e selecionando um problema relacionado ao conteudo que
deseja que os alunos aprendam (1). Posterior a isso, o professor apresentara o problema
selecionado para os alunos por meio de uma linguagem oportuna (2). Depois do contato
dos alunos com a apresentacao do problema, estes deverao explorar o problema e, entao,
investigé-lo na busca por soluciona-lo (3). Com a solu¢ao encontrada, o professor analisara
esta juntamente com os alunos (4). De maneira alterna, os passos 3 e 4 ocorrerao até que o
aluno chegue ao conhecimento (5) - este € o momento correspondente a mediagao professor

— aluno.

De acordo com a Sequéncia Fedathi, o professor deve nortear suas acoes didaticas
objetivando que o aluno supere as situacoes de contetidos e conceitos, apresentando suas
solucoes diante as mais diversas situagoes problemas. (BORGES NETO et al., 2013)[3].

Assim como a Engenharia Didatica, a Sequéncia Fedathi também se utiliza de quatro
fases. Sao elas: Tomada de posicao - Apresentacao do problema; Maturacao - Compre-
ensao e identificacao das variaveis envolvidas no problema; Solugao - Representacao e
organizacao de esquemas/modelos que visem a solu¢do do problema e por fim, Prova -

apresentacao e formalizacao do modelo matematico a ser ensinado.
e 1% etapa: Tomada de posicao: apresentacao do problema.

Nesta primeira etapa, o aluno é apresentado ao problema, por meio do professor. O
problema deve estd diretamente relacionado ao contetido que o docente deseja que seja ad-
quirido pelo discente. A apresentacao do problema pode acontecer por diversas maneiras,
ficando a critério do professor fazé-la da maneira que for mais oportuna para a situacao,

como um apresentacao escrita ou verbal, por meio de jogos, uso de material concreto,
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utilizacao de softwares, ou a cargo do professor mediador, havendo a possibilidade de ser

trabalhado o problema de maneira individual ou grupal.

De acordo com BORGES NETO et al. (2000)[2],

Para apresentar o problema, o professor ja deve ter realizado antes,
um diagnéstico inicial a fim de identificar o nivel de conhecimento do
grupo, principalmente no que diz respeito aos pré-requisitos necessarios
para o conhecimento que pretende ensinar. Ele serd um investigador
de sua propria sala de aula. Devera levantar questionamentos a
fim de apreender as possiveis deficiéncias dos alunos em relacdo aos
conhecimentos anteriores que deveriam possuir.

O professor mediador devera apresentar algumas regras que serao utilizadas no de-

correr do processo de construcao do conhecimento.

Essas regras devem ir desde as realizacGes desejadas frente ao problema
proposto, como também, em relacdo ao tipo de relagoes permitidas entre
os alunos. O professor devera esclarecer as duvidas que venham surgir e
observar o trabalho individual, ao passo que devera estimular os alunos
ao trabalho interativo, de formas colaborativas e cooperativas entre
os membros de um grupo e entre os grupos como um todo (BORGES
NETO et al., 2000)[2].

Neste instante, é importante o professor utilizar-se de uma linguagem acessivel aos
alunos, para que seja compreendido da maneira correta e consiga atingir os objetivos da
sua fala. Desta maneira, o professor mediador é responsavel por pesquisar, orientar, e
preparar os seus alunos, ficando claro, a importancia do planejamento e a flexibilizacao
de algumas agoes para garantir a participacao e a compreensao dos alunos mediante as

explicacoes para garantir o alcance dos objetivos.

e 2% etapa: Maturacao: Compreensao e identificacao das varidveis envolvidas no

problema.

Nesta etapa, professor e aluno fazem suas discussoes a cerca do problema levantado.
Aqui, os alunos devem buscar compreender os dados do problema e tudo que mais for
pertinente, ja tracando a identificacao de possiveis caminhos para tentar solucionar o

problema.

Para BORGES NETO et al. (2000)[2],
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Nesse estigio, os alunos devem levantar hipéteses a respeito de suas
analises. Quando ndo houver a iniciativa por parte dos mesmos,
o professor deverd incitd-los a estabelecerem relagdes do problema
estudado com outros ja conhecidos por eles, a fim de que possam
utilizar os conhecimentos aprendidos anteriormente, como ferramentas
auxiliares na busca de elaboracao da solugao.

No processo de maturacao, o professor deve estar atento aos alunos, tentando obser-
var e identificar seus medos, interesses, comportamentos, raciocinios, opinioes e estratégias
tracadas para que enquanto mediador, possa ser suporte frente as realizacoes dos alunos,

fazendo, quando necessario, intervencoes e mediacoes nesta busca.

e 3% etapa: Solucdo: Representacdo e organizacao de esquemas/modelos que visem

a solucao do problema.

Nesta terceira etapa, os alunos devem organizar e apresentar prototipos ou modelos
que possam ajuda-los a compreender e organizar o pensamento para o que solicita o
problema, podendo ser apresentado de forma: oral, escrita, por meio de desenhos, ou até

mesmo, esquemas - fazendo uso de linguagem formal matematica ou nao.

Durante a realizacao desta etapa, é necessario que acontecam as trocas de experi-
éncias e opinioes frente ao problema abordado. O professor devera estimular os alunos
e solicitar que expliquem seus modelos e pensamentos, justificando o caminho pelo qual
caminha para a solucao do problema e indagando-os sobre as suficiéncias deste, para o

encontro da resposta procurada.

Aqui, faz-se uso de tempo, para que os alunos analisem e reflitam sobre suas realiza-
¢Oes e ensaiem tentativas e/ou erros para a valida¢ao de suas hipoteses/modelos criados.

Este ¢ um momento importante de exercicio da autonomia pelos alunos.

No processo de busca da solucdo por parte dos alunos, o professor tem
um papel fundamental como mediador, pois, devera discutir junto com o
grupo as resolugoes encontradas, a fim de juntos, concluirem qual delas
¢ mais adequada para representar e responder o problema proposto. E
essencial que nessas discusses fique claro para o grupo quais sdo as
lacunas e falhas dos modelos que nao foram adequados para satisfazer
o problema, pois, identificando e reconhecendo os erros, os alunos se
tornardo capazes de evité-los em situagoes posteriores (BORGES NETO
et al., 2000)[2].

Sobre os possiveis modelos inadequados de solucao do problema, BORGES NETO
et al. (2000)[2] destaca que
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E importante que o professor motive os alunos a buscarem formas de
verificagao dos resultados encontrados. A refutacao dos modelos inade-
quados poderé ser realizada através de contra-exemplos. O professor
deverd mostrar para os alunos que a solucao ideal deve satisfazer ndo sé
o problema em questao ou somente determinadas situacoes, mas sim, o
nimero maior possivel de situagdes que necessitem desse conhecimento
para serem resolvidas. Assim, é interessante que apresente situacoes
problemas diferentes da inicial para mostrar a limitacdo dos modelos
que se mostraram inadequados ou insuficientes.

E natural que poucos alunos, apenas alunos com maior dominio, ou os mais adeptos
a disciplina, encontrem respostas corretas nesta etapa, ainda que utilizando modelos des-
conectados com o que se pretende ensinar, porém, o objetivo é construir um conhecimento
novo, que ainda é desconhecido pelos alunos, e este, serd o momento do professor delinear

o conhecimento cientifico que sera apresentado na préoxima etapa.

e 4% etapa: Prova: apresentacao e formalizacao do modelo matemdtico a ser ensi-

nado.

Posteriormente, as discussoes sobre as resolucoes apresentadas pelos alunos - ¢ a
vez do professor apresentar o novo conhecimento como meio pratico e otimizado como

caminho de resolucao do problema abordado.

Nessa fase, a didatica do professor serd determinante para aquisicao
do conhecimento por parte dos alunos, pois, além de ter que manter a
atencao e motivacao do grupo, o professor precisard fazer uma conexao
entre os modelos apresentados pelos alunos e o modelo cientifico
j4 existente; deverd introduzir o novo saber através de sua notacgado
simbélica em linguagem matemética, juntamente com as novas regras
inerentes a esse conhecimento. E nessa etapa final, referente a prova que
0 novo conhecimento, deverd ser compreendido e assimilado pelo aluno,
levando-o a perceber que & partir deste, serd possivel deduzir outros
modelos simples e especificos, para serem aplicados a situagoes também
especificas (BORGES NETO et al., 2000)[2].

Nesta etapa, o aluno deve visualizar e perceber a importancia do trabalho com
modelos gerais, que lhes instrumentalizarao para outras situacoes e problemas que lhes

forem propostos, contribuindo para o seu raciocinio logico-dedutivo.
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Capitulo 4

O Portal da Matematica

O Portal da Matematica (OBMEP)E] criado em Maio de 2015, apresenta-se como um
ambiente virtual de aprendizagem de matematica que oferta, gratuitamente, videoaulas,
exercicios resolvidos, material teérico, caderno de exercicios, aplicativos interativos, tes-
tes e avaliagoes que geram certificados, para estudantes, professores e todos aqueles que
desejem buscar o conhecimento matematico de maneira organizada e dinamica, cobrindo
todo o curriculo do 6° ano do ensino fundamental ao 3° ano do ensino médio, além de

disponibilizar topicos adicionais para complementacao e aprofundamento dos estudos.

Atualmente, o Portal da Matematica encontra-se dentro do Portal da OBMEP criado
em Julho de 2018, juntamente com o Portal da Fisica (OBMEP) criado em Fevereiro de
2018, e Quebra-cabecas de Matematica (OBMEP) criado em Setembro de 2018, voltado
para o ensino fundamental. Para localizar aquele, deve-se acessar o site da OBMEP,
acionar a aba Programas e Portais e clicar em Portal do Saber. Em seguida, ja sera
redirecionado para o Portal da OBMEP. Vejamos as apresentacoes dos ambientes do
Portal da OBMEP e Portal da Matematica.

Figura 4.1: Portal da OBMEP e Portal da Matematica

L — @ © ©

Fonte: Portal da Matemaética.

!Disponivel em: http://www.obmep.org.br/
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4.1 Registro ou Cadastro

Para realizar o registro no Portal, é necessario clicar em uma aba destinada a este
cadastro e preencher com as seguintes informacoes: primeiro nome, tltimo nome, e-mail,
criar uma senha e repeti-la na proxima caixa. Apods essa etapa, uma mensagem de con-
firmacao de cadastro serd enviada para o e-mail informado, bastando apenas confirmar
para o registro ser concluido com sucesso. Esse procedimento ¢ o mesmo para alunos,

professores, responsaveis ou qualquer pessoa que deseje efetuar o cadastro no Portal.

Vale ressaltar que o Portal pode ser usado sem a necessidade de um cadastro, apenas
nao sendo possivel fazer uso dos testes e avaliagoes gerais, além disso, as videoaulas sao

disponibilizadas no youtube através do canal do Portal da Matemética OBMEP.

Professores que desejam acompanhar o progresso dos seus alunos ou responsaveis
que queiram verificar o desempenho de seus filhos, devem clicar em painel do aluno e
tornarem-se um orientador, através de um coédigo gerado que os alunos podem fazer uso
para adicionarem um professor (orientador) e/ou responséavel, possibilitando a visualizagao

do progresso dos estudantes dentro do Portal.

Figura 4.2: Passos para o Registro no Portal

NAO TEM CONTA? CADASTRE-SE AGUI Loem

FAGA SEU LOGIN o+ o
OU REGISTRE-SE @ -, [— 2 . 3

o Aluno/Professor -~

— 0
« Painel do Alunc 4
a, Login®

0
= Painel do Orientador duafis 5

Fonte: Portal da Matematica.

Os passos apresentados, indicam desde o registro dos dados pessoais e cadastro do
e-mail, passando pelo acesso e terminando na recuperacao ou atualizacao da senha de

aCesso.

4.2 Anos de Ensino Contemplados pelo Portal

O Portal da Matematica possui uma estrutura que abarca todos os anos finais do
ensino fundamental e do ensino médio, sendo os assuntos organizados por moédulo, de

acordo com o que é proposto pelo curriculo de matematica para cada ano de ensino.
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Além disso, existem topicos adicionais, os quais contemplam contetidos extras aos da
educacao bésica, com temas olimpicos e universitarios, tais como: topicos para professores,

problemas resolvidos e introducao ao calculo.

Figura 4.3: Disposicao dos Assuntos Propostos para o 1°ano do Ensino Médio

12 Ano do Ensino Médio

82 Ano do Enging Fundamental

72 Ano do Ensino Fundamental
82 Ano do Ensing Fundamental

#2 Ano do Ensino Fundamental

R

Circulo Trigonométrico

12 Ano do Ensing Médio Fungao Quadritica Leis dos Senos e dos
5 N Cossenos

22 Ane do Ensino Médic

32 Ano do Ensino Médio

Tépices Adicianais

Toépicos para Professores além da relagdo
metria

Froblemas Resokados

Veja o Modulo © Veja o Madulo © Veja o Modulo ©

Intreducio ao Calcule

Reducio ao Primeiro Progressdes Aritméticas
Quadrante e F o

Veja o Médulo © Veja o Madulo ©

Veja o Modulo ©

Fonte: Portal da Matematica.

4.3 Mobdulos do Portal

Iremos definir um Modulo do Portal, como sendo um grupo de materiais de um
mesmo assunto, organizados o mais proximo possivel, do contetido curricular proposto
pelas escolas de nosso pais. Assim definido, pode-se afirmar que cada modulo oferta uma
variedade de recursos possiveis de serem explorados como: videoaulas, exercicios resol-
vidos, material tebrico, cadernos de exercicios, aplicativos interativo, teste e a avaliacao

geral.

Mostraremos a seguir, como modelo, todos 0os médulos com seus respectivos anos de

ensino que foram trabalhados com os alunos.
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Figura 4.4: Modulos Trabalhados com os Alunos

o

Progressoes Aritméticas

o

Areas de Figuras Planas

2

Fung¢do Afim

Este modulo se concentra em um
tipo especial de sequéncia de

Veja o Midulo © Veja o Modulo ©

nimeros: a Progressao Aritmética
(PA). Inicialmente,
como conseguir um fermo qualquer,
tendo outro como referéncia, e como
somar os fermos desta sequéncia
Em seguida, falamos sobre

aprendemos

92 Ano do Ensino Fundamental

Métodos Sofisticados de
Contagem

udo de técnicas

Introducio a
Probabilidade

Propriedades Aritméticas de PA com
razdo e fermos inteiros. Por fim,
mosiramos uma generalizagdo do
conceilo de PA, as PAs de ordem

supenor.

Veja o Modulo ©

pia o Médulo
Veja 0 Modulo © Veja o MO ©

2 Ano do Ensino Médio 12 Ano do Ensino Médio

Fonte: Portal da Matematica.

Alguns fatos relevantes de serem acrescentados, é que cada moédulo possui uma des-
cricao detalhada de todos os assuntos que serao tratados no grupo de assuntos e apresen-
tam os contetidos que sao usados de pré-requisitos para o estudo daquele tema, indicando

o mo6dulo e ano de ensino onde estao inseridos.

Um exemplo do que estamos comentando, podemos notar a seguir.

Figura 4.5: Descricao e Pré-Requisitos de um Moédulo

& & Pré Requisitos:
Fragdes.
Conjuntos.
Pri) bésicos de Contag

Introducgao a
FProbabilidade

20

s como espage amostral e 1)
Mostraremo como

Q Onde Encontrar:

e vendo
Principios Baéasicos de

Contagem

Introducao a
Probabilidade

2) Fragdes, o Primeiro Contato

3) Conjuntos
Vveja o Modulo © L

Fonte: Portal da Matematica.
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4.4 Aulas de um Modulo

Cada modulo estudado é dividido em secoes, nestas os contetidos sao organizados e
apresentados por meio de aulas, repassadas em videoaulas, exercicios resolvidos e comple-
mentados através dos materiais teoricos, cadernos de exercicios, aplicativos interativos,
testes e avaliagdo geral, que ajudam no aprofundamento dos assuntos estudados e possi-

bilitam o aluno revisar quantas vezes forem necessarias.

Figura 4.6: Secoes das Aulas do Médulo: Principios Basicos de Contagem

Prropo Pt Enweicos s e
o Contagem. Pracipie Fuedamersa

& Cantagen -Par |

Pamataghe co Enwicicn oo
seowsiia Permutagis com
Fogiso 0

Principios Basicos de
Contagem

A Pré Requisfros:
Antrmbuca bésica.

™ Videoaula

@
"
¥
u

Exarecis b
Parmatssio g -
Fare |

Fonte: Portal da Matematica.

4.5 Conteudos da Aula

Os contetudos que ajudam a compor cada secao ou aula de um modulo, dependendo
se 0 acesso ao Portal da Matematica é feito por meio de um celular ou computador, pode

apresentar uma disposicao na tela de maneira diferente.

Tomando como exemplo a forma que visualizamos em um computador, temos do
lado esquerdo do moédulo, todas as videoaulas, exercicios resolvidos, cadernos de exercicios,
aplicativos, materiais teoricos, testes e avaliacao geral do moédulo. J& do lado direito,
notamos essas mesmas ferramentas a disposicao, apenas separadas conforme a secao de

estudo.

E importante informar que nem todos os médulos do Portal apresentario todas essas
ferramentas de estudo disponiveis, pelo fato de alguns modulos ainda estarem em fase de
construcdo. E valido ressaltar que para cada contetido apresentado, um icone é associado,
facilitando a localizacao pelo aluno.

Vejamos exemplos destes contetidos com seus respectivos icones.
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Figura 4.7: Icones dos Contetidos da Aula

® Videoaula Outros Contelidos da Aula

(# Exercicios Resolvidos @ Videoaula

(& Exercici
& Cademo de Exercicios

o
w
A
(D
w
o
<
Q
o
- W

& Aplicativo
B Aplicativo
- 12 o Teste
M Material Tedrico M Material Teorico o

Fonte: Portal da Matematica.

4.5.1 Videoaula dos Contetidos

Dentre os conteudos apresentados dentro de um moédulo, a videoaula é considerado
o principal, pois é a porta de entrada para os temas estudados, nela a teoria e exercicios
sao expostos por meio de videos com duracao geralmente entre 0 a 15 minutos. Cada
uma oferece as opcoes para o aluno assistir o video legendado ou nao, o que mostra
a preocupacao da OBMEP em atender as necessidades daqueles alunos portadores de

deficiéncia auditiva.

Lembrando, ainda, que as videoaulas sao organizadas em conformidade com o ma-

terial teorico e outros contetidos que venham a ser ofertados pelo médulo de estudado.

Figura 4.8: Exemplo de Videoaula: Probabilidade - Introducao Parte 01

@« Videoaula

D O que é probabilidade?

Probabilidade -
Intredugdo - Parte 01
Iniciamos nosso
estudo de
probabilidade

Nesta aula

- veremos os
Assistir Video
conceitos de

experimento

amostral e evento

Fonte: Portal da Matematica.
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4.5.2 Exercicios Resolvidos dos Contetidos

Os exercicios resolvidos sao videos menores que os das videoaulas, com duracao entre
2 a 5 minutos. Esses funcionam como um complemento ao contetido estudado, no qual

um exercicio é solucionado passo a passo, além de apresentar a opgao de baixar o video.

Recomenda-se a utilizacao dos exercicios resolvidos ap6s as videoaulas tedricas e
antes da realizacao dos testes, como forma do aluno, sempre que possivel ,esté revendo os

contetidos e observar os conceitos sendo aplicados.

Figura 4.9: Exemplo de Exercicios Resolvidos: Nogoes Bésicas - Modulo: Fungao Afim

(& Exercicios Resolvidos

Nogdes Basicas - 01 Nogbes Basicas - 02 Nogbes Basicas - 03

—

Fonte: Portal da Matemaética.

Por fim, os exercicios resolvidos sao distribuidos em 3 niveis de dificuldade, sendo
esses diferenciados através da cor do seu icone na parte superior e organizados da seguinte

forma- Facil (verde), Intermediario (laranja) e Dificil (vermelha).

Figura 4.10: Grau de Dificuldade dos Exercicios Resolvidos

=

Resolugdo de Exercicios - 08 Nogoes basicas - 04

Assistir Video

Resolugido de Exercicios - 03

==

Baixar Video Babar Video

Fonte: Portal da Matematica.

25



Capitulo 4. O Portal da Matematica

4.5.3 Caderno de Exercicios dos Contetuidos

Cada secao de um modulo tem disponivel na aba dos contetidos o caderno de exer-
cicios - um material em PDF, possivel do aluno baixar, organizado com as questoes em
3 niveis: Exercicios Introdutoérios, Exercicios de Fixacao e Exercicios de Aprofundamento
e de Exames. Geralmente, o caderno é composto de 2 a 5 paginas de exercicios e na
parte final do material sempre vem acompanhada a solucao ou dicas para os problemas

pPropostos.

Esse recurso do caderno de exercicios é uma excelente fonte de banco de questoes

possiveis do professor utilizar em suas aulas e/ou avaliagdes.

Para o desenvolvimento do projeto ora exposto por este trabalho, os cadernos de
exercicios foram fundamentais para a montagem dos testes aplicados e para obtengao /

construcao dos conhecimentos e estudos realizados.

Figura 4.11: Exemplo dos Cadernos de Exercicios - Médulo: Progressoes Aritméticas

& Caderno de Exercicios

Progressdes Aritméticas: PAs Inteiras e Soma dos Exercicios de Fixagao
Definicdo e Lei de Formagao termos de uma PA Apostila de Exercicios
Apostila de Exercicios Aposlila de Exercicios

Fonte: Portal da Matemaéatica.

4.5.4 Material Tedrico dos Conteuidos

Semelhante ao caderno de exercicios, o material teérico pode, também, ser possivel
do aluno baixar em PDF. O material aborda a teoria dos contetidos por meio de topicos,
sempre apresentando um situacao-problema antes de iniciar os estudos e enriquecendo os

conceitos com bastante exemplos.

Ao final de cada material, apresenta-se “Dicas para o Professor” que sao orientacoes
de como conduzir os assuntos da melhor forma possivel nas aulas repassadas, e “Sugestoes

de Leitura Complementar”™- as quais sao materiais extras ligados aos contetidos estudados.

O material tedrico também serve de base para as videoaulas que sao disponiveis
nos modulos, assim como serviu de sustentacao na construcao das aulas ministradas no

projeto desenvolvido neste trabalho.
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Figura 4.12: Exemplo de Material Teodrico - Modulo: Principioc Bésicos de Contagem

0 Material Tedrico

Q

O Principio Fundamental da
Contagem

Apresentamos o principio fundamental da
contagem, assim como algumas outras
estratégias elementares de contagem

Baixar Material Te6rico

Q

O Fatorial de um Numero e
Permutagdes Simples

Dando seguimento & nosso estudo de
Combinatéria, introduzimos o cenceito de fatonal
de um nimero, o qual € utilizado para estudar
permutacdes simples. Discutimos, também
alguns exemplos relevantes

Baixar Material Te6rico

Q

Permutagbes com elementos
repetidos

Neste material tedrico, apresentamos o conceito
de permutacdo com elementos repetidos e
discutimos alguns exemplos

Baixar Malerial Tedrico

4.5.5

Fonte: Portal da Matematica.

Aplicativos dos Contetidos

Os aplicativos sao problemas propostos para os alunos de uma maneira diferente,

possibilitando o aluno manipular as ferramentas apresentadas pelo problema de forma

dinamica e construir suas hipoteses a partir de cliques ou deslocamentos realizados.

Alguns modulos ou segoes nao apresentam aplicativos, no entanto aqueles que apre-

sentam, sempre iniciam com um titulo para o problema sugerido, em seguida fornecem as

instrugoes de uso, intitulado de “Como usar?”, nestas explica-se o que se busca encontrar

no problema e como manipular a imagem interativa. Ao final, informa a fonte que deu

origem ao aplicativo e traz uma caixa nomeada de “Mostrar explicacao”, que apresenta

a solucao ou demonstracao para o problema de maneira formal e embasadas no material

tedrico do modulo estudado.

Figura 4.13: Exemplo de Aplicativos - Modulo: Areas de Figuras Planas

- Aplicativo

Comparando Retangulos

Figuras geométricas sempre t&m
relacdes interessantes entre elas para se
descobrir Mostre que a drea dos
retdngulos em questdo sempre sdo
iguais

O

No meio do triangulo tinha um
ponto

Ao escolher um ponto qualquer dentro de
um tridngulo equilatero e lhe calcular a
soma das projecles desse ponto aos
lados, achamos um fato interessante. .

= ) .
= —
Lote dividido Grade triangular

Dada uma grade, formada de triangulos
menores, 3 pontos sao escolhidos em
seu bordo. Vocé saberia calcular a drea
deste trifingulo?

Ao dividir um terreno da forma de um
quadilatero em 4, ligando os pontos
médios dos lados opostos, foram
medidas as dreas de apenas 3 dos
terrenos. E possivel encontrar a drea
desconhecida do tltimo terreno?

s TR

Fonte: Portal da Matematica.
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4.5.6 Testes

Presente na aba esquerda dos contetidos de cada mo6dulo ou na aba direita de cada
secao apresentada, os testes sao maneiras de o aluno verificar seus conhecimentos e do

professor avaliar o desempenho dos estudantes e fazer bom uso desses resultados.

Existem 2 tipos de testes: o teste da aula e a avaliacao geral. Nesta secao, iremos
comentar sobre o teste da aula, que consiste em um ambiente onde o aluno pode participar
quantas vezes quiser, sendo aprovado ou ndo, apenas necessitando acertar 6 perguntas em
sequéncia sobre o assunto do modulo estudado para alcancar a aprovacao do teste da
aula, sendo informado ao final de cada questao feita, se houve acerto ou erro da mesma,
acompanhada da solucao, além disso, é contabilizado apenas para efeito de informar, o
tempo gasto e caso o aluno erre uma questao, o sistema reinicia a contagem do total de

questoes acertadas em sequéncia.

As questoes apresentam niveis diferentes de dificuldade e sao exibidas de duas for-
mas: miltipla escolha, com 5 alternativas de respostas, ou dissertativas, nas quais o aluno

deve digitar a sua solucao encontrada.

Cada se¢ao do modulo indicard através de um texto e por um icone (troféu) se o

aluno ja foi aprovado naquele teste ou se ainda nao participou do mesmo.

Figura 4.14: Exemplo dos Testes da Aula - Modulo: Funcao Afim

D Nocdes Basicas D Resolucdo de Exercicios
Parabéns!
Vocé ja foi aprovado nesse Testel
Vocé pode continuar praticando para Vocé ainda néo participou do Teste
melhorar seu desempenho Leia as orientacdes e clique em

Ultima Participacéo

Iniciou em: Acertos  Erros of Iniciar o Teste!

29/08/2020 as 14:42Hs 9 1

«f Iniciar o Teste!

Fonte: Portal da Matematica.

4.5.7 Avaliacao Geral

A avaliagao geral estd presente dentro da aba teste e contempla todos os assuntos
apresentados no modulo de estudo, sendo formada por 12 questoes, exibidas de duas
formas: miltipla escolha, com 5 alternativas de respostas, ou dissertativas, nessas o aluno
deve digitar a sua solucao encontrada, selecionadas aleatoriamente e que se diferenciam o

seu nivel de dificuldade conforme a cor da faixa da pergunta e sao distribuidas da seguinte
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maneira: da 1* a 6* questao, nivel facil (verde), da 7* a 10* questao, nivel intermediario

(amarela) e da 11* a 12* questao, nivel dificil (vermelha).

Diferente do teste da aula, no qual ao final de cada questao é informado se houve
acerto ou erro da mesma - acompanhada da solucao- na avaliacao geral, isso nao ocorre,

sendo exposto o percentual de acertos apenas ao final das 12 questoes.

Caso ao final da avaliagao seja atingida uma porcentagem de acertos igual ou superior
a 70% é gerado um certificado do modulo concluido, apresentando a porcentagem de

desempenho na avaliagao geral realizada.

Assim como no testes da aula, é possivel o aluno realizar quantas vezes achar ne-
cessario a avaliagao geral, atingindo um desempenho acima de 70% ou nao, além disso,
sempre antes de inicia-la, é apresentado através de mensagens e de icones (troféu), como se
encontra a situacao da mesma, podendo aguardar o seu inicio, iniciada mas sem aprovacao

ou com a aprovacao ja atingida.

Figura 4.15: Exemplo de Avaliacao Geral - Modulo: Progressoes Aritméticas

Avaliagio Geral

¥ Participacdo % Participagdo

Parabéns!
Vocé ja foi aprovado na Avaliacdo Gerall
Vocé pode continuar praticando para melhorar seu desempenho.
Acesse a area restrita e iImprnima seu certificadol

Vocé ainda nédo participou da Avaliacdo Geral
Leia as orientacdes e clique em

Uttima Participagio
Iniciou em: Acertos Erros

08/09/2020 as 09:41Hs 10 2

of Iniciar a Avaliaciio Gerall

Fonte: Portal da Matemaéatica.

4.6 Certificado

Como citado na avaliacao geral, o certificado é gerado quando se atinge um desempe-
nho de acertos igual ou superior a 70%. Automaticamente, aquele é emitido constando a
data em que foi concluida a avaliacao geral, o nome cadastrado no ato do registro no Por-
tal, o modulo que em esta avaliagao foi realizada e apresentando a porcentagem de acertos
obtida. E, além disso, pode ser baixado e impresso, informado no canto inferior direito,
um codigo de validagao, juntamente com um QRCode, o que garantira a autenticidade
do certificado.

Conquistar o reconhecimento através de um certificado representa: o alcance, den-
tro daquele modulo de estudo, do minimo de conhecimentos exigidos, credenciando o

aluno a possuir ferramentas béasicas para solucionar problemas da natureza dos contetidos
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ministrados.

O projeto desenvolvido neste trabalho foi implementado com alunos de 1°ano do
ensino médio e a preparacgao fez uso de 2 modulos que coincidiram com os assuntos que

constavam no curriculo da disciplina de matemaéatica proposto para o ano de estudo citado.

Dessa forma, em parceria com o ntcleo gestor da escola campo de pesquisa, os alunos
que ao final desses modulos estudados atingiram um bom desempenho na avaliacao geral
e foram premiados com um certificado do modulo, foram isentos de participarem de uma
das avaliacoes realizada pela escola, como forma de reconhecimento e valorizacao pelo

mérito atingido.

Figura 4.16: Exemplo de Certificado - Médulo: Progressoes Aritméticas

\WW/PORIAL DA impa S3 S

W/ MATEMATICA T vl e

BIVIEP Somanto noves talentes para o Brasil
CERTIFICADO

Certificamas que, no dia 08 de September de 2020, Aluno/Professor
conclun o Mdule "Progresses Aritméticas” do Portal da Matematica da OBMEP, respondenda corretamente a §1% das

perguntas da avalago final

Rio de Janeira, 20 de February de 2021

e ﬁ

Fonte: Portal da Matemaéatica.

4.7 Acompanhamento do Progresso no Portal

O Portal da Matematica possibilita para o aluno e para o professor cadastrados, a
ferramenta de poder acompanhar o progresso de uma pessoa, grupo ou turma, por meio

do coédigo do professor orientador.

Feito este processo, o professor pode formar turmas e adicionar alunos através deste
c6digo, podendo visualizar o perfil do aluno, verificar o progresso no portal, enviar men-
sagens dentro do proprio ambiente, dentre outros recursos disponiveis para o professor

orientador.

Este auxilio foi fundamental na execucao do projeto ora desenvolvido, pois os mo-
dulos eram iniciados em encontros realizados por web conferéncias e suas continuidades
ficavam a cargo da utilizacao do Portal. Logo, o aluno deveria exercer o seu protagonismo
e autonomia para dar prosseguimento aos estudos e exploragao dos modulos apresenta-

dos nos encontros. Quanto aos beneficios ao professor aplicador do projeto: um meio de
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acompanhar todas as acoes feitas pelos alunos dentro do Portal, como - quantos médulos
foram iniciados os estudos ou concluidos com certificados; quantos minutos de videoau-
las foram assistidos; quais as ultimas atividades acessadas recentemente; quantos testes
e/ou avaliagdes gerais foram iniciadas ou concluidas; dentre outros suportes possiveis - ou
seja, um excelente instrumento para apoiar o acompanhamento necessario a aplicacao do

projeto.

A seguir, apresentaremos alguns dos exemplos citados, vejamos:

Figura 4.17: Acompanhamento do Progresso no Portal

Primeirc Nome ~ Email Formagio ~ Agdo

12 Ano do Ensine Médio R - I
Ver  [|Progresso
12 Ano do Ensine Médio @ |
Ver  J|Progresso
12 Ano do Ensino Médio @ Ii —
Ver Progresse Msg
12 Ano do Ensino Médio <@ I& [~
Ver Progresso Msg

L 4

B Madulos Iniciados @ Atvidade recente

Madulo Progresso - Avaiiacho Inicio @ Exarcicio 14 - Pronannasce
Q Exarcico 12 - Prohablidace

Fonte: Portal da Matematica.
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A Intervencao da Preparacao Olimpica

5.1 Caracterizacao da Cidade Campo de Pesquisa

O municipio de Ipu esta localizado a 295 km de distancia da capital cearense, For-
taleza. De acordo com o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE, s.d)[11],

possui populacao estimada em 42.058 habitantes no ano de 2020.

A cidade é conhecida pela famosa Bica de Ipu - uma cachoeira de 130 metros.
Também foi citada no livro Iracema, de José de Alencar, que conta a historia de uma

india que se deslocava da capital cearense para banhar-se na Bica.

5.2 Caracterizacao da Escola Campo de Pesquisa

A Escola Estadual de Educacao Profissional Anténio Tarcisio Aragdo é situada a

Rua Bernardo Afonso de Farias, 2011, Bairro Pereiros, no municipio de Ipu- Ceara.

Esta escola oferece a comunidade Ipuense e circunvizinhanca, a oportunidade de
inserir-se em uma escola de ensino médio integrado a educagao profissional oferecendo
atualmente cursos técnicos em Administracao, Agronegocio, Contabilidade, Enfermagem,

Informatica e Redes de Computadores.

A articulacao entre o Ensino Médio e a Educacao Profissional viabiliza a consoli-
dacao de uma proposta pedagogica que leva em consideracao a preparacao bésica para
o trabalho, oferecendo possibilidades aos jovens de construirem competéncias laborais
para o exercicio profissional, prepara-los para a conquista de sua propria subsisténcia,

autonomia e reconhecimento social, como ser produtivo e cidadao.
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5.3 A Idealizacao da Proposta de Projeto

Quando se pensa na criacao de uma preparacao olimpica, algumas indagacoes sur-
gem na mente. Como: quais niveis de alunos seriam melhores para serem trabalha-
dos/preparados? Qual o horario mais adequado para realizar a preparagdo? - durante
o horério de aula ou no contra turno - Existe algum material preparado ou plataforma
estruturada para desenvolver tal acao? Dentro de todos os conhecimentos que abrangem
uma Olimpiada de Matematica, existem assuntos que sempre sao contemplados nas pro-
vas e com uma quantidade de questoes expressivas? E, a melhor estratégia para trabalhar
os assuntos seria a resolucao das provas anteriores ou existem metodologias que possam

colaborar na qualidade do repasse desses contetidos?

Dessa forma, este projeto buscou responder estas questoes e entao, sanar estas e
outras dividas que também nos afligiam, tratando destas e de outras facetas provenientes

de preparagoes olimpicas.

Ainda, tentando compreender as Olimpiadas Matematicas como forma de ascensao

da autonomia do aluno, temos que

a pratica pedagbgica proposta pelos novos pesquisadores defende que
o individuo procure adaptar-se aos tempos da informagdo e tecnologia,
aos desafios cada vez maiores e mais complexos da sociedade contem-
poranea, que tém influenciado de alguma maneira no desenvolvimento
cognitivo dos alunos. E necessario, pois, que se busque moldar a uma
nova postura e forma de trabalhar com Olimpiada de Matemética.
(SANTOS, 2018,p.7)[19].

Visto isso, buscaremos desenvolver em nossos alunos a autonomia necessaria para
que sejam capazes de desenvolverem-se tanto em conhecimentos matematicos, quanto para
que busquem suas proprias estratégias facilitadoras, a fim de sanarem qualquer davidas
oriundas de seus estudos.

5.4 Montagem do Material Prepraratorio

O ponto de partida foi decidir se irfamos montar um material preparatério ou se ja
havia algum local /material que disponibilizasse uma estrutura de apoio para preparagao
olimpica. Apos algumas pesquisas e por o Programa OBMEP na Escola fazer uso da
plataforma do Portal da Matemética - que atualmente encontra-se dentro do Portal da
OBME - achamos por bem estudarmos com mais profundidade este ambiente e observar

se 0 mesmo oferecia tudo que seria necessario para desempenhar o projeto com exceléncia.

Para nossa grata surpresa, a plataforma do Portal da Mateméatica é um ambiente

33



Capitulo 5. A Intervencdo da Preparacdo Olimpica

bastante preparado e organizado para desenvolver tanto estudos com grupos ou turmas
de alunos, como é possivel um estudante fazer uso para aprofundar seus conhecimentos
de maneira auténoma. Dessa maneira, o ambiente consta de contetidos organizados por
séries de ensino e estes arranjados dentro de modulos, onde nestes médulos os assuntos
estudados sao apresentados através de videosaulas com abordagem teorica e exercicios
resolvidos, além de disponibilizar materiais teéricos e cadernos de exercicios, que podem
ser baixados quando quiser; além do mais, consta de aplicativos - que funcionam com
jogos envolvendo os temas trabalhados, que trazem interacao e dinamismo para quem
estiver estudando - e por fim, sdo apresentados testes e avaliacao geral, onde é possivel
verificar os conhecimentos adquiridos no decorrer do moédulo e ainda ser agraciado com

um certificado ao final do médulo estudado.

Diante disso, vimos que estava em nossas maos a fonte que iria alimentar a conducao
do nosso projeto, mas que ainda se fazia necessario filtrar os assuntos, pois nao era viavel
trabalhar todos os assuntos que a OBMEP cobra em suas provas, sendo assim, quais

contetidos nos tltimos anos apareceram com maior frequéncia na 1* FASE da OBMEP?

Para responder esta pergunta, antes é preciso observar uma outra preocupacao do
projeto, que é tentar elevar o numero de alunos de 1° ano avancando para a 2% FASE da
OBMEP. Logo foi feito um estudo na Escola Campo de Pesquisa a respeito de quantas

vagas a escola tem a sua disposicdo para classificar alunos para 2¢ FASE da OBMEP.

Notamos que a partir do ano de 2014, a escola se manteve com o quantitativo de
31 alunos avancando para 2 FASE da OBMEP. Fizemos um levantamento de como essas
vagas foram distribuidas entre os alunos de 1° ano, 2° ano e 3° ano, entre os anos de 2014
a 2019. Vejamos na tabela da figura abaixo o niimero de alunos de 1° ano selecionados
para 2 FASE da OBMEP, no decorrer destes anos:

Figura 5.1: Quantitativo de Alunos de 1° ano Selecionados para 2* Fase da OBMEP 2014
- 2019

ANO 2014 | 2015 | 2016 2017 2018 | 2019 | Média de Alunos

N° de Alunos 6 8 6 8 10 5 7

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Com esses dados em maos, iniciamos um levantamento de quais assuntos foram
abordados nas 120 questoes de 1 FASE da OBMEP aplicadas entre os anos de 2014 a

2019, e chegamos as seguintes conclusoes:
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Figura 5.2: Questoes por Assuntos - 1* Fase da OBMEP (2014 - 2019)

c ON%;%E;ENT o | QUANT. ASSUNTOS FORCETSACEM
MATEMATICA BASICA 40%
) FUNCOES E GRAFICOS 20%

ARITMETICA 48 .

SEQUENCIAS 13%
OUTROS 27%
AREAS DE FIGURAS PLANAS 46%
GEOMETRIA 46 PERIMETRO E TEOREMA DE PITAGORAS 20%
OUTROS 34%
PRINCIPIOS BASICOS DE CONTAGEM 65%
CONTAGEM 26 PROBABILIDADE 19%
OUTROS 16%

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Analisando os dados coletados e percebendo a grande presenca de alguns assuntos
na prova da 1? fase, achamos viavel trabalhar durante o projeto os seguintes modulos do
Portal da Matemética: os primeiros médulos escolhidos foram: Funcao Afim e Progres-
soes Aritméticas - dentro da area de conhecimento de Aritmética - visto que o assunto
de Matematica Bésica percorre por varios moédulos do Portal da Matematica, achamos
por bem, contemplar o estudo da Mateméatica Béasica através de questoes que pudessem
ser lancadas dentro de um grupo de WhastsApp feito para o projeto, sempre no ini-
cio da semana e discutidas as possiveis solugoes e conceitos aos finais de semana. Os
proximos modulos selecionados foram: Principios Basicos de Contagem e Introducgao a
Probabilidade - dentro da area de conhecimento de Contagem - e por fim, o médulo de
Areas de Figuras Planas - dentro da area de conhecimento de Geometria - que também

contemplaria os assuntos de Perimetro e Teorema de Pitagoras.

Sabendo dos modulos que seriam trabalhados com os alunos, iniciou-se o processo
de organizac¢ao do melhor horario para desenvolver as aulas e a quantidade de horas/aulas

semanais possiveis de a escola disponibilizar para a aplicacao do projeto.

5.5 Horario das Aulas Preparatorias

Pelo fato de a Escola Campo de Pesquisa ser de tempo integral e dos alunos em sua
grande maioria serem residentes na zona rural do municipio, ficava inviavel a aplicacao do
projeto no contra turno. Por outro lado, até ja ocorreram preparacoes em anos anteriores

aos finais de semana (sabado), porém sempre foi notorio que bons alunos, com potencial
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e com raciocinio bem desenvolvido para resolucao de questoes olimpicas, encontravam
dificuldades em participar dos encontros do projeto, caso fossem aos finais de semana,
visto a dificuldade financeira para arcar com as despesas do transporte no deslocamento,

os afazeres domésticos, dentre outros motivos.

Sendo assim, para solucionar este problema, juntamente com a coordenacao da Es-
cola Campo de Pesquisa, foi pensando na criacao das aulas de laboratorio de Matematica
- onde seriam destinadas duas aulas semanais de 50 minutos cada - dentro do horario de
aula de cada turma, para serem desenvolvidos encontros do projeto, visto que a escola por
ser de tempo integral, disponibilizava de aulas de projetos interdisciplinares que foram
substituidas pelas de laboratorio, com isso os alunos que desejassem participar do projeto,
no horario destinado ao laboratério de matematica, adentrariam a esta aula, enquanto os
demais participariam da aula de Horario de Estudo (H.E.), aula presente na grade curri-
cular do ensino médio das Escolas Profissionais de Tempo Integral do Estado do Cear4,
onde o aluno tem o acompanhamento de um professor, que supervisiona os alunos na

realizacao de tarefas, trabalhos, pesquisas ou outra agao ligada aos seus estudos.

Com a paralisagao das aulas presenciais, devido a pandemia da COVID-19 e inicio
das aulas remotas, houveram apenas os ajustes necessarios de como seriam desenvolvidos
os encontros e a necessidade dos alunos que desejassem participar do projeto possuir algum
aparelho com acesso a internet para acompanhar as aulas; todavia, o formato do horério
semanal combinado com a Escola Campo de Pesquisa se manteve, tendo a possibilidade

de sua aplicacao.

5.6 Cronograma do Projeto

Apos a decisao dos moédulos que seriam explorados no projeto e os horarios de funci-
onamento do mesmo, organizamos o tempo que seria destinado a cada médulo e a previsao
de duracao do projeto, dessa forma, achamos conveniente destinar um periodo de duas
semanas (15 dias) para o estudo de cada modulo, sempre explorando na primeira semana,
questoes motivadoras, através das metodologias ofertadas pela Engenharia Didéatica e
Sequéncia Fedathi, para introduzir os assuntos e posteriormente formalizar os conceitos
teoricos. Ja na segunda semana, o proposito seria o aprofundamento dos contetdos, atra-
vés da resolucao das questoes dos cadernos de exercicios e de questoes de provas anteriores
de 1* FASE, que contemplassem o tema trabalhado. Além de entre uma semana de aula e
outra, ser proposto a exploracao do Portal da Matematica dentro do modulo em estudo,
por meio das videoaulas, cadernos de exercicios, materiais tedricos, aplicativos, testes e

avaliagao geral.

Por fim, tanto no inicio do projeto, antes de iniciarem os encontros, e ao final,

apo6s o encerramento das aulas de preparacao, buscamos aplicar um teste com todos os
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alunos de 1°ano da Escola Campo de Pesquisa, que se dispuseram a contribuir com este
trabalho, para que ao final dos estudos desta dissertacao, possamos averiguar se houve
uma qualificagdo dos conhecimentos que os alunos ji possuiam e/ou ganhos de novos

saberes, diante daqueles temas trabalhados com os mesmos.

Com as aplicacoes dos testes e o estudo dos modulos, projetamos um periodo de
duracao do projeto de 3 meses, com previsao de inicio para Agosto de 2020 e término em
Novembro de 2020.

5.7 Apresentacao e Inscricoes no Projeto

De posse dessas informacoes, foi apresentado o projeto para o niicleo gestor da Escola
Campo de Pesquisa e elaboramos uma apresentacao para os alunos de 1°ano do ensino
médio da mesma, através de uma web conferéncia, pela plataforma Google Meet, como
forma dos mesmos conhecerem a proposta, esclarecerem davidas e tomarem conhecimento

das orientacoes que deveriam seguir para participarem do projeto.

Apos a apresentacao, foi disponibilizado para os alunos um formulario de inscricao,
através da plataforma Google Forms, que se encontra no apéndice B deste trabalho, o qual
requeria que os candidatos preenchessem o nome completo, curso técnico que participa
na escola e telefone para contato, além disso foram propostas algumas perguntas. Tais

cOo1mo:

O que lhe faz ter interesse em participar deste projeto? A mesma apresentava as

seguintes opcoes de respostas como forma de escolha:
e Aperfeicoar e aprofundar meus conhecimentos;
e Desejo tornar-me um medalhista ou
e As questoes desafiadoras me motivam.

Uma segunda pergunta, dizia o seguinte: Qual meio tecnologico vocé usard para
acompanhar as aulas? A mesma apresentava as seguintes opcoes de respostas como forma

de escolha:
e Celular:
e Notebook ou Computador;
e Tenho acesso as duas ferramentas ou
e Outros.

E numa ultima pergunta, os alunos eram indagados: Por qual motivo vocé deve ser

selecionado para participar deste projeto?

Foi dado um prazo de uma semana para que fossem feitas as inscricoes e ao final
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deste periodo coletou-se a quantidade de 47 inscricoes, o que podemos ver em alguns

dados que foram obtidos através do gréafico da figura abaixo:

Figura 5.3: Distribui¢ao dos Alunos Conforme o Curso Técnico que Estudam

Curso

47 respostas

@ Tecnico em Administracdo.

@ Técnico em Agronegocio.
Técnico em Enfermagem.

@ Tecnico em Informatica.

Fonte: Google Forms.

A partir da leitura deste grafico da figura, podemos notar que o maior nimero
de inscritos foi da turma de técnico em administracao, com um percentual de 31,9%, o
que corresponde a 15 alunos inscritos, seguida pela turma de técnico em enfermagem com
29,8% de inscritos, correspondendo a 14 alunos, subsequentemente a turma de informatica,
com 21,3%, com 10 alunos inscritos e por fim, e com o menor nimero de inscritos, a
turma de técnico em agronegocio com 17% das inscri¢oes, correspondendo a 8 alunos
que desejavam participar do projeto. E vélido ressaltar que neste periodo de inscricoes
é realizagao do projeto, ainda nao havia a turma de técnico em Contabilidade na Escola
Campo de Pesquisa. Assim como, a turma técnico em Redes de Computadores, que estava

disponivel somente a partir do 2° ano do ensino médio.

Na pergunta que requeria os anseios em participar do projeto, obtivemos os seguintes
dados:

Figura 5.4: Opiniao dos Alunos a Respeito de seus Interesses em Participar do Projeto

O que Ihe faz ter interesse em participar deste projeto?

47 respostas

@ Aperfeicoar e aprofundar meus
conhecimentos.

@ Desejo tornar-me um medalhista.
As questdes desafiadoras me motivam

Fonte: Google Forms.
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74,5% dos alunos inscritos, optou pela resposta de que o seu anseio ao participar
do projeto era aperfeicoar e aprofundar seus conhecimentos, o que resulta num total de
35 alunos. Outros 19,1%, sendo 9 alunos, afirmaram que desejavam participar do projeto
com a intencdo de tornarem-se medalhistas, e ainda 6,4%, sendo 3 alunos, desejavam

participar do projeto pois as questoes desafiadoras os motivavam.

Na pergunta que contemplava o meio tecnolégico que os alunos usariam para acom-

panhar as aulas do projeto, obtivemos as seguintes conclusoes:

Figura 5.5: Meio Tecnolégico Disponivel para Acompanhar as Aulas

Qual meio tecnoldgico vocé usara para acompanhar as aulas?

@ Celular
@ Notebook ou Computador
Tenho acesso as duas ferramentas

47 respostas

@ Outros

Fonte: Google Forms.

Visualizamos que 72,3%, representando 34 alunos, afirmaram que dispunham so-
mente de aparelho celular para o acompanhamento das aulas, enquanto 23,4%, represen-
tando 11 dos alunos, afirmaram dispor tanto de celular, quanto de notebook ou compu-
tador para este uso e por fim, 4,3%, sendo 2 alunos, afirmaram que possuiam somente

notebook ou computador para usar com esta finalidade.

Com a turma do projeto formada, foi gerado um grupo de WhatsApp para facilitar
o repasse das informacoes acerca do projeto, esclarecer duvidas dos contetidos repassados
e sobre o funcionamento do Portal da Matematica, além das postagens e discursoes a

respeito das questoes sobre Matematica Basica.

Em cumprimento ao Artigo 247 da Lei n°® 8.069 de 13 de Julho de 1990 do Estatuto
da Crianga e do Adolescente (ECA), os alunos que participaram desse projeto tiveram
suas identidades preservadas. Desta maneira, associamos aos pseuddnimos dos discentes
de aluno A1, aluno A2, aluno A3, ..., aluno A47, subsequentemente, conforme sua posicao

de inscricao no projeto.

Art. 247. Divulgar, total ou parcialmente, sem autorizacdo devida,
por qualquer meio de comunicagdo, nome, ato ou documento de
procedimento policial, administrativo ou judicial relativo a crianca ou
adolescente a que se atribua ato infracional (FEDERAL, 1990, p.35)[8].

Na pergunta “por qual motivo vocé deve ser selecionado para participar deste pro-

jeto?”, o formulario aceitava respostas subjetivas dos estudantes que destacamos a seguir
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algumas delas:

Segundo o aluno A5,

A OBMEP foi a primeira olimpiada de matematica que fiz e adorei participar, sempre quis ser medalhista
mas ndo sei como me organizar para os estudos nela, acredito que com essas aulas posso ter uma ideia
de organizagao e me aprofundar ainda mais nessa olimpiada.

O aluno A8 comentou que

eu creio que nos sO vencemos na vida passando por desafios e enfrentando obstaculos e participar desse
projeto € realmente muito importante pra mim tanto agora como no futuro ,claro que o sonho é ser
medalhista e quero correr atras disso ,ndo sou 6tima em matematica € certo que tenho minhas
dificuldades e é meio a isso que eu tento cada vez melhorar mais ,eu sei que ndo € impossivel e que eu
posso sim de alguma maneira virar uma medalhista basta eu me esforgar bastante ,porém se eu nédo
conseguir isso vai ser mais um desafio que eu consegui passar mesmo ganhando medalha ou ndo,porque
se eu ndo ganhar medalha eu vou esta ganhando mais conhecimento entdo eu ndo sairei perdendo ,eu
acho que sim eu devo ser uma das selecionadas e espero muito por isso ,porém se eu ndo for selecionada
vou estar feliz pelos que foram e vou torcer muito por eles,é isso.

J& o aluno A27 destacou que

Sempre gostei da matéria, e queria me aprofundar mais, tenho facilidade, porém nunca quis aprofundar
meus conhecimentos, mas agora estou interessada nos projetos que a escola tem a oferecer, mas minha
maior intens&o é aprofundar meus conhecimentos para que no futuro eu consiga entrar em uma
universidade, ndo sei bem qual o "curso” que quero ainda, mas estudar nunca é de mais!

O aluno A31 buscou enfatizar que

Tenho um pouco de dificuldade com matematica, quero melhorar e consegui tirar uma nota otima na
prova

Com base nestas respostas, podemos verificar que o projeto visa atender as nos-
sas perspectivas e também as dos estudantes, que por ora, alguns possuem até anseios

diferentes dentro da mesma proposta.

5.8 Elaboracao e Aplicacao do Teste Inicial

Antes que os encontros do Projeto dessem inicio, elaboramos um Teste Inicial para
ser aplicado com todos os alunos de 1°ano do ensino médio da Escola Campo de Pesquisa,
que se dispuseram a contribuir com este trabalho, com o intuito de verificar o nivel de
conhecimento que os estudantes apresentavam com relacao a questoes que abordavam os

assuntos tratados pelos modulos e com carater olimpico.
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O Teste consta no apéndice C deste trabalho e foi estruturado na Plataforma Google
Forms da seguinte maneira: Organizamos um total de 9 questoes, sendo 3 de cada area de
conhecimento (Aritmética, Contagem e Geometria), divididas em 1 questao dissertativa

e 2 questoes objetivas de multipla escolha.

As questoes foram selecionadas dos cadernos de exercicios dos modulos que seriam
trabalhados com os alunos. Como os mesmos sao divididos em questoes classificadas como
exercicios introdutorios, exercicios de fixagao e exercicios de aprofundamento e de exa-
mes, organizamos para que as questoes dissertativas do teste fossem as questoes de nivel
introdutoério, para que os alunos mesmo nao tendo conhecimentos sobre aquele assunto,
pudessem apresentar suas ideias e organizar o seu raciocinio perante o problema sugerido.
As outras duas questoes por area de conhecimento de carater objetiva e de multipla es-
colha, foram extraidas do bloco de questdes denominadas de exercicios de fixagdo e/ou

exercicios de aprofundamento e de exames.

Assim, as questdes ficaram distribuidas da seguinte forma:

Figura 5.6: Disposicao das Questoes - Teste Inicial

QUESTAO MODULO TIPO NIVEL

01 PROGRESSOES ARITMETICAS | DISSERTATIVA INTRODUTORIO

02 AREAS DE FIGURAS PLANAS | DISSERTATIVA INTRODUTORIO
PRINCIPIOS BASICOS DE - : _

03 CONTAGEM DISSERTATIVA | INTRODUTORIO

04 FUNCAO AFIM OBIETIVA FIXACAOQ
05 AREAS DE FIGURAS PLANAS OBJETIVA | APROFUNDAMENTO
06 INTRODUCAO A PROBABILIDADE | OBJETIVA | APROFUNDAMENTO
07 FUNCAO AFIM OBJETIVA | APROFUNDAMENTO
08 AREAS DE FIGURAS PLANAS OBJETIVA FIXACAO
09 PRHCE&%E-&%;EOS DE OBIETIVA FIXACAO

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

No dia e horario reservado para os alunos realizarem o teste, o link de acesso ao
mesmo foi postado no ambiente de estudo da escola, sendo este a Plataforma Google
Classroom (Google Sala de Aula). Foi disponibilizado para a aplicagdo do Teste Inicial
o tempo de 1 hora e 30 minutos, onde os alunos deveriam anexar os seus argumentos,
calculos ou ideias para a resolucao das 3 questoes dissertativas e assinalar a alternativa
que fosse ao seu ver correta, para as 6 questoes objetivas, conforme o seu raciocinio e

solucao encontradas para os problemas apresentados.
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5.9 Dinamica das Aulas

Apos a aplicacdo do Teste Inicial, iniciamos o projeto em sua aula inaugural, re-
passando orientacoes de como os 47 alunos inscritos deveriam proceder para realizarem o
seu cadastro no Portal da Matemaética, preenchimento do perfil com seus dados pessoais,
envio da solicitacao para adesao do Professor Orientador e esclarecimento de duvidas a

respeito de como poderiam explorar o Portal, seja pelo computador ou celular.

Além disso, foi esclarecido os dias e horarios em que as aulas iriam acontecer, o
critério adotado na selecao dos assuntos das aulas, bem como a divisao dos mesmos
de acordo com as areas de conhecimento (Aritmética, Geometria e Contagem). Também
informamos a quantidade de médulos que seriam estudados por area e o periodo destinado

a exploracao de cada um.

Na continuidade, apresentamos aos alunos as metodologias que ajudariam na con-
ducao dos modulos, sempre na 1* aula com um problema motivador na introducao dos
assuntos, oportunizando que os alunos tivessem um tempo para compreensao do problema,
organizacao e estruturacao das ideias e/ou resolugao, para ao final do prazo estipulado,
todos ou aqueles que desejassem, pudessem expor seus modelos de resolugao — podendo
ser apresentado de forma: oral, escrita, por meio de desenhos, graficos, ou até mesmo,
esquemas - sempre havendo a possibilidade dos outros colegas ou o professor colaborar

com o modelo apresentado ao final de cada exposicao.

Num segundo momento (2* aula), ficaria destinado a solugdo do problema pelo

professor e consequentemente a formalizacao dos assuntos.

E na semana seguinte, visto que o projeto funcionou com duas aulas semanais, a
resolucao de problemas dos cadernos de exercicios do modulo de estudo, seriam discutidas
em uma aula e complementadas na aula posterior, com a resolucao das questoes de provas
da 1* FASE da OBMEP de anos anteriores, mais precisamente entre os anos de 2014 a
2019.

Ressaltando que sempre entre uma semana e outra, ficariam sugestoes de videos
para assistirem, materiais para baixarem, teste para realizarem, dentre outras opcoes de

estudos dentro do médulo que estivesse sendo estudado.

5.9.1 Modbdulo: Funcao Afim

Apos todas essas orientagoes repassadas, na aula seguinte os alunos foram recebidos
na plataforma Google Meet com uma mensagem acolhedora - como também aconteceu
nos demais encontros deste modulo - e em seguida foi dado inicio ao modulo de Fungao
Afim, que se encontra localizado dentro do Portal da Matematica na série do 9° ano do

ensino fundamental 1.
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Como introducao ao assunto, foi apresentado o seguinte problema motivador - ex-

traido do caderno de exercicios da secao nocoes bésicas deste modulo:

Figura 5.7: Problema Motivador - Médulo: Func¢ao Afim

< f"-\ QAT e oumeionsenms W | PORTAL DA M M C
= B 3y Eaas V/ Maemanica 4 3 41 4

‘Somana noves talentos para o Brasil

Problema motivador (12 aula de Aritmética —

Médulo: Fungao afim)

Em certa cidade, uma corrida de taxi custa RS 4, 80 a bandeirada, mais RS 0,40 por
quilémetro rodado.

Quanto custa uma corrida de 50 quilédmetros?

Prof.: RODOLFO TEIXEIRA

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Conforme os alunos iam concluindo, era sugerido que fossem anexando as suas so-

lucdes no formulario produzido para o problema na plataforma Google Forms.

Em seguida, foi oportunizado o momento para que pudessem explicar suas ideias e
o caminho que construiram na elaboracao de suas solucoes, sempre ao final sendo pos-
sivel que outros colegas tivessem a oportunidade de colaborarem com aquela solucao,

expressarem se fizeram algo parecido ou apresentar uma outra forma de resolver.

A seguir, vejamos alguns exemplos de solucao apresentadas pelos alunos:

Figura 5.8: Problema Motivador (1° Exemplo de Solu¢do Apresentada pelos Alunos) -
Moédulo: Funcao Afim

> g oo WW/PORTALDA M M 7 C
[om N ] 275 Das ESCOLAS PUBLICAS p 43 41 4
= : T ———— V/ | MATEMATICA

(T Somanda novas talentos para o Brasil OBMEP
Problema motivador (1% aula de Aritmética — Modulo: Fungao afim)
Solugdo apresentada pelos alunos: Em certa cidade, uma corrida de taxi custa
RS 4, 80 a bandeirada, mais RS 0,40 por quildometro rodado.

Quanto custa uma corrida de 50 quildmetros? mﬁm .
0 40 4,50

"“‘ AnG\, ®
2%
N /

Prof.: RODOLFO TEIXEIRA

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Podemos notar na solucao do aluno A6, que este conseguiu compreender o problema,
organizou corretamente a sequéncia de operagoes matematicas que necessitaria realizar e
fica notorio que o aluno tem dominio sobre as operacoes de multiplicacao e adigao; todavia,

por mais que demonstre saber estruturar operacoes com numeros decimais, apresenta
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dificuldades em efetuar a manipulagao da virgula de maneira correta, o que comprometeu

a continuidade da sua solucao.

Outro ponto percebido neste primeiro problema motivador, tanto na solucao deste
aluno, quanto na da maioria dos outros alunos, ¢ a falta da redacao matemaética, que
poderia deixar mais claro o caminho que o mesmo percorreu dentro da sua solucao, dis-
criminando o que cada informacao se refere no decorrer das etapas da solucao. Porém, no

decorrer dos encontros tentamos sanar algumas dessas dificuldades.

Na proxima figura, temos a solugdo do aluno A24 - que ja tentou apresentar uma
maior quantidade de informacoes dentro da sua solucao - determinando os valores fixo
e varidvel do problema, além de demonstrar um certo dominio na estruturacao de uma

funcao afim.

Figura 5.9: Problema Motivador (2° Exemplo de Solu¢do Apresentada pelos Alunos) -
Moédulo: Funcao Afim

W DLIMPLADA BRASILEIRA
DE MATEMATICA

WW/PORIALDA M M 7 C
MATEMATICA 4 3 4 1 4

OBMEP

DAS ESCOLAS PUBLICAS
OBMEP 2020
Somando novos talentos para o Brasil

Problema motivador (1% aula de Aritmética — Médulo: Fungao afim)

Solucao apresentada pelos alunos: Em certa cidade, uma corrida de taxi custa
RS 4, 80 a bandeirada, mais RS 0,40 por quildmetro rodado.

Quanto custa uma corrida de 50 quildmetros? m‘“" )

Prof.: RODOLFO TEIXEIRA

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Esses dois exemplos representaram bem o perfil dos alunos que compuseram a turma
formada para desenvolver o projeto - composta por aqueles que apresentam dificuldades,
mas demonstravam a vontade e curiosidade em aprender mais e sanar suas deficiéncias,
e também por alunos talentosos, que buscavam a qualificacdo de seus conhecimentos e
lapidacao de seu potencial. Além disso, essa mescla de niveis gera a possibilidade de
ajudas mutuas entre os alunos, que eleva nao s6 aqueles que precisam de apoio, mas

quem apoia também.

Com a exploracao do problema motivador concluida, realizamos a solucao formal do

problema e de maneira gradativa o inicio da implementacao dos conceitos de funcao afim.
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Figura 5.10: Problema Motivador - Solugdao Formal - M6dulo: Fung¢ao Afim

AN YTy e WW/PORIALDA M M 7 C
e T S V/ MaemAtica 43 41 4
T d ‘Somanda naves talentes para o Brasil DBMEP

Problema motivador (1% aula de Aritmética -

Médulo: Fungao afim)

Solugdo formal: Em certa cidade, uma corrida de taxi custa RS 4, 80 a bandeirada,
mais RS 0,40 por quilémetro rodado.

Quanto custa uma corrida de 50 quilémetros? 'r D
Valor fixo + valorvariavel/ Kmrodado Total
4,80 0,40 . 0(Km) = 4,80
4,80 0,40 . 2(Km) = 5,60
4,80 0,40 . .So(Km] = 24,80

X —E=
Anc\ @

Prof.: RODOLFO TEIXEIRA

\eo=/

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Figura 5.11: Problema Motivador (Formaliza¢ao dos Conceitos) - Modulo: Fungao Afim

94 d i ai WW/PORTALDA M M 7 C
’e e 200 V/| Matemanica 4 3 41 4

Formalizando os assuntos (2% aula de Aritmética -
Modulo: Fungao afim)

Valor fixo + valor variavel/ Kmrodado Total
4,80 0,40. 50(Km) = 24,80
4,80 0,40 x(Km) = f(x)=0,40.x + 4,80

(lei de formagao)

f(x)=ax+b,aebé& /R (Fungio Afim).

Prof.. RODOLFO TEIXEIRA

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Continuamos a formalizacao do conteido por meio do exemplo 1, extraido do ma-
terial teorico da secao nocgoes bésicas deste modulo.

Figura 5.12: Exemplo 1 - Mo6dulo: Funcao Afim

-J

Exemplo 1. Quatro amigos foram almogar em um restau-

rante de comida por quilo. A tabela a sequir mostra os
resultados das pesagens do almogo e o valor pago por cada
um. Qual o prego do kg de almogo nesse restaurante?

Solugio. Dividindo o valor pago pela massa de comida
consumida, obtemos o pre¢o de um grama de almogo.
Como esse valor é o mesmo para todos os consumidores,
devemos ter as seguintes igualdades:

e g [ T ] - —2 16,74 21,15 23,04 24,30 Iz
— TR SURE (< 312 40 512 510 "
< ) r

=) 40 ~—{2115

512 23,04

540 24,30 a=0,045R$/g mm) 1Kg=1000g

] LD

J

a= O%R&gx 1000 - Prego do 1Kg = 45R$/1Kg

Fonte: Material Teorico

- Portal da Matemética.

Utilizando o mesmo exemplo, é possivel conceituar a definicao de funcao linear.

Observemos a figura a seguir:
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Figura 5.13: Exemplo de Funcao Linear - Médulo: Fungao Afim

/

16,74 21,15
372 T 470 © 512 540

23,04 24,30
— =a

“peso” em g | RS

372 16,74
470 21,15
512 23,04

540 24,30 | fix)=ax,a+0 ]
<
w fix) => valor pago \Z
(multiplicar)
L\/ X =>massa de comida
@ Definida como fungao linear
|

A

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.

Explorando mais exemplos envolvendo os conceitos de fungao afim, escolhemos o

problema 4 apresentado no Teste Inicial, para complementar os conhecimentos.

Vejamos a seguir:

Figura 5.14: Problema 4 - Teste Inicial

04- “Em fevereiro, 0 governo da Cidade do Meéxico, metropole com uma das maiores frotas de a) f(x) = 3x
automoveis do mundo, passou a oferecer a populagao bicicletas como opcao de transporte. Por
uma anuidade de 24 dolares, 0s usudrios tém direito a 30 minutos de uso livre por dia. O ciclista 0)f(x) =24
— e
pode retirar em uma estacao e devolver em qualquer outra e, se quiser estender a pedalada,
. ¢) f(x) = 27
paga 3 dolares por hora extra.
—_—
T
> d)f(x)=3x+24
(Revista Exame. 1 abe, 2010) .
e)f(x)=24x+3

A expressio que relaciona o valor f pago pela utilizacdo da bicicleta por um ano, quando
se utilizam x horas extras nesse periodo e:

Fonte: Caderno de Exercicios - Portal da Matemética.

Este problema exige do aluno apenas a interpretacao correta do enunciado para a
aplicagao do conceito de funcao afim, sendo possivel notar que o valor de 24 dolares da
anuidade seré fixo e o valor de 3 ddélares por hora extra variard conforme o tempo. Dessa
maneira, o item d apresenta a forma mais coerente de representar a funcao afim exposta

no problema.

Observemos as respostas apresentadas pelos alunos que participaram do teste inicial.
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Figura 5.15: Resultado do Teste Inicial - Problema 4

a)iix) = 3x 1 (2 45
b) f(x) = 24. 6 (4,7
e} fix) = 27 £ (3.9%
) f(x) = 3x + 24 _ 103 (81,1%)
&) fix) = 24x + 3. 10 (7.9%
’ = 50 75 100 125

Fonte: Google Forms.

E possivel notar que a maioria (81,1%) dos alunos conseguiram acertar este pro-
blema, mas uma parcela destes encontram dificuldades em assimilar o contetdo, por mais

que a questao nao exija de calculos extensos.

Algumas propriedades das funcoes afins foram apresentadas e sao muito importantes

na construcao e ligacao das etapas de uma solucao. Observem as mesmas com atenc¢ao:

Figura 5.16: Propriedades - Modulo: Fungao Afim

Uma funcao linear f : R — R tem as seguintes proprie-
—tGao el

dades:
(i) f(z+a')= f(x) +f(z'), para quaisquer z, 2" € R.
(11) Para.cada ¢ € R constante, tem-se f(cz) = ¢ - f(z),

para todo = € R.

De fato, se z,2' € R, entao f(z +2') = am ) = ax + h
E' = f(x) + f( ’). e isso justifica a afirmacao (i). Por
outro lado, se ¢ € R, entdo f(cz) = a(cz) = c(az) =?rf(.1?).

o que justifica a afirmacao (i), >~——0——_ _—~ A

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.

Um problema que necessitou da aplicagao das propriedades foi a questao 7 do teste

inicial, que traz o seguinte texto.
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Figura 5.17: Problema 7 - Teste Inicial

Propriedades: \ﬂ \\J /?WT:BA(_‘}' //
07- Uma fungéo f : IR+ — IR+, satisfaz & condic;iao\vfx S IRv Se|f(125) = Fual éo
valor da@ — - m
- =9 £
o) 128 f(5x) = 5f(x) |, e f(125)=5 f(1)=2 |
/ [ o/
U l,—
b) s f(125) f(5 25) =|5.f(25) @ ) 5f(25=5 = f(25)=
2 £(25) = f(5.5) = 5.75) = 1 mp 5f(5)=1 L4 f{5) =< K
S NN
d) 1/5 §(5) = _ _1 . _1 1
(5) =1(5.1)=5./(1) = 5.1(1)=; m (1) ==
e) 1/25 N\ i
Alternativa (E)

Fonte: Caderno de Exercicios - Portal da Matemética.

Para solucionar este problema, o aluno deveria aplicar a propriedade (ii), apresen-

tada na figura anterior e seguir as orientagoes dadas no enunciado.

Vejamos como ficou a distribuicao das respostas dos alunos para este problema.

Figura 5.18: Resultado do Teste Inicial - Problema 7

a) 125
b) 5 &
01
d) 115
/ €) 1125 _ 16 (12,6%
0 20 40 50 80

Fonte: Google Forms.

Note que os alunos encontraram grande dificuldade em compreender o problema e
fazer uso da propriedade para interligar as informagoes repassadas no enunciado - apenas

12,6% dos alunos assinalaram a alternativa correta.

Foi apresentado também a caraterizacao de uma funcao afim, podendo esta ser:
funcao linear, funcao identidade ou funcao constante, bem como possuir caracteristicas
de uma funcao crescente ou funcao decrescente. Além disso, foi explorada a construcao

dos graficos de uma fungao afim, além da raiz da funcao, coeficiente angular e linear.
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Encerrada a 1* semana do projeto, ficaram como sugestoes de aprofundamento e
complementacao dos estudos para o Modulo — Fungao Afim (9°ANO), video aulas (3
videos), exercicios resolvidos (8 videos) e o Material Teorico, presentes na se¢ao Nogoes
Bésicas.

Foi possivel acompanhar a realizacao de todas essas sugestoes através do progresso
de cada aluno, que o Professor Orientador tem acesso aos relatorios. Como podemos

observar no exemplo a seguir.

Figura 5.19: Acompanhamento do Progresso dos Alunos 1* Etapa - M6dulo: Fungao Afim

Uttimos Assistidos Aulas

Moches Basicas

u Fungo Afim Definicio e Propriedades Basicas e

Resolucdo de Exercicios Descrigho:

o8 Moiv@ados pOf UM Prodiema apresentamas a ﬂ\'ﬁé:l da funglo afim
Apresentamos também uma caracterzaclio de funclo afim em crescente
cecrescent

@ Resolucio de Exercicio Minuios Assistidos:

- 07 17 Min.

Fungao Afim

T o

Descrigdo:
Discomemos sobre as propriedades bésicas de fungdes afins. Virios exempos [\
530 dsutidos

Enviar Comentario sobre esse Cademo de Exercicios

Fonte: Progresso no Médulo - Portal da Matematica.

Para finalizar o modulo e fixar os conhecimentos adquiridos até o momento, foram
propostos, debatidos e solucionados uma série de problemas dos cadernos de exercicios e
algumas questoes da 1* fase da OBMEP, entre os anos de 2014 a 2019 que abordavam
o assunto de funcao afim. Dessa forma, selecionamos duas delas para serem analisadas
neste trabalho.

Podemos notar, que esta questao do Caderno de Exercicios apresenta caracteristicas
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Figura 5.20: Resolugao de Questoes - Mdédulo: Funcao Afim

Exercicio 11. Uma fundo f definida de R, em R,,
crescente, satisfaz a equagdo f(5x) = 5f(x) para todo f(5x)=5f(x) e f(25)=125 f(1)=?
x real ndo-negativo. Se f(25) = 125, entdo qual o valor de

fy
f(25) =f(5.5) = 5.f(5) =125 m) 5.f(5=125 [ f(5)=25
f5)=fis.N)=54(1)=25 Wy Sf(1)=25 W (1)=5

Fonte: Caderno de Exercicios - Portal da Matemaética.

semelhantes ao Problema 7 presente no Teste Inicial, refor¢cando os conceitos de Funcgao

Afim trabalhados durante este modulo.

Figura 5.21: Resolugao de Questoes - 1* Fase OBMEP

QUESTA — (2019).
L/QAS ( )

o s RO 73 ety -2
C) 16 - 2x+1= 3.(x-1) A3) =2
D) V7 2

3x—3=2x+1
3Ix—2x=3 + 1
x=4

E) 1/8
Alternativa (A)

Fonte: Provas e Solugoes - OBMEP.

Da mesma forma, nesta questao extraida das provas anteriores da OBMEP, obser-
vamos a utilizacao também de alguns conceitos estudados neste médulo, que serviram de

base para a construcao de sua solucao.

Assim como ao final da 1* semana de estudos, nesta 2% semana, ficaram as suges-
toes de estudos para o Modulo — Funcao Afim (9°ANO), os cadernos de exercicios, os
aplicativos de jogos envolvendo o assunto estudado, além do Testes e Avaliagao Geral que
possibilitam o aluno obter um certificado, caso atinja 6 acertos seguidos nas questoes dos
Testes e acima de 70% de aproveitamento na Avaliacdo Geral. O que pode ser notado na

proxima figura.

50



Capitulo 5. A Intervencdo da Preparacdo Olimpica

Figura 5.22: Acompanhamento do Progresso dos Alunos 2* Etapa - Modulo: Fungao Afim

(I Fungdes Afins | © 22008202 lose

- Mogoes Basicas
Descrigio:

Cadermno de Exercioos

'&!J
Enviar Comentario scbre esse Caderno de Exercicios ,L-

BV b ACETIOR Ermos

O as 10 16Hs 12 2
Testo Resolugio de Exercicios
NogSes Basicas s P )
Te
- S ans
¥ ¢ t
B b v vy Acorios Erros
V020 as 13 S3ke o o Farabens
O abluna b fol aprowado na
Awahac o Cera
Resolucio de Exercicios
By b boan e Acertos Ermos
o sdo nosie TWOLTOT0 a8 106.08Hs
B ban @rrs Acorion Errows
2200872020
Descrigio —
Fungles afing esto presentes por iodos !
t\_!_, s Nosso da-a-da Um éxemplo desso ¢ guando vamas
ol glecunin b pegar um tixi. Vocd gostaria de tentar?
I b bvas e Acerios o Enviar Comentirio sobre esse Interativo
14/10/2020 as 20 S0HS 10 >

Fonte: Progresso no Médulo - Portal da Matematica.

Duas coisas sao importantes ressaltar na figura anterior: a primeira é que caso
o aluno tenha consciéncia que os conhecimentos adquiridos nas video aulas, nos videos
de exercicios resolvidos e no material tedrico foram o suficientes para fixar bem o que foi
repassado, pode pular a etapa dos testes e realizar logo a Avaliacdo Geral; no entanto, caso
nao obtenha sucesso na primeira tentativa deve reiniciar a Avaliacao do inicio novamente,
diferente do que acontece nos testes que automaticamente oferece feedbacks instantaneos
sobre erros e acertos e agrega conhecimentos a partir das resolugoes apresentadas como
respostas corretas, quando se marca um item incorreto. Uma segunda observacao na
imagem apresentada ¢ a possibilidade de flexibilizacao do andamento das aulas e realizacao
do que era proposto para ser explorado no portal da mateméatica dentro do projeto. Na
figura anterior podemos ver o desempenho de um outro aluno que foi exemplificado na
figura, que realizou o primeiro teste no prazo programado, porém retornou um tempo
depois para concluir o segundo teste, consequentemente realizar também a Avaliacao

Geral e obter o certificado deste modulo.
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5.9.2 Modbdulo: Progressoes Aritméticas

Assim como no mdédulo anterior, os alunos foram recebidos na plataforma Google
Meet com uma mensagem acolhedora e em seguida foi dado inicio ao médulo de Progres-
soes Aritméticas, que se encontra localizado dentro do Portal da Matematica na série do

1° ano do ensino médio.

Para introduzir o assunto, foi apresentado o seguinte problema motivador - extraido
do caderno de exercicios da secao definicao e lei de formagao de uma P.A. - deste modulo

e presente também no Teste Inicial, através do problema 1:

Figura 5.23: Problema Motivador - Modulo: Progressdes Aritméticas

WW/PORTALDA M__M_7.C
V/ MaemAtica 43 41 4

Somanda noves. talentos para o Brasil

Problema motivador (1® aula de Aritmética - Médulo: Progressoes Aritméticas)

01- Maria comegou a guardar moedas de 1real com o intuito de juntar dinheiro para comprar
um celular em & meses. Ela comegou com dois reais e a cada dia juntava mais 3 reais do lanche,

como llustra a figura abaixo. \
\Y

14
\y
\ 11
- B e
5 —— ]
2 — | ——  —
—— | S — | —
b — A — ——
e e e e

Figura: OlabsMathematics' ArithmeticProgression

Ao final de 182 dias quanto de dinheiro ela terd guardado?

N,
— Q)¢9
-r ranc, @

Prof.: RODOLFO TEIXEIRA LULESTA

T —

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Por tratar-se de um problema que constava no Teste Inicial, alguns alunos recor-
daram da questao e nao necessitaram do tempo disponivel para desenvolverem a sua
resolugao do problema - apenas recorreram as suas anotagoes e aguardaram os colegas
concluirem ou refizeram o caminho das suas solucoes - enquanto os demais que nao lem-
braram de como haviam raciocinado o problema, buscaram novamente compreendé-lo e

construir o raciocinio e caminho de suas solucoes.

Apobs este momento, iniciamos as exposicoes das solucoes e justificativas do que
os levaram a pensar o problema daquela maneira. Separamos 3 solucoes para serem

apresentadas que chamaram a atencao pelos métodos de resolucao adotados. Vejamos:
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Figura 5.24: Problema Motivador - 1° Exemplo de Solucao Apresentada pelos Alunos -
Moédulo: Progressoes Aritméticas

W PORTAL DA m M c
MATEMATICA 43 41 4

Somands naves Laleates para o Brid OBMEP
Problema motivador (1 aula de Aritmética — Médulo: Progressoces Aritméticas)

Solugdo apresentada pelos alunos:

@D ==
Prof.: RODOLFO TEIXEIRA ) L,_,_..._.:L}: o, ®

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Observando a solucao apresentada pelo aluno A19, notamos que o método de racio-
cinio adotado foi bem direto. O mesmo argumentou verbalmente que, de inicio, pelo fato
do problema buscar o quanto de dinheiro Maria teria ao final de 182 dias e que a cada
dia juntava mais 3 reais, multiplicou 182 por 3, no entanto, como o primeiro dia ela s6
possuia 2 reais, percebeu que deveria subtrair 1 real, totalizando 545 reais, visto que sua

quantia inicial nao era no valor de 3 reais.

Embora a solugao sozinha sem o acompanhamento da explicagao verbal nao tenha
esclarecido o caminho que foi seguido, ¢ interessante notar que o aluno tentou esbocar a
linha de ideia que seguiria.

Figura 5.25: Problema Motivador - 2° Exemplo de Solugao Apresentada pelos Alunos -
Moédulo: Progressoes Aritméticas

i AT ot e WW/PORIALDA M M 7 C
0 S V/ Maemanica 43 41 4

o Somande noves. Lalesitos para o Brasdl OBMEP

Problema motivador (1 aula de Aritmética — Modulo: Progressoes Aritmeéticas)

Solugdo apresentada pelos alunos:

o
) d&j 543 — 133 duown 543
X 2 9 — A" dio t;_jl:
g 4%

3 =
-:_\?J}m_ 1
Prof.: RODOLFO TEIXEIRA A ‘_;f_-';_':."'.'.'{":'_‘“‘,. L]

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Esta solugao do aluno A43 seguiu um modelo de resolu¢cao bem préximo do aluno
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anterior. O mesmo argumentou que, percebendo antes que no primeiro dia Maria teria 2
reais e que nos proximos dias sempre aumentaria de 3 em 3 reais, multiplicou 181 por 3
e ao final adicionou os 2 reais referentes ao primeiro dia, totalizando os 182 dias e uma

quantia de 545 reais.

O mais interessante em observar essas duas primeiras solucoes ¢ a percepcao de que

em um mesmo problema existem intimeras formas diferentes de construir uma resolugao.

Na ultima solucao apresentaremos, o aluno A32 cometeu um pequeno equivoco de
interpretacao; no entanto, o seu método de resolugao apresentou um conceito de lei de

formacao bem apurado. Observemos:

Figura 5.26: Problema Motivador - 3° Exemplo de Solugao Apresentada pelos Alunos -
Moédulo: Progressoes Aritméticas

AR ooy WW/PORIALDA M M 7 C
o e V/ Matemanica 43 41 4

Semando roves. talentos para o Brasil

Problema motivador (1° aula de Aritmética — Modulo: Progressoes Aritméticas)

Solugdo apresentada pelos alunos:

f‘ DJLI 9 "'__':_--.?-U __'n:' i '
Lin [+ Jt3. {25 ’

Pia 2-+3:3.2-»3

-
<

)/a 182> 2+2. (82> 2+ 946 —» KBS548,00

F N

o oy
(AP o F
e /;)m-; L
s

62

Prof.: RODOLFO TEIXEIRA

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

O aluno argumentou que buscou montar a sua solucao associando aos conceitos de
funcao afim, onde os 2 reais do primeiro dia seria o valor fixo e a quantia de 3 reais iria

variar conforme o nimero de dias, chegando ao valor total guardado de 548 reais.

Sua ideia de resolugao foi bem elaborada, apenas cometeu o equivoco de nao consi-
derar os dias restantes apos o primeiro dia ao invés de todos os 182 dias, visto que ao fixar
o valor de 2 reais, deveria utilizar para a sequéncia da solugao apenas os 181 dias restantes,
ou pelo fato de iniciar o seu método de resolucao a partir do dia 0, s6 necessitaria ir até

o dia 181 os seus estudos.

Dando continuidade aos estudos, apds a conclusao da exposigao das solucoes e mé-
todos de resolucao elaborados pelos alunos, desenvolvemos a solucao formal do problema

motivador a partir das ideias apresentadas pelos estudantes. Acompanhe a figura a seguir:
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Figura 5.27: Problema Motivador - Solu¢ao Formal - M6dulo: Progressoes Aritméticas

Ry % QI youosson WW/PORTALDA M M 7 C
0 | e V/ Matemanca 43 414

Semande naves Lalentes para o Brasil

Problema motivador (1° aula de Aritmética - Modulo: Progressoes Aritméticas)

Solugao Formal:

182° DIA

1°DIA

2°DIA  3°DIA  4°DIA 182° DIA
2 5 8 11 ?
N 2N SN SN NS
(+3) (+3) (+38)  (+3) .. (+3)

2

2

+

+

TOTALNO = VALOR DO 1°DIA +VALOR DOS 181 DIAS RESTANTES

181 X3

543

545 reais guardado ao final de 182 dias.

Prof.: RODOLFO TEIXEIRA

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Podemos notar que a sequéncia formada pelo problema motivador possui caracteris-

ticas que nos ajudarao mais a frente na conceituacao e definicao de Progressao Aritmética

(P.A.).

Iniciamos a formalizacao dos assuntos apresentando algumas aplicagoes de situacgoes
onde encontramos o estudo de sequéncias inserido.

Figura 5.28: Sequéncias (Aplicagoes) - Modulo: Progressdes Aritméticas

v 0o que a disposicdo das cadeiras em uma sala de
concertos circular e os empréstimos bancarios tém em
comum? Ambos formam sequéncias, ou listas de
nameros com uma certa ordem.

»> As sequéncias tém muitas aplicagdes, tanto em nosso
cotidiano como dentro da propria matematica.

I <9
- o .3
(J (YA
[ X 1 >
LY X

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Em seguida, conceituamos o assunto de sequéncias da seguinte maneira.
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Figura 5.29: Sequéncias (Formalizagdo dos Conceitos) - Modulo: Progressoes Aritméticas

U'ma sequéncia infinita de mimeros reais ¢ uma lista Una sequéncia finita de nimeros res € wna lista or-
ordenada infinita (ay,ay,a,...), em que cada a; € R, enada finita (ay, 0y, 63,..., 6, para algum n € N. Nesse
para cada k € N. De outro modo, podemos definir | caso, n ¢ denominado o nimero de termos da sequéncia.
uma sequéncia infinita de nimeros reais como uma fungéo S denotamos por I, o conjunto [, = | 123, "}.
a:N— R. Denotando aj. = a(k) para cada k € N, temos
que as duas definicoes dadas acima coincidem. Doravante,
denotaremos uma sequencia infinita qualquer de mimeros
reais por (ag ke ou (ag k1. para cada k€ I,

tambem podemos definir uma sequencia finita de n termos
reais como uma funcgo a : [, — R, em que alk) =

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.

Figura 5.30: Sequéncias (Lei de Formagao) - Modulo: Progressoes Aritméticas

a, € um termo da sequéncia, por vezes denominado o k-ésimo termo (em
alusao ao fato de que ele é o termo que ocupa a posigao k).

Uma sequéncia (ay) ¢ € dada por uma férmula posicional se a, for dado por
uma formula em 4.

Exemplo: (Multiplos de 3).

Dada a sequencia (3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, ...), os termos sao encontrados a
partir da Lei de Formagao (a, = 34).

Logo, 2,=3.1=3,a,=3.2=6,a,=3.3=9,a,=3.4=12, ...

Observagao: o 1° termo representamos por a, (lé-se a indice um, ou 2 um), assim por
diante, até o tearmo de ordem k (&, : 1é-se aindice 4).

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.

Como forma de fixar os conceitos repassados sobre o estudo de sequéncias, foi pro-
posto o exercicio 5 - extraido do caderno de exercicios da secao definicao e lei de formagao
de uma P.A. - deste mddulo.

Figura 5.31: Exercicio 5 - Modulo: Progressoes Aritméticas

Exercicio 5. A sequéncia dos nimeros pentagonais esta ilus-
trada na figura abaixo:

2 * -
" g ¥ N ¥ ol
N | | S "
» ¢ i S ¢ o !
/ o * 1 5 . ‘O
. ___77‘/ . / .-y _“; .‘t’

Figura: hitp:/ /mathworld.wolfram.com /PentagonalNumber html

Fazendo apenas a contagem de pontos em cada borda externa
(perimetro) em cada pentigono chegaremos a:

a3 =5

ax =10
ay =15
iy = 20.

Sendo assim, qual o valor de a3?

Fonte: Caderno de Exercicios - Portal da Matemética.
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Para a solucao deste exercicio, foi usada a mesma metodologia aplicada no pro-
blema motivador, em que os alunos tiveram um momento de entendimento do enunciado

e posteriormente a construcao e exposicao de suas ideias de resolucao.

Com o conceito de sequéncias bem definido, chegou a vez de tratarmos de um tipo

especifico de sequéncia, que sao as progressoes aritméticas. Vejamos a sua definicao:

Figura 5.32: Defini¢ao de Progressao Aritmética - Modulo: Progressoes Aritméticas

v Uma progressﬁo aritmética, ou v Onimeror=a, -a,=a;—a,=...é&denominado a
abreviadamente PA, é qualquer sequéncia Lo , :
d . is (finita ou in ﬁnita) dada Por exemplo, as sequéncias dos nimeros naturais
€ numeros re?ls ( . ’ impares (1, 3, 5, . . .) e dos nimeros naturais pares (0,
por uma recorréncia do tipo: 2,4,...)sdo ambas PAs de razdo igual a 2.
% Classificacdo:
) =a
i A=(1,5,9,13,17,21, .. RAZAO = 4 (P. A. CRESCENTE)
{ ary1 =ar+r, Yk > 1.
B=(3,12,21, 30, 39, 48, ..) RAZAO = 9 (P. A. CRESCENTE)

€=(5,555,5,55,..) RAZAO = 0 (P. A. CONSTANTE)

D= (100, 90, 80, 70, 60, 50, ...) = RAZAO = -10 (P. A. DECRESCENTE)

Fonte: Material Teorico (adaptado) - Portal da Matematica.

Buscando uma melhor compreensao e entendimento dos conceitos iniciais sobre pro-
gressoes aritmeéticas, utilizamos o exemplo 4 - presente no material teérico da secao de-
finicao e lei de formacao de uma P.A.- deste mdédulo como forma de esclarecer davidas

ainda pertinentes sobre o assunto.

Figura 5.33: Exemplo 4 - M6dulo: Progressoes Aritméticas

Exemplo 4. Encontre todas as PAs crescentes, formadas
por trés termos tais que sua soma seja 24 ¢ o seu produto

seja 440,

Solucao. Geralmente, utilizamos a notacao (r—r,z, x+7r)
para denotar uma PA de trés termos e com razao r. Como
a soma desses termos ¢ igual a 24, obtemos:

(z=pl4+z+(z+)=2d=Fx =24 = o =8.

Agora, como o produto dos trés termos ¢ igual a 440, te-

maos:

{x—;-}-s-f_x+r}=-11n=:-{s—;-}-{e<+;-}="hﬁ

" <>
= 6d —r* =55

o
—r2_g

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.
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Feito o exemplo, finalizando a 1* semana do médulo de Progressoes Aritméticas,
construimos juntamente com os alunos a férmula do termo geral de uma P.A., conforme a
proposicao 9 do material tedrico da se¢ao definicao e lei de formacao de uma P.A., deste

modulo. Acompanhemos o passo a passo deste estudo.

Figura 5.34: Féormula do Termo Geral de uma P.A. - Modulo: Progressoes Aritméticas

Proposicdo 9. Se¢ (ag )y~ ¢ uma PA de razao r, entao: . \ \
posicdo 9 L k=1 € (as 4+ +ap_1+ag) = (ay +azg+ -+ ar_y) =
ap = ay + (k= 1)r, Yk > 1. P4rdetr.
Prova. Observe as k 1 igll;!hln:ln‘.\ abaixo, que OCorrem n—1 Ve2es
porque (ag)r>1 ¢ uma PA: Em seguida, cancelando no primeiro membro a soma az +
+ag—1 (que aparece duas vezes, com sinais opostos), e
ap—ay =r observando que
ag—as=r
gy — iy =1 r+r4--4r=(n=1r
n-1 VOZES
Og—1 = @2 =T obtemos
Qi — Q-1 = T. agp —ay = (k-"1)r,
Adicionando-as membro a membro, obtemos conforme desejado. O

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.

Através do exemplo 10 do material teérico da secao definicao e lei de formagao
de uma P.A., deste modulo foi possivel observar a aplicacao desta formula na prética.

Vejamos o que ele nos diz:
Calcule o vigésimo termo da P.A. cujo primeiro termo € 5 e cuja razao € 3.

Solucao. Utilizando a formula da Proposicao 9, temos:
ago=a1+(20—-1)-3=5419-3=5+57 =62

O

Além dessa aplicacao, algumas variagoes da formula foram apresentadas, a funcao
que cada variavel presente na féormula representa dentro do estudo e ficaram algumas
sugestoes de aprofundamento e complementacao dos contetidos no Portal da Matematica,
sendo estas: video aulas (3 videos), exercicios resolvidos (9 videos) e o Material Teorico,
presentes na secao definicdo e lei de formacao de uma P.A. do Mdédulo — Progressoes

Aritméticas.

Verificamos o acompanhamento da realizacdo do que foi proposto nas sugestoes,
através do professor orientador e exemplificamos a seguir o progresso atingido pelos alunos

nesta 1% secao do modulo.
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Figura 5.35: Acompanhamento do Progresso dos Alunos 1* Etapa - Modulo: Progressoes
Aritméticas

Aulas

Ultimos Assistidos

Progressdes Aritméticas: Definigdo e Lei de Formagio
n Aula 01 - Sequéncias | @otosr2020
Descrigio:

Progre &1 ALt Como passo inicial para o estudo das Progresses
Cfrucho ¢ Les Ce Aritméticas & introduzido o conceito de sequéncia
¥ macd )7

Minutos Assistidos:
13 Min

Exer s e Foach Enviar Comentario sobre esse Video

Progressoes Aritméticas

[ m [} Progressoes Avitméticas | @oswsrz020

Descrigio:

Apresentamos os conceitos e resultados elementares 8 6 /0

; : Assistido
pertinenles as progressies aritméticas. Viarios i
exemplos ilustram a teonia

Enviar Comentirio sobre esse Caderno de Exercicios

Fonte: Progresso no Médulo - Portal da Matematica.

Iniciando a 2* semana de estudos e dando continuidade para o Médulo Progressoes

Aritméticas, exploramos a secao P.As. Inteiras e Soma dos Termos de uma P.A.

Como introducao ao assunto e servindo de problema motivador para os alunos,
extraimos um trecho do livro de 1° ano Matematica Contexto & Aplicagoes - adotado

pela escola campo de pesquisa - do autor Luiz Roberto Dante[7]. Vejamos:

Figura 5.36: Gauss e as Somas dos Termos de uma P.A. - Modulo: Progressoes Aritméticas

Formula da soma dos termos de uma PA finita

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) é considerado um dos maiores matematicos
de todos os tempos. Nascido em Brunswick, Alemanha, de familia muito simples,
foi uma crianga prodigio.

Prowmsesesrchers Latinstoo

Conta-se que antes de completar 10 anos de idade, em uma aula, seu pro-
fessor, querendo manter os alunos por um bom tempo em siléncio, pediu que
somassem todos os nimeros de1a 100, isto é,1+ 2 + 3 + 4 + ... + 99 + 100.

Gauss, matematico alemao.

Fonte: Livro Matemética: Contexto & Aplicac¢oes - Luiz Roberto Dante.

Apo6s uma apresentacao do problema motivador - originado do problema proposto
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pelo professor de Gauss - foi dado um tempo para os alunos analisarem e construirem
seus métodos de resolucao, depois disso, iniciamos as exposicoes das ideias, e todos os
alunos afirmaram encontrar apenas a forma de ir somando ntimero por niimero na ordem

crescente de sua apresentacao.

Para a solucao formal do problema motivador, apresentamos a solucao elaborada
por Gauss ao seu professor, e todos os alunos ficaram bastante surpresos com o raciocinio

criado por uma crianca naquela época. Apreciemos na figura a seguir:

Figura 5.37: Solucao de Gauss para a Soma de 1 a 100 - Mo6dulo: Progressoes Aritméticas

Para surpresa do professor, depois de alguns minutos Gauss disse que a soma
era 5 050. Acompanhe seu raciocinio:

14243 +..+98+99+100 (1 +100 = 1012 + 99 = 101, etc)

50 parcelas de 101
50-101=5050
Assim, 1+2+3 +4+ ..+ 994100 =5050.
Verdadeira ou ndo, essa histdria flustra uma caracteristica muito importante das PAs, que usaremos a
seguir na demonstracao da formula geral da soma dos termos de uma PA.

Fonte: Livro Matemética: Contexto & Aplicacoes - Luiz Roberto Dante.

Antes de adentrarmos a demonstragao da férmula da soma dos termos de uma P.A.,
precisaremos compreender a proposicao 8 - presente na secao definicao e lei de formacao

de uma P.A. - que servira de apoio para construcao da féormula que traremos na sequéncia.

Figura 5.38: Proposicao 8 - Modulo: Progressoes Aritméticas

Aulas

Ultimos Assistidos
[ = W Aua 01 - Sequencias | @otosrz020

Descrigio:
Como passo inicial para o estudo das Progressies
Aritméticas ¢ introduzido o conceito de sequéncia

Minutos Assistidos:

13 Min
Enviar Comentirio sobre esse Video

Progressoes Aritméticas

0606 6 0

Descrigio:
Apresentamos os conceitos e resultados elementares A
pertinentes as progressdes anitméticas. Varios
exemplos ilustram a teoria
Enviar Comentirio sobre esse Caderno de Exercicios

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.

Através da solucao apresentada por Gauss, foi possivel construir uma féormula que
calculasse qualquer soma dos termos de uma P.A.
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A seguir mostraremos a demonstracao desta férmula, extraida do material tedrico

da secao P.As. Inteiras e Soma dos Termos de uma P.A., deste modulo.

Figura 5.39: Demonstracao - Formula da Soma dos Termos de uma P.A. - Mdédulo:

Progressoes Aritméticas

('l!][]l'l"ill]l“.‘ oste [J]iltf'ri;i] i'i‘l]l'[l]il[“il] a soma illlf\ termos
de uma PA finita. Nesse sentido, a formula colecionada na
propasicao abaixo ¢ conhecida como a formula da soma

Prova. Se §, = Zru. temos:

k=1

Sa=mp+az+---+a,-1+ay

dos k primeiros termos de uma PA.

Para seu enunciado, é conveniente introduzirmos a |
. ]”r outro ]i!‘{”. l'.“"[’“\"'llfi“ 08 mMesmos termos na “r(l"[l]
notacao .
mversa, temos:

aj (1 .
Z : S G+ 851+~

Agora, utilizando o resultado da Proposicao 8 do mate-

+ a2 + ay.

para denotar a soma a)+az+---t+a, (ou :~i1t1]]lt:~1]ll'l]ti'

rial tedrico da aula anterior, obtemos (quer seja n par ou

ay, quando n = 1). Aqui, a letra grega maiiiscula ¥ (lé-se

impar):
sigma) corresponde ao nosso S (de soma). de sorte que (1)
. - 28, = (a; + a,) + (a; +@,) .. +(a; +a,) + (ay +a,)
denota a soma dos termos ag. com k variando de 1 a n. L 1 v g W91 T On 1+ an
- , ) i n VEZes
Proposicio 1. Se (ag)i>1 € uma PA de razio r, entdo:
=25, =ml(a; +ay,)
"
nia) +ag)
- Yoy J nla; + a,)
le’,\ == Vn > 1. — g = . .
k=1 2
O

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.

Visando uma melhor compreensao do assunto repassado, utilizamos o exemplo 2 do
material teorico da secao P.As. Inteiras e Soma dos Termos de uma PA, deste mddulo,

como uma aplicacao da férmula apresentada. Acompanhemos atentamente:
Calcule a soma dos quinze primeiros termos da P.A. (3,7, 11, ...).

Solucao. Observe que a1 = 3,7 =7 — 3 = 4 e como desejamos encontrar a soma
dos quinze primeiros termos n serd igual a 15. Dali, pela proposicao 9 da secao defini¢ao

e lei de formacao de uma P.A. e a proposicao, temos:

15 - ((11 + a15)

S —
a5 = ay+(15—1)-4 15 2
a4 _ 15 (3+59)
e 2
= 3456 1562
= 59 2
= 15-31 =465

O

Além do exemplo anterior, outras aplicacoes também foram trabalhadas no encontro
e para finalizar o Modulo de Progressoes Aritméticas, ficaram mais sugestoes de estudos
e aprofundamentos no Portal da Matemaética, como: os cadernos de exercicios para bai-
xarem e praticarem, os aplicativos para visualizarem os assuntos dentro de um ambiente
interativo, além dos testes e avaliacao geral para verificarem o seu nivel de aprendizagem.

Por fim, desde o inicio do Modulo, a secao Exercicios de Fixagao também foi apresentada
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como forma de apoio e treinamento para os estudantes.

Vejamos a seguir um pouco do que foi registrado no progresso dos alunos.

Figura 5.40: Acompanhamento do Progresso dos Alunos 2* Etapa - Modulo: Progressoes
Aritméticas

LIl Progressdes Aritméticas: Definigo e Lei de Formagio | @o70912020

Descrigado:
Apostila de Exercicios

Enviar Comentario sobre esse Cademo de Exercicios }-

Teste Teste

: - PAs Inteir; m
Progressbes Aritméticas: As Inteiras e Soma dos

Definicdo ¢ Lei de Formagao tarmos de uma PA
vad
Parabins
SEOVAO0 Neste 0 aluno ja foi aprovado neste
Teste! Iniciou em:  Acerios Emos
6092020 as . N
Iniciou em: Acertos Ermos Iniciow em: Acertos Erros 19-36He 3 3
1200% _'.'_-: 0 " 0 12092020 as g 1
11:45Hs 10006Hs
n Encontrando os termos da PA ‘ O 10972020
Descrigdo: [~ ]

Vooé consegue achar os termos de uma Progressao Aritmética? Tesles suas s
habiidades nesse inlerativo

Enviar Comentano sobre esse inlerativo

Fonte: Progresso no Médulo - Portal da Matematica.

5.9.3 Modbdulo: Principios Basicos de Contagem

A partir deste modulo, iniciamos os estudos dentro da area de conhecimento de
Contagem, mais uma vez conduzindo os encontros por meio da plataforma Google Meet

e recebendo os alunos com uma mensagem acolhedora.

Para uma abordagem introdutoéria, buscamos apresentar o problema motivador a
seguir, retirado do exercicio 4 do caderno de exercicios - da secao Principio Fundamental
de Contagem - deste médulo de estudo.
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Figura 5.41: Problema Motivador I - Médulo: Principios Béasicos de Contagem

Problema motivador (1* aula de Contagem —
Médulo: Principios Basicos de Contagem)

De quantas formas se pode dispor quatro pessoas em fila indiana?

Prof.: RODOLFO TEIXEIRA

4 a\ [ S - PORTALDA M M 7 C
ﬂe«;' [ “oawer 2020 MATEMATICA 43 41 4
AT Somando noves talentos para o Brasil OBMEP

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Dado um tempo para os alunos montarem seus métodos de resolucao e anexarem
suas solucoes no formulario elaborado para este problema na plataforma Google Forms,

iniciamos as exposicoes das ideias construidas pelos alunos. Apresentaremos duas delas a

seguir, para analisarmos as linhas de raciocinio aplicadas.

Figura 5.42: Problema Motivador I - (1° Exemplo de Solugao Apresentada pelos Alunos)

Moédulo: Principios Béasicos de Contagem

NN o :
@ SIS st W/ PORIAL DA~ M
L° g T~ amwer Y/ MATEMATICA
S S T / Pea

de Contagem)

Solugdo apresentada pelos alunos: De quantas formas se pode dispor
quatro pessoas em fila indiana?

Prof.: RODOLFO TEIXERA-

M7 C
43 41 4

Problema motivador (1® aula de Contagem — Médulo: Principios Basicos

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Ao apresentar a sua solucao, o aluno A6 argumentou verbalmente que organizou

o seu raciocinio inicialmente associando cada pessoa a um nimero, na sequéncia tentou

fixar o nimero 1 na 1* posi¢ao e variar os outros valores nas demais posicoes. Feito isso,
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percebeu que foi possivel construir 6 formacoes de filas diferentes e que 0 mesmo ocorreria

fixando os ntmeros 2, 3 ou 4 na 12 posicao e variando os valores restantes nas outras
)

posicoes. Concluiu justificando que foram gerados 4 grupos de 6 filas distintas, o que

poderia representar um total de 6 x 4 = 24 filas distintas.

Podemos notar que embora o aluno nao tenha transmitido clareza em sua resolu-
¢ao, assim como a sua linha de raciocinio; tentou complementar e justificar através da

argumentagao verbal.

Vejamos agora, a solucao apresentada pelo o aluno A2.

Figura 5.43: Problema Motivador I - (2° Exemplo de Solu¢ao Apresentada pelos Alunos)
Moédulo: Principios Basicos de Contagem

AR QAT e e WW/PORIALDA M M 7 C
'—° ' T St V/ Matemarica 43 41 4
T Somands neves talentos para o Brasil OBMEP

Problema motivador (1 aula de Contagem — Médulo: Principios Basicos
de Contagem)

Solugao apresentada pelos alunos: De quantas formas se pode dispor
quatro pessoas em fila indiana?

Prof.: RODOLFO TEIXEIRA

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Nesta solucao notamos que o aluno buscou deixar claro suas ideias e o caminho
que realizou dentro de sua resolucao. Observamos que o discente identifica que existem
4 posicoes disponiveis e 4 pessoas para serem acomodadas nestes lugares e consequente-
mente executa a multiplicacao dessas duas quantidades, encontrando 4 X 4 = 16 maneiras
distintas da fila ser formada; todavia, as informacgoes posicoes e pessoas, exercem papéis
distintos dentro do Principio Fundamental da Contagem, o que acarretou em um resultado

diferente do correto, encontrado pelo aluno.

Concluido o momento de exposicao das solucoes, a partir das ideias apresentadas ini-
ciamos a construcao de uma solucao formal para o problema motivador. Acompanhemos

a seguir:
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Figura 5.44: Problema Motivador I (Solu¢ao Formal) Mo6dulo: Principios Bésicos de
Contagem

\WW/PORTALDA M
MaEmATCA 43 41 4

—— TT7 1 DUMPADA BRASILEIRA

i & U%“'? ‘:Ewlllill_lltl

T 2)f BAS ESCOLAS PUBLICAS
T 0BMEP 2020

Seemanda naves talentos para o Brasd

Problema motivador (1* aula de Contagem — Médulo: Principios
Basicos de Contagem)

Solugédo formal: De quantas formas se pode dispor quatro pessoas em
fila indiana?
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B
B
C
C
A
A

>POPO000
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x _1 = 24 formas distintas

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.
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Prof.: RODOLFO TEIXEIRA

Através da solugao do aluno A6 iniciamos associando cada pessoa a uma letra do
alfabeto e fixando essas letras uma de cada vez na primeira posicao, variando as demais
posicoes, o que acarretou na mesma conclusao do aluno, que seria possivel a formagao de
24 filas distintas.

Mas, ap6s chegarmos a esta solugdo, os alunos foram indagados sobre a seguinte
situacao: e se agora no lugar de dispor 4 pessoas em fila indiana fosse preciso dispor de
uma quantidade muito grande de pessoas, seria pratico tentar encontrar cada um dos

resultados?

Os estudantes ficaram refletindo por um tempo e logo em seguida afirmaram que
seria bem demorado para encontrar esse resultado e muito propicio a erro. Dai, a apre-
sentacao do Principio Fundamental da Contagem entrou como um auxilio seguro para

determinar o niimero de filas distintas para qualquer ntimero de pessoas participantes.

Complementamos a solucao formal construindo 4 tragos que representavam as posi-
coes das pessoas na fila e explicando as condicoes que seriam analisadas para a acomodacao
das pessoas nas posicoes, sendo possivel qualquer uma das 4 pessoas ficarem na 1? posicao
da fila, na sequéncia uma delas ocupando uma vaga restariam 3 pessoas para concorrerem
a 2% posicao e, da mesma forma, teriamos duas maneiras de alocarmos a 3* posicao e uma
pessoa para a 4% posi¢ao.

Essas quantidades de opcoes para cada posicao se interligam através da multiplica-

¢ao, gerando o resultado 4 x 3 x 2 x 1 = 24 maneiras distintas, o que remete ao Principio

Multiplicativo - outro nome dado ao Principio Fundamental da Contagem.

Continuamos os estudos formalizando o Principio Fundamental da Contagem (PFC),

segundo o material teorico da 1? secao deste modulo. Acompanhemos:
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Figura 5.45: Formalizacao do Contetido - Médulo: Principios Béasicos de Contagem

1 O Principio Fundamental da
Contagem

Frequentemente estamos interessados em contar o niimero
de maneiras em que determinadas agoes podem ser exe-
cutadas. De quantas maneiras podemos nos vestir? De
quantas formas podemos viajar de uma cidade para outra?
De quantas formas podemos combinar as opg¢oes de comida
para montar o cardapio de um jantar? Uma maneira sim-
ples de contar é fazer uma lista com todas as possibilidades
e conta-las uma a uma. Contudo, isso é pouco eficiente e
é muito comum que o nimero de possibilidades seja tao
grande que isso se torna até impossivel. Por exemplo, de
quantas formas podemos escolher as trés letras e os qua-
tro numeros para montar uma placa de carro? Ou como
calcular o niimero de maneiras de preencher um cartao da
Mega-Sena?

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.

Note quantas aplicacoes deste estudo foram citadas e quantas outras podemos nos
deparar. De maneira resumida, visualize a seguir os métodos que podemos usar tanto para
determinar o ntimero de possibilidades de uma situagao-problema, quanto para alguns

casos, apresentar cada um dos resultados encontrados.

Figura 5.46: Apresentagao dos Métodos - Modulo: Principios Béasicos de Contagem

Formalizando o assunto:

Para calcular o nimero de possibilidades de uma determinada situacao iremos utilizar alguns
meétodos:

| - Principio Multiplicativo Il - Tabela de Dupla Entrada Il - Arvore das Possibilidades

Exemplo: Digamos que vocé possui 3 camisas e 2 calgas sociais. De quantas maneiras diferentes
vocé pode se vestir (escolhendo exatamente uma das camisas e uma das calgas)?

Cansisas 3 -.'.:If L
T [Calkga.l
3 x 2 =6possibilidades TS INNCSHNN MNCSENN =
c cs C1 C1Ccs1 C1Cs2 e |Calga 2
-2 (Casnisa 2 =gl
2 cacs1 cacs2 . e~
Cc3 C3Cs1 C3Cs2 0 (Colga 2
WCnandsa | -_‘_‘_‘_‘_\_\_—_‘ {.:IL\J I

Fonte: Material Teorico (adaptado) - Portal da Matematica.

Os métodos apresentados oportunizaram aos alunos adquirirem mais opcoes e ferra-
mentas possiveis de serem usadas no calculo do niimero de possibilidades para os proble-
mas propostos na continuidade dos estudos, como também identificar se utilizou alguns

dos métodos citados em suas solucoes, mesmo que de forma involuntaria.
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Observe agora, dois exemplos extraidos do material teérico e um exercicio do ca-
derno de exercicios deste moédulo, que foram selecionados, apresentados e comentados

juntamente com os alunos.

Figura 5.47: Exemplo 3 - Modulo: Principios Bésicos de Contagem

Exemplo 3. Quantos sdo os nimeros naturais de 200 a
099, tais que todos 08 seus algarismos:

(a) pertencem ao conjunto A = {1,4,7,9}¢

(b) pertencem ao conjunto A = {1,4,7,9} e sao distintos?
(A) 3 x_4 x _4 =48 possibilidades (B) 3 x_3 x _2 =18possibilidades

4,7ed 1.47e9 1,47ed 4Ted 1,4e7 1ed

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.

Neste primeiro exemplo, buscamos tratar o caso de Principio Fundamental da Con-
tagem que envolve formacgao de nimeros, que os alunos costumam encontrar bastante
dificuldades, pois nao conseguem diferenciar um nimero quando representa valor abso-

luto e quanto representa quantidade de opcoes distintas para uma posi¢ao.

Uma dica que foi repassada para facilitar nesses casos é informar embaixo de cada
posicao as opgoes possiveis para aquele local e na parte de cima o niimero de opcoes - isso

poderd ajudar na diferenciacdo no momento da construcao da solucao.

Figura 5.48: Exemplo 5 - Modulo: Principios Basicos de Contagem

(A) X =12 possibilidades

Principio Aditivo % %
Exemplo 5. Digamos que vocé deseja comprar um com-

putador, mas estd em divida,sobre qual marca, modelo e g) 5 x 2 = 4 possibilidades
cor ird escolher. Ha apenas duas marcas, que chamaremos M C

de Marca A ¢ Marca B, pelas quais vocé se interessa. A

Marca’A tem a disposig@o trés modelos e cada um desses  TOTAL DE MANEIRAS =12+4 =16
IIJUHI[’ ser l”l'ii"“]“'ﬁ!'fﬂ £m ffuﬂ“‘ﬂ }'HJ.QSI’E'(’I;‘!' Ccores. .]id a .”ﬂf'{'ﬂ

B ofercce dois modelos, tais que, para cada um, hd duas

possiveis escolhas de cor. De quantas maneiras diferentes

voce pﬂdﬂ realizar'a o ompra ¢ Ao dividir um problema de contagem em

casos, onde dentro de cada caso contamos

o nimero de solugoes que nele se enqua-

dram e todas as solugoes se enquadram em| /gl [
exatame r_i!r I_Jrr_l dos casos, o nimero total r\@ﬁ"'r‘w F "'-:
me‘: RODOLFO TE'XEIRA de solugoes ¢ jgual 4 soma dos nimeros de| “=Sweeoure \P‘ ,‘Ha}

TEEMA

mlllgl_u'h [1!' l..'i[i_:i CASD, A S—

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.
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O proximo exemplo trabalhado aborda um problema onde somente o principio multi-
plicativo nao sera suficiente, pois necessita separar o problema em casos. Especificamente
para o nosso problema em questao os casos serao a quantidade de maneiras de comprar
um computador da marca A ou da marca B, pois nao é possivel calcular de uma vez s6 o

que se pede, sendo necessario calcular primeiramente uma marca e posteriormente, outra.

Para esses tipos de situacao é dado o nome de principio aditivo, que consiste em
separar o problema em casos, calcular o nimero de maneiras isoladamente e por fim somar

todos os resultados encontrados.

Figura 5.49: Exercicios 15 - M6dulo: Principios Basicos de Contagem

A 1 x 5x4 x 3x 2x 1=120

Contando pelo Complementar. A
Exercicio 15'."",] ser formada 'mm_ H]a- com F-'. pessoas, B) 2. x 5x4 x 3x.2x._1=240
dentre as quais Pedro e Ana. De quantas maneiras esta AouP
fila podera ser formada se: ol
a) Ana deve ser a primeira da fila? _
(C) 6 x5x4 x3Ix 2x1=72
b} Ana ou Pedro devem ser o |lrilll-'ill! da fila?
) Ana o Pedro nio devem ficar funtos na fila? (C) 5x4 x3x_2x_1=120
€] Ana e I'edro nao devem ncar juntos na nla: AP + 240
S x4 x 3x 2x 1=120
PA ou

2x 5 x4 x 3x 2x 1=

AP ou PA ‘;

Prof.: RODOLFO TEIXEIRA Concluséo = 720 - 240 = 480,

240
@ Mm”"

Fonte: Caderno de Exercicios - Portal da Matemética.

Por fim, para concluir a se¢ao de Principio Fundamental da Contagem e reforcar
os conhecimentos trabalhados, o exercicio 15 do caderno de exercicios foi apresentado,
comentada as possibilidades de resolucao com os alunos e construida a solucao para cada

item exposto.

Algumas sugestoes de aprofundamento e complementagao dos estudos no portal
da matematica foram repassadas, como: video aulas (3 videos), exercicios resolvidos (6

videos) e o material tedrico para ser baixado, presentes nesta sec¢ao trabalhada.

Na 2* semana do Modulo Principios Béasicos de Contagem, continuamos os estudos
agora na secao Permutacao Simples, onde assim como em aulas anteriores foi apresentado

um problema motivador como introdugao ao assunto.
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Figura 5.50: Problema Motivador II - Médulo: Principios Béasicos de Contagem

T

L %" OLIMPMADA BRASILEIRA
DE MATEMATICA

DAS ESCOLAS PUBLICAS
OBMEP 2020

Samande noves talentos para o Brasil

WW/PORTALDA M

_ M7 C
MATEMATICA 43 41 4

Problema motivador (3* aula de Contagem - Médulo: Principios Basicos de
Contagem
Fatorial e Permutagao Simples.

Com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, quantos numeros de 5 algarismos podemos formar,
sem repeti-los?

Prof.: RODOLFO TEIXEIRA

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Apo6s dado um tempo para os alunos organizarem e construirem as suas solugoes,
iniciamos as exposicoes dos métodos de resolugao e apresentaremos uma das ideias que
foram argumentadas. Vejamos a seguir a solucdo apresentada pelo o aluno A1l através

do chat da plataforma Google Meet.

Figura 5.51: Problema Motivador II (Solu¢ao Apresentada pelos Alunos) - Modulo: Prin-
cipios Basicos de Contagem

> td T iy W /PORTALDA M M 7 C
'0 T = osus som V/ MaemAnca 43 41 4

Semanda novos talentos para o Brasil

Problema motivador (3" aula de Contagem - Médulo: Principios Basicos de
Contagem)
Fatorial e Permutagao Simples.

Solugdo apresentada pelos alunos: Com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, quantos ndmeros
de 5 algarismos podemos formar, sem repeti-los?

10:57

Separei em membros, como a questao era para néo repetir os nimeros, a medida que for
pondo, as possibilidades irdo diminuindo. Primeiro algarismo 5 possib. Segundo 4 possib.
Terceiro 3 possib. Quarto 2 possib. Ulimo 1 possib. Ai multiplicando 5x4x3x2x1= 120

Prof.: RODOLFO TEIXEIRA

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Podemos notar que este aluno embora ainda nao tendo adquirido conhecimentos
sobre fatorial e permutacao simples, conseguiu solucionar o problema motivador usando
seus conhecimentos sobre Principio Fundamental da Contagem visto na aula anterior, e

respeitando os critérios apresentados no enunciado.

Diante dessa solucao e outras semelhantes apresentadas, iniciou-se a construcao da
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solucao formal do problema motivador. Observemos a seguir:

Figura 5.52: Problema Motivador IT (Solu¢do Formal) - M6dulo: Principios Bésicos de
Contagem

,l---.\ AT(Z - oumrioa stasusm W/ PORTAL ’DA M m C
0 | T v V/ MaremAica 43 41 4

i) ! Somanda naves takentos para o Brasil OBMEP

Problema motivador (3* aula de Contagem - Médulo: Principios Basicos de
Contagem
Fatorial e Permutagao Simples.

Solugdo Formal: Com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, quantos numeros de 5 algarismos

“ podemos formar, sem repeti-los? S\=/uy =5y ! =SU35|
)| —
5x 4x 3 x 2x_1 =§{w= 120 nimeros distintos.

5 4 3 2 1 _
Dado um mimero natural n, o produto de

4 3 2 1 todos os naturais de 1 até n ¢ chamado de
SJatorial de n e é representado, em simbolos,

2 i 1 por n! (onde se lé ni-:'.lhlllith .-\-c\uul. temos:

1 nl=n-(n-1)-...-2-1.
Além disso, por convengio, zll-linilmnll)! = 1.

Prof.: RODOLFO TEIXEIRA 4 &

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

A partir do principio multiplicativo (PFC) e da restricdo de nao poder permutar
algarismos iguais imposta pelo problema, foi desenvolvida a solucao; além disso a mesma
apresentou-se nos moldes da defini¢ao para o fatorial de um nimero natural, sendo possivel

abordar o seu conceito, variacoes e casos particulares.

Alguns exemplos extraidos da secao permutacgao simples foram usados para melhor
compreensao do assunto. Observemos:

Figura 5.53: Fatorial (Exemplos) - Médulo: Principios Basicos de Contagem

Formalizando o assunto: Exemplo 3. Vejo que:
O Fatorial de um nimero natural TN=T7-6!=7-720 = 5040,
Exemplo 2. A seguir listamos o valor do fatorial de alguns 8! =87 = 8- 5040 = 40320,
I'HEHI[ Tros ,K'[IUI'HU.\.' S]! = !} . ST — 302'88“'
! . . -~
TI' =h Exemplo 4. Simplifique as sequintes expressoes.
=1,
N=92.1= 20 Solugao.
- ! % (ﬁ) ST (e) Temos que

3 =3.2.1=6, J—
0 LTS 1224 (c) 6! 6! 6-B-A-3-2-1

o TR R TP o
i -5 1-3-2-1){(@-A-3-2-1
§l=5-4:342. 1 =120, 32 D{E-482 1]

6 [ 1 -
10! = =—=-
(d) T 4.3.2.1 24 4

5'-"2.r= 6-2-4

6! !i-;r?f- 6 1
Prof.: RODOLFO TEIXEIRA Y TE T Tx U T

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.
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Com o conceito de fatorial bem definido e compreendido, foi possivel complementar
os estudos apresentando a ideia de permutacao. Para isso, fizemos uso do exemplo a
seguir retirado da secao permutacao simples deste modulo.

Figura 5.54: Permutacao (Problema Motivador) - Médulo: Principios Béasicos de Conta-
gem

Formalizando o assunto:

Permutacao
P,=n!

Exemplo 7. Um professor deseja elaborar um teste com
6 questoes. Os enunciados das questoes ja foram elabora-
dos, mas ele ainda precisa escolher a ordem em que essas
questoes irao figurar no teste. De quantas maneiras ele
pode fazer isso?

Demonstragao. O nimero de maneiras é precisamente o
niumero de permutacoes do conjunto formado pelas 6
questoes. Portanto, o mimero de maneiras em que ele pode
compor o teste é igual a Py = 6! = 720. O

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.

O estudo de Permutac¢ao nos permitiu aumentar o rol de situagoes onde podemos

explorar o assunto, uma delas foi trabalhar com problemas que envolvessem anagramas.

Observemos a partir do material tedrico desta secao, o conceito e um problema
motivador, apresentados para o estudo de anagramas.

Figura 5.55: Anagramas (Conceito e Exemplo) - Modulo: Principios Basicos de Contagem

Permutagdao P,=n!

Exemplo 9. O niimero de anagramas da palavra MATRIZ
Dada uma palavra ¢ igual a 6! = T720. De fato, como cada ana-

(|1I':llf[1l(‘!'. l‘hiilllilltl‘[h\'lli‘f|l]i11f|1l(‘I]NllEl\'[u obtida grama corresponde a uma permutacao dos elementos de

permutando-se as letras da palavra original. Observe que’ {M.A,T.R.1,Z}, temos que o nimero de anagramas é

uma permutagio pode conter as letras na mesma ordem igual a Py, que ¢ igual a 6.

Em geral, quando n ¢é um nimero natural ¢ temos uma
palavra formada por n letras distintas, podemos concluir
analogamente que o nimero de anagramas dessa palavra ¢
igual a n!.

em que elas apareciam originalmente, de modo que toda
palavra é um anagrama dela mesma.

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.

Além do exemplo apresentado sobre anagramas, outros também foram trabalhados,
explorando casos com restricoes, bem como alguns exercicios envolvendo posicionamento,

como podemos acompanhar a seguir:
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Figura 5.56: Permutagao (Exercicios) - Modulo: Principios Basicos de Contagem

Permutagao P,=n! Resolugao: Posigao do nimero 75913.

Exercicio 11. O setor de recursos humanos de uma em- T R . _—

21l 5 . Iy 1x 4x 3 x_2 x_1 =4!=24 primeiros nimeros distintos.
presa vai realizar uma entrevista com 120 candidatos a uma 1
vaga de contador, i't.il' sorteio, eles ]Il'.t"l'lldl'lll ..llri]mir a 1%_4 x_3 x_2 x_1 =41 =24 primeiros nimeros distintos.
cada candidato um mimero, colocar a lista de niimeros em 3
l}rl]l‘[l] numenca crescente ¢ l].\il-lil ]Iill.'i'l CONVOCAar os Ill[l‘l— lxi xix_zxi = 4! - 24 pnmemjs nl:“'ﬂems dlshntm
ressados.  Acontece que, por um defeito no computador, 5
foram gerados mimeros H.)II.I 5 r'l]:.{:l!l.‘-llu-l‘- c||.~r|_||hu~. @ em 1% 1 %3 x_2 x_1 =31 =6 primeiros nimeros distintos
[l("llhll]ll di'!f‘.‘\ aparecem llls{l'llr.‘; pares. I'.]'II razao Iil.‘i.‘-ll. a ? 1
::rni-‘mrln-r'hamuulu do candidato que tiver o miimero 75913 1x%_1x_3 x_2 x_1 =3!=6 primeiros nimeros distintos

7 3
a) 24 _ 5% 4x_ 3 x_2x_1=5=120 nimeros distintos. 1 x_1x_1 x_2 x_1 =2!=2 primeiros nimeros distintos.
, 9 7 5 3 1 r s 1
b) 31 , j 3 i 1% 1x 1 x_2 x_1 =2'=2 primeiros nimeros distintos.
e) 32 5 3 1 T 5 3
d) 8. f Préximo nimero sera 75913
) 89. Estando na posigio
Prof.: RODOLFO TEIXEIRA SMHDHEHOHOIZHIS0N
Alternativa (D)

Fonte: Caderno de Exercicios - Portal da Matemética.

Para finalizar a se¢ao ficaram mais algumas sugestoes de aprofundamento do assunto

no Portal da Matemaética através de: video aulas (5 videos), exercicios resolvidos (11

videos) e material tedrico.

Dando

continuidade ao moédulo de Principios Béasicos de Contagem, iniciamos a

secao Permutacao com Repeticao. Assim como nos encontros até aqui, abordamos um

problema motivador extraido do material tedrico desta secao, para introduzir o assunto.

Figura 5.57: Problema Motivador III - Mo6dulo: Principios Basicos de Contagem
: N TG W { PORTAL DA M M c
Q ST = suieron V/ Matemanica 43 41 4

Prof.:

Problema motivador (4" aula de Contagem — Médulo: Principios Basicos de
Contagem)
Permutacoes com elementos repetidos.

Quais e quantos sdo os anagramas gue se pode formar com as letras da palavra
CASA?

T L

& '
g ¢ fh 4
izl @ Hu?.h’

:F}: Hre | .

Q.

RODOLFO TEIXEIRA

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Semelhante aos encontros anteriores, os alunos tiveram um tempo disponivel para

elaborarem suas estratégias e métodos de resolucao e na sequéncia iniciamos as exposicoes

das ideias construidas.

Acompanhemos uma das solucoes apresentadas pelos alunos:
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Figura 5.58: Problema Motivador III (Solugao Apresentada pelos Alunos) - Modulo:
Principios Bésicos de Contagem

AN S e W/ PORIALDA M _ M _7_C

e oy HEmE e V/ MaemAtica 43 41 4
Problema motivador (4" aula de Contagem — Médulo: Principios Basicos de
Contagem)

Permutagoes com elementos repetidos.

Solucdo apresentada pelos alunos: Quais e quantos sdo 0s anagramas que se pode
formar com as letras da palavra CASA?

10:53 )
R |
eu pensel que como repete duas letras que equivalem a metade da palavra. tem que pegaro | 9 2@ 4 o

total 24 e dividir por 2 que d& 12 —dil

Q. -
‘? “"j<_> AN -o'

Prof.: RODOLFO TEIXEIRA

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Apos o aluno A20 apresentar a sua solugdo, argumentou verbalmente que de maneira
inicial considerou a permutacao das 4 letras da palavra CASA e notou que como haviam
duas letras repetidas, teria a possibilidade de serem formados anagramas repetidos, em
que o numero de letras repetidas representava a metade do ntimero total de letras, e entao,

efetuou a divisao do resultado da permutacao de 4 letras por 2.

Analisando o que foi apresentado por escrito e verbalmente, verificamos que embora
o aluno nao tendo conhecimentos sobre o assunto de Permutacao com Repeticao foi capaz
de expor uma linha de resolucao e raciocinio bastante coerente com o que deveria ser

apresentado para o problema motivador.
Dando andamento aos estudos, construimos a solucao formal para o problema pro-

posto.

Figura 5.59: Problema Motivador III (Solugdo Formal) - Modulo: Principios Bésicos de
Contagem

(AN AT i s WW/PORTALDA M M 7 C
a e V/ Maremanica 43 41 4

Problema motivador (4° aula de Contagem - Médulo: Principios Basicos de
Contagem)
Permutagoes com elementos repetidos.

Solugdo Formal: Quais e quantos sdo os anagramas que se pode formar com as letras
da palavra CASA?

CASA CSAA CAAS

AASC ASAC ASCA
SAAC SACA SCAA

Podemos formar 12 anagramas.

Prof.: RODOLFO TEIXEIRA

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.
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Como o problema pedia quais e quantos eram os anagramas que se podia formar com
as letras da palavra CASA, de inicio construimos cada um dos 12 anagramas possiveis de
serem formados. Todavia, em seguida, foi indagado aos alunos que caso a palavra usada

possuisse muitas letras, seria vidvel e seguro tentar encontrar cada um dos anagramas?

Rapidamente chegaram a conclusao que necessitariam de um maior tempo e atencao
para verificar todos os casos possiveis. Com isso, formalizamos o conceito de Permutacao
com Repeticao através de mais alguns exemplos retirados do material tedrico desta secao
de estudo.

Figura 5.60: Permutacdo com Repeticao (Exemplos e Conceitos I) - Modulo: Principios
Basicos de Contagem

Exem plOS' Permutagoes com elementos repetidos.

Quantos sdo os anagramas que se pode formar com as letras da palavra ABACATE?

ABACATE
Ay A BACTE, A AsBALCTE, Se, em uma |1:||:|\'T:| com n letras, hd uma
.-]_a.l; BACTE. A_:__l:‘”‘_‘;( 'TE. letra que se repete f vezes e todas as -1-I-|n:|i.-
As Ay BACCTE, As A BACTE. ::qi:ﬂ'ﬂ'('[tl APCNAS WINA VeZ, entao o mimero

de anagramas dessa palavra é:

Desse modo, na lista com os 7! anagramas, cads

grama aparcee exatamente 3! vezes, A concl P, n! p )

minero de anagramas distintos de ABACATE ¢ apenas ETEETh w / |- i,
o T o
T 5040 . ! =}.6.54.
R 840. RopoLfa ©=3 _'i'_-}

3N [

I 3
y \‘)_.‘_ Al _ 5040 bi’_o n
Prof.: RODOLFO TEIXEIRA - LYE

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.

Por meio deste exemplo observamos a formalizacao de uma Permutacao com Re-
peticao de uma letra da palavra. Mas, também podemos abordar os casos onde teremos

mais de uma letra se repetindo, acompanhemos atentamente o préximo exemplo:

Figura 5.61: Permutagao com Repetigdo (Exemplos e Conceitos IT) - Modulo: Principios
Basicos de Contagem

Exemplos: Permutagoes com elementos repetidos.
4, Qual o nidmero de anagramas da palavra COPACABANA?
9 €Ml COPACABANA Ht'j:llll NNy, May.en, ny mimeros naturais tais
=~ que ny +ng + ...+ = n. Considere
10! 10-9-8-7-6-5- 41 nma p:l]:l\'l'n com n letras, sendo k dessas
5 -1 = - — . ~ = 75.600. letras distintas. Se ny,..., Nk representam
2t- 4! 2- 4 o8 mimeros de vezes que cada letra diferente
b n! Aparece, entao o mimero de ANAZTAINAS de
P"" t = tal palavra ¢ igual a
! alblc!
pr _ n!
P13y myna! .. gl
(% '
N PN
Prof.: RODOLFO TEIXEIRA {2

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.
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Como forma de complementar o assunto e sanar as duvidas presentes, trabalhamos

alguns exercicios capitados do caderno de exercicios desta secao e selecionamos um dos

que foram utilizados para ser analisado.

Figura 5.62: Permutagdo com Repeticao (Exercicios) - Modulo: Principios Bésicos de

Contagem

Exercicio 11: Permutagoes com elementos repetidos.

iguais? (um aluno pode receber mais de um bombom)
Resolugao:
B+ B + B + + =3

Pn =__ 7 _ﬁ !

P} =75=35

De quantas maneiras diferentes um professor pode premiar cinco alunos com trés bombons exatamente

- 7.6.5.4!
b+ _ b'+! 34 _ 7! p34 =’

34!

Fonte: Caderno de Exercicios - Portal da Matemética.

Finalizando esta secao, algumas sugestoes de complementacao e aprofundamento
de estudos foram propostas no Portal da Matemética, entre elas: videoaulas (2 videos),

exercicios resolvidos (4 videos) e material teorico para baixar e reforgar o que foi discutido.

Excepcionalmente para este modulo Principios Basicos de Contagem, houve a ne-

cessidade de ser utilizada uma 3* semana. Assim, iniciamos a exploracao da secao Com-

binacao propondo o seguinte problema motivador - retirado do material teérico desta

secao:

Figura 5.63: Problema Motivador IV - Médulo: Principios Béasicos de Contagem

:4".'"-“'\ QY pememn W PORTAL DA
o : ) B Y/ MATEMATICA

o Somanda mevos tabentos pars o Branil

Contagem)
Arranjo Simples.

Exemplo 1. Quantos nitmero de 3 digitos distintos pode-

mos formar nos quais seus digitos sdo tomados do congunto

A=1{1.2.3.4.5.6.7}.

Prof.: RODOLFO TEIXEIRA

M M C
43 41 4

Problema motivador (5° aula de Contagem — Médulo: Principios Basicos de

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Depois de um tempo para os alunos montarem suas ideias de resolucao, comecamos

a discutir as possiveis formas de solucionar o problema apresentado. Algumas solugoes
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chamaram bastante a atencao, principalmente as que os estudantes buscaram fazer uso de

recursos ja vistos neste modulo de estudo. Uma dessas solucoes iremos analisar a seguir:

Figura 5.64: Problema Motivador IV (Solugdo Apresentada pelos Alunos) - Modulo: Prin-
cipios Basicos de Contagem

By d Ty sl WW/PORIALDA M
0' e V/ Maremarnica 43 41 4

Semanda noves. talentes para o Brasil

Problema motivador (5° aula de Contagem — Médulo: Principios Basicos de
Contagem)
Arranjo Simples.

Exemplo 1. Quantos niimero de 3 digitos distintes pode-
mos formar nos quais seus digitos sao tomados do congunto

A={1.2.3.4.5.6.T}.

Solugdo apresentada pelos alunos:

10:57
Tx6x5. Trata-se de digitos distintos, entéo fiz o principio multiplicativo
Deu 210...
Prof.: RODOLFO TEIXEIRA ‘? .:.::_T@- e \®

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Observando a solucao apresentada pelo o aluno A36, verificamos que sua resolucao

foi estruturada a partir do principio multiplicativo - um assunto visto em secao anterior -

o que possibilita ao estudante nao s6 aprender informagoes novas, mas também solucionar

o problema com os conhecimentos ja adquiridos.

Na sequéncia do encontro buscamos formalizar os conceitos de arranjo simples. Ve-

jamos:

Figura 5.65: Problema Motivador IV (Solugao Formal) - Mddulo: Principios Bésicos de

Contagem
AN QAT waamlm sy WW/PORIALDA M C
0 T o V/ MaremAnica 43 41 4
' Semando novos talentos para o Brasil OBMEP

Arranjo Simples.

Problema motivador (5® aula de Contagem — Médulo: Principios Basicos de
Contagem

A=1{1.2.3.4.5.6.7}.

Exemplo 1. Quantos nimero de 3 digitos distintos pode-
mos formar nos quais seus digitos sao tomados do congunto

Solugdo Formal:

n!

7 x 6 x5 =210 nimeros distintos. Anr= Fa——
:'m -umn__."’ l.fi:fl].)ln-:_xl cII-- fi_l']l‘llll'[ll'_‘t‘- -:'!i.-dil:- 71 71 7 6.5.4!

os), tomados r a r, é :|l(,i|qll-'r maneira de A n - = =

ists ads . ) 737 (73 I :
listar ordenadamente r elementos, tomados (7-3)! 4! 4!
dentre os n elementos dados. Escreveremos
A, - para indicar a quantidade de arranjos i o
simples de n elementos, tomados r a r. A73=7.6.5=210 nameros distintos. /a ‘ —

Prof.: RODOLFO TEIXEIRA B /i\(r o

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.
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Mais alguns exemplos foram debatidos com os alunos e, no encontro seguinte, o

estudo da secao teve continuidade abordando o assunto de Combinacao por meio do

problema motivador a seguir - extraido do material tedrico desta secao.

Figura 5.66: Problema Motivador V - Modulo: Principios Béasicos de Contagem

R WW/PORIALDA M M 7 C
— V/ MatemAnica 43 41 4

€ 2P B bl
R ’ Somanda noves talentes para o Brasil

Problema motivador (6" aula de Contagem — Médulo: Principios Basicos de

Contagem)
Combinacgao Simples.

Exemplo 6. Dentre um grupo de 7 pessoas, de quantas for-
mas I}(J{II”J']II')N' montar uma {’fl'"‘a‘.pf' (Il’ .)’}M‘.\'Sﬂﬂ.\' para Tf‘ﬁ!f-zn?'

uma tarefa?

Prof.: RODOLFO TEIXEIRA

R

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Conforme em outros momentos, os alunos tiveram um tempo para organizarem suas
ideias e construirem seus modelos de resolugao; logo apods, o espaco foi aberto para que

pudessem explanar a linha de raciocinio que seguiram em suas solugoes.

Observemos a solucao apresentada pelo o aluno A20:

Figura 5.67: Problema Motivador V (Solugao Apresentada p
cipios Basicos de Contagem

elos Alunos) - Modulo: Prin-

s 0 _ i

D45 ESCOLAS PUBLICAS

OBMEP 2020
1= Somands noves takentes para o Brasil

53:_,_\.; ¥ ouums ssLoR) WY/ PORTAL IDA
MATEMA”CA

OB

M M /7C
43 414

Problema motivador (6° aula de Contagem - Modulo: Principios Basicos de

Contagem)

Combinagao Simples. Solucdo apresentada pelos alunos:

Exemplo 6. Dentre um grupo de 7 pessoas, de quantas for-
mas podemos montar uma equipe de. 3 pessoas para realizar

uma tarcfa?

1113
eu fiz dividindo 71/ (7-3). Esse resultado deu 7V4! e ni final eu usei os principios basicos
transfc doo em Tx6x5 dividindo por 4x3x3. No final deu 210 dividido por 4x3x2 e isso

resultou no final em 35

115
eu fiz dividindo 71/ (7-3). Esse resultado deu 74! e no final eu usei os principios basicos de
contagem transformando em Tx6x5 dividindo por 4x3x2. No final deu 210 dividido por 4x3:2 e

isso resultou no final em 35 (concertei alguns erros de escrita)

1116
ah sim e s6 concertando eu dividi por 6 q foi o resultado de 3x2x1 e ndo 4x3x2

1116
ai no final deu 210/6=35 |

123
@ll¢é pq eram combinagdes entre eles

Ly ——
o', @

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Analisando a solucao apresentada pelo aluno, observamos que embora existam al-

guns pequenos erros presentes, o mesmo teve o cuidado de justificar e argumentar bem,
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- através de sua escrita - rever a sua solucao e buscar corrigir alguns erros; nao somente
aplicando os conceitos vistos anteriormente sobre arranjo simples, mas também notando
que ocorreriam combinacgoes entre as 3 pessoas que formariam a equipe, sendo necessa-
rio desconsiderar esses resultados, dai justificando o porque de ter dividido 210 por 6,

chegando na conclusao de 35 maneiras distintas de formar uma equipe.

Foi interessante acompanhar nesta solucao, o cuidado que este aluno teve em es-
clarecer bem para seus colegas a linha de raciocinio que foi montando ao longo da sua

solucao.

Visto isso, deu-se inicio a construcao da solucao formal do problema motivador.

Figura 5.68: Problema Motivador V (Solu¢do Formal) - M6dulo: Principios Bésicos de
Contagem

4 AT ¥ orossmssces W/ PORTAL DA M M C
€ iy V/ Marematica 4 3 414

Problema motivador (5" aula de Contagem — Médulo: Principios Basicos de
Contagem
Combinagao Simples.

Exemplo 6. Dentre um grapo de 7 pessoas, de quantas for-
mas podemos montar uma equipe de 3 pessoas para realizar
uma tarefa?

Solugao Formal:

. - ABC, ACB, BAC, BCA, CAB e CBA ( 6 FORMAGOES IGUAIS
7 x 6 x 5 =210 equipes distintos. N { ¢ )

Sendo assim, podemos formar 210/6 = 35 equipes.

Uma combinagio (simples) de n elementos
. (distintos), tomados r a r, & qualquer es- 12 ;

&
A nl colha de r elementos denire os n clementos & &
C, =—nE= T dados. Em umn combinagio, apenas o con- Q9 B &
T UL, Lt ] J junto dos clementos escalhidos ¢ relevante, il 't..,';

de modo que a ordem cm que ele

- 7! = 7 _7EsH mados nio importa, Escrevemos
Crs=5 "

3I(7=3)1 34! Haf

indicar a guantidade de combinacoes de n
elementos, tomados ra r.

Prof.: RODOLFO TEIXEIRA

C; 2 =7. 5=35 nimeros distintos.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Como complementacao da formalizacao do assunto de Combinagdo mostramos a
forma binomial - outro meio de organizar uma Combinacao. Observemos a seguir o

trecho retirado do material tedrico da secao de estudo:

Figura 5.69: Combinacao (Formal Binomial) - Médulo: Principios Béasicos de Contagem

Formalizando o assunto: combinagao Simples.
Outra Forma de apresentacgao: Forma Binomial

C An n!
BTl T =)

Dados inteiros nao negativos n e r, com
0 < r < n, o mimero binomial n escolhe
r, representado por (1), tem o mesmo valor
de C,, -, ou seja,

n n!
(r) = rli(n —r)l’ @)

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemética.
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No decorrer do encontro outros exemplos e exercicios foram propostos, debatidos e
solucionados, além de ao final desta secao ficarem algumas sugestoes para aprofundamento
e complementacao dos estudos, como: videoaulas (10 videos), exercicios resolvidos (7

videos) e o material teorico para ser baixado, contendo na integra tudo que foi apresentado
no encontro.

Vejamos o acompanhamento da 1* etapa do progresso dos alunos no Portal da Ma-
tematica neste médulo de Principios Basicos de Contagem:

Figura 5.70: Acompanhamento do Progresso dos Alunos 1* Etapa - Mo6dulo: Principios
Basicos de Contagem

Aulas

Principio Fundamental da Contagem

n Principio Fundamental da Contagem | © 260912020

Descrigdo:
Mesta aula iniciamos o estudo de andlise combinatdria. Veremos o principio
fundamental da contagem, que nos da um método pratico para contarmos .

Minutos Assistidos:

15 Min
Enviar Comentano sobre esse Video

O Fatorial de um Nimero e Permutacgdes Simples

Descrigio:
Dando seguimento a nosso estudo de Combinatoria, introduzimes o conceito de
fatorial de um numero, o qual & utilizado para estudar permutacBes si... !

Enviar Comentdrio sobre esse Cademo de Exercicios

Ultimeos Assistidos Principios Basicos de

Contager Ultimos Assistidos

Combnaclo - Exercicio

Combinagho - Exarcicio
1

000

@ p v nark
o

Parmutagio Simples - 11 Arranjo o Combinacho

Fonte: Progresso no Médulo - Portal da Matematica.

Com a conclusao das se¢oes deste moédulo de estudo, os alunos puderam disfrutar
também dos aplicativos, cadernos de exercicios e testes que cada uma das segoes pos-
sui, servindo para reforco e pratica de seus conhecimentos, além da avaliagao geral, que

propiciava a aquisicao de um certificado, caso obtivessem um bom desempenho.
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Acompanhemos a 22 etapa do progresso dos alunos no Portal da Matemaética neste

modulo de Principios Basicos de Contagem:

Figura 5.71: Acompanhamento do Progresso dos Alunos 2* Etapa - Mdédulo: Principios

Basicos de Contagem

03102020 a5
15:16Hs

Teste
CIll Combinaco | O oz
Principio Fundamental da
Contagem msmﬁu:
Exercicios de Combinaco \
Parabéns!
T O aluno ja foi aprovado neste ) e i
Testel Enviar Comentario sobre esse Cademo de Exercicios
Iniciou em: Acertos Ermos
26/09/2020 a3
15:32Hs b 0
Permutagao Simples
u Pense em um nimero | O 260972020
Parabéns!
Descrigao: 0 aluno j foi aprovado neste
Qual o minimo de perguntas para vooé descobrir um ndmero que pensel? Esse —— Tested
jogo & bastants popular enlre os jovens, mas muitos desconhecem o concel... - —
Enviar Comentario sobre esse Interafivo | hidow:___Acwks Eie
- =

Fonte: Progresso no Médulo - Portal da Matematica.

5.9.4 Modbdulo: Introducao a Probabilidade

Iniciamos este tultimo modulo trabalhado da &rea de Contagem semelhante aos de-

mais, acolhendo os alunos na plataforma Google Meet com uma mensagem de otimismo

e receptividade.

O modulo Introducao a Probabilidade se encontra localizado no Portal da Matema-

tica na série do 2° ano do ensino médio.

Para introduzir o assunto, selecionamos a questao 6 do teste inicial - aplicado com

os alunos - como sendo o nosso problema motivador.

Vejamos a seguir:
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Figura 5.72: Problema Motivador - Modulo: Introducao a Probabilidade

06- Em um curso de computagao, uma das atividades consiste em criar um jogo da memaoria
com as seis cartas mostradas a seguir.

H Bl A A © ©

Em seguida. o primeiro jogador vira duas cartas e tenta formar um par. A probabilidade
de que o primeiro jogador forme um par em sua primeira tentativa é

a) 1/2
b) 1/3
c) 1/4
d) 1/5
e) 1/6

Fonte: Caderno de Exercicios - Portal da Matematica.

Assim como ocorreu em um modulo ja trabalhado anteriormente, por tratar-se de
um problema que constava no Teste Inicial, alguns alunos recordaram da questao e nao
necessitaram do tempo disponivel para desenvolverem a sua resolucao do problema, apenas
recorreram as suas anotacoes e aguardaram os colegas concluirem ou refizeram o caminho
das suas solucoes, enquanto que os demais que nao lembraram de como haviam raciocinado
o problema, buscaram novamente compreendé-lo e construir o raciocinio e caminho de suas

solucoes.

Apo6s o tempo destinado para organizarem suas ideias, iniciamos mostrando como
ficou a distribuicao das respostas de todos os alunos que participaram do teste inicial.
Acompanhemos:

Figura 5.73: Problema Motivador (Resultado do Teste Inicial - Problema 6) - Modulo:
Introducao a Probabilidade

Fonte: Google Forms.

Podemos observar que embora a alternativa correta tenha sido a opcao mais marcada
pelos alunos que participaram do teste, a porcentagem de acertos deste problema nao
chegou a 40% dos alunos que realizaram o teste, o que mostra o nivel de dificuldade que
0s mesmos encontraram para compreender o enunciado e aplicar corretamente alguma

linha de raciocinio.
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Analisaremos a seguir duas solucoes apresentadas no chat do encontro pelos alunos

e suas respectivas argumentacoes.

Figura 5.74: Problema Motivador (Solucdo Apresentada pelos Alunos) - Modulo: Intro-
ducao a Probabilidade

Problema Motivador - Solugido apresentada pelos alunos

Solugdio apresentada pelo o aluno A4l.

eu coloequei 1/5 pq sho € carlas de seis e ao revelar 1 carta vc tem 5 chances de tirar a mesma

Solugiio apresentada pelo o aluno A20.

11:12
1/3 pq de 6 cartas ao todo existe apenas um par cormespondente

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Observemos que a diferenca entre o aluno que acertou e o que errou esti na inter-
pretacao do problema, algo muito importante dentro de questoes olimpicas. Neste caso,
virar a primeira carta nao influenciaria na probabilidade, mas retirar a proxima carta
semelhante a primeira, essa sim nos induz a buscar esta probabilidade. Vejamos a solucao
formal apresentada para o problema motivador - extraida do caderno de exercicios da
secao “o que é probabilidade?” - deste modulo de estudo.

Figura 5.75: Problema Motivador (Solugao Formal) - Modulo: Introdugao a Probabilidade

0é6- Em um curso de computagao, uma das atividades consiste em criar um jogo da memaoria
com as seis cartas mostradas a seguir.

= m [a] (o] @ [@f

Em seguida. o primeiro jogador vira duas cartas e tenta formar um par. A probabilidade
de que o primeiro jogador forme um par em sua primeira tentativa &

a) 1/2

Ap6s virar a primeira carta virada, o primeiro jogador
o precisa formar um par entre as cinco cartas restantes. A
)] e . ra
o probabilidade disso é 5 e a resposta esta na letra D.
d) 145

e) 1/6

Fonte: Caderno de Exercicios - Portal da Matematica.

Dando continuidade ao assunto, formalizamos os conceitos de probabilidade abor-
dando inicialmente o que seria um experimento aleatério, e alguns exemplos retirados do

material teérico desta secao.
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Figura 5.76: Probabilidade - Conceitos I - Mdédulo: Introdugao a Probabilidade

* Experimento aleatdrio: é qualquer experimento cujo resultado nio se
consegue prever.

v" Exemplos: ' Q
(a) Lancar uma moeda e observar sua face virada para cima.
(] 3) Lancar um dado e observar sua face virada para cima. * ‘

(c) Sortear uma carta de baralho e observar o seu naipe.

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.

Apoés uma explanacao sobre experimento aleatorio, seguimos o assunto apresentando
o conceito de espaco amostral, o que podemos acompanhar a seguir:

Figura 5.77: Probabilidade - Conceitos II - Médulo: Introdugao & Probabilidade

. Espago amostral => Representado pela letra grega {2 (1é-se 6mega) : € 0 conjunto de

todos os resultados possiveis de um experimento aleatorio.
v Exemplos:

(a) @ = {K, C} como espaco amostral relativo ao experimento aleatorio de
lancamento de uma moeda: Aqui usamos K para representar ‘Cara’, e C
representar ‘Coroa’.

(b) 2= {1, 2, 3, 4, 5, 6} como espaco amostral para o lancamento de um dado
de seis faces.

(c) @ = {Ouros, Copas, Espadas, Paus} como espaco amostral relativo ao
sorteio de uma carta de baralho.

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.

Sendo o espaco amostral formado pelo conjunto de todos os resultados possiveis de
um experimento aleatério, complementamos o conceito de probabilidade representando
que dentro do espaco amostral é possivel gerar o conjunto de todos os resultados favoraveis
em um experimento aleatorio, denominado de evento. Acompanhemos atentamente o

conceito e exemplos, extraidos do material teérico da secao de estudo.

Figura 5.78: Probabilidade - Conceitos III - Médulo: Introducao a Probabilidade

* Evento: € um subconjunto qualquer do espago amostral.
v~ Exemplos:

(a) Em relacdo ao lancamento da moeda, o evento ‘ocorrer cara’ corresponde
ao conjunto {K}.

(b) Em relacio ao lancamento de um dado de seis faces, o evento ‘ocorrer um
nimero primo’ corresponde ao conjunto {2, 3, 5}.

(c) Em relacio sorteio de um a carta de baralho, o evento ‘ocorrer um naipe

vermelho’ corresponde ao conjunto {Ouros, Copas}.

- . o s # -

** Obs: Evento simples (ou unitario, ou elementar) é um evento formado por
um unico elemento do espago amostral.

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemética.

Tendo os conceitos bem claros a respeito de experimento aleatorio, espaco amostral e

evento, apresentamos a expressao usada para calcular a probabilidade de um determinado
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evento E, bem como os critérios que devem ser atentados. Observemos o trecho retirado

do material teorico desta se¢ao que trata sobre este assunto:

Figura 5.79: Probabilidade - Conceitos IV - Mddulo: Introdugao a Probabilidade

Probabilidade:

Ao ealcular a probabilidade de um evento E, & comum
pensar nos elementos de F como os resultados favordveis
{pu.t‘u. que o evento (J(‘url‘u)_ E dai e obtemos a famosa ox-

pressiao para o cileulo de probabilidades, comumente usada
na escola.

nmero de casos favoraveis
vl

Pr(E) =

imero de casos possiveis

Devemos atentar aos seguintes critérios:
(a) P(@) = 0;

(b) 0 = P«(E) = 1, para todo E € £J;

(c) P(E1) + Pr(E2) + - - - + Pr(Ek) = 1.

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.

Na continuidade do encontro alguns exemplos foram trabalhados e selecionamos um

deles para ser apresentado. Vejamos:

Figura 5.80: Probabilidade (Exemplo) - Médulo: Introducdo a Probabilidade

* Exemplo:
No lancamento de um dado honesto de 6 faces (numeradas de 1 a 6), qual a probabilidade de se obter:

(a) O nimero 57

(b) Um nimero impar?

Solugdo. Ao dizer que o dado & honesto, o enunciado do
problema st nos informando que todas as faces possuem
a mesma probabilidade.. Sendo assim, estamos com um
espago equiprovivel

Como o espago amostral possui seis elementes, a pro-
babilidade do nimero 5 ser obtido ¢ igual a 1/6 (existe
apenas um caso favordvel, que & obter o mimero 5).

PFEJ:G

Para o item (b), veja que a quantidade de nimeros
impares ¢ igual a 3, logo, hd trés casos favordveis. As-
sim, a probabilidade de se obter um niumero impar é igual
a3/6=1/2="50%.

Alternativamente, podemos encontrar a probabilidade
de se obter um nimero impar somande-se as probabili-
dades de se obter cada um dos miimeros impares (como
vinhamos fazendo na segho anterior). Neste caso obtemos:

L4444 =2 comoantes. -
s B B T Pl be”
P‘E’:ETE-}—E: aziouaﬂoe

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.

Além dos exemplos trabalhados, exercicios presentes no caderno de exercicios desta
secao também foram usados para complementar a explicacao do assunto e sanar duvidas

ainda existentes. Separamos o exercicio 3 desta secao de estudo para analisarmos:
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Figura 5.81: Probabilidade (Exercicio) - Modulo: Introdugao a Probabilidade

Bxecico 3. Sandra comprou umma caba e balas sot- io"gc:? SN Ty e p
das. Na caixa, havia § balas de sabor menta, 6 balas de | [N G2 18 6+6 4 = 2 balas, das quais 4 sdo de

sabor morango, 6 balas de sabor caramelo e 4 balas de t:"SETH' Sencn sin,  pecebliace pcaceca ¢ e

sabor tangerina. A probabilidade de Sandra escolherna | |37 = z. Resposta letra B

caixa, a0 acaso, uma bala de tangerina é

A7 b6 915 A4 e1/3 0 4 SR
D e el )

Fonte: Caderno de Exercicios - Portal da Matematica.

Concluida a exposicao dos conceitos, exemplos e exercicios sobre o modulo Intro-
ducao a Probabilidade - como forma de complementacao dos estudos e aprofundamento
dos assuntos trabalhados - algumas sugestoes foram propostas no Portal da Matematica
na se¢cdo O que é Probabilidade?, tais como: video aulas (7 videos), material teérico e
caderno de exercicios para baixar, aplicativos para jogarem, além dos testes e avaliacao

geral para avaliarem seus conhecimentos adquiridos.

Podemos acompanhar a seguir exemplos do progresso dos alunos neste modulo es-
tudado.

Figura 5.82: Acompanhamento do Progresso dos Alunos 1* Etapa - Modulo: Introdugao
a Probabilidade

Aulas

0 que é probabilidade?

[ = W Provaviidade - Introdugdo - Parte 01

Descrigdo:
Iniciamos nesso estudo de probabilidade. MNesta aula veremos os conceitos de
adpermento aleattno. espago amostral @ evento

Minutos Assistidos:

10 Min
Enviar Comentario sobre esse Video

n O Que E Probabilidgade?

Descrigdo:

Esta primeira parte introduz o conceito de probabilidade, aplicando-o a alguns
casos simples. !

Enviar Comentario sobre esse Cademo de Exercicios

Ultimos Assistidos Infrodugao a Probabilidade Ultimos Assistidos

o Probabilidade na Tabela
Q Ferramentas Basicas
O Ferramentas Basicas

Fonte: Progresso no Médulo - Portal da Matematica.

Frobabilidade
Introdugio - Parte 03

Exercicio 14
Frobabilidade

©00
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Neste primeiro acompanhamento, notamos a variedade de ambientes que os alunos

puderam usufruir e qualificar seus conhecimentos adquiridos durante os encontros.

Figura 5.83: Acompanhamento do Progresso dos Alunos 2* Etapa - Modulo: Introducao
a Probabilidade

O T

0 que é probabilidade?

Descrigdo:
Num programa de auditorio, & simulado o cldssico Problema do Bode (ou Monty
Hall Problem) que envolve probabilidades. Vocé gostaria de tentar?

Enviar Comentario sobre esse Interativo

Iniciou em: Acertos Ermos

0

CI 0 que é Procabildade? | oo |

Descrigao:
Cademo de Exercicios [\

Enmr cmta-rio m esse camu d'e Eleru-ms Iniciou em: Acertos Ermos

Fonte: Progresso no Médulo - Portal da Matematica.

Observando a 2* etapa de acompanhamento do progresso dos alunos, verificamos
exemplos da exploracao do restante dos ambientes disponiveis deste modulo, através dos

aplicativos interativos, cadernos de exercicios, testes e avaliacao geral.

Vale ressaltar que como a organizacao do projeto distribuiu um prazo de 1 més para
cada uma das areas de conhecimentos (Aritmética, Contagem e Geometria), dentro dos
estudos para a area de Contagem ficou distribuido o periodo de 3 semanas para o médulo
de principios basicos de contagem e 1 semana para o modulo introducao a probabilidade,
sendo este trabalhado apenas a 1* secao - O que ¢ probabilidade? - e ficando a 2% secao
- Ferramentas basicas - como sugestao de estudos, sem a obrigatoriedade dos alunos
explorarem os ambientes neste periodo do projeto e com uma possivel continuidade desta

preparacao podermos contemplar este estudo futuramente.

No entanto, analisando a 1* etapa do acompanhamento, observamos que tivemos
alunos fazendo uso dos ambientes da se¢ao Ferramentas Basicas, como também na 2* etapa
de acompanhamento notamos alunos concluindo a avaliacao geral do médulo, e mesmo
apo6s o final do periodo do projeto, buscando conhecimentos para obter o certificado do
modulo.
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5.9.5 Mobdulo: Areas de Figuras Planas

Iniciamos o 1ltimo modulo do projeto acolhendo os alunos através da plataforma
Google Meet com uma mensagem de agradecimento a cada aluno por continuar e abragar

esta preparacao com dedicacao e compromisso.

O modulo que iremos trabalhar é intitulado de Areas de Figuras Planas e encontra-
se localizado no Portal da Matematica na série do 9° ano do ensino fundamental II.

E dividido em 3 sectes, sendo as duas primeiras de teoria e a ultima de exercicios da
OBMEP.

Tentaremos abordar os principais temas e os mais fundamentais dentro do estudo

de Areas, contemplados pelas secoes deste modulo.

De maneira introdutéria, apresentamos um problema motivador, utilizado no teste

inicial do projeto e presente no material tedrico da secao exercicios da OBMEP. Vejamos:

Figura 5.84: Problema Motivador I - Modulo: Areas de Figuras Planas

Problema Motivador

A figura representa um retangulo de area 36 m?, dividido em trés faixas de mesma largura. Cada

uma das faixas esta dividida em partes iguais: uma em quatro partes, outra em trés e a terceira
em duas. Qual € a area total das partes sombreadas?

Fonte: Material Teorico (adaptado) - Portal da Matematica.

Semelhante ao ocorrido em outros modulos, por tratar-se de um problema que estava
presente no Teste Inicial, alguns alunos recordaram da questao e nao necessitaram do
tempo disponivel para desenvolverem a sua resolucao do problema, apenas recorreram
as suas anotacoes e aguardaram os colegas concluirem ou refizeram o caminho das suas
solucoes, enquanto que os demais que nao lembraram de como haviam raciocinado o
problema, buscaram novamente compreendé-lo e construir o raciocinio e caminho de suas

solucoes.

Passado o tempo destinado para organizarem suas ideias, possibilitamos os alunos

comentarem as suas solucoes e a construcao do raciocinio que desenvolveram.
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Figura 5.85: Problema Motivador I (Solugdo Apresentada pelos Alunos) - Modulo: Areas

de Figuras Planas

Problema Motivador — Solugio dos alunos

A figura representa um retangulo de area 36 m?, dividido em trés faixas de mesma largura. Cada
uma das faixas esta dividida em partes iguais: uma em quatro partes, outra em trés e a terceira
em duas. Qual é a area total das partes sombreadas?

B _ {2ns i e
-] Bty

[ 1% quiga+ 12 ;a_\’_,
L]

m [2:2e
;54351&' 42 = 4 f

3> pigae =6 ————

B e P

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

A solucao que acabamos de ver foi apresentada pelo o aluno A28, que em sua argu-

mentacao verbal comentou que inicialmente como o retangulo de area 36m? era dividido

em trés faixas de mesma largura, efetuou a divisdo de 36 por 3, obtendo 12m? para cada

faixa. Em seguida, notou que a 1? faixa foi dividida em quatro partes iguais, gerando 3m?

para cada parte, a 2% faixa dividida em trés partes iguais, gerando 4m? para cada parte

e por fim, a 3? faixa dividida em duas partes iguais, gerando 6m? para cada parte.

Como o problema buscava saber a area total das partes sombreadas, somou as areas

das duas partes sombreadas da 1 faixa, com as areas das duas partes sombreadas da 22

faixa e mais a area da parte sombreada da 3? faixa, concluindo um total de 20m? de area

total das partes sombreadas.

Na continuidade do encontro apresentamos a solucao formal do problema motivador,

relacionando com alguns conceitos de areas e as solucoes expostas pelos alunos.

Figura 5.86: Problema Motivador I (Solugio Formal) - Médulo: Areas de Figuras Planas

Problema Motivador — Solucao Formal

A figura representa um retangulo de area 36 m?, dividido em trés faixas de mesma largura. Cada
uma das faixas esta dividida em partes iguais: uma em quatro partes, outra em trés e a terceira
em duas. Qual € a area total das partes sombreadas?

(Extraido da OBMEP - 2013) Cada faixa tem 3—:’ = 12m3.
Sendo assim, a primeira faixa tem :1—2 212 = 6m?® de 4rea

2
sombreada; a segunda tem 3" 12 = 8m?; e a terceira tem

1
3 12 = 6m?. Portanto, a drea sombreada tem 6 + 8 + 6 =
20m?2. Resposta B.

Fonte: Material Teorico (adaptado) - Portal da Matematica.
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Complementando a introducao do modulo Areas de Figuras Planas, mais um pro-
blema motivador foi apresentado aos alunos. Porém, dessa vez sua solucao foi sendo

construida juntamente com os alunos.

Acompanhemos o problema - presente no teste inicial - retirado do material teérico

da secao Areas de Figuras Planas: mais alguns resultados.

Figura 5.87: Problema Motivador II - Médulo: Areas de Figuras Planas

Problema Motivador

05-No desenho abaixo, o paralelogramo ABCD possui drea 24cm?® & 0s pontos marcados nos

lados o dividem em partes iguais. Logo a area da regido sombreada sera igual a:

a) 6cm?®

b) 8cm?*

c) 11em?*

d)16cm* A (3

e) 2dcm?

05-No desenho abaixo, o paralelogramo ABCD possui area 24cm’ & os pontos marcados nos

lados o dividem em partes iguais. Logo a area da regidoc sombreada sera igual a:

}(: a) 6cm?® \f,/ L‘d Lj /-'. T < LY -3
' - - L A ./.
ﬁ b) 8cm# /
| AD - MDD - N = 21 = Bo
c) 11em# | -
) 27 Vo
x d)16em* h mnlen pA - Ac . A7 Youlke
f e) 2dcm® ™ = 4 Z £t _1_ i ﬁfﬂ
2 2 s 1t
b 7 P ~ Z o A : et :
A poe { Lu Wens . 17 Tome - e A T T @—:)

Fonte: Material Teorico (adaptado)- Portal da Matemaética.

Na continuidade dos estudos apresentamos as respostas marcadas pelos os alunos
que participaram do teste inicial, para analisarmos as quantidades e porcentagens de cada

item marcado.

Figura 5.88: Resultado do Teste Inicial - Problema 5 - Modulo: Areas de Figuras Planas

a) 6m*
b) 8m* 22 (17,3%

d)16m® |—0 (0%

e) 24m? 7 (5,5%

31 (24, 4%

d) 16m*

Fonte: Google Forms.
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Observando os itens marcados pelos alunos neste problema do teste inicial, perce-
bemos que embora o item correto tenha sido o mais marcado pelos alunos, o mesmo so
representou um pouco mais de 30% de todos aqueles que participaram deste teste, e que
as marcagoes ficaram bem distribuidas entre as alternativas, o que deixa perceptivel que

os estudantes encontraram dificuldades em interpretar e resolver este problema.

Para finalizar a introducao do modulo, apresentamos a solucao formal para este
problema trabalhado.

Figura 5.89: Problema Motivador II (Solucdo Formal) - Médulo: Areas de Figuras Planas

Problema Motivador — Solucio Formal
05-No desenho abaixo, o paralelogramo ABCD possui area 24cm’ e 0s pontos marcados nos
lados o dividem em partes iguais. Logo a area da regido sombreada sera igual a:

a) éem?
B F c

b) Bcm?
@ O paralelogramo ABC D pode ser dividido em trés pa-
. ralelogramos congruentes & BPSA. Como sua drea vale
€) 1em? 24, a drea do paralelogramo PCDS vale 16em®. Além

™ Pher 8 ) (%
disso, |[PQC| = w - = e [RQD| = %)l =3
d)16cm? Portanto, [PQRS] = [PCDS| - [PCQ| - [QDE| =
A o 16 = .—; 3=11.
€) 24cm? g B

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.

Prosseguindo com os estudos, comecamos a trabalhar e construir a formalizagao dos

conceitos e ideias do calculo das Areas das principais Figuras Planas. Vejamos a seguir:

Figura 5.90: Area de um Quadrado Unitario - Moédulo: Areas de Figuras Planas

Nosso objetivo ao longo desse material é encontrar {1'"1“'"“"""- por "-\'f"f'll_’]“- 1 Tf‘li‘ﬂﬁ_ﬂlf_) cujos '-'“l_“-"' me-

girmules que expressem as ireas de algumas figuras plFl.- dem 2em e Jem. A partir de i dos virtices do rvtmfgnlu_

. . . I]-I'Kl(“[l]lt‘; trm;nr. a i‘ﬂud"i ocentimetro, retas IH'TPE"[]'E]F"[IH—

nas através de suas dimensoes. Para tanto, nosso ponto I res aos lados, de modo que o retangulo fique dividido em

de partida é um quadrade unitdrio: por definigde, dizemos || 2- 3 = 6 quadrados de lado lam (veja a figura abaixo).
que a drea de um quadrado de lado lem é igual a lem? Desse modo, a drea do retangulo ¢ igual a 23 = Gem?.

(le-se um centimetro quadrada). D c

2em
lem

[ —
lem

Jem

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.

Vimos que o ponto de partida para os estudos de Areas de Figuras Planas, gira em

torno de tomar como definicao a drea de um quadrado unitario, ou seja, de lado 1em igual
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a lem?. De forma geral, um quadrado unitéario de lado lu.c. (unidade de comprimento),

valera lu.a. (unidade de area).

Em seguida notamos um exemplo que faz uso da area de um quadrado unitario para
representar a area de um retangulo, dividindo o retangulo em varios quadrados. Mas, foi
indagada a seguinte situacao para os alunos: caso as medidas desses lados do retangulo

nao fossem inteiras, continuaria préatico dividir o retangulo em quadrados?

Rapidamente responderam que nao. Realmente seria um pouco mais trabalhoso;
mas, é possivel mesmo para medida racionais ou até mesmo irracionais fazer uso do método
de dividir em quadrados, dividindo um quadradinho em novos quadradinhos e para os
irracionais, trabalhando com aproximacoes. Visto isso, apresentamos a formalizacao para

o calculo da area de um retangulo e de um quadrado. Acompanhemos a seguir:

Figura 5.91: Area de um Retangulo e Area de um Quadrado - Modulo: Areas de Figuras
Planas

A drea de um retingulo de lados a e b ¢ igual a ab.

Como caso particular da férmula acima (fazendo a =
b= ) temos que:

entdo a drea de um quadrado de lado (em m) igual a ¢ serd
(em m®) igual a 2, ao passo que a drea de um retangulo
de lados (em m) iguais a a e b serd (em m®) igual a ab.
Nesse sentido, o inico ponto relevante ¢ como expressar
em em® uma drea dada em m®, ou vice-versa. Para fazer

A drea de um quadrado de lado £ é igual a i,

E importante observar que as formulas deduzidas acima, .
isso. basta observar que, tomando um quadrado de lado

para a drea de um quadrado e um retangulo, permanecem
vilidas independentemente da unidade de comprimento
utilizada para medir seus lados. Por exemplo, se chamar-
mos de unitirio um quadrado de lado igual a 1m, e dis-
sermos oue sua drea ¢ igual a Im? [lé-se metro quadrado),

igual a 1m e dividindo cada lado em 100 partes iguais, par-
ticionamos o quadrado em 100° quadrados de lados iguais
a lem cada. Entdo, caleulando dreas, concluimos que

1m® = 100% em?,

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.

Compreendido os conceitos do célculo da area de um retangulo e de um quadrado,
foi dado continuidade os estudos de Areas de Figuras Planas passando para a construcio

dos conceitos do célculo da Area de um Paralelogramo.

Assim como nas figuras planas anteriores, tomamos como auxilio o material teérico
da secao Areas de Figuras Planas: resultados basicos — parte 1, por meio de alguns trechos

que apresentam figuras, explicacoes e demonstracoes.
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Figura 5.92: Area de um Paralelogramo - Modulo: Areas de Figuras Planas

Calcularemos, agora, a drea do paralelogramo ABCD,
de base b e altura i, desenhado no alto da figura abaixo:

AB=TD = EH e dai
h AT =AB-TB
=HAE-HB
. X =BE;
b
I também, AD -—‘W. pois sao lados opostos de um pa-
D o ralegramo, e AHD = BEC = 9%°. A congruéncia de-
corre, portanto, pelo caso especial CH, de‘congruéncia de
" triangulos retangulos.
Assim, escrevendo A(F) para denotar a drea de uma
’ E figura F, concluimos que A(AHD) = A(BEGQ), de forma
i,_ . que
8 A(ABCD) = A[AHD) + A(HBCD)
= A(BEC)+ A(HBCD)
Comsideremos (veja a parte de baixo da figura) a reta , -
perpendicular ao lado CD passando por C e sua intersegio =A(HECD) = HE - h
E com o prelongamento do lado AB; como AB e CD sao - E h = b

paralelos, AE ¢ CE também sao perpendiculares. Além
disso, denotemos por H o pé da perpendicular ao lado AB || Em resumo,
passando pelo ponto D,

Afirmamos que os triangulos AHD ¢ BEC sio con-

Eruentes. D¢ fato, como DCEH ¢ um retangulo, temos

A drea de um paralelogramo de
base b e altura h é bh.

Fonte: Material Teoérico - Portal da Matematica.
Esclarecida a formula do calculo da area de um paralelogramo, partimos para uma
outra figura plana bastante essencial dentro dos nossos estudos, que é o triangulo.

Dessa forma, procuramos organizar e deixar compreensivel a construcao do calculo

da area de um triangulo.

Observemos atentamente a demonstragao:

Figura 5.93: Area de um Triangulo - Médulo: Areas de Figuras Planas

Pasgamos, agora, ao cdleulo da drea de um triangulo
ABC de base AR = b e altura h, mostrado em laranja na
figura abaixo.

Considere o ponto D tal que ABDC ¢ um paralelo-
gramo. Entio, a base de tal paralelogramo mede b e sua
altura mede fi, de sorte gque sua drea ¢ igual a b,

Mas, observe que os triangulos ABC ¢ DCB sio con-
gruentes pelo easo LLL, pois AB = DC e AC = DB (por
serem pares de lados opostos de um paralelogramo) e o
ladoe BC & comum a ambos. Portanto, temos:

A(ABDC) = A(ABC) + A(DCB) = 2A(ABC)

e, dai,
A(ABC) = ZA(ABDC) = 5bh.
Em resumo, concluimos que

A drea de um triangulo de base b
e altura i é #bh.

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.

Para o estudo da Area de um Tridngulo, existem outros tipos de apresentacao da
formula, conforme o tipo do triangulo e os dados que sao fornecidos sobre o mesmo.

Esse estudo das variacoes da formula para calcular a area de um triangulo, ficam como
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sugestoes de aprofundamento de estudo para os alunos ou para preparacoes futuras que

possamos analisar cada uma dessas variagoes.

Mas, faremos uso da férmula para calcular a area de um triangulo como base para
estruturar o cilculo da Area de um Losango e em seguida, o calculo da Area do Trapézio.

Vejamos:

Figura 5.94: Area de um Losango - Médulo: Areas de Figuras Planas

Como aplicagio da formula para a drea de triangulos, Se denotarmos as medidas das l]iﬂgﬂﬂﬂiﬁ do imangu por
L'xull_uim'luu:i o easo dos losangos. I_mm'i“-_muit;_u_ iﬂ*—ﬂllu{u dy e da, cada um desses triangulos retangulos tem catetos
na ngEura AbDaixo, Vermos gue SUAas diagonals O doviaen em " i iy . " .

st 4 oS fue & de medidas & e . Pela formula deduzida, acima, para
quatro triangulos retangulos congruentes. De fato, como . 22 .
diagonais se intersectam ao meio e os lados do losangoe |4 area de um triangulo retangulo’em termos dos catetos,
tém todos a mesma medida, a congruéncia entre os quatro | {emos que
triangulos segue do caso LLL; logo, todos os angulos no
ponto de intersecio das diagonais siio retos.

dy \dy” 1
7 A gh

bale | ==

Por fim, somando as dreas dos quatro triangulos, segue que
o losango tem drea igual a

4. -;‘-dj dg = %d] !ig_

l.|||

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.

Figura 5.95: Area de um Trapézio - Médulo: Areas de Figuras Planas

Ja em relacao ao trapézio da proxima figura, cujas bases
paralelas medem B e be cuja altura mede h, tracando uma
de suas diagonais nos o dividimos em dois tridngulos, um
de base Bealtura h e outro de base b e altura h. Portanto,
a drea do trapézio ¢ dada por

B-h b-h Bh+bh (B+b)-h
— e — = .

h
2 2 2 2

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.

Como forma de consolidar a primeira semana de estudos sobre o modulo de Areas de
Figuras Planas, trabalhamos alguns exemplos e exercicios para uma melhor compreensao
do tema, onde foram construidas as suas solucoes juntamente com os alunos, e para isso,
selecionamos um exercicio presente na secao exercicios da OBMEP, que explorara algumas

das figuras planas estudadas neste modulo.

Acompanhemos a seguir:
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Figura 5.96: Exercicio - Modulo: Areas de Figuras Planas

Exercicio 8 - Juliana desenhou, em uma folha de papel, um retingulo de comprimento 12 cm e
largura 10 ecm. Ela escolheu um ponto P no interior do retangulo e recortou os trangulos
sombreados como na figura. Com estes tnangulos, ela montou o quadrilitero da direita. Qual é
a area do quadrilatero?
) . 2 B
i | Noanbna. @ 27 Moo -
= k — S e
= P . .
f&“’h’gﬁ".mn{j—g ﬁl;l/«h\ffh C% LW"%"
12 cm
g o}fyojmiu’ﬁm B n;E: I ¢
'-7 T‘R“" \.I T ALa, = J.. j-J
_} 3 T 1 d.D‘h’L = d o
—> S=T=%n AT
':i‘ o P42 | =422
= X, PN . 3
¢ L2t 2 =D
Anto~- 1240 <4120 :ﬂ{w»ﬁ l
2z 2

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.

Além dos exemplos e exercicios trabalhados, ficaram algumas sugestoes de aprofun-
damento e complementacao dos estudos, como: videoaulas e exercicios resolvidos, para
assistirem os videos, além do material tedrico da secao para baixar e acompanhar o con-

teido com uma maior riqueza de detalhes.

Figura 5.97: Acompanhamento do Progresso dos Alunos 1* Etapa - Modulo: Areas de
Figuras Planas

Areas de Figuras Planas Aulas

100% 8 0

Area de Figuras Planas - Parte 1: Retingulos

Assistido

Descrigdo:
Nesia aula daremos inicio ao estudo da drea de figuras planas. Iniciaremos .
apresentando 0 conceito de drea e na sequéncia mostraremos como calcula... q/

Minutos Assistidos:
18 Min.

Exercicios da OBMEP Enviar Comentario sobre esse Video

Ultimos Assistidos

i [ )| reas ce Figuras Planas: Resulados Basicos,Pare
Areas de Figuras Planas DG‘SCI'ii;iD: ) .
Mais alguns Resultados Neste matenial, deduzimos as formuias para as areas de alguns poligonos

. notéveis e de circulos, a partir da drea de um quadrado unitdrio E

Area de Figuras Flanas: . - 9 e
Exercicios da OBMER - Enviar Comentario sobre esse Cademo de Exercicios
05

D 2

0000

Fonte: Progresso no Médulo - Portal da Matematica.
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Complementando os estudos de Areas de Figuras Planas, abordaremos agora, os
conceitos do calculo da Area de um Circulo; para isso, como forma de introduzir o assunto,
fizemos uso de um problema motivador - que constava no teste inicial aplicado com os

alunos - e foi construida a solugao juntamente com os alunos. Vejamos:

Figura 5.98: Problema Motivador III - Médulo: Areas de Figuras Planas

Problema Motivador

08- O guadrado da figura esta inscrito no semicirculo e o circulo esta inscrito no quadrado. O
circulo tém area igual a 10 ermv. Qual & a drea do semicirculo?

a) 25 cm? e

93 ; [

J3cm?

d) 40 cm | !

! \\ / \
| |
) 45 cm? - -

1
ProbLema Motivador | .

- o s T,
08- O quadrado da figura esta mscnto no semicirculo e o circulo esta mscr-to no quadra

circulo tem area igual a 10 cm? Qual & a drea do semicirculo?

heg> e do mh \ﬁ;’w v/ (7 “twmanite

F'I.‘.-H o'l
B) 30cm -’/ Mo
/
/ i
c)35cm® I
/o
d) 40 e .." \ 1
&) 45cm? \\ l.‘f\. '."j'_' !
A Yomnsr .
( TATZ AT
i e 5L - ?

Fonte: Material Teorico (adaptado) - Portal da Matematica.

Analisando a solugao desenvolvida, verificamos que algumas coisas sao interessantes
de serem comentadas: primeiro, o fato deste problema trazer o desenho complementando
o enunciado, o que facilita a compreensao do aluno da ideia de inscrito ou circunscrito e,
o segundo ponto relevante é o uso do Teorema de Pitagoras como ferramenta de ligagao
entre os raios do circulo e do semicirculo. Nao s6 neste assunto, mas também em outros

sao comuns de aparecerem como apoio nos problemas de Areas de Figuras Planas.

Visto isso, apresentamos a solucao formal para o problema motivador que foi estu-
dado.
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Figura 5.99: Problema Motivador ITT (Solugao Formal) - Médulo: Areas de Figuras Planas

Problema Motivador - Solugdo Formal

08- O quadrado da figura esta inscrito no semicircule e o circulo esta inscrite no quadrado. O

} a)25cm?
circulo tem area igual a 10 cm?, Qual ¢ a area do semicirculo? )

b) 30 cm?

/ \ ¢) 35cm?
\ / d) 40 cm?

e) 45 cm?
Vamos chamar de r e R o raio da circunferéncia inscrita no quadrado e o raio do
semicirculo, respectivamente. Como a circunferéncia esta inscrita no quadrado, temos /
que o lado do quadrado mede 2r. Observando o tridngulo retangulo destacado na R I
figura e usando o teorema de Pitagoras, podemos escrever:
R:-4r3+r:-5r: \ /

10 =25 em? !

ra Iin

5 .
Assim, a drea do semicirculo é rrR =-qre

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.

Com as discursoes concluidas sobre o problema motivador, buscamos formalizar os
conceitos para o calculo da area de um circulo. Para isso, nos embasamos - mais uma vez

- no material teérico da secao Areas de Figuras Planas: resultados basicos — parte 1.

Dessa forma, vimos que para construirmos a formula da area de um circulo, antes é

preciso observarmos o comportamento das Areas de alguns Poligonos Regulares.

Figura 5.100: Area de um Triangulo Equilatero - Modulo: Areas de Figuras Planas

Inicialmente, considere o triangulo equilitero ABC de ] loas Moo
lado { e apitema asy, inscrito.em nmecircnlo de centro O e "" ABC |= Jom—= T
raio R (veja a fignra abaixo),

’p] a3
o = T = iy,

=

em que py € o semiperimetro do triangulo ABC,
Para expressarmos a drea de ABC de outra maneira itil,
comece observando que ABO = 3(0°, Entao,
l’ﬁ g { \"—i

T P L. B L
tg.'i'l]‘—%::-3 Tk 5

Dessa forma,

Como a figura sugere, podemos dividir o triangulo em
trés tridngulos congruentes, (JAB, OAC e (OBC, todos Ja
com drea ignal a 2/ - a;. Entio, a drea do triangulo '1[ ABC )= T
equilitero ABC pode ser calenlada por -

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.
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Na figura plana a seguir, a féormula da area de um triangulo equilatero foi de grande

importancia na construcao dos conceitos para o calculo da area de um hexégono regular.

Figura 5.101: Area de um Hex4gono Regular - Médulo: Areas de Figuras Planas

D

A

Podemos dividir o hexdgono em seis triangulos
equiliteros de lado f, os quais todos tém Areas iguais a

%ﬁ Portanto, a drea do hexdgono ABCDEF ¢é dada

por
4V3 33
/S
De outro modo, observe que cada um dos seis triangulos
equiliteros nos quais o hexagono foi dividido tem altura
igual a ag, o apitema do hexdgono. Portanto, a drea do
hexdgono ABCDEF ¢é ignal & soma das dreas dos seis
triangulos:

A(ABCDEF) =§-

i- . Qe
A(ABCDEF) = 6- —= = —=% _ poag,

onde pg é o semiperimetro do hexigono.

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.

E possivel notar que para as duas areas trabalhadas, as férmulas desenvolvidas

relacionam a multiplicacao do semiperimetro com o apétema da figura, em que o apotema

é o segmento de reta que parte do centro de um poligono regular e forma um angulo de

90° com o seu lado.

Logo, o que pode ocorrer para um poligono regular de n lados? Verificarem a seguir:

Figura 5.102: Area de um Circulo - Médulo: Areas de Figuras Planas

Mais geralmente, o dltimo argumento acima pode ser
repetido para qualquer poligono regular de n lados inscrito
no cireulo de raio R, e caleula a drea desse poligono como
igual a pya,, onde p,, é o semiperimetro do poligono.

Observe que, & medida que aumentamos o nimero n-de
lados do poligono regular inscrito no cireulo de raio R, seu
perfmetro se aproxima mais e mais da circunferéncia 27 R
do circulo e seu apétema se aproxima cada vez mais do
raio R do circulo.

Entao, & medida que n_aumenta, por um lado a drea
Patts do poligono se aproxima cada vez-mais de

7R R =7k

e, por outro, tal-rea fica cada vez mais prxima da drea
do diseodelimitado pelo circulo. Desse modo, concluimos
que

' Addrea de um disco de raio R é dada por 7R,

Fonte: Material Teorico -

Portal da Matematica.
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Realizada a formalizacao da féormula para o calculo da area de um circulo, alguns
exemplos foram trabalhados e selecionamos um deles, extraido da secao Areas de figuras
Planas: resultados béasicos — parte 2 para analisarmos.

Acompanhemos atentamente:

Figura 5.103: Area de um Circulo (Exemplo) - Modulo: Areas de Figuras Planas

Exemplo 4. Na figura abaire, ABCD ¢ um quadrado cujos
lados medem 2 em, € os arcos tracados sao semicirculos de

diametros AD e CD. Calcule a drea da reqiio laranja,
definida pela intersegao dos semicireulos.

A B

D C

Fonte: Material Teérico - Portal da Matematica.
Apos a apresentacao do exemplo, fizemos uma discursao das possibilidades de reso-

lugao e explicamos a solucao formal para o problema proposto.

Figura 5.104: Area de um Circulo (Exemplo - Solucdo) - Médulo: Areas de Figuras
Planas

Solugdo. Sejamd e F, néspectiviwente, os pontos médios acima. Por sua vez, essa drea ¢ igual 4 diferenca entre as
dos lados AD & GD, e Q6 olitro ponto de intersecio (que || 4reas do setor cireular determinado pelo dngulo ZDFO e
nao D]I dos dois semicireulos [_“.'j;—l a figura ill:il.'l:i:u}l. do |[i-'-lI]J.','|I]l|l [rt!!'«'mgu]u} DFO.
| B Como DF = 1, a drea do setor definido por £DFO
‘ T mede
1 12 T
—qe T ==
/| 9
E (0] Dem Também, a drea do triangulo DFO mede
i DF-FO 1.1 1
I — T — -
2 2 2
1 1 . .
D F c Entio (em em*),
o9 ]l 1 W
Por simetria, a drea da regiao definida pela intersecao = ‘(T - E - E -L
dos dois semicirculos, que denotaremos por S, ¢ igual ao
dobro da drea da regiao pintada em laranja na dltima figura o

Fonte: Material Teorico - Portal da Matemaética.
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Podemos notar que neste exemplo foi possivel abordar os conceitos da area de um
setor circular, e associar a area de um tridngulo retangulo para determinar a area da

regiao em laranja desejada.

Complementando os exemplos trabalhados, alguns exercicios foram propostos para
os alunos. Apresentaremos um deles a seguir - retirado da secdo Areas de Figuras Planas:

resultados basicos.

Figura 5.105: Area de um Circulo (Exercicio) - Médulo: Areas de Figuras Planas

Dado o quadrado ABCD de lado 2. Sejam O 6 Y1 N

o centro do quadrado e E e F os pontos médios dos lados
AB e CD. Se os segmentos FH e GE sdo iguais e os arcos |

FE, IHHU(J(-,I(- sdo semicircunferéncias, encontre a drea AC - T [\.}
sombreada.
pEET
r.-"—"\\ PL )E A
53 (Hrus. SMMN} Ns— T - nL-Tyq
A : Bl 2 Z
Z

f mﬁ 6 le |27 ComoFH = GE, temos HO = FO - FH = OE - GE
U 0G. Consequentemente o semicirculo de didmetro HO
possui 2 mesma drea do semicirculo de didmetro OG. Além
disso, a drea entre os arcos FG e HO € igual & drea entre
os arcos (O ¢ HE. Consequentemente, a drea procurada
L © | corresponde a drea de um semicirculo de didmetro FE.

Fonte: Caderno de Exercicios (adaptado) - Portal da Matematica.

Apos a leitura do exercicio e dado um tempo para os alunos desenvolverem as suas
resolucgoes, iniciamos a construcao da solugao do problema proposto em conjunto com os
alunos e em seguida complementamos com uma parte da solucao formal reservada para

este exercicio.

Para finalizar o modulo de Areas de Figuras Planas, mais uma vez ficaram algumas
sugestoes de aprofundamento dos estudos no Portal da Matematica, por meio de: apli-
cativos interativos e cadernos de exercicios, para baixarem e praticarem ainda mais este
assunto de areas. Excepcionalmente, para este médulo estudado ainda nao possui teste e
avaliacao geral disponiveis para os alunos testarem seus conhecimentos e almejarem um
certificado. No entanto, a tltima se¢ao exercicios da OBMEP traz um acervo de exercicios

diversos para os alunos aperfeicoarem suas habilidades.

A seguir, podemos observar alguns dos ambientes explorados pelos alunos no segundo

acompanhamento do progresso no modulo: Areas de Figuras Planas. Vejamos:
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Capitulo 5. A Intervencdo da Preparacdo Olimpica

Figura 5.106: Acompanhamento do Progresso dos Alunos 2* Etapa) - Modulo: Areas de
Figuras Planas

& Areas de Figuras Planas: Resultados Basicos | @ 071112020
Descrigdo:
Caderno de Exercicios
Enviar Comentério sobre esse Cademo de Exercicios }—

D

Descrigdo: =
Figuras geométricas sempre tém relacdes interessantes entre elas para se )
descobrir. Mostre gue a drea dos retdngules em guestio sempre 530 igu ~_ ™

Enviar Comentano sobre esse Interativo . o

| ==
n Areas de Figuras Planas: Exercicios da OBMEP |@nmmnzo

Descrigao:
Exercitamos um pouco mais o material sobre dreas de figuras planas,
resolvendo alguns exercicios da OBMEP !

Enviar Comentario sobre esse Cademo de Exercicios

Fonte: Progresso no Médulo - Portal da Matematica.

Sendo este modulo o dltimo a ser trabalhado no projeto, antes da aplicacao do teste
final, ficou reservada uma semana para os alunos colocarem em dias alguma pendéncia no

Portal da Matemaética e buscarem sanar dividas ainda presentes nos assuntos estudados.

5.10 Elaboracao e Aplicacao do Teste Final

Apobs a conclusao dos encontros do Projeto, buscamos elaborar um novo teste para
ser aplicado com todos os alunos de 1°ano do ensino médio da escola campo de pes-
quisa, que se dispuseram a contribuir com este trabalho - intitulado de Teste Final - onde

tinhamos os objetivos de averiguar se:

e 1o decorrer desses meses de preparagao os alunos participantes conseguiram agre-
gar conhecimentos através dos encontros e da utilizacao do Portal da Matematica, de

forma a melhorarem o seu desempenho de um teste para o outro;

e 0s alunos presentes no projeto desenvolveram o habito de argumentar um problema

e redigir uma solugao;

e de um modo geral, houve uma evolucao no desempenho dos alunos de 1°ano
do ensino médio da Escola Campo de Pesquisa, visto que muitos alunos mesmo nao

participando do projeto, tomaram conhecimento sobre o Portal da Matemaética por meio
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dos seus colegas de sala e pela apresentacao do projeto feita a priori.

Este Teste Final - semelhante ao outro teste aplicado - consta no apéndice E deste
trabalho e foi estruturado na Plataforma Google Forms da seguinte maneira: organizamos
um total de 9 questoes, sendo 3 de cada area de conhecimento (Aritmética, Contagem e

Geometria), divididas em 1 questao dissertativa e 2 questoes objetivas de miltipla escolha.

Dessa vez, as questoes utilizadas para aplicagao deste teste foram uma mescla de
exercicios extraidos dos cadernos de exercicios dos médulos estudados e questoes presentes
na prova da 12 fase da OBMEP entre os anos de 2014 a 2019.

Escolhemos utilizar questoes dos cadernos de exercicios para verificar se os alunos
conseguiram assimilar os problemas propostos nesses cadernos; assim como decidimos
também fazer uso de questoes de 1* fase da OBMEP, pelo fato do projeto ter sido estru-

turado a partir do estudo feito com esta fase da olimpiada.
Assim, as questdes ficaram distribuidas da seguinte forma:

Figura 5.107: Disposicao das Questoes - Teste Final

- - ANO/QUESTAO
QUESTAOQO MODULO/ASSUNTO TIPO _ou :
EXERCICIO/SECAO
01 ﬁ?ﬁ??gﬁg DISSERTATIVA 2014/Q8
02 AREAIS,LD fé{gtl&s DISSERTATIVA 2015/Q4
" i E2/PRINCIPIO
03 PRINCRIOS DASICOSPE | DISSERTATIVA | FUNDAMENTAL DA
AGE? CONTAGEM
- . E1/RESOLUGAO DE
04 FUNCAO AFIM OBJETIVA L0
05 ‘ Ji‘ﬁ‘gff\igt’?‘% OBJETIVA 2017/Q1
06 PRORADLCIO S OBJETIVA 2019/Q8
07 FUNGAO AFIM OBJETIVA 2016/Q13
08 ‘ &:E‘qgff\gg[lﬂ‘s OBJETIVA 2017/Q8
09 R > PP OBJETIVA 2018/Q10

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Nos mesmos moldes da aplicagao do Teste Inicial, no dia e horario reservado para os
alunos realizarem o Teste Final, o link de acesso ao mesmo foi postado no ambiente de es-
tudo da escola - Plataforma Google Classroom (Google Sala de Aula). Foi disponibilizado
para a aplicagao do teste um horéario de 1 hora e 30 minutos, onde os alunos deveriam
anexar os seus argumentos, calculos ou ideias para a resolucao das 3 questoes dissertati-
vas e assinalar a alternativa que fosse ao seu ver correta, para as 6 questoes objetivas, de

acordo com o seu raciocinio e solucao encontradas para os problemas propostos.
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Analise dos Resultados Coletados

Para a devida verificagao dos alcances dos objetivos tracados ao longo deste trabalho,
demos inicio a uma analise apurada dos resultados que coletamos durante as aplicagoes de
dois testes que foram realizados - comentados as suas elaboracoes e formato de aplicacao

no Capitulo 5.

O primeiro deles foi intitulado de Teste Inicial - presente no apéndice C deste traba-
lho - com o propésito de observar o nivel de conhecimentos dos alunos perante os principais
assuntos abordados na OBMEP 1? fase. Da mesma forma, o segundo teste, nomeado de
Teste Final - constando no apéndice E deste trabalho - buscou detectar os avangos no
desempenho dos alunos, a qualificagao nas resolu¢oes dos problemas propostos e se houve
por meio do Portal da Matematica uma colaboracao na aprendizagem, agregando co-
nhecimentos, tornando possivel estes estudantes ja no 1°ano do ensino médio adquirem
confianca para obterem resultados equiparados a qualquer outro aluno indiferente de sua
série no ensino médio e visualizarem as olimpiadas de mateméatica como algo acessivel a

todos e uma janela para grandes oportunidades.

Os testes aplicados foram separados em bloco de questoes dissertativas e bloco de
questoes objetivas - observado no Capitulo 5 a distribuicao e organizacao das mesmas.
Ressaltamos que houve o cuidado de escolher problemas que localizados na mesma posicao,
fossem da mesma area de conhecimento, mesmo assunto do modulo trabalhado e o mais
proximo possivel os seus niveis, independentemente se sua origem seria do caderno de

exercicios dos modulos ou das provas de 1* fase de anos anteriores.

6.1 Questoes Dissertativas

Foram aplicados em cada teste 3 questoes dissertativas - distribuidos os assuntos
conforme apresentados na tabela da figura [5.6| e tabela da figura [5.107] do Capitulo 5.

Para realizar a andlise dos resultados coletados, selecionamos um aluno que partici-
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pou do projeto e analisar as suas solugoes apresentadas para a 1* questao de cada um dos
testes. O mesmo ocorrera com um aluno selecionado que nao participou do projeto. Este
processo se repetird com novos alunos selecionados para serem averiguadas suas solucoes

para 2% e 3* questoes de cada teste aplicado.

Queremos com isso, verificar se houveram avancos para os alunos que participaram
do projeto e se ¢ possivel detectar alguma disparidade entre as solu¢oes apresentadas por

aqueles que participaram da preparagao e os que nao participaram.

6.1.1 Area de Conhecimento: Aritmética - Médulo: Progressées

Aritméticas

Iniciamos a anélise da 1* questao dissertativa de cada teste, onde foram abordados
problemas envolvendo os assuntos do moédulo de Progressoes Aritméticas, apresentando
as questoes trabalhadas, retiradas do caderno de exercicios deste moédulo e de provas

anteriores da 1?* fase da OBMEP, respectivamente.

Figura 6.1: 1* Questoes Dissertativa - Teste Inicial e Teste Final

01- Maria comegou a guardar moedas de 1 real com o intuito de juntar dinheiro para comprar
um celular em & meses. Ela comegou com dols reals e a cada dia Juntava mals 3 reals do lanche,
como ilustra a figura abaixo.

14
11

8 o

—

e ——

5 A —

%g ———————

Figura: OlabsMathematics’ AnthmeticProgression

Ao final de 182 dias quanto de dinheiro ela terd guardado?

01- Comegando com um quadrade de 1cm de lade, formames uma sequéncia de figuras, como
na ilustragao. Cada figura, a partir da segunda, & formada unindo-se trés cdpias da anterior. Os
contornos destacados em vermelho das quatro primeiras figuras medem, respectivaments, 4
cm, 8 cm, 20 cm e 56 cm. Quanto mede o contorno da Figura &7

o 1—1___

Fogura 1 Figura I Figura 3 Fgura 4

Fonte: Google Forms.
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Para estas questoes selecionamos as solucoes do aluno A20, que participou do projeto

e as de um outro aluno que nao participou. Vejamos:

Figura 6.2: 1* Questoes Dissertativa (Solugoes dos Alunos) - Teste Inicial e Teste Final

SOLUCOES DO ALUNO A20

SOLUCOES DO ALUNO NAO PARTICIPANTE DO PROJETO

_

Fonte: Google Forms.

Analisando as solucoes apresentadas pelos dois alunos, notamos que para a questao
proposta no Teste Inicial, ambos buscaram inicialmente considerar o primeiro dia como
sendo 2 reais e associar o restante dos dias ao aumento sucessivo de 3 reais, realizando os

calculos necessarios.

Por outro lado, cometeram o mesmo deslize; ao invés de utilizar uma incognita para
representar os 182 dias, preferiram utilizar o ntimero 182, gerando uma falsa igualdade de
182 = 545 ao final da solucao.

Diferenciaram suas solucoes basicamente pelo fato do aluno A20 ter argumentado

em alguns passos que realizou e o outro aluno nao.

Partindo para o estudo das solucoes apresentadas no problema lancado no Teste
Final, j4 houve uma maior distincao nos caminhos adotados pelos alunos, sendo o A20
um pouco mais cuidadoso em apresentar desenhos, um maior nimero de argumentos do
que no problema anterior, realizar a construcao de uma lei de formacao e concluir com o

resultado que estava procurando, apesar de alguns deslizes que ainda foram presentes.
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Tratando do segundo aluno, observamos que conseguiu realizar e apresentar os cal-
culos corretamente e os passos da solucao de maneira certa; no entanto, carece de uma

argumentacao justificando o motivo pelo qual cada passo foi executado daquela maneira.

Por fim, é visivel que para esta 1* questao dissertativa apresentada, ocorreram mai-

ores avancos para o aluno participante do projeto.

6.1.2 Area de Conhecimento: Geometria - Moédulo: Areas de

Figuras Planas

Semelhante a analise feita para a 1* questao dissertativa de cada teste, realizamos
os estudos com a 2% questao dissertativa dos testes aplicados, sendo abordados problemas

envolvendo os assuntos do moédulo de Areas de Figuras Planas.

Vejamos a seguir, as questoes trabalhadas, retiradas do caderno de exercicios deste

modulo e de provas anteriores da 1* fase da OBMEP, respectivamente.

Figura 6.3: 2* Questoes Dissertativa - Teste Inicial e Teste Final

02- A figura representa um retangulo de area 36 m?, dividido em trés faixas de mesma largura.
Cada uma das faixas esta dividida em partes iguais: uma em quatro partes, outraem trés e a
terceira em duas. Qual & a area total das partes sombreadas?

02- O retangulo da figura possui area igual a 640 ey, Os pontos B e F s&o pontos meédios dos
lados AC e AE, respectivamente. Qual € a area do triangulo BDF?

A B C
f =
E D

Fonte: Google Forms.
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Nestas duas questoes faremos uso das solugoes do aluno A16, participante do projeto
e das solucoes de mais um aluno que nao participou. Acompanhemos:

Figura 6.4: 2* Questoes Dissertativa (Solugoes dos Alunos) - Teste Inicial e Teste Final

SOLUCOES DO ALUNO A16

fehpA | S
AL & FAIGA PE BAT "ﬂ 8 i SO 't | 5 chd e
4 AT At g - « _'\\ﬁ | x= A0
i pard a -~ 1
i i X% .
e b £ A2 2ok : | sup 50|
i i i1 _""“—u;}\\l Awa Ta gae 0
| S — | 5" E:F Je2| -
= L Bsoe £ 4 Tis dade 7
B » 1l ’--'__-_'— .
o 19 T : 2o T
i s s T4 28600 - ¢ A
. AritAiaz Tféaw:-‘?c A T = H.
P - ciF¥E : J5p +ATo vl TR0 = 64D

Ara - 540 =tdg = 250 Aeey 18 5 de 20/ =

=

SOLUCOES DO ALUNO NAO PARTICIPANTE DO PROJETO

— i
= - e -

4 _ — =L

. -
=2 {

=, | £/ | .'J.—j-—_lé =
fotol o — > V7. o5

S TIPS AT — S 40

—"

Fonte: Google Forms.

Nas solucoes apresentadas na questao do Teste Inicial, visualizamos que o aluno A16,
j& consegue realizar alguma argumentacao prévia, realiza os célculos de maneira coerente

e conclui o problema encontrando o resultado desejado; no entanto, peca na organizacao
e nas notacoes matematicas.

No problema do Teste Final, o aluno A16 continua recorrendo ao desenho para usar
como suporte, ainda comete deslizes nas notacoes matematicas e poderia ter recorrido a
argumentagao; todavia, evolui ja tomando cuidado ao usar algumas notagoes matematicas,

melhora na organizagao e apresenta com maior clareza os calculos realizados.

O segundo aluno, elabora e executa uma excelente metodologia de resolucao - divisao
da figura em partes de mesmo tamanho — o que facilita os calculos mentais e evitam o
uso de férmulas; porém, mesmo para este tipo de método, é necessaria a apresentacao
de argumentacoes, facilitando a sequéncia dos passos realizados e como as ideias foram

construidas, além do uso das notagoes matematicas para esclarecerem o que esta sendo
encontrado.
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Para a questao do Teste Final, apesar de ter concluido com o resultado desejado e
utilizado a mesma eficaz metodologia, nao houve a percepcao de nenhuma melhora nos

pontos que ficaram a desejar na questao do Teste Inicial.

Dessa forma, mais uma vez, notamos um progresso nas solucoes apresentadas pelo

aluno A16 do projeto, nao vista no aluno nao participante da preparacao.

6.1.3 Area de Conhecimento: Contagem - Médulo: Principios

Basicos de Contagem

Seguindo a mesma ideia de andlise das questoes anteriores, iniciamos os estudos
com a 3% questao dissertativa dos testes aplicados, contemplando problemas extraidos dos

cadernos de exercicios do modulo Principios Basicos de Contagem.

Figura 6.5: 3* Questoes Dissertativa - Teste Inicial e Teste Final

03- Considere trés cidades A, B e C, de forma tal que existem trés estradas ligando A a B e dois
caminhos ligando Ba C.

=
-]
(s

a) De quantas formas diferentes podemos ir de A até C, passando por B?
b) De quantas formas diferentes podemos ir de A até C, passando por B, e voltar para A
novamente, passando por B?

03- Um construtor dispde de quatro cores (verde, amarelo, cinza e bege) para pintar cinco
casas dispostas lado a lado. Ele deseja que cada casa seja pintada com apenas uma cor e que
duas casas consecutivas nao possuam a mesma cor. Por exemplo, duas possibilidades
diferentes de pinturas estac indicadas abaixo: Primeira: verde. amarelo, bege. verde, cinza:
Segunda: verde, cinza, verde, bege, cinza. Quantas sao as possibilidades?

¥1

o

Fonte: Google Forms.

Utilizaremos as solugoes apresentadas pelo aluno participante do projeto A2, junta-
mente com as solugoes de um aluno selecionado que nao participou da preparacao, para

analisar estas tltimas questoes dissertativas. Observemos atentamente:
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Figura 6.6: 3* Questoes Dissertativa (Solugoes dos Alunos) - Teste Inicial e Teste Final

SOLUCOES DO ALUNO A2

SOLUCOES DO ALUNO NAO PARTICIPANTE DO PROJETO

Fonte: Google Forms.

Na solucgao apresentada pelos alunos na questao proposta no Teste Inicial, notamos
que para o item “a” ambos adotaram a mesma linha de raciocinio, buscando encontrar
a quantidade de formas diferentes de ir da cidade A & C, passando por B, através de

desenhos que representassem cada uma das possibilidades.

Para o item “b” da mesma questao, os alunos diferenciaram suas solucoes da seguinte
forma: o aluno A2 procurou argumentar - de forma escrita - que como haviam 6 formas
para ir da cidade A & C, passando por B, existiriam mais 6 formas de realizar o caminho
inverso, totalizando 12 formas diferentes de executar o percurso de ida e volta. Ja o outro
aluno, continuou preferindo apresentar cada uma das possibilidades por meio de desenhos,

concluindo também 12 formas distintas de ir e voltar passando por essas cidades.

Analisando a questao proposta para o Teste Final, visualizamos que o aluno A2,
além de fazer uso do Principio Fundamental da Contagem, - visto que para encontrar o
ntimero de possibilidades através da apresentagao de cada um dos casos, seria algo mais
trabalhoso e propicio de erros - buscou ter o cuidado de identificar cada casa com uma
posicao e sua respectiva quantidade de possibilidade de escolhas, argumentando todos os

passos que foram realizados em sua solucao.

Observando a solucao apresentada pelo outro aluno, percebemos que ha também a
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utilizacao do Principio Fundamental da Contagem, concluindo com o resultado que era
desejado pela questao, no entanto, nao fica especificado claramente o que representa cada

um dos fatores que participam da multiplicacao realizada.

Chegamos ao consenso nestas ultimas questoes dissertativas, que o aluno A2 con-
seguiu demonstrar uma maior evolucao na construcao das suas ideias, organizacao da
resolucao e um cuidado em nao deixar omitida nenhuma informacao importante de sua
solucao, diferente do aluno nao participante do projeto, que de um teste para o outro,

apresentou pouco crescimento na qualidade de sua solucao.

6.2 Questoes Objetivas

Complementando os testes realizados, 6 questoes objetivas foram usadas em cada
aplicacao, sendo os assuntos organizados de acordo com a disposicao feita na tabela da
figura 5.6| e tabela da figura [5.107] do Capitulo 5.

Dividimos a analise dos resultados coletados em duas etapas: a primeira delas ob-
servando o desempenho no Teste Inicial, - tanto dos alunos participantes do projeto, como
também daqueles que nao participaram mas realizaram o teste - verificando o nivel de
conhecimentos que os alunos possuiam perante os assuntos que seriam trabalhados nos
modulos do Portal da Matematica antes do inicio dos encontros; numa segunda etapa,
passaremos a estudar os resultados obtidos na aplicacao do Teste Final, averiguando a evo-
lugao do desempenho dos alunos que participaram do projeto e dos alunos que realizaram

o teste, mesmo nao participando do projeto.

Pretendemos com isso, inicialmente observar através dos dados coletados pelo Teste
Inicial se os alunos, independente de participarem do projeto ou nao, possuiam um nivel de
conhecimentos proximos uns dos outros, com relagao aos assuntos que seriam trabalhados

dentro do projeto.

Além disso, por meio dos desempenhos apresentados no Teste Final, tentar analisar
0s possiveis avancos que os alunos participantes do projeto conseguiram atingir em com-
paracao aos resultados vistos no Teste Inicial, como também analisar a evolucao alcancada

diante do desempenho mostrado pelos alunos que nao participaram do projeto.

6.2.1 Estudo dos Resultados - Teste Inicial

Para facilitar o estudo dos resultados coletados, organizamos as porcentagens de
acertos de cada uma das questoes objetivas presentes no Teste Inicial em um grafico de
colunas, separando o desempenho apresentado pelos alunos inscritos no projeto, dos nao

participantes, mas que realizaram o teste.
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Apreciemos a seguir, as informagoes apresentadas no grafico da figura [6.7]

Figura 6.7: Desempenho no Teste Inicial

90,00%
80,00%

70,00%

60,00%

50,00%

40,00%

30,00%

20,00%

10,00% l I
0,00%

QUESTAO 4 QUESTAO 5 QUESTAO 6 QUESTAO 7 QUESTAO 8 QUESTAO 9

B Alunos ndo Participantes do Projeto B Alunos Participantes do Projeto
Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Podemos notar observando os dados do grafico da figura [6.7], que em todas as ques-
toes apresentadas houve um equilibrio no desempenho dos alunos, - sendo inscritos no
projeto ou nao - variando um baixo percentual, ora o desempenho dos alunos partici-
pantes do projeto um pouco melhor e em outros momentos, mostrando os alunos nao

participantes do projeto com uma pequena margem a frente no desempenho.

Pelas analises feitas, percebemos que antes dos encontros do projeto iniciarem, os
alunos demonstraram possuir um nivel de conhecimentos a respeito dos assuntos que
seriam trabalhados ao longo da preparacao bastante semelhantes, propiciando uma analise

justa da evolucao dos alunos ao final deste processo de estudos dos resultados.

6.2.2 Estudo dos Resultados - Teste Final

Seguindo a mesma ideia aplicada na se¢ao anterior, iniciamos o estudo dos resultados
obtidos por meio do Teste Final, buscando apresentar através de um grafico de colunas,
as porcentagens de acertos em cada uma das questoes objetivas, tanto para os alunos
participantes do projeto, como para aqueles que fizeram o teste, mesmo nao participando
do projeto.

Acompanhemos atentamente os dados presentes no gréfico da figura [6.8}

110



Capitulo 6. Analise dos Resultados Coletados

Figura 6.8: Desempenho no Teste Final

100,00%
90,00%

80,00%

70,00%
60,00%
50,00%
40,00%
30,00%
20,00%
10,00%

0,00%

QUESTAD 4 QUESTAD 5 QUESTAO 6 QUESTAOQ 7 QUESTAO 8 QUESTAO 9

B Alunos ndo Participantes do Projeto B Alunos Participantes do Projeto

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Observando o grafico da figura[6.8] percebemos a grande evolugao ocorrida no desem-
penho dos alunos participantes do projeto, comparando com os resultados obtidos pelos
alunos nao participantes. Visualizamos um desempenho superior em 5 das 6 questoes

propostas, atingindo em uma delas uma diferenca percentual de 24%.

Vale ressaltar, que apenas a questao 7 apresentou um desempenho inferior no com-
parativo feito anteriormente, questao esta que tratava do assunto de funcdo afim - um
tema trabalhado no 1°ano do ensino médio e que foi ministrado para todos os alunos deste
ano de estudo, ap6s a aplicacao do teste inicial - o que deve ter colaborado para os alunos

nao participantes do projeto terem alcancado um desempenho um pouco melhor.

Fazendo agora um estudo envolvendo os gréaficos das figuras[6.7 e [6.8 com énfase no
desempenho dos alunos participantes do projeto, verificamos que ocorreu um crescimento
em todas as questoes propostas, com destaque para a evolucao de 56% no desempenho

de um teste para o outro entre duas questoes de mesma posicao e assunto.

Além disso, por mais que nas questoes 8 e 9 do gréfico da figura [6.§ apresentaram um
equilibrio no desempenho, relacionando essas questoes presentes nos graficos das figuras
e[6.8] notamos que para a questao 8 ocorreu uma queda no desempenho dos alunos nao
participantes do projeto, ao contrario dos alunos participantes, que houve uma evolucao,
e acompanhando a questao 9, o crescimento percebido para os alunos do projeto acabou

sendo superior ao dos alunos que nao participaram.

Dessa forma, por meio das questoes dissertativas e das objetivas, foi possivel cons-
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truir através das argumentagoes, ideias de solugoes apresentadas pelos alunos e por seus

desempenhos realizados, o legado olimpico deixado a estes estudantes.

As anélises executadas comprovaram um avanco nao s6 de quem participou do pro-
jeto, mas todos aqueles que buscaram tomar conhecimento do que estava sendo ofertado

para aquele ano de estudo.

Um dos propositos lancados era colaborar com a evolucao da qualidade dos conheci-
mentos olimpicos de matematica dos alunos de 1°ano do ensino médio da Escola Campo
de Pesquisa, e este objetivo foi alcancado, cabendo aos participantes do projeto a partir de
agora, levarem a mensagem repassada sobre o Portal da Matemética a outros estudantes
que ainda desconhecem este ambiente e buscarem cada vez mais o aperfeicoamento do

que ja possuem adquirido de conhecimentos.
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Consideracoes Finais

Atendendo aos objetivos tracados para este estudo, conclui-se que foi possivel nosso
trabalho adequar-se dentro do horério das aulas - com aulas especificas - mesmo diante
de um cenario pandémico e alcancar a possibilidade de desenvolver de forma remota, o
projeto que havia sido preparado para acontecer de forma presencial. Podendo perceber

que em ambas formas (remota ou presencial) é vidvel a realizagao do mesmo.

Verificamos que as metodologias aplicadas foram eficazes no auxilio da exposicao
dos assuntos escolhidos para trabalhar como sendo os principais e mais contemplados nas

provas de primeira fase da OBMEP.

Constatamos que os alunos adquiriram uma autonomia para que ap6s as orientacoes
recebidas, pudessem dar continuidade aos seus estudos no Portal da Matematica, refor-
cando o que foi orientado e com possibilidade de aprofundamento. Além de ter sido muito
positivo e eficiente a possibilidade do acompanhamento do progresso dos alunos no Portal
da Matemética, através de relatérios individuais com vastas informacoes a disposi¢ao - o

que colaborou bastante para a andlise da eficicia do projeto aplicado.

Conseguimos desenvolver nos alunos os objetivos que foram propostos, de ja no
primeiro ano do ensino médio, puderem desenvolver habilidades para trabalhar com ques-
toes olimpicas, que foi possivel através das metodologias adotadas e do suporte dado pelo

Portal da Matemaética.

Pelos testes aplicados, concluimos que houve, de fato, uma qualificacao nas apresen-
tacoes das solucoes dos problemas propostos, por meio de uma organizacao da sequéncia
dos passos a serem realizados dentro da resolucao, um maior cuidado na exposicao das

argumentagoes e notagoes matematicas.

Também, percebemos que de um modo geral, ocorreu uma melhoria no desempenho
dos alunos que participaram do projeto, seja nos testes aplicados, no interesse por questoes

desafiadoras/olimpicas e nos rendimentos escolares.

Infelizmente, por razao da Pandemia do virus SARS-CoV-2, causador da doenca
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COVID-19, obtivemos perdas em relacao a comprovacao dessas evolucoes por meio da
OBMEP, a qual tinhamos a intencao de participar e alcancar um maior nimero de alunos
do primeiro ano do ensino médio da Escola Campo de Pesquisa avancando para uma

segunda fase, tomando por base os nimeros apresentados na tabela da figura [5.1]

Pretende-se que este trabalho, mesmo de forma modesta, sirva de base para profes-
sores idealizarem alguma preparacao olimpica da OBMEP no nivel 3 e que com as devidas
adequacoes, possa também ser utilizado para as demais olimpiadas de matemaética que

contemplam o ensino médio.

Esperamos que este estudo seja ampliado para as séries seguintes de ensino médio
da Escola Campo de Pesquisa, outras escolas do municipio possam tomar conhecimento,
usufruirem da metodologia aplicada e do suporte ofertado pelo Portal da Matematica,
e que futuramente possamos estender este estudo para os niveis 1 e 2 da OBMEP que
tratam do ensino fundamental, servindo de suporte também para demais preparacoes

olimpicas.
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- Autorizacao Institucional do Projeto

de Pesquisa

UNIVERSIDADE FEDERAL DO PIAUI - UFPI A
CENTRO DE CIENCIAS DA NATUREZA — CCN Fv Wy
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA PROEMAT

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA — PROFMAT
ORIENTADOR: Prof. Dr. CARLOS HUMBERTO SOARES JUNIOR
PESQUISADOR: Rodolfo Soares Teixeira

Eu JOAQ MARCONI PAZ FILHO, abaixo assinado, responsével pela E.E.E.P.
ANTONIO TARCISIO ARAGAO, autorizo a realizagdo do projeto Preparagio

Olimpica: Uma intervencdo através do Portal da Matemdtica, a ser conduzido pelo
pesquisador Rodolfo Seares Teixeira.

Fui informado, pelo responsavel do projeto, sobre as caracteristicas ¢ objetivos da
pesquisa, bem como das atividades remotas que serdo realizadas na instituigdo a qual
represento.

Esta instituigdo cstd cientc de suas responsabilidades como institui¢do co-
participante do presente projeto de pesquisa ¢ de seu compromisso no resguardo da
scguranga ¢ bem-estar do sujeitos de pesquisa nela recrutados, dispondo de infra-estrutura

tecnolbgica para a garantia de tal seguranga ¢ bem-estar.

Ipu-CE, 03 de agosto de 2020.

Jodo Marconi Paz Filho

SRIASFERT P Fibis
= Diretor Escolar”
Mat: 305867-1-9
DOENE 116 22/00NT

Dados do pesquisador:

Rodolfo Soares Teixeira

Rua Félix Pereira Martins, 257, Canudos, Ipu — Ceard
Celular: (88) 999269498 email: rodolphost@gmail.com
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- Formulario de Inscricao

20/03/2021 Formulério de Inscricao - Preparagao Olimpica: Uma intervengdo através do Portal da Matematica

Formulario de Inscri¢io - Preparacio
Olimpica: Uma intervencdo através do Porrtal

da Matematica.

Este formulario tem como propésito identificar alunos de 1° ANO do Ensino Médio da
E.E.E.P. Antonio Tarcisio Aragao, localizada na cidade de Ipu - CE, que tenham interesse,
disponibilidade e compromisso em aprofundar seus estudos nos contetidos abordados
pela OBMEP, através de aulas direcionadas utilizando como suporte paralelo o Portal da
Matematica.

*QObrigatdrio

1. Nome (COMPLETO) *

2. Curso*
Marcar apenas uma oval.

Técnico em Administragao.
Técnico em Agronegdcio.
Técnico em Enfermagem.

Técnico em Informatica.

3. Telefonc para contato (WhatsApp) *

4. O que lhe faz ter interesse em participar deste projeto? *
Marcar apenas uma oval.

Aperfeigoar e aprofundar meus conhecimentos.
Desejo tornar-me um medalhista.

As questoes desafiadoras me motivam.

.google s 1423Lr libgak7ZwyWJ4E 3pMTRibOUrEmDQ/edit 12
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20/03/2021 Formuldrio de Inscrigéo - Preparagdio Olimpica: Uma intervengao atraves do Portal da Matematica.
5. Qual meio tecnologico voué usard para acompanhar as aulas?
Marcar apenas uma oval.

Celular
Notebook ou Computador.
Tenho acesso as duas ferramentas.

Outros.

6. Escreva por qual motive voeé deve ser selecionado para participar deste projero? *

7
Obrigado por sua participagao!
Este contelido ndo foi criado nem aprovado pelo Google.
hitps:/idocs.google. comiforms/d/ 14z3Lr bB4BF x5o-[baakT2uwvWI4E3pMTRIbOUrEMDQ/ adit 212
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- Teste Inicial

20/03/2021 Teste Inicial.

Teste Inicial.

Bom dia! Este teste tem como proposito verificar seus conhecimentos perante os
assuntos abordados na OBMEP 12 FASE. Voce terd ¢ prazo méxime de até 1 hora e 30
minutos para a concluséo deste teste, com previsao de realizagdo das 10h as 11h30min
do dia 11/08/2020

Procure nio realizar consultas ou pesquisas, qualquer divida entre em contato e desde j&
agradego a sua participagao.

*Qbrigatdrio

1. Nome (COMPLETO)*

2. Curso*
Marcar apenas uma oval,

Técnico em Administragéo,
Técnico em Agronegécio.
Técnico em Enfermagem.

Técnico em Informatica.

Bloco de Responda com atengdo, anexando os calcules ou seu raciocinio, em cada
~ uma dessas 3 primeiras questdes, divirta-se!
questoes

dissertativas.

https:/fdocs google. comporms/d/ 1biWnz TqUGK_Ux3TpAel27xRq-uSNIWT 1.s70pbLaBllsdit
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200032021 Teste Inicial.

3. 01- Maria comegou a guardar moedas de 1real com o intuito de juntar dinheiro para
comprar um celular em 6 meses. Ela comegou com dois reais e a cada dia juntava
mais 3 reais do lanche, como ilustra a figura abaixo. *

14
11
8 e
5 — | ——
2 e | e e | e o
‘-——-—"-—-"-——“-—-"
e M e

Figura: OlabsMathematics’ ArithmeticProgression

Ao final de 182 dias quanto de dinheiro ¢la tera guardado?

Arquivos enviados:

4. 02- A figura representa um retangulo de area 36 m?, dividido em trés faixas de
mesma largura. Cada uma das faixas esta dividida em partes iguais: uma em quatro
partes, outra em trés e a terceira em duas. Qual é a area total das partes
sombreadas? *

Arquivos enviados:

hitps fidecs goegle.com/ommeid/ 1biWnzTguGK_Lx3TpAsl27xRg-u8NIWT 1 JsTDpbLaBedit
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Apéndice C. - Teste Inicial

2000372021

5.

Bloco de questoes
objetivas.

Teste Inicial.

03- Considere trés cidades A, B e C, de forma tal que existem trés estradas ligando A
a B e dois caminhos ligandoBa C. *

a) De quantas formas diferentes podemos ir de A ate C, passando por B?

b} De guantas formas diferentes podemos ir de A até C, passando por B, e wvoltar para A
novamente, passando por B7

Arguivos enviados:

Responda com atengao, cada uma das 6 proximas questbes,
" divirta-se!

04- “Em fevereiro, o governo da Cidade do México, metropole com uma das 1 ponto

maiores frotas de automoveis do mundo, passou a oferecer a populagao
bicicletas como opgéo de transporte. Por uma anuidade de 24 délares, os
usuarios tém direito a 30 minutos de uso livre por dia. O ciclista pode retirar em
uma estagao e devolver em qualquer outra e, se quiser estender a pedalada,
paga 3 ddlares por hora extra.” *

(Revista Exame. 21 abe. 2010
A expressdo que relaciona o valor fpago pela utilizacdo da bicicleta por um ano. quando
se utilizam x horas extras nesse periodo é:

Marcar apenas uma oval.

a) fi{x) = 3x.
b) f(x) = 24.
c) f(x) = 27.
d) f(x) = 3x + 24,
e) f(x) = 24x + 3.

hitps:idocs.googhe. comiformsid/ t:-Wn;TQQGK_URSTpAdZ?xRu-cuSN1W?1 JsTDpbLaBl/iedit
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Apéndice C. - Teste Inicial

20/03/2021 Teste Inicial.

7. 05-No desenho abaixo, o paralelogramo ABCD possui area 24cm? e 0s
pontos marcados nos lados o dividern em partes iguais. Logo a area da
regido sombreada seraigual a: *

Marcar apenas uma oval.

a) bm?
b) 8m?
c)1Im?
d)16m?

e) 24m?

8. 06- Em um curso de computagdo, uma das atividades consiste em criar um

jogo da memoria com as seis cartas mostradas a seguir.

H H A Ao

Em seguida. o primeiro jogador vira duas cartas e tenta formar um par. A probabilidade

de que o primeiro jogador forme um par em sua primeira tentativa e

Marcar apenas uma oval.

a)1/2
b) 1/3
c)1/4
d) 1/5
e)1/6

hitps:lidocs geogle comfomsid! 1 biWnzTguGK_Ux3TpAel2TxRog-uSNIWT1Js7TDpbLaBlledit
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Apéndice C. - Teste Inicial

2000312021 Teste Inicial.

9. 07-Uma fungdo f: IR+ — IR+, satisfaz & condigdo f(5x) = 5f(x), ¥x € IR+. Se
f(125) = 5, qual € o valor de f(1)? *

Marcar apenas uma oval.

a) 125
b) 5
c)

d) 1/5
e) 1/25

10. 08- O guadrado da figura esta inscrito no semicirculo e o circulo esta
inscrito no quadrado. O circulo tem area igual a 10 cm?. Qual é a area do
semicirculo? *

Marcar apenas uma oval.

a) 25cm?
b) 30 cm?
c)35¢cm?
d) 40 cm?

e) 45 cm?

hitps:iidocs. goegle comffomsid/ 1hiWnz TQuGK_x3TpAel2TxRo-uBNIWT1.)s7DpbLaBlled!
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Apéndice C. - Teste Inicial

20/03/2021 Teste Inicial.

11.  09- Um automovel comporta dois passageiros nos bancos da frente e 1 ponto
trés no banco traseiro. Qualquer uma das 7 pessoas, dentre elas Pedro
que tem 5 anos de idade e portanto ndo pode sentar na parte da frente
do carro, pode ser escolhida para entrar no automavel. Dessa forma, o
numero de maneiras distintas de lotar este automovel seraigual a: *

Marcar apenas uma oval.

a) 5040
b) 2520
c) 1800
d) 1080
e) 720

12,

Muito

~obrigado
pela sua -
paruacip agao!

Este conteddo néo foi criado nem aprovado pelo Google,

hitps:Vdoes goegle comiformeid 1 biWnz TouGK_Ux3TpAsl27xRq-udNIWT 1 JsTDpbLaBladit B/
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Apéndice D

- Registros Fotograficos

Questdo Motivadora [ 3 = 7 @

05-No desenho abaixo, o paralslograms ABCD possul érea 24am £ 03 pontos marcados nos

lados o dividem em partes iguais. Logo a area da regiBo sombreada ser igusl

a) mt

2, (24) (= ®

Sim
Agora
acho q sim
ai vira um retangulo completo
Agora
Showw
Agora

precisou nao

Envie uma mensagem para todos os
participantes aqui
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Apéndice D. - Registros Fotograficos

WW/PORTALDA M M 7 C
V/ Matemanica 43 41 4

Formalizando o assunto:
Exemplos: Permutagbes com elementos repetidos

Qual o nimero de anagramas da palavra COPACABANA?

COPACABANA A4 , c

S0 30-9-8-7-6-5- 4
T T

= 75.600.

Prof.: RODOLFO TEIXEIRA

2, (37) = ®

RODOLFO SOA.. >

RODOLFO SOA... >

7 b
X3

§) RODOLFO SOARES TEIXEIRA

Aula - Projeto de Matematica ~ 6) ¢ -~ [m]
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Apéndice E

- Teste Final

2010372021 Teste Final.

Teste Final.

Bom dial Este teste tem como propdsito verificar seus conhecimentos perante os
assuntos abordados na OBMEP 17 FASE. Voce tera o prazo méximo de até 1 hora e 30
minutos para a conclusdo deste teste, com previsao de realizagao das 10h10min as
11h40min de dia 11/11/2020.

Procure ndo realizar consultas ou pesquisas, qualquer davida entre em contalo e desde j&
agradego a sua participagao.

*Obrigatério

1. MNome (COMPLETQ).*

2. Curso.*
Marcar apenas uma oval

Técnico em Administragdo.
Técnico em Agronegécio.
Técnico em Enfermagem.

Técnico em Informatica,

Bloco de Responda com atengio, anexando os cdlculos ou seu raciocinio, em cada
uma dessas 3 primeiras questdes, divirta-se!
questdes

dissertativas.

gcagle qead7Rigzm_-XFTShQINIYIypl2gO0WBKkvlig/edit

128

18



Apéndice E. - Teste Final

2000372021 Teste Final.

3. 01- Comegando com um quadrado de 1cm de lado, formamos uma sequéncia de
figuras, como na ilustragao. Cada figura, a partir da segunda, & formada unindo-
se trés copias da anterior. Os contornos destacados em vermelho das quatro
primeiras figuras medem, respectivamente, 4 cm, 8 cm, 20 cm e 56 em. Quanto
mede o contorno da Figura 67 *

o e

Arguivos enviados:

4,  02- O retangulo da figura possui area igual a 640 cm?® Os pontos B e F s&o
pontos medios dos lados AC e AE, respectivamente. Qual é a area do triangulo
BDF? *

= S o)

Arquivos enviados:

hitps:Vdocs google.comiformsid/ 1NBimgeadTRigzm_-XFTEhQTuNYEypl2gOOWSBkljgledit
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Apéndice E. - Teste Final

2000372021 Teste Final.

5. 03- Um construtor dispde de quatro cores (verde, amarelo, cinza e bege) para pintar
cinco casas dispostas lado a lado. Ele deseja que cada casa seja pintada com apenas
uma cor e que duas casas consecutivas ndo possuam a mesma cor. Por exemplo,
duas possibilidades diferentes de pinturas estao indicadas abaixo: Primeira: verde,
amarelo, bege, verde, cinza; Segunda: verde, cinza, verde, bege, cinza. Quantas sdo
as possibilidades? *

Arquivos enviados:

” Responda com atengao, cada uma das & proximas questobes,
Bloco de questoes divirta-se!

objetivas.

6. 04- O salario de Jogo & 500 reais mais 50% do valor de suas vendas. Sendo § o
seu salario e x o valor de suas vendas, a fungdo que representa essa situagao é: *

Marcar apenas uma oval.

(A) S(x) = 500x.

(B) S(x) = 500 + x.
(C) S(x) = 500 + %/2.
(D) S(x) = 500 - .
(E) 5(x) = 500 - x/2.

hitps:iidocs.google.comiforms/id/ 1NGimgeal7Rigam_-XFTENQTUNTYiEypl2g00WBkkvljg/edit 36
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Apéndice E. - Teste Final

2000372021 Teste Final.

7. 05~ Na figura abaixo, D, E e F sao pontos médios dos lados do triangulo ABC, e G,
H e | sdo pontos médios dos lados do triangulo FBE. A area do triangulo ABC & 48
cm? Qual é a area da regiao destacada em amarelo? *

Marcar apenas uma oval.

(A) 24 cm?
(B) 22 cm?
(C) 20 cm?
(D} 18 cm?
(E) 16 cm?

8. 06- Em uma caixa ha cinco bolas idénticas, com as letras O, B, M, E e P. Em uma
segunda caixa ha trés bolas idénticas, com as letras O, Be M. Uma bola é
sorteada da primeira caixa e, a seguir, outra bola € sorteada da segunda caixa.
Qual é a probabilidade de que essas bolas tenham a mesma letra? *

Marcar apenas uma oval,

(a)1/2
(B)1/3
(C) 1/4
(D) 1/5
(E) 1/6

hitps:idocs.google. comiformeidi 1 NBImgea S 7 Rigzm_-XF TERQTuNYiGypl2g OOWBkvijg/edit 415
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Apéndice E. - Teste Final

2003/2021 Teste Final,

9. 07-Uma fungdo f é tal que f(1 - x) +2f(x) = 3x, para todo x real. Qual é o valor de
flo) 72+

Marcar apenas uma oval.

(A)2
(B)1
()0
0)-1
(E)-2

10. 08- Na figura, o arco AC & um quarto de uma circunferéncia de centroDe o
arco AB é um citavo de uma circunferéncia de centro C. O segmento AD mede
2 cm. Qual é a area em cm? da regido verde? *

g

Ce A

D
Marcar apenas uma oval,

(A) 4n
(B) 2n
)4
(O)m
(E)2

hitps:fidocs. google. comiforms/d/{NGimgeal TRigzm_-XFTEhQTuNTYBypl2g00WBkvijgledit
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Apéndice E. - Teste Final

20/03/2021 Teste Final.

11.  0%- Um estacionamento tem 10 vagas, uma ao lado da outra, inicialmente todas
livres. Um carro preto e um carro rosa chegam a esse estacionamento. De
guantas maneiras diferentes esses carros podem ocupar duas vagas de forma
que haja pelo menos uma vaga livre entre eles? *

=

Marcar apenas uma oval.

(A) 80
(8) 72
©7n
(D) 70
(E) 56

12

Muito
obrigado

pela sua

particip agéef

Este contetdo nao foi criade nem aprovado pelo Google

hittps:/idocs.google.comiforms/d INBimgealT Rigzm_-XFTERATUNEYISypI2gO0WBkvljgladit
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Apéndice F

dos Alunos

éncila

A

- Frequ

Tabela F.1: Frequéncia dos Alunos por Encontro

E10

E9

E8

E7

E6

E5

E4

E3

E2

E1l

Al

A2

A3

A4

A5

A6

A7

A8

A9

A10
All
Al12
A13
Al4
A1l5
Alé
Al17
A18
A19
A20
A21
A22
A23
A24
A25
A26
A27
A28
A29
A30
A31
A32
A33
A34
A35
A36
A37
A38
A39
A40
A4l
A42
A43
A44
A45
A46
A47

*ALUNOS\ENCONTROS
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- Frequéncia dos Alunos

Apéndice F.

%

100
100
75

100
100
100
70

100
100
100
100
80

100
100
100

100
100
65

100
100
100
75

80

100
100
75

100
100
85

80

90

100
80

100
75

100
100
100
85

100
100
100
95

75

95

70

70

E12 | E13 | E14 | E15 | E16 | E17 | E18 | E19 | E20

El1

Al

A2

A3

A4

A5

A6

AT

A8

A9

A10

A1l

Al12
A13
Al4
A1l5
Al6
A17
A18
A19
A20
A21
A22
A23
A24
A25
A26
A27
A28
A29
A30
A31
A32
A33
A34
A35
A36
A37
A38
A39
A40
A41
A42
A43
A44
A45
A46
A47

*ALUNOS\ENCONTROS
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