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Resumo

Neste trabalho estudamos a C*-G-trivialidade de familias de germes de aplicacao, onde
G representa um dos grupos de Mather R, C ou K. Para isto, obtemos estimativas para
o valor da fitragao de Newton de um germe de aplicagao € : R",0 — RP 0 que garantem
que uma familia do tipo f, = f + tf seja C*-G-trivial, onde f : R", 0 — RP,0 é um germe
de aplicacao polinomial que satisfaz uma condicao especifica associada a algum poliedro

de Newton.

Palavras-chave:

Poliedro de Newton, Filtragao de Newton, Grupos de Mather.



Abstract

In this work we study the C*G-triviality of families of application germs, where G
represents one of the groups of Mather R, C or K. For this, we obtain estimates for
the Newton filtration value of an application germ 6 : R", 0 — RP,0, which guarantee
That a family of type f, = f + t0 is C*-G-trivial, where f : R®,0 — RP, 0 is a polyno-
mial application germ satisfying a specific condition associated with some polyhedron of

newton.
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Introducao

O objetivo principal deste trabalho é estudar condicoes necessarias para a C*-G-
trivialidade de uma familia de germes de aplicacao. Este é um dos principais topicos
de pesquisa em Teoria de Singularidades. Maria Aparecida Ruas e Marcelo Saia fazem
em [3] este estudo para germes de polindmios quase homogéneos, o que aqui é generalizado
para germes A-homogéneos, para alguma matriz A fixada.

O primeiro capitulo visa apresentar definigdes e notagoes basicas de algebra comutativa
que serao utilizadas no trabalho. Nele se encontram as defini¢oes de grupo, anel e anel de
polinomios.

O segundo capitulo trata de uma introducao a teoria de singularidades onde defini-
mos os conceitos de germes e jatos de aplicagoes suaves e polinomios quase homogéneos.
Definimos também o que sao ac¢oes de grupo e o que vém a ser as G-equivaléncias onde G
representa um dos grupos de Mather R, C ou K. Por fim definimos o nimero de Milnor
associado a um germe de funcao, que ¢ utilizado para obter uma condigao necessaria para
a C°-R-trivialidade.

O terceiro capitulo traz os conceitos de poliedro de Newton de um germe de aplicacao

analitica da forma
f:R¥0—=R,0
definido por
f(z) = Z apz" com " = xyt - ..ok
neNk
Definimos também a fungao controle p associada a f e o conceito de filtracao de
Newton que tera papel central. Este capitulo é de fundamental importancia por conter

lemas que serao utilizados diretamente na demonstracao dos resultados principais deste

trabalho.



Contetdo 2

Por ultimo apresentamos e demonstramos os teoremas principais que tem por objetivo
estabelecer sob quais condi¢des uma familia de germes de aplicacao é C*-G-trivial, onde
G = R,C ou K. Para isto definimos o que significa uma familia da forma f; = f + tf ser
C*-G-trivial. Ao final de cada teorema, apresentamos exemplos para fazer notar como

sao essenciais as hipoteses e a importancia dos resultados.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

1.1 Grupos, Aneis e Aneis de polindomios

Defini¢ao 1.1.1. Um grupo (G, *) é um conjunto G, munido de uma opera¢ao que satisfaz

as sequintes condigoes:
G.1) A operagao € associativa,
G.2) Existe um elemento neutro com respeito a operagao;

G.3) Todo elemento possui um elemento inverso.
Dizemos que um grupo € comutativo quando, além de satisfazer as condigoes acima,

a operacao também € comutativa.

Observamos que ¢ facil provar que o elemento neutro é Unico, assim como que para

cada elemento de (G,x*) existe um tnico elemento inverso com respeito a operacao do

grupo.

Definigao 1.1.2. Um Anel (A,+,-) € um conjunto com pelo menos dois elementos, mu-
nido de duas operagoes, as quais sdo chamadas de adicdo e multiplicacdo, que satisfazem

as sequintes condigoes:
A.1) A adigao € associativa;
A.2) Eziste um elemento neutro com respeito & adi¢ao;
A.3) Todo elemento de A possui um inverso com respeito & adi¢ao;
A.4) A adi¢ao é comutativa;

M.1) A multiplicagdo é associativa;
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M.2) Existe um elemento neutro com respeito a multiplicagao,
M.3) A multiplica¢io € comutativa;

AM) A multiplicagao € distributiva relativamente a adigdo.
Se todas as condig¢oes acima forem satisfeitas com excecao de M.3), entao (A,+,-) €

chamado de anel nao comutativo.

Observamos ainda que ¢é facil provar que os elementos neutros com respeito a adicao
e & multiplicagdo sdo unicos, assim como que para cada elemento de (A, +, ) existe um

Unico elemento inverso com respeito a adicao.

Defini¢ao 1.1.3. Um anel (D,+,-) é chamado de dominio ou dominio de integridade se

o produto de quaisquer dois elementos nao nulos de D é um elemento nao nulo, isto ¢,

Vae,y € D\{0}, x-y#0

Definigao 1.1.4. Um anel (K,+,-) é chamado corpo se todo elemento diferente de zero

de K possui um tnverso com respeito a multiplicacao, isto €,
Ve e \{0}, Ty € K tal quex-y=1

Definigao 1.1.5. Seja (K, +.-) um corpo. Uma K-dlgebra é um anel A com unidade que

possui estrutura de K-espaco vetorial e satisfaz:
ala-b)=(a-a)b=ala-b) =(a-b)a
Va,be Aea e K

Defini¢ao 1.1.6. Seja (A,+,:) um anel e I um subconjunto ndao vazio de A. Dizemos

que I € um ideal de A se
ervt+yecl, Vryel
e arc [, Vrel, VaeA.

Definicao 1.1.7. Um ideal M de A é dito ideal maximal se M C A, M # A e se nao
existe ideal J tal que M C J C A com J # M e J # A.
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Considere A um anel e I ideal de A. Sobre A, definimos a relacao de congruéncia

modulo I da seguinte forma
a=blmodl) = a—-bel

E de facil verificacao que esta relacao é uma relacao de equivaléncia. Se a € I, entao

sua classe de equivaléncia médulo I consiste no subconjunto
a={be A;b=a(modl)} ={a+ccel}

Por isto denotamos a classe de equivaléncia por @ ou a 4+ I. Denotamos por A/l o
conjuntos das classe de equivaléncia médulo I. Sobre o conjunto A/I definimos duas
operacoes @y e ®y da seguinte maneira: para T,y € A/I,

TPy =x+y e TOY:=T-y

E f4cil verificar que as operagoes ®; e ©; estao bem definidas, além de que (A/I, ®;, ©p)

é um anel. Este anel é chamado anel quociente de A mddulo I.

Defini¢ao 1.1.8. Seja (A, +,-) um anel. Uma sequéncia (ag, ay, ..., ay, ...), onde a; € A
para todo indice e onde a; # 0 somente para um niumero finito de indices, € chamada de

um polinomio numa varidvel sobre A.

Considere agora (A, +,+) um anel qualquer. Um polinémio numa varidvel sobre A é
uma sequéncia (ag, ay, ..., Gp, ...) onde a; € A para todo indice e onde apenas um nimero

finito dos elementos desta sequéncia é diferente de zero.

Seja A = { polinomios numa varidvel sobre A }. Definimos em A as seguintes
operagoes:

&:AxA— A
(ag,ai,...), (bo,b1,...) — (ag+ by, a1 + by,...)

O:AxA— A

(ao,al, .. .), (bo,bl, .. ) — (Co, C1, .- )

onde

(
co = apbo

c1 = aghy + a1by

Cp = aobn + albn_l + ...+ CLn_lbl + (lnbg
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A verificagdo de que (A, @, ®) é um anel é feita facilmente e serd deixada a cargo do

leitor, enfatizamos apenas que:

e O elemento neutro de & é o elemento (0,0,0,...)

e O elemento neutro de ® é o elemento (1,0,0,...)

e Oinversode (ag,ay,...,a,,...) comrespeito a operagao @ é o elemento (—ag, —a, . ..

e Ay ={(ap,0,0,...),a € A} é subanel de A, isomorfo a A.

Note que a operacao ® é comutativa pois a operacao de multiplicacao do anel A é
comutativa.

Se (ag,ay,...) é um elemento de A, entao o simbolo (ag, ay,...)" denota o elemento

(ao,al,...)@(ao,al,...)@...@(ao,al,...)l

(.

~~
n vezes

Usando as definioes de ¢ e ®, podemos ver que

(0,...,0,a,,0,...) = (an,0,0,...) ®(0,...,0,1,0,0,...)

= (a,,0,0,...)®(0,1,0,0,...)"

Portanto

(a1, a9, ...,a,,0,0,...) = (ap,0,0,...)
& [(a1,0,0,...) ®(0,1,0,0,...)]
@ [(as,0,0,...) ®(0,1,0,0,...)%
P...

@ [(an,0,0,...)®(0,1,0,0,...)"]

Vamos utilizar o simbolo X para designar o elemento (0, 1,0,...). Também, no lugar
de escrever (a;, 0,0, ...) vamos escrever a;. Finalmente, no lugar de escrever @ e ®, vamos

escrever + e -, respectivamente. Convencionando desta forma temos que:

(ap,a1,-..,0,,0,...) =ag+a;- X +...+a, X"

Esta nova notagao serd mais conveniente daqui em diante, entao

, —
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A= {ZaiXi;neN e a; EA}

i=0
e as operagoes sao as usuais. O anel (A, +, -) agora serd denotado por A[X] e chamado

de anel de polinomios numa variavel sobre A.

Defini¢ao 1.1.9. Seja A um anel e A[X] o anel dos polindmios numa varidvel sobre A.
Considere f(X) == ag+ a1 X + ...+ a, X" € A[X], com a, # 0. Definimos o grau de
f(X) como sendo o nimero inteiro n. O coeficiente a,, se chama o coeficiente lider de

f(X). Quando a, =1 dizemos que o polinomio f(X) é monico.

Observe que nao definimos a nocao de grau para o polinomio nulo.
Podemos definir o anel de polinomios em k variaveis sobre o anel A, por inducao, do

seguinte modo:



Capitulo 2

Elementos de teoria de

singularidades

2.1 Germes e jatos de aplicacoes

Considere Y um conjunto qualquer, X um espaco topoldgico, x € X e C' o conjunto
dos pares (U, f) tais que U é uma vizinhanga de x em X e f : U — Y é uma fungao.
Definimos em C' a seguinte relagdo de equivaléncia: (U, f) ~, (V,g) se, e somente se,

existe uma vizinhanga Uy C U NV de z tal que f|y, = g|u,-

Definicao 2.1.1. Um germe de aplicagao de X em Y no ponto x é uma classe de equi-

valéncia de uma aplicacao f: X — Y pela relacao ~,.

As notagoes utilizadas para representar o germe de uma aplicagao sao varias: simples-
mente f, ou (f,x),ou f: (X,z) =Y, ou (U, f), dentre outras.
Definicao 2.1.2. Sejama € R" e f : U C R" — RP, onde U e vizinhana de a e f € de

a

e » 0 conjunto de todos os germes f : (U, a) — RP.

classe C*°. Denotamos por €

Quando a = 0 a notacao serd ¢, , e quando p = 1 escreveremos € ou €,. Observamos

ainda que
Observagao 2.1.1. O conjunto €2 munido das sequintes operagoes:
. a a a . a a a
+:€,X€, —€, € €, XE — €,

definidas respectivamente por (f +g)(x) = f(x)+g(x) e (f-9)(x) = f(x)-g(x), € um anel

comutativo com unidade. A demonstracdao deste fato é simples e serd deizada a cargo do

8
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leitor. Além disso, temos um bom motivo para considerar apenas germes na origem de
R™, pois a aplicagao T, : R" — R"™ definida por T,(x) = x + a induz um isomorfismo de

anéis T : R — R™.
Considere agora m,, = {f € €,; f(0) = 0}. Claramente m,, é ideal de ¢,.
Proposicao 2.1.1. m,, é o unico ideal mazimal de €,.

Demonstracao. Mostraremos primeiramente que m, é um ideal maximal. De fato, se
f € e,\m,, entao f(0) # 0 e portanto % é um germe em €,, logo f é uma unidade, o que
prova que m, é maximal. Agora, se I C ¢, é um ideal qualquer, diferente de €,, entao 1

nao contem unidades. Logo I C m,,. Portanto m,, é o linico ideal maximal de ¢,. O

Proposigao 2.1.2. m,, € o ideal de €, gerado pelos germes das fungoes f;(x) = x;, Vi =

1,....n.
Demonstragao. Note inicialmente que (xq,xs,...,2,)., C m,. De fato, dado h(x) =
rihi(z) + ...+ xuhp(x) € (x1,29,...,2,), verifica-se facilmente que hg = 0. Logo

h € m,, o que prova a afirmacao.
Agora, se f € m, entdo existe uma bola aberta B(0,7) = {x € R™";|z| < r} e um
representante da classe de equivaléncia f , também denotado aqui por f , definido nesta

bola.

Note que, para x € B(0,r) tem-se que

fla) = [ Gt =3a [ S =3 s

1

Onde g;(z) = / gg (tz)dt. Assim f define um germe em €,. Logo f € (z1,2a, ..., Ty).
0 7

O]

n

Voltemos ao conjunto e?w = {f : R",0 — RP,0} onde f é suave. Observe que

0 _
En,p =Mnp * €Epp-

Definicao 2.1.3. O conjunto formado pelas aplicagoes polinomiais f : R, 0 — RP 0

cujas componentes tem grau mo mdrimo k serd denotado por J*(n,p).

Definigao 2.1.4. Dado f € €2, chamamos de k-jato de f o polinémio obtido truncando-

n?p’

se na poténcia k a expansao de Taylor de f na origem. Denotaremos o k-jato de f por

i f.
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2.2 Polinbmio quase homogéneos

Seja R[z1, x9, ..., x,] 0 anel de polinémios nas indeterminadas z, ..., z, com coefici-

entes no corpo R.

Definicao 2.2.1. O polinomio

flx) = Zaa:c‘fl I

a€el

E definido como homogéneo de grau d se todos os seus monomios tém grau d, ou seja,

Se

a1 +...+a,=4d

Ya €I , com a, # 0.

Exemplo 2.2.1. O polinémio f(x,y,2) = x5+ 23y?2 + y°2 + 222* € homogéneo de grau

6.

Definicao 2.2.2. Um polinéomio dado por

f(‘r)zzaaxclll xgn GR[xl,...,xn]

acl
E dito quase homogéneo de grau d com relagio a w = (wy,ws,...,wy,), com w; € Z
nao neqativos, se
w-a:=wa; + ... +wpa, =d, Ya=(ay,...,a,) €I
Neste caso, os numeros inteiros wy,...,w, sao chamados de pesos e o numero d

¢ chamado de grau pesado de f. Dizemos entao que f € quase homogéneo do tipo

(w1, ..., wy;d).

Exemplo 2.2.2. O polinomio

flz,y,2) = iz + 2tz + y2t

¢ quase homogéneo do tipo (2,2,3;11)
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Observacgao 2.2.1. Considere f(x) um polindmio quase homogéneo do tipo (wy, ..., wy;d)

wy, d

ew' =m.d.c{wy,...,w,}. Note que f(x) é quase homogéneo do tipo (%3, ... %5 %) pois

Wy Wy, d
a1w1+...—|—anwn:d<:>a1—/+...+an—/:—/
w w w

Portanto podemos sempre assumir que os pesos sao primos entre si. Note ainda que

todo polinomio homogéneo é quase homogéneo com pesos wy = Wy = ... = W, = 1

Proposicao 2.2.1. f(z) € Rlxy,...,x,| € quase homogéneo do tipo (wy,...,wy;d) se, e

somente se, f(tx) = f(t“xy, ..., tYx,) = t4f(z), onde tr = (t¥xy, ... t¥"x,).
Demonstragao. (=) Se f é quase homogéneo do tipo (wy, ..., w,;d) entdo
awi + ...+ a,w, =d, Va €l
Desta forma,
fre = f(t 2y, .ty

= Z Qo ()™ - ()

— E aatalw1+---+a7Lw7Lx(fl - xgln
=t E (o R

__4d

=1'f(x)

(<) agora suponha que f(tz) = t?f(z). Daf temos que:

Z g (1)) ™ - (0, ) =t Z agryt e
Logo,

E gttt anwn L gpan — g E Qorit - xlin

Assim, t@witFenwn — ¢d Wt Portanto ajwy + . .. + a,w, = d, Va € I. Desta forma

f é quase homogéneo do tipo (wy, ..., w,;d).

2.3 Grupos de Mather

Defini¢ao 2.3.1. Sejam (G,*) um grupo e C' um conjunto. Uma a¢ao do grupo G no

conjunto C' é uma fun¢ao

p:GxC—=C
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tal que:

1. p(e,x) =z, Vr e’

2. ¢(g1,0(92,7)) = (g1 - g2,7), Vo € C e Vg, 92 € G
Observacgao 2.3.1. Alguns autores preferem denotar p(g,x) simplesmente por g - x.
Definicao 2.3.2. Sejam x € C' fixzado e ¢ : G x C' = C uma a¢ao de G em C

1. O subconjunto de C definido por

Gr = {p(g,z) € C; g € G}

E chamado de orbita de x.

2. Definimos também o estabilizador de x em G como sendo o subgrupo de G dado por
G. ={g9 € Gip(g,7) = z}

Uma acao de um grupo GG em um conjunto C' induz uma relacao de equivaléncia em

C da seguinte forma
x ~ y se, e somente se, existe g € G tal que p(g,z) =y
Note que esta relacao é de fato uma relacao de equivaléncia pois:

a) ple,z) =a, Ve e C

1

b) Se z ~ y entdo existe g € G tal que p(g,x) = y. Considere entdo g~ elemento

1

inverso de g, e note que p(g7',y) = @(g7", ¢(g,2)) = wlg~" - g,7) = ple,z) = x,

logo concluimos que y ~ .

c) Se x ~ y ey ~ z entdo existem ¢y, g2 € G tais que ¢(g1,7) = y e ©(g2,y) = 2.
Considere entao g = g1 - g € G e note que ¢(g,x) = @(g1 - g2,7) = (g2 - g1, %) =
(92, (g1, 7)) = (g2, ) = 2

Definicao 2.3.3. O conjunto de todos os germes de aplicagdo h : R",0 — R"™ 0, tal que

h é um difeomorfismo, munido da operagcao de composicao, é um grupo. Denotaremos

este grupo por D,,.
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Consideremos a a¢ao do grupo D,, em 624, dada por

. 0 0
r:DpXe, , =6,

(h, f) = foh™

Definigao 2.3.4. Dois germes de aplicagoes f,g : R",0 — RP. 0 sdo R-equivalentes (ou

estio na mesma R-drbita) se existe um germe de difeomorfismo h € D, tal que g = foh™".

Exemplo 2.3.1. Dada uma aplicacio f : R"™* 0 — R"™ 0 tal que f'(0) é sobrejetiva,
seque da forma local das submersdes que existe h € D,y tal que (f o h)(z,y) = =,

V(x,y) € R"™* desta forma a aplicagcdo projecio é R-equivalente a f
Definicao 2.3.5. O conjunto formado pelos germes de difeomorfismos
H:R"xRP,0—R" xR0

tais que T (H(x,y)) = = e mo(H(x,0)) = 0, munido da opera¢ao de composi¢ao, é um
grupo. Denotaremos este grupo por C. De forma mais clara:

C={H :R"xR,0O = R" xRP,0; H(x,y) = (z,p(x,y)) € um difeomorfismo e
p(z,0) = 0}

O grupo C age no conjunto R" x e%m da seguinte forma

. n 0 n 0
c:Cx(R"xe, )= R"xe,,

(H, (2, [)) = H(z, f) = (z,¢(, f))

Definicao 2.3.6. Dois germes de aplicacoes f,g : R",0 — RP 0 sdo C-equivalentes

quando existir H € C tal que

H(z, f(2)) = (z, o(x, f(x))) = (z,9(x))

Definigao 2.3.7. O conjunto formado pelos germes de difeomorfismos H : R™ x R, 0 —
R™ x RP, 0 tais que h = (mo H)(-,y) : R",0 — R™, 0 € um difeomorfismo para caray € RP
e mo(H (z,0)) = 0, munido da operag¢io de composicio, é um grupo. Denotaremos este
grupo por K. De forma mais clara:

K={H:R"xRF.0— R"xRP 0; H(x,y) = (h(z), p(z,y)),h(z) sio difeomorfismos
e ¢(z,0) = 0}
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O grupo K age em R" x 624, da seguinte forma:

k:ICx (R x Eg,p) — R” x 627;0

(H, (z,[)) = H(z, f) = (h(x), ¢(, f))

Definicao 2.3.8. Dois germes de aplicacoes f : R", 0 — RP, 0 e g sao K-equivalentes

quando ezistir H € IC tal que

H(z, f(x)) = (h(x), o(x, f(x))) = (h(z), g o h(z))

Definicao 2.3.9. Os grupos C' -G, para G = R,C ou K, com 0 < | < 0o sdo definidos da
mesma forma que os grupos G = R,C e KC, com a unica diferenca de que os difeomorfismos

sio de classe C' se | > 1 ou homeomorfismos quando | = 0.

Nosso interesse neste trabalho, no entanto, é mais na relacao de equivaléncia induzida,

a O'-G-equivaléncia, no espaco dos germes de aplicacoes analiticas f : R, 0 — R?, 0.

2.4 Determinacao finita e nimero de Milnor

0

np € dito R-suficiente se qualquer

Definicao 2.4.1. Um k-jato j*f de um germe f € ¢

germe g € eg’p com j*f = j*g € R-equivalente ao germe f.

0

np € dito R-finitamente determinado quando existir

Definicao 2.4.2. Diremos que f € €

um inteiro positivo k tal que f € k-R-determinado.

Introduzimos agora um numeral importante para todo germe de funcao f finitamente

determinado.

Definigao 2.4.3. Seja f;R",0 — R,0 um germe de funcao finitamente determinado. A
R-dlgebra M(f) = €,/J;, onde Jp = (2L 2L 21y ¢ chamada de dlgebra de Milnor

Ox1’ Oz ) Oxn

do germe f. Sua dimensado
pu(f) = dimg M(f)
E chamada de nimero de Milnor do germe f.

Exemplo 2.4.1. Determinar o niumero de Milnor de f : R™ — R, dada por

flzy, . zn) =z (2l +a3) + 25+ ...+ 22
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Observe que J; = (3z% + x3, 2123, 23,...,22). portanto, como R{zy,...,z,}/J; é

rn

isomorfo a R{z,y}/(32% + 3, zy*), nosso trabalho se resume em calcular a dimensao de
€2/ (32% + y°, xy?).

Perceba que

vt =gle- Be® + ) —y - (ay?)] € 3% + P wy?) e

v’ =y* (32 +y°) — 3z(zy?) € (32° + 7, 29?)

Portanto nos restam verificar os monomios abaixo:

Mostraremos apenas que y*, 2%y ¢ J;. O restante segue de imediato.

e Suponha, por contradigao, que y* € J;, entao existem h, g € €, tais que
y' = h(z,y)(32° + y°) + g2, y)(2y?). Yo,y € R (2.1)
Tomemos

h(z,y) = ap + a1z + asy + asx® + asry + asy® + H(x,y)

onde H(x,y) tem ordem maior ou igual a 3.

Tomando y = 0 na equagio (2.1) temos que h(x,0)32? =0, Vr € R = h(z,0) = 0,
Vr € R.

Portanto, h(z,0) = ag + a1x + azx® + H(z,0). Ou seja, a9 = a; = a3 = 0 e
H(.’L’, 0) = 0. LOgO, h(l‘,y) = G2y + a4Ty + a5y2 + H(.I',y)

Agora, substituindo y = z? na equagao (2.1), obtemos:
2% = h(z,2*)(32% + 2°) + g(x, 2?)(z°)
= (ag2® + ay2® + asx)(32* + 2% + H (2, 2*)(32* + 2°) + g(z, 2%)(2°)

Donde tiramos que as = a4 = 0. Logo h(z,y) = asy*+ H(z,y). Substituindo h(x,y)

na equagao (2.1) tem-se

y' = (asy® + H(z, ) (32> + y*) + g(z, y)(zy?),V(z,y) € R?
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Agora tomando x = 0, obtemos

y' = asy° + H(z,0)y

Onde a ordem de {H(0,z)y*} é maior ou igual a 6, o que é uma contradigao.

Portanto y* ¢ J;.

e Suponha agora que z*y € J;. Entdo, existem h, s € €, tais que
2%y = h(z,y)(32° +y°) + s(a,y)(vy*), Yo,y € R (2:2)
De maneira analoga ao caso anterior, escrevemos

h(z,y) = by + b1 + by + bsa® + byxy + bsy® + Tz, y)

onde T'(z,y) tem ordem maior ou igual a 3.

Tomando y = 0, segue da equacio (2.2), que h(z,0)3z* = 0,Vz € R = h(z,0) = 0.
Portanto h(z,0) = by + bz + bsz* +T(x,0). Ouseja, by = by = bz =0e T(x,0) = 0.

Logo h(z,y) = bay + byxy + bsy® + T(z, y).

Tomando agora z = 0 em (2.2), tem-se que 0 = h(0,y)y> = h(0,y) = 0, Vy €
R, donde tiramos que by = bs; = T(0,y) = 0. Logo h(x,y) = byxy + T(z,y).

Substituindo na equagao (2.2), temos que
2’y = bazy(32” +y°) + T(x,y)(32° +y°) + s(z, y) (xy”)
Para finalizar tome x = y, logo
2% = byr? (32 4+ %) + T(x, 2)(32% + 2°) + s(x, z)(2®)

O que é uma contradigao, pois a ordem de {7T'(x, z)(3z* + x3)} é maior ou igual a 5

e a ordem de s(z,z)(z*) é maior ou igual a 4. Portanto, 22y ¢ J;.

Ora,

) yte Jr=1,y9% 3 ¢ J;

i) y* ¢ J; = 2 ¢ J;, pois caso contrério terfamos y* — (322 + y*) = 32% € J;
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i) 2?2y ¢ Jy = x, 2% xy ¢ Jp

3] sdo linearmente dependentes em <. De

Como 322 + y* € J; temos que [3z%] e [y %

4] sdo linearmente dependentes em <.

modo andlogo, temos [z%y] e [y 7

Portanto u(f) = 7.



Capitulo 3

Poliedro de Newton e Filtracao de

Newton

3.1 Poliedro de Newton

Definigao 3.1.1. Fizado k € N, seja f(x) = Z a,x" uma fungao analitica onde ™ =
neNk
it xy? et e a, € RO suporte da fungdo f é o conjunto definido por supp(f) =

{n € N¥;q, #0}.

Definigao 3.1.2. f(z) = Z apx" € dito comodo, se para qualquer 1 = 1,...,k o
neNk

monoémio x;" aparece em f com coeficiente nao nulo.
Observacao 3.1.1. Neste trabalho iremos abordar apenas o caso em que f € comodo
pois, como veremos mais a frente, isto nos garantird que as faces de dimensao mdzrima

do poliedro de Newton, associado a funcao f, interceptem os eixos coordenados.

Exemplo 3.1.1. Seja f : R? — R dada a funcio f(z,y) = 2®+23y+y", entao supp(f) =
{(8,0),(3,1),(0,7)}. Note ainda que f é comodo, ao contrdrio, por exemplo, da fungdio

g :R3 = R definida por g(z,y,z) = 2° + 2%y + zyz +97.

Defini¢ao 3.1.3. Seja f(x) = Z a,x"™ um elemento de R[xq,xs,...,zx], 0 poliedro de

neNk
Newton de f € o fecho convexo em R’i do conjunto

U (n+RE).

nesupp(f)

18
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onde n € supp(f)\{0}.

A notacao utilizada para o poliedro de Newton associado a uma funcao f € dada por

rL(f).
O simbolo RE = {(z1,...,2);2; > 0,Vi € {1,2,...,k}} € usado para caracterizar o

octante positivo de RF,

Definicao 3.1.4. Definimos a fronteira de Newton, ou poligono de Newton, da série f na

origem como sendo a unido das faces compactas do poliedro I', (f), denotada por T'(f).

Exemplo 3.1.2. Considere f : R? — R definida por f(z,y) = 27 + 2y + xy* + ¢°.
Note que supp(f) = {(7,0),(4,1),(1,4),(0,6)}. Desta forma, o poliedro de Newton de f

¢ representado como abaizo.

Definicao 3.1.5. Definimos a parte principal Newtoniana, ou parte principal do po-

linomio f, pelo polinémio fo(z) = Z anpx"
nel(f)

Exemplo 3.1.3. Seja f a mesma funcao adotada no exemplo anterior. A parte Newto-
niana neste caso € a prépria funcio. Agora considere g : R* — R definida por g(x,y) =

25+ xy® + 22y3 + y°. Neste caso a parte Newtoniana é dada por g,(z,y) = x° + zy* + y°.

Observacao 3.1.2. Observamos que a unido de todos os segmentos de origem em 0 € R
e extremo em T'(f) serd denotada pela notagao U _(f). Por exemplo, se f(x,y) = 2° +

22y? +y7, representamos I'_(f) da sequinte forma
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Defini¢ao 3.1.6. Uma face do poliedro T, (f) é um subconjunto da forma A(v) = {x €
Lo (f); (v,2) = 1(v) para algum v € RE com v # 0} onde 1(v) = min{(z,v);z € Ty }.

Defini¢ao 3.1.7. Dizemos que v € ZX\{0} € primitivo quando v é o vetor de menor
comprimento entre os vetores do conjunto {\v; A € Ry} N {ZX\{0}}.Dizemos também
que uma face tem dimensdao d, com 0 < d < k — 1 quando o menor subspaco afim que

contem A(v) tem dimensao d. Note que as faces podem ter dimensées distintas.

Observacao 3.1.3. Primeiramente veja que {(x,v) = x1v1 + ... + 2,0, = l(v) € equagdo
do hiperplano perpendicular a v. Observe ainda que no caso em que f é um polinomio
quase homogéneo do tipo (wy,...,w,;d) com w; € Z,, temos que wiay + ...+ wpa, = d,

Va = (ay,az,...,a,) € I onde f(z) = Zaax“. Agora, como w1 X1+ ...+ w, X, =d €a
acl
equacao de um hiperplano que contem os elementos a € I entao o poliedro de Newton de

f terd a sequinte forma:

Um vetor normal a este hiperplano é o vetor (wiq,...,wy). De forma geral, cada face
compacta de dimensao mdzima de um poliedro de Newton € associada a um polinomio

quase homogéneo.
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Definicao 3.1.8. Dada uma face A de um poliedro de Newton, a uniao de todas as
semiretas de R¥ partindo da origem que passam por A é definida como sendo o cone

convezo de vértice 0 e de base A. A notagao utilizada serd C(A).

Iremos agora introduzir a nocao de Matriz de Newton que ira facilitar a notacao
utilizada até agora e oferecer uma maneira alternativa de enxergar o suporte de uma

aplicacao f.

Defini¢do 3.1.9. Seja A = (al),i = 1,....,n e j = 1,...,m uma matriz de inteiros

nao negativos. Denotaremos as linhas e as colunas da matriz A respectivamente por

(12 m (0 i ;.
a; = (a;,a;,...,a") ed = (af,a}, ..., al), isto é
1 2 m
al al .. a’l
1 2 m
a2 a2 .. CL2
A=
1 2 m

Uma matriz A assim definida é denominada matriz de vértices do suporte de f quando

cada coluna de A pertence a supp(f).

Definicao 3.1.10. Chamaremos uma matriz A, dada como anteriormente, de matriz de

Newton de f quando A € uma matriz de vértices do suporte que gera o poliedro de Newton

de f.

Exemplo 3.1.4. A matriz
1 2 0

0 3 8

E a matriz de Newton de flz,y) = ot 4+ 223 4 3yt 4B

3.2 Filtracao de Newton

Definicao 3.2.1. Seja R um anel comutativo com unidade. Uma filtracao sobre R é uma

fungio d: R — R4 U {oo} tal que:
a. d(14) > 0,d(0) = +oo;

b. d(z +y) > min{d(x),d(y)},Vx,€ R
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c. dx-y)>d(z)+dy),Ve,y € R

Definig¢ao 3.2.2. Uma filtragdo d é dita homogénea quando d(z9) = qd(x),Vx € R e para
qualquer q € N.

Proposicao 3.2.1. Seja ', (f) o poliedro de Newton de f. Para cada face de dimensao

mdzima A existe um inico vetor primitivo v tal que A(v) = A

Demonstragao. Seja I'y(f) um poliedro de Newton. Uma face de dimensao méxima deste
poliedro estd contida em um hiperplano H C R™ além de que cada face de dimensao
maxima tem no minimo n vértices.

Dessa forma, podemos considerar n — 1 vetores linearmente independentes em H, com
entradas em Z, e tomar v produto vetorial destes vetores, de modo que v é ortogonal a H.
O vetor que desejamos sera dado por A\v onde A é o maximo divisor comum das entradas
de v.

]

Considere entao vy, vy, ..., v, 0s vetores primitivos associados as faces de dimensao
méxima do poliedro 'y (f), definido em RX, tais que I(v;) # 0,Vj = 1,...,r. Seja
M = m.m.c.(l(vy),...,l(v.)). Considere ainda, para cada Vj = 1,...,r a aplicagdo

linear:
aw,) R - Ry

Dada por
M
[(v;)

Definimos a aplicagao filtrante associada a ['y como a aplicacao

¢A(vj) (n) =

<n7 Uj>

¢:RE SR
Dada por ¢(n) = min{paw,);j =1,...,7}.
Note que dlca(w,))(n) = dag,)(n)

Definicao 3.2.3. Dado um poliedro de Newton I'y, chamamos de filtracao de Newton

nduzida por I'y a aplicagao:

d:Rzy,...,z,) > RU{c0}
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Definida por
d(h) = min{¢(n);n € supp(h)}

quando h # 0 e d(0) = +o0
Afirmacgao 3.2.1. A aplicacao d acima definida € uma filtracdo.

Demonstracao. Por definigao ja temos que d(0) = oo. Note agora que

: .o M
$(0,...,0) = min{paw)(0,...,0)} = mm{m<(0, ...,0),v,)} =0
J
Portanto d(1) = min{¢(n);n € supp(1)} = 0.
Agora note que se f(x) = axit o alt e gl) = Zajxgnlj SR :c;nkj entao
i J

supp(f + g) C supp(f) + supp(g). Portanto, se n € supp(f) e m € supp(g) sdo tais que
d(f) = 9(n) e d(g) = (), temos que

d(f +g) = min{¢(a); o € supp(f + g)} > min{¢p(a); a € supp(f) ou « € supp(g)}
= min{d(f),d(g)}

Por fim note que

_ q; Tk; M Mk
f-g= axy x| a;x; 7Ty
( J

Logo os elementos de supp(f - g) sdo elementos de supp(f) somados com elementos de

supp(g). Portanto

d(f - g) = min{p(n);n € supp(f - g)} = min{d(a + B); a € supp(f) e B € supp(g)}
> min{¢(«) + ¢(B); o € supp(f) e B € supp(g)}

= min{¢(a); a € supp(f)} + min{o(B); § € supp(g)} = d(f) + d(g)
[l

Definigao 3.2.4. Dado um poliedro de newton I' (f), definimos a fun¢do controle p(x)

associada a este poliedro por:

m

pl) = (3 a®)m = (3ol -2 a2y (3.1)
j=1

=1
Onde p € tomado grande o suficiente para que os nimeros p] sejam todos inteiros. Perceba

que p* é uma funcao polinomial.
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Definicao 3.2.5. Sejam f € Rlzy,z,...,2,] um polinomio, d € QT e A a matriz de

Newton associada a f. Definimos

Ly (p?) = T4 (dA) (3.2)
Defini¢ao 3.2.6. Dizemos que um germe de fun¢ao analitica da forma f(x) = Z Cox?,

onde v = (v, vy, ...,0,), € uma A-forma de grau d se v € 'y (p?) para todo c, # 0.

Definicao 3.2.7. Seja f : R™,0 — R,0 um germe de funcdao analitica dado por
flz) = Hy(x) 4+ ...+ Hypy(x) + . .. (3.3)

Onde H;(x) sio A-formas de grau i. Dizemos que 0 é um ponto Ty (p?)-isolado de f, se

para cada face compacta A de T'(p?), a equagdo
fa(x)=0 (3.4)
Nao tem solugao em (R — {0})".

Lema 3.2.1. Sejam U e V' conjuntos. Se 0 € UNV, entao existe uma curva analitica

real A : [0,€) = R™ com A(0) =0 e A(t) e UNV, Vt € [0,¢).
Demonstragao. Vide [9], pagina 97, resultado 2.6.19. O

Lema 3.2.2. Seja f: R",0 — R,0 um germe de fungdo analitica. Se supp(f) C T'4(p?)

entao existem c; > 0 e uma vizinhanca Vi da origem tais que:

1f (@)l < e1p®(x), Vo € Vi

Isto é, pid ¢ limitada nesta vizinhanca.

Demonstragio. E suficiente provar que para todo a € T'y (p%), existe ¢ > 0 tal que ¢||z?|| <
p?(x), quando x — 0. Suponha, por absurdo, que para todo ¢ > 0 e para toda vizinhanca

V' da origem, existe x € V' tal que:
pl(x) < cfla”]| (3.5)

Temos entdo que 0 € X onde X = {x € R"; p?(x) < c[|z?||} . Pelo lema 3.2.1 existe
uma curva analitica A : [0,€) — R™ com A(0) = 0 e A(t) = (Ai(t), Xa(t),. .., Au(t)) € X.

Cada \; é uma funcao analitica dada por \;(t) = t* + o(«;). Consideraremos entao que
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Ai €é equivalente a t* e denotaremos da seguinte forma: A;(t) ~ t*, \y(t) ~ t*2,
An(t) =~ t*. Logo, por (3.5), vemos que:
PLL) < clxe(t)] = (S eel . granadyis < ol genan)
J
. (Z t2p<o¢,aﬂ>)% < ctlwa) o plaa)
J
Note que
(leayip < (N7 glea)yip o glode) < gled w1 < j < m (3.6)
J
Desta forma, de (3.6) concluimos que (a, a) < inf{(a,da’). Por outro lado, A(a) = {b €
[, (ph); (b, a) = I(a)} é uma face de I', (p?) com () = min{{c,a);c € I'y(p?)}. Como
da’ é um dos vértices de A(a), entao (da’, o) = l(), portanto (a,a) < (da’,a) = l(a) o
que ¢ absurdo pois a € T', (p?).
[

Lema 3.2.3. Considere o germe h(z) = > a,2? com v € int('y(p?)), Ya, # 0. Temos

que:
h(x
250 pd((x)) =0
Demonstmgdo. E suficiente provar que para todo a = (ay,...,a,) € int(T' (p?)), tem-se
lim,_,q - @ = =0.
Suponha que existe um mondmio z% com a € int(I' (p?)) e limg 0 75 # 0, entao
para cada vizinhanga V' da origem, existe uma constante ¢ > 0 tal que || e || > ¢, para

algum ¥ € V. Desta forma 0 € X onde X = {r € R";||2%| > cp(z)}. Como X é
semi analitico, do lema de selecao de curvas concluimos que existe uma curva analitica

A:[0,6) = R™ com A\(0) =0 e A (t) =t ..., A\, (¢) >~ t*. Note que:

PUND) < L IN ()] = inf{{ded, )} 2 (o, )

O que se demonstra de modo totalmente analogo ao feito no lema anterior. Vemos porem

que, como d - a’ é um dos vértices de A(a) entdo (da’, ) = (), entretanto note que:

<CL,O(> < <daj7a> - l(a)7

de onde concluimos que a € I'(p?), o que é absurdo pois supomos que a € int(I'; (p?))

[]
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Lema 3.2.4. Seja f : R",0 — R,0 um germe de func¢ao analitica definido por
f(SC) = Hd(:v) + ...+ HdJrl(x) + ...

Se f admite 0 como um ponto I'y (p?)-isolado, entdo existe uma constante real positiva c;

tal que || f(x)|| > cop¥(x) em uma vizinhanca da origem de R™.
Demonstracao. Vide 2] O

Agora considere fixado um poliedro de Newton I'y(A). Para cada face compacta
de dimensdo méxima Aj de T'(A) denotamos v, = (vi,...,v}) o seu vetor primitivo

associado. Definimos entao

M Z } ‘ | M Z }
R = maxmax{ ——v, ¢, ¥ = minmin{ ——v;,
J 2 l(?)k) J 4 l(?)k)
E lembramos que para um germe f(x) = Y agz® temos que
Filf) = mt(7it(e);as # 0}, onde fil(a”) = min {205, }
k

Lema 3.2.5. Seja h: R",0 — R,0 um germe de funcdo analitica satisfazendo:
fil(h) > fil(p") + (R + 1

Entao ;% ¢ diferencidvel de classe C*.
Demonstracao. A demonstracao sera feita por inducao sobre £. Primeiramente suponha

que

fil(h) > fil(p") + R+ 1 (3.7)

Devemos mostrar que % é de classe C', ou seja, que V(%) é continua. Note que:
p P

h.  Vhepl—h-V(p)
ﬁ)_ p2d

V(

Afirmamos que fil(pdg—g — hg%j) > fil(p*), Vi € {1,2,...,n}. De fato, da definicao de

filtracao e da proposicao 5.0.1 do apéndice, temos que :
o fil(p"ZE) > fil(p?) + fil(52)
o fil(hgE) > fil(h)+ fil(3)

o fil($)> fil(h) - R
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o fil(%) > fil(p") - R

Dai
oh 8p

8% 8%

Se supormos que fil(p dah) < fil(— ha” ) entao:

59

fil(p" o) fil(-h )}

) > man{ fil(p*

oh 8 4 Oh oh
fillp" 5 = b ) > fillp5 ) 2 Fillp) + il =) > fillp?) + fil(h) = R

E chegamos na mesma desigualdade, de modo anélogo, supondo que fil(— hai) < fil(p? 8}‘ )

Portanto, de (3.7) temos:

oh (9,0
8:61' 8:51

fil(p? ) > fil(p?) + fil(h) — R
> fil(p") + R+ 1+ fil(p?) — R=2- fil(p®) + 1

= fil(p*") +1 > fil(p*)

h

Notamos entao que o suporte de pd Oh th; estd contido em I'y (p>?). Portanto, pelo

lema 3.2.3 concluimos que

lim V(L)) = 0

z—0 p

Logo ¢ C'. Suponha agora que para qualquer germe h; com
fil(hy) > fil(p") + (¢ = 1)R+ 1

A fungao é de classe C*~1. Devemos provar que se fil(h) > fil(p?) + (R + 1 entdo /%

é de Classe C*. Note que:

V() -

==

d _ d
onde H = %. Logo temos que:

dop d
fit(e) = fi("E I > it + filpVh - k9

> —fil(p?) + fil(h) + fil(p*) — R > fil(p*) + LR+ 1— R = fil(p") + (( — )R+ 1

Logo, pela hipétese de inducao, & o é de classe C*~1. Portanto V(%) é de classe C*1

o que implica que é de classe C*. O
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Trivialidades

Os grupos C'-G para G =R, C ou K com 0 < ¢ < 0o sao definidos como os grupos R,
C e K tomando difeomorfismos de classe C*, se ¢ > 1 ou homeomorfismos quando ¢ = 0.
Estes grupos agem no espaco dos germes de aplicacoes de classe C*. Nosso interesse neste
trabalho entretanto, estd na relacio de equivaléncia induzida, a C*-G-equivaléncia, no

espaco dos germes de aplicacao analitica f : R™, 0 — RP, 0.

Definigao 4.0.8. Para uma matriz fitada A, um germe f é dito A-homogéneo de grau d

se f(x) = Z cpx’.

vel(p)
Definicao 4.0.9. Um germe de aplicagio analitica f : R™,0 — RP, 0 com f = (f1, fa, ..., fp)

¢ A-homogéneo de grau d = (dy,ds, ..., d,) se cada f; é A-homogéneo de grau d;
Definicao 4.0.10. Sejam f,g: R™, 0 — RP, 0 germes de aplicacoes diferencidveis, entao:
1. f e g sio C*-R-equivalentes se existir h € C*-R tal que f(x) = g(h(x)).

2. f eg siao C*-C-equivalentes se existir H(x,y) = (x,0(x,y)) € C*-C tal que H(x, f(x)) =
(z,0(z, f(2))) = (z,9(x)).

3. f e g sio C*-K-equivalentes se existir H(x,y) = (h(x),0(x,y)) € C*-K tal que

H(z, f(z)) = (h(x),0(x, f(x))) = (h(x), g(h(x))).

Um dos métodos mais aplicados para afirmar se dois germes de aplicagoes f e g sao
equivalentes é determinando uma familia f;, onde fo = f, fi = g e f, equivalente a f;,,
para quaisquer t; # ts. Dizemos desta forma que a familia f; é trivial para a relagao

abordada. Considere entao uma familia f; : R*,0 — RP, 0, t € I C R de germes de

28
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aplicacoes suaves, ou seja, existe uma vizinhanca U da origem e uma funcao I’ : UxI — RP

tal que F(0,t) =0e fi(x) = F(z,t),Vt€ [ eVz € U.
Defini¢ao 4.0.11. Seja F': R x I,0 — R? uma deformagdo de f(zx) = F(z,0).

1. A familia F é C*-R-trivial se existir um germe de aplicacdo H : R™ x I,0 — R,
H, € C*-R tal que

a) H(z,0) ==z
b) H(0,t) =0
¢c) F(H(x,1),t) = f(z)

2. A familia F é C*-C-trivial se existir uma familia de matrizes M(x,t) = (a;;(x,t))

com coeficientes a;; : R" x R1,0 — R", a;; € C*-R, tal que
a) M(z,0)=1
b) flx) = M(x,t)F(x,1)

8. A familia F é C*-K-trivial se existir uma familia de matrizes M (z,t) = (a;;(x,t))
com coeficientes a;; : R™ x R0 — R", a;; € C*“R, e um germe de aplicacdo

H:R"xI1,0—=R", H, € C'“R, tal que:
a) H(x,0) ==z
b) H(0,t) =0
c) M(xz,0) =1 (a matriz identidade p X p)
d) f(z) = M(z,t)F(H(z,t),t)

Observacgao 4.0.1. Voltemos a atencdo para a definicio de C*-R-trivialidade. A condigdo

“c)”desta defini¢ao pode ser reescrita como:
¢’) fioH, = f,Vtel.

Derivando “c)”em relagao a t temos:

2> OF (H(z,0).1) - agi@,t) + %—f(H(m,t),t) 0
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Afirmagao 4.0.2. Determinar H satisfazendo a), b) e ¢”) é equivalente a resolver o

problema de valor inicial (PVI):

0] ) SEER e

e) &(0,6)=0,¥i=1,...,n

De fato, seja x' = &(z,t) em que &(x,t) = (&1(x,t),..., & (2, 1)) € um campo com

£(0,t) =0, consideramos o fluzo associado:

H:R"xR,0—R"
(,t) — H(z,1)

tal que H(x,0) = x. Entao:
OH

E(mvt) = f(H(:C,t),t)

Por d) seque-se que:

- OF OF
i=1 ¢

+ E(l‘,t} =0

OF —~ OH; OF
+ 5 (1) =0 = [; TR

Portanto valem a) e ¢”). Note agora que sex =0 em — (x,t) = £(H (x,t),t) obtemos:

ot

%_i[(o, 1) = E(H(0,4),t) ¢ H(0,0) =0

Por outro lado, a aplicagdo x(t) = 0 também € solu¢ao do PVI
' =E&(x,t)
Dai, pela unicidade de solugoes, H(0,t) = x(t) = 0, provando b). O que prova a
afirmacao feita.
Afirmagao 4.0.3. a), b) e ¢) sao equivalentes a a), b) e ¢”).

1. Claramente a), b) e ¢) = a), b) e ¢”) pois ¢c) = ¢”).

2. Suponhamos que valem a), b) e ¢”). De ¢”) obtemos
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S t) | + S (H(w,0),8) = 0

"\ OF OH, OF
5 s
#%(FoH)(x,t):O
é/%(FoH):O
= FoH(z,t)=c(x)

= F(H(z,t),t) = c(z)
Em particular tomando t = 0, obtemos
F(H(z,0),0) = ¢(x)
e como por a) temos que H(z,0) = x, seque-se que c¢(x) = F(x,0). Logo
F(H(z,t),t) = F(x,0) = f(z)
E portanto vale ¢), como afirmamos.

Desta forma, Dada uma familia F' de germes de aplicagao, determinar se tal familia é

C*-R-trivial é equivalente a achar uma solucao para o PVI dado por:
oOF
+ —(z,t) =0

. oF
d) LZI&(ZE’ZS)@_%('TJ) ot
e) &(0,t)=0,Yi=1,....n

4.1 O grupo R

Seja f : R",0 — RP, 0 um germe de aplicacao polinomial com n > p e, para cada
I = {iy,...,i,} C {1,...,n}, denote por M; o correspondente menor de ordem p da
matriz jacobiana df.

Para uma matriz fixada A, denotamos s; := fil(M;), a := m.m.c.{s;} e definimos

2 o .
Nrpf = E M;*" onde a; = % Vamos ver, no resultado principal desta secao, que a
I

condicao de que o germe de funcao Nx f seja A-isolado é a ferramenta chave para estimar
a C*-R-trivialidade.

Escreva Nz f como a soma de suas partes A-homogéneas H; de grau d, isto é:
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com e > 0 e cada germe de funcao H; é A-homogéneo de grau 1.
Pelo lema 3.2.2, existem constantes cp, ..., cpie € uma vizinhanca V; da origem tais

que para todo x € Vi:

Nrf(z) < [[Hp(x)l| + ... + [[Hpie()]]

< cppP(z) + ...+ eprepP T (x) < kpP ()

Onde k=cp+ ...+ cpe
Pelo lema 3.2.4, se supormos que Nx f é A-isolado entao existem constantes ky,ks > 0

e uma vizinhanca V' da origem tais que para todo = € V:

kip”(2) < Nr f(x) < kap” (2)

Agora considere fi(x) = f(z) + t0(z) uma deformacdo do germe de aplicacdo f :
R"™ 0 — RP,0, onde 0 = (01,0s,....,6,), e 0;(x,t) = iéé(t)@i(m), com 0: : R,0 = R,0 e
0i : R",0 — R, 0 sao germes de fungoes polinomiais égin 6 #£0

Definimos Ng f; := Z Mflo” onde M;, denota o menor de ordem p da matriz jacobiana

I
df; e ay é dado como anteriormente.

Lema 4.1.1. Suponha que para alguma matriz A, Nrf = ZMIQC” ¢ A-isolado. Se
I
fil(0%) > fil(f;), Vi =1,...,p, entio existem constantes ki,ko > 0 e uma vizinhanga V

da origem tais que, para todo x € V.

kip” () < Ny fi(z) < kop® (2)

Demonstracao. Note que f(x) = f(z) + t0(x) = Jac(fi(z)) = Jac(f(x)) + tJac(6(z)).

Vemos entao que para qualquer I = {iy,4s,...,7,} C {1,2,...,n}

My, = M; + tMoy,



Capitulo 4. Trivialidades 33

Onde My, denota o menor de ordem p da jacobiana de 6. Portanto:

Nrfe = Z Mial = Z(MI + t My, )*™
T I

= ZM?O” +1t0 = Npf +1tO©
T
Onde fil(©) > fil(Nrf). Agora note que :

IN=fll = | Nr fi + O] < [N fill + t]©]]
< |[Ngfill +©],V0 <t <1

Logo Nrf < Nrfi+ [|©]], VO <t < 1. Do lema 3.2.4 temos que existem uma constante

ki1 > 0 e uma vizinhanga V; da origem tais que para todo x € V:

kipP(z) < Nrf(x) < Npfi(z) +[|©(z,t)]|

O(z,t

Como fil(©) > fil(Ngf) entao lim ]gx(’ )> = 0, desta forma kip”(x) < Ngfi(x). Por
Tr—r p €T

outro lado, lembramos que, pelo lema 3.2.2, existem uma constante ¢, > 0 e uma vizi-

nhanca V5 da origem tais que N f(z) < cpP, Vo € V,. Como fil(©) > fil(Ngrf), segue

também do lema 3.2.2 que existem um constante c3 > 0 e uma vizinhanca V3 da origem

tais que ||O(z, )| < c3p”(x), Vx € V3. Portanto, se ky = ¢y + c3, Vo € Vo N V3 temos:
Nr fi() < Nef(z) +10(z, )| < e2p”(2) +[|©(x, )]

< " () + e3p” () = kap” (x)
Logo kipP(z) < Npfi(z) < kopP(2) O
A seguir temos um dos teoremas principais deste trabalho.

Teorema 4.1.1. (Soares, Saia) Suponha que Ngf = Z MIQO" ¢ A-isolado para alguma

I
matriz A.

a) Se fil(0}) > fil(f;) + (R —1r+ 1, entdo para £ > 1 et € [0,1], f; é C*-R-trivial.
b) Se fil(65) > fil(f:), entao f; é C°-R-trivial.

Demonstracao.  a) A cada menor M;,, de ordem p, da matriz jacobiana df, associamos

um campo de vetores W; tal que

o o _
S My = dfu (W) (4.1)

Este campo é dado por:
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n 5 w; =0,se 1 ¢1
W; = W; —, com Ld of, .
1.21 Ox; w;,, = ZNjim(E)j’Se im € 1
j=1

Onde Nj;, denota o cofator do menor (p — 1) x (p — 1) do elemento aifj na matriz
df e (%)j é a j-ésima coordenada do germe de aplicagao %.
Vamos verificar que realmente ocorre % - My, = dfy (Wy,).

61 91

MtI ‘ 9 - Mt] . - MtI Ipo .
Oy px1 Oy px1

Observe que M;, é o determinante de uma matriz menor de ordem p X p da matriz

dft .

d@t(Mo) :

0

MtI'QZMtI'

Op

denotemos esta matriz por M. Lembramos tambem que M, - adj(My)

I

oxps onde adj(My) é a matriz adjunta e det(My) = M,,. Logo:

01

= My - adj(My) -

px1

Op

px1

Como adj(M,) é a transposta da matriz dos cofatores de My, temos:

Of,
Oz

O fty
Oxiy

Oft,
Ow;y

ofy
Owiy

Ofey
awil

fe,

Oy

th
M, 'HZMO'Gdj(MO)' =
ep px1
of fe; ] of of Aftpy ]
ﬁ ﬁ COf(aw: ) cof(azt: ) Cof(axz ) p
Oft Oft Oft oft Oft 1
B:Jciz Bzii Cof(ami;) Cof(aziz) Cof(axiz )
f, af, Y af, af, 2
Pooo e || cof(h) cof(3e) e cof(Bl) |
af fy, ] M d E) of T
R cof (5)01 + cof (5:2)02 + -+ cof (552 )0y
o ... s cof (522 )01 + cof (3205 + - + cof (52)6,
K3 Zp K3 1 k2
8fi 8ft 8ft 8ft 8ft
Bxiz Bziz doxp L Cof(ax,-:, )91 + COf(@mi )92 Tt COf(ﬁ)ep A

px1
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Adicionando n — p linhas nulas na matriz adj(My) -6, de modo que a linhas de indice

L fy,
k # i,, sdo nulas e as linhas de indice i,, sao dadas por Z cof (ai)@j, teremos
[Eim

j=1
uma matriz W, tal que M,, - 0 = df, - Wy,.

Afirmamos agora que (%)NR fi = dfi(Wg), onde Wg é o campo de vetores Wg :=

Z MZ“~'W,,. De fato:
I

9 L0 D
Nth(a—{) = M a—j; =y Mt Mtla_];t
I I

4.1 o —
N M d W,
I

Pela linearidade de df; temos:

0 -
Nth(a_{) = dftZMiaI t Wi, = dfy - Wg
I

Como afirmamos.

Note agora que:
Fil(Wr) = min{ fil (M) + fil(W,,)}
> min{ FAl(M?PTY) 4 fil(Wr)}
> min{(20; — 1) fil(My) + fil(Wi)}
= min{2a — fil(M;) + fil(W1)}

> min{2a — fil(M;) + fil(Nj;,,) + fil(6;)}
If;

im

> min{2« — fil(M;) + fil(M;) — fil ( ) + fil(0;)}

2 min{2a 47— fil(f;) + Fil(6,)}

2t — fil(f) + fil(f;) + (R —r+1)

=2a+/lR+1

Veja mais detalhes sobre a desigualdade marcada com () no apéndice.

Wr

m . Como

Considere agora V : R* x R,0 — RP x R,0 o campo de vetores V :=

n

0
Wgr = Z(wiZMIQ‘”*l)%, segue da relacdo entre Ngpf; e p? dada pelo lema

i=1 1
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4.0.6 que podemos aplicar o lema 3.2.5 para concluir que o campo de vetores V' e

de classe C*.

Logo, a C*R-trivialidade da familia f,, em uma vizinhanca de ¢t = 0, segue da

equacao

O fy
E(:c,t) = (dft):(V(z,1))

Como o mesmo argumento vale em uma vizinhanga de t = ¢y, Vto € [0, 1], o resultado

segue.

b) Note que

Fil(Wg) > min{2a — fil(M;) + fil(My) — fil ( aif ) + fil ()}

> min{2a — (fil(f;) —r)+ fil(f;)}
=2a+r

= fil(p?) +r
Agora veja que

2))? = a3 + ... + 2% = fil(|z]*) = min{ fil(z}), ..., fil(2})}
= 2fil(||z|]) = 2 - min{ fil(xy), ..., fil(x,)}
= fil(||z]) =r

Logo fil(Wg) > fil(pP) +r = fil(p”]|z|). Desta forma lim, o % =0, o que

implia que % ¢ limitado em uma vizinhanca da origem, isto é:

W
H R < e

Nr fi

Com isso temos que V' é integravel, como queriamos demonstrar.

<2

]

Seguem agora alguns exemplos que deixam claro a importancia de cada hipotese e do
proprio resultado. Este primeiro exemplo mostra que é essencial a hipdtese de Ny f ser

A-isolado.
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Exemplo 4.1.1. Considere o germe de funcio polinomial f(x,y) = 28+ y® +y?x* — yla?

e sua deformacio fi(x,y) = 28 +y° + y?2* — ytz? + tayyP.

Aqui temos que df = < 87 + 4x3y? — 2xyt 6y° + 2yt — 41222 ) . Fize agora
1x2
_ 70 1 _ .
a matriz A = . Podemos wverificar que N f ndo é A-isolado. Para
0 5 1

2x3
isto, Considere o polinomio &(x,y) = x° + zy + y°, associado a matriz A. Note que

én,(z,y) = 2" + a2y € quase homogéneo do tipo (1,6;7), logo vi = (1,6) e l(vy) = 7 e
En,(T,y) = wy + y° € quase homogéneo do tipo (4,1;5), logo vo = (4,1) e l(vy) = 5.

Portanto, M = m.m.c.(5,7) = 35 e concluimos que

fil(z"y") = min{5((a,0), (1,6)), 7{(a,b), (4, 1))}
= min{5a + 30b, 28a + 7b}

Portanto, fazendo notar que M, = 8z7 + 42%y* — 2xy* e My = 6y° + 2yz* — 4y32? sdo

0s menores da matriz df , temos que

fil(My) = min{ fil (8z7), fil(4x3y?), fil(—2zy*)} = 35 e
fil(My) = min{ fil (6y°), fil(2yz*), fil(—4y32?)} = 35

Logo a = 35, ay = ap = 1. Obtemos entdao que
N f(z,y) = 8z" + 4z®y* — 2xy")? + (6y° + 2ya* — 4y°2”)?

Note que Nrfla, = 0 e Nrfla, = 0 possuem solu¢ao em todo R™. Dai Npf ndao é
A-isolado.

Fizemos por exemplo, fi(x,y) = f(x,y) + txty® e considere a mesma matriz adotada
anteriormente. Neste caso temos fil(z'y®) = min{5 -4 +30-3,28 -4+ 7 -3} = 110
e fil(f) = min{ fil(z®), fil(y®), fil(y*z*), fil(—y*2?)} = min{40,42,80,84} = 40. Por-
tanto fil(x*y®) > fil(f), mas f; ndo é CV-R-trivial pois para t # 0 o mimero de Milnor
de f; e menor que o numero de Milnor de f.

Utilizamos neste exemplo um resultado provado em [?] que nos diz que uma condi¢do
necessdria para a C°-R-trivialidade é que o nimero de Milnor de f, seja constante para

valores pequenos de t.

O segundo exemplo tem como intencao mostrar que as estimativas nao podem ser

melhoradas.
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Exemplo 4.1.2. Seja fi(x,y) = (2®+y?)*+tax®y®. Consideremos a matriz A =
01

Neste caso o polinomio g(x,y) = x +y, associado a matriz A, é quase homogéneo do tipo
(1,1; 1) portanto o poliedro de Newton tem uma unica face compacta de dimensao mdzima.
O wvetor primitivo associado a esta face é v = (1,1) e l(v) = 1. Desta forma note que
fil(fo) = min{ fil(x?), fil(x*y?), fil(y*)} = 4, além de que R=1r = 1.

Do teorema 4.1.1 temos que f; é C*-R-trivial se
fil(zy®) =a+b> fil(fo) +lR—r+1=4+1¢
Ganhamos entdo que fi(x,y) = (z* + y?)? + t2P™> € CPTR-trivial jd que
PHE>4+ 0 0<p+1

Kuiper provou no teorema [5B] de [8] que as fungdes (z% + y*)* + 257 e (22 + y?)?,
p > 0, ndo sao CP2-difeomorfas, portanto f; nao pode ser CPT2-R-trivial, o que comprova

que, em geral, a estimativa nao pode ser melhorada.

No exemplo seguinte vamos mostrar com detalhe que o germe de funcao dado é C'1-

R-trivial

Exemplo 4.1.3. Seja f : R*,0 — R, 0 definido por f(x,y) = 2°+2*y+y" e consideremos
4 0 3

fixada a matriz A = . Inicialmente vamos verificar se Nrf = ZMIQO" €
0 6 1 7

A-isolado. Para isto, temos que

df = ( 928 + 423y TyS + 2* >1X2
onde M, = 928 + 423 e My, = 7y5 + 2*. Note que cada face compacta de dimensado
mazxima do poliedro de Newton associado a matriz A € representada por um polinomio
quase homogéneo, sendo estes & (x,y) = x* + 23y, quase homogéneo do tipo (1,1;4), e

&(x,y) = 23y + 48, quase homogéneo do tipo (5,3;18). Logo, associados as faces temos

os vetores primitivos vy = (1,1), onde l(v1) =4 e vy = (5,3), onde l(vy) = 18.

Portanto M = m.m.c{l(vy),l(v2)} = 36, %v% = l(ﬁ)“% =9, %v% =10 e %v% =
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6, de onde tiramos que R = 10 er = 6. Agora calculemos fil(My) e fil(Ms) com detalhes.

fil(My) = min{ fil(92®), fil(42°y)}

_ min{min{%((& 0),v1), %((8, 0), v)1, min{%((& 1), 01),

= min{min{36, 80}, min{36,36}} = 36
Jil(Mz) = min{ fil(z*), fil(Ty°)}

- min{min{%((ll, 0),v1), %«4, 0), va) ). mm{%«o, 6), v1),

= min{min{36, 40}, min{54,36}} = 36

Portanto fil(My) = fil(M,) = 36 e temos que
Nrf = (92° + 42%) + (7y° + 2)?

Note que se p*(z,y) = y'? + 2% + 2® € a funcdio controle associada o matriz A e se

denotamos por Ay e Ay as faces compactas de dimensio 1 de T'y (p?), entdio

NRf|A1(a:,y) = (4x3y)2 + (7y6)2

N flas@y = (42%y)* + (2*)?

Nao possuem solugao em (R\{0})2. Logo Nrf é A-isolado. Agora note que para algum
monomio x%y° temos fil(z*y®) = min{9(a + b),2(5a + 3b)} além de que fil(f) = 42.
Considere por exemplo fi(z,y) =y + 2y + 2% + tx*y® onde

fil(2*y®) = min{9((2,5), (1,1)),2((2,5),(5,3))} = 50

e note que

Jil(f)+€R—r+1=4240-10—6+1 = 37+ 10¢

Logo podemos afirmar, de acordo com o teorema 4.1.1, que f, é C'-R-trivial, jd que

50 > 37+ 10-1=47.
Faremos agora um exemplo com um germe de aplicagao.

Exemplo 4.1.4. Seja f:R?,0 — R2,0 um germe de aplicacao definido por

f(z,y) = (zy, 2”2 — y® + 27y>)
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comr+s=b,r+2s=b+1er >s. Defina tambem:

(b-:1)b

O o=
—_

S
b+l Db/ 9x3

Y z
(2b_'_ 2)x2b+1 + 2Tx2r—1y25 _2by2b—1 + 2sx2ry25—1

Logo teremos apenas um menor 2 X 2 de df dado por:

Agora observe que df =

2X2

M = —2[(5 + 1)x2b+2 4 by2b 4 (7” _ 8)x2ry2s]

Note que se br + (b+ 1)s < (b+ 1)b € satisfeito (o que e facil verificar que ocorre)
entdo o poliedro de Newton de T', (p?*®*tV) = T'L(2b(b + 1)A) tem duas faces compactas

como na figura abaixo

r 2(b+1)

onde

d

Se fizermos €1(z,y) = z¥y* + y® e &(x,y) = 220D 4 2¥7y? ) temos que & €

quase homogéneo do tipo (1,1;2b), de onde tiramos que v; = (1,1) e l(vy) = 2b, e &
¢ quase homogéneo do tipo (1,2;2b+ 2), de onde tiramos que vy = (1,2) e l(vy) = 2b+ 2.
Como m.m.c{l(v1),1(ve)} = 2b(b+ 1), temos que fil(xy) = 2b+ 2, fil(y*) = 2b(b + 1),
fil(z*y*) =2b(b+ 1) e fil(x®**t2) =2b(b+ 1), com R=2b er = b.

Agora, dada uma deformacio f; = f + t0, para que fil(0;) satisfaca a condi¢iao do

teorema € preciso que

Fil(0;) > Fil(f;) +£2b — b+ 1

ou seja,
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fil(6h) >b+200+1 e
fil(62) > 2b* + b+ 2b0 + 1

Por exemplo, para (01,05) = (2°3°, y*®*V) temos que fil(0)) = 14b+ 14 e fil(fy) =
4b* + 18b + 4 e portanto, quando b > 3, { = 6 satisfaz as desiquadades anteriores o que
conclui que a familia fi(z,y) = f(z,y) + t(01,02) é C°-R-trivial.

4.2 O grupo C

Considere um germe de aplicacao f : R",0 — RP, 0 com f = (f1, f2,..., f,) € uma

matriz fixada A. Definimos

P

Nef =) (fi)*

i=1
Onde §; = memel/ill)y=1--p} = A condicio de que Nef seja A-isolado é a chave para

Jil(fi)
a C*-C-trivialidade.

Escrevemos Nef := Hp + ...+ Hpy. com e > 0 e do lema 3.2.2 concluimos que

existem constantes Cp,...,Cp.. e uma vizinhanga V' da origem tais que

Nef(x) = CppP(x) + ...+ Cprep” () < (Cp + ...+ Cpie)p”

Agora, supondo que N¢f é A-isolado, pelo lema 3.2.4 existem constantes ki, ko > 0
tais que

kip? < Nef < kop”

em uma vizinhang¢a da origem.

Considere uma deformacao f; := f +t0 de f com fil(61) > fil(f;) e defina N¢f; :=

p

Z(ft1)2ﬂi‘

i=1
Lema 4.2.1. Suponha que N¢f € A-isolado para alguma matriz A. Se fy = f+t0 é uma
deformagdo de f com fil(0%) > fil(f:), existem constantes ki, ks > 0 e uma vizinhanca

V' da origem tais que para todo x € V':
k1p" (x) < Nefi(w) < kap” (@) (4.2)

A demonstragao do lema acima é analoga a demonstracao do lema 4.1.1.
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Teorema 4.2.1. (Soares, Saia) Seja fi(x) = f(z)+t0(x) uma deformacdo de um germe de
aplicacao polinomial f : R™ 0 — RP 0. Suponha que N¢f é A-isolado para alguma matriz
A. Entado, se fil(0;) >d+ R+ 1 para todoi=1,...,n el >0, com d=max{fil(f;)},
a familia f; é C*-C-trivial Vt € [0, 1].

Demonstracdo. Para mostrar a C*-C-trivialidade de f; consideramos germes de campos de
vetores V; : R" x R,0 — R? xR, 0, V; = (V;,..., V) de classe C*, onde V;(z,0) = §;;(x)

de tal maneira que

B0 = L0

Escrevemos para isto
of: aft 281
= Z fu/Ne f
E definimos o campo Wj(z,t) = % : Z_ﬁl ' Entéo:
of, _ zp: Wi(x, t)

ot Ne f
Note que, se B =m.m.c{fil(f;),j=1,...,p}, entdo obtemos:

fu

Fil(W;) > mln{ FAl(f2PN + fil(9,)}
= mjiﬂ{zﬁifil(fi) — fil(f;) + fil(6;)}
> min{26; fil (fi) = fil(f) + d + (R + 1}

=2B—-d+d+/(R+1

— 2B+ (R+1, Vi

Seja agora V : R" x R? x R,0 — R” x R” x R,0 o campo de vetores definido por
(0,V,,0), onde

W@yt Z cht

Desta forma, pelas desigualdades dadas pelo lema 4.0.7 e aplicando o lema 3.2.5
concluimos que V é de classe C* e o resultado segue por integracao do campo de vetores

V.
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Seguem alguns exemplos

Exemplo 4.2.1. Seja f : R?,0 — R2,0 definido por f(z,y) = (zy+xy?, 22D fay—y*)
20c+1) 0 1
com ¢ > 2. Fizemos A = ( ) . Se E(x,y) = 22D poay 4y
0 2c¢ 1
2x3

€ o polinomio associado a matriz A e denotando por Ay e As as faces compactas de
dimensao mdxima do poliedro de Newton gerado pela matriz A, associamos a essas faces
respectivamente, &a,(z,y) = 22t 4+ 2y quase homogéneo do tipo (1,2c + 1;2(c + 1))
e En,(1,y) = ¥*¢ + 2y quase homogéneo do tipo (2c — 1,1;2¢). Desta forma os vetores
primitivos associados as faces Ay e Ay sdo, respectivamente, v; = (1,2c + 1) e vy =
(2¢ — 1,1), onde l(v1) = 2(c + 1) e l(vg) = 2c.

Portanto, M = m.m.c{l(v1),l(vg)} = 2¢(c +1). Concluimos dai que R = 2¢* + 2c.
Além disso, como fil(f1) = fil(f2) = 2¢® + 2¢, temos que

Nef(z,y) = fi™ (x.y) + f37(2,y)
_ (a:y + 232@/2)2 + (xQ(c—i-l) + zy — y20)2

E A-isolado.

Agora, dado um monémio 2%, temos que
Fillaoy?) = min{e((a,b), (1,2¢ + 1), (¢ + 1)((a,b), (2 — 1, 1))}

Considere entdo fi(z,y) = f(x,y) + t(zy**™,0). Note que fil(xy?*) = 4c® + 4c,
d = max{ fil(f1), fil(f2)} = 2¢* + 2c e fil(0) = co. Portanto para ¢ > 2 é facil verificar
que f; é C*-C-trivial.

4.3 O grupo K

Para definir o germe de aplicagdo N f com respeito ao grupo K, fixamos uma matriz
A e consideramos os menores niimeros inteiros a e b tais que [Nz f]* = [N¢ f]°. Definimos

entao:

N f = [Ngf]* + [Nef]?

Seguimos entao com o teorema principal desta secao.
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Teorema 4.3.1. (Soares, Saia) Seja f: R™,0 — RP, 0 um germe de aplica¢dao polinomial.
Suponha que Nicf € A - isolado para alguma matriz A. Entao deformacoes f; = f+t0 de
f, onde 6 : R™, 0 — RP,0 é um germe de aplicagdo polinomial com fil(0;) > d+ (R + 1,
sao C*-K-triviais para todo t € [0,1].

Demonstragio. Inicialmente defina Ny, := [Ng fi]* + [Nefi]* e note que se Wg e W; sao

os campos de vetores definidos, respectivamente, para os casos do grupo R e do grupo C,

entao :
of Of of
Ny, - T [Nry] at [cht]ba
a of _ of
= [Nry] I[Nth]a + [Ney,]? I[cht]a

= [Nrp)* 7 (dfile (W) + [Neg "™ Wila, £)(f,)
= [dfile((Nr£ )" Wa) + Y ([Nep "' W) (f1,)

Portanto % = [dfi]o(§)+>_(m:)(f1,), onde: & := ([Nry,]*~! /N f)Wr e n; := ([N fi]*=" /Nic fo)W;
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Agora, como
Fil(INRfi)* ™" Wg) = fil([Nr fi]*™") + il (W)

> (0= 1) fill [Nafi]) + il (Z M?a”m)

I

> (a—1)fil (Z M?“f) + fil <Z M?a11WI>
I I

> (a— 1) min{ fil(M7™)} + fil(Y_ M7™ =" W)

I

> (a— 1) min{2a; fil(M;)} + fil (Y M7 Wh)

I

= (a— 120+ fil(Y_ M7 W)
1

>(a—1)2a+20+(R+1=20a+(R+1

Fil([Ne fi]""Wi) > fil([Ne fi]"~") + Fil(W5)
> (b—1)fil(Neft) +2B+(R+1

= (b- l)fil(zp:(fti)%i) +2B+(R+1

> (b— 1) min{ fil(f,,)**} + 2B + (R + 1
>(b-1) miin{QBifz'l(fti)} +2B+ /(R +1

—(b—1)2B+2B+(R+1=2Bb+(R+1

fil(Nx f:) = fil((Ng f)") = fil([Ne fi]?)
= 2aa = 2Bb

Entdo obtemos pelo lema 3.2.5 que os campos de vetores & e 7 sao de classe C*. Desta
forma f, = f + t6 é C*K-trivial.
O

Exemplo 4.3.1. Seja f : R3,0 — R2 0 o germe de aplicagio definido por f(x,y,z) =
(325 + 2¢% + 224, 25 + b + y23). Temos entio que

182° + 24 12¢° 4a2®
daf =
62° 6y° + 2% 3yz?
2x3
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Com menores

My (z,y,2) = 362°y° + 182°2% + 6y°2* + 27
Mys(x,y, 2) = bdx’yz® + 3yz° — 242°2°

Mos(z,y, 2) = 36y°2% — 24xy°2® — 4a2°

Aqui N f e Nef nao sao A-isolados, qualquer que seja a matriz A, entretanto Nif €
6 0010

A-isolado onde A= 0 6 0 0 1 . Note que R = 288 ¢ fil(f1) = fil(f2) = 504.

007 43
3X5
Considere agora a deformacdo fi(x,y,2) = f(x,y,2) + t(0,y°2%). Como fil(y°23) =

840, concluimos que f, é C'-K-trivial.
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Apeéendice

Proposicao 5.0.1. Considere uma filtragao de Newton fizada e induzida pelo poliedro de

Newton Ty (A). Afirmamos que para germes de funcées polinomias com dominio em RF

vale

fir 2Ly > fir(s) - &
€

it 2Ly < fir() — r

Onde R e r sao definidos como na pagina 22 deste documento.

Demonstracao. Basta provarmos que esta desigualdade vale no caso em que f é um

monomio. Suponhamos entao f da forma

f(x) = a,a”

onde z" =z} - ... - x.*. Note entdo que:
k
fil(a,z™) = Zwmi (5.1)
i=1
De modo que R > min{wy, we, ..., wx} e r < min{wy, wy, ..., w}.
Veja agora que % =ay - (ng) - .-t a) portanto

fil (8(2,;:6 )) =wing + ... +wi(n; — 1)+ ...+ wgng

k

= (win;) —w; = fil(a,a") — w;

i=1

47
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Como R > w; er < w;, Vi € {1,...,k}, entdo —R < —w; e —r > —w;. De onde

tiramos que

i

fil (8(;%3:”)) < fil(apa™) —r

2

Como queriamos demonstrar.

Afirmagao 5.0.1. fil(Ngf;) =2« e fil(Nef) = 2B.
Note que Nify = Nrf +tO com fil(©) > fil(Ngf). Logo fil(Nrf;) = fil(Nrf).

Por outro lado, sabemos que Nr f = Z MIZO” eqr= m Desta forma
I

Fil(Ngf) = fil(Y_ M)
= min{ fil(M;™"))}
== 20é[f2l(M[)

=2«

Como afirmamos.

Afirmagdo 5.0.2. fil (Nj;,) > fil My — fil 72—

De fato, analisando a expansao de M; pela linha Of;, temos:

of1
B,
oo
= ngjl cof (jiy) +--- + ;x—J:iNjim +tot aanjp cof(jip)

Desta forma vemos que:
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. . Ofy .
fil My, — fil ﬁ < fil (N;;,)

m

Como afirmamos.
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