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Resumo

Nesse trabalho, estudamos aspectos tedricos da inclusao de caminhos menos provaveis, tra-
jetorias exoticas, em experimentos de interferéncia com ondas de matéria. Diante disso, revisa-
mos a literatura das integrais de caminho de Feynman que fornecem o suporte para a existéncia
desse tipo de amplitude de probabilidade em processos de interferometria. Inicialmente, pro-
pomos um modelo simples para estudar os efeitos da fase de Gouy no experimento de fenda
tripla quando caminhos exéticos sao considerados. Nessas perspectivas, demonstramos que no
padrao de interferéncia da fenda tripla, a diferenca de fase de Gouy é imprescindivel na de-
terminacao do parametro de Sorkin, esse que é utilizado para quantificar os efeitos fisicos de
caminhos menos provaveis. De posse das fungoes de onda, calculamos o parametro de Sorkin x
e revelamos que num estudo onde caminhos exéticos sao incluidos no principio da superposicao,
a diferenca de fase de Gouy nao pode ser negligenciada. Partindo da definicao do parametro de
Sorkin da literatura, que foi inicialmente definido na fenda tripla, seria impossivel utilizar essa
grandeza para indicar o efeito de caminhos exéticos na fenda dupla. Por outro lado, em nosso
trabalho mostramos que é possivel utilizar as intensidades, bem como as franjas de visibilidade,
em pontos especificos da tela de deteccao para evidenciar os efeitos de caminhos exdticos no
experimento de fenda dupla. Nesse caso, consideramos a intensidade relativa, na posicao z = 0,
como fungao da distancia da fenda ao anteparo, foi possivel definir uma visibilidade totalmente
oriunda de caminhos exoticos. Nessa posicao, fomos capazes de escrever o parametro de Sorkin
em fungao da visibilidade e das fases axiais, que incluem a fase de Gouy. Diante disso, temos
a possibilidade de atestar a existéncia de caminhos menos provaveis na fenda dupla, medindo
desvios da unidade das na visibilidade das franjas. Em busca de aumentar o efeito da contribui-
¢ao de caminhos exéticos, nés mostramos que no regime de Fresnel, ou regime intermediario,
escolhendo adequadamente um conjunto de parametros, a fenda dupla pode servir como um

experimento capaz de produzir uma significativa amplificagao do parametro de Sorkin k.

Palavras-Chave: Experimentos de fenda tripla e dupla, trajetorias exéticas, fase de Gouy,

parametro de Sorkin, visibilidade das franjas.



Abstract

In this work, we studied the theoretical aspects of less plausible paths, exotic trajectories,
on interference experiments with matter waves. Therefore, we reviewed Feynman’s integral
pathway literature which provides all support for the existence of this type of probability
amplitude in interferometry procedures. Initially, we propose a simple model to study the
effects of Gouy’s phase in a triple slit experiment considering non-classical paths. Under these
perspectives, we demonstrated that in a standard interference triple slit, the difference on the
Gouy’s phase is crucial to determinate Sorkin’s parameter, which is used to quantify the physical
effects of exotic trajectories. Possessing the function waves, we calculated Sorkin’s parameter x
and unveiled that in a study where exotic trajectories are included in a superposition principle,
the difference on Gouy’s phase can’t be ignored. As for the definition of Sorkin’s parameter
literature, which was initially established on a triple slit, it would be impossible to use this
magnitude to indicate the effects of exotic trajectories in a double slit. On the other hand,
in this paper, we show that it is possible to use the intensity as well as fringe visibility at
specific locations on the detection screen to highlight the effects of non-classical paths on a
double slit experiment. In this case, we consider the relative intensity, in the position z = 0,
as a function of the distance from the slit to the screen, it was possible to define a visibility
exclusively originated from non-classical paths. In this position, we were able to write Sorkin’s
parameter as a visibility function and axial phases, which include Gouy’s phase. Consequently,
we have the possibility to verify the existence of exotic trajectories on a double slit, measuring
a value different from 1 for the fringe visibility. In a quest of increasing the contribution of
exotic trajectories, we showed that on a Fresnel regime, or intermediate regime, choosing a
set of parameters properly, a double slit can count for an experiment capable of producing a

substantial amplification in Sorkin’s parameter k.

Keywords : double and triple slits, exotic trajectories, Gouy’s phase, Sorkin’s parameter,

fringe of visibility.
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Capitulo 1
Introducao

A teoria quantica, embora repleta de postulados que sao contraintuitivos e que nao possuem
analogias com o mundo classico, tem se mostrado ser uma das areas mais bem sucedias da fisica.
Seja na descricao de aspectos fundamentais da natureza, bem como no suporte tedrico para o
desenvolvimento de modernos dispositivos tecnologicos, regidos por leis da Mecanica Quantica.
Se o estado quantico de uma particula é descrito por uma fungao de onda U(r,t), a regra de
Born nos diz que a densidade de probabilidade de determinar a posicao r em um instante de
tempo ¢, serd dada pelo médulo quadrado da funcao de onda W(r,t) = |¥(r,t)]? [1].

Ainda que seja uma pilar da fisica quantica, poucos eram os experimentos que buscassem
testar a violagao da regra de Born. Somente em 2010, Sinha e colaboradores mediram o
parametro de Sorkin [2], que quantifica a interferéncia nao vinda de pares em um experimento
de fenda tripla [3]. Em outras palavras, encontrar um valor ndo nulo para o parametro de
Sorkin poderia indicar uma violacao na regra de Born. No experimento de Sinha, assim como
em outros experimentos, foram encontrados um resultado nulo para o parametro de Sorkin
dentro do erro experimental, e foi concluido que nao existe violagao.

No entanto, simulagoes numéricas das equacoes de Maxwell usando a técnica de diferenciais
finitas no dominio do tempo (FDTD), mostraram que a hipétese de assumir que a fungao de
onda de multifendas é simplesmente a superposicao de fungoes oriundas das configuragoes com
somente uma fenda, é apenas aproximada [4]. De outra forma, o principio da superposigao
deveria ser corrigido. A forma de corrigir esse postulado fundamental da fisica, seria utilizar a
teoria das integrais de caminho de Feynman para incluir mais caminhos na superposicao.

Nesse formalismo, existe a contribuicao de funcoes de ondas que podem passar mais de
uma vez em uma fenda, antes de irem para a tela de deteccao. Esses caminhos sao conhecidos
como, trajetorias exoticas, e embora sejam menos provaveis, ainda contribuem de forma finita

para a intensidade do padrao de interferéncia em experimentos de interferometria [5]. Um dos



objetivos desse trabalho foi estudar aspectos tedricos da inclusao de caminhos menos provaveis,
trajetorias exdticas, em experimentos de interferéncia com ondas de matéria.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: No capitulo.2, discutimos a origem,
a interpretacao geométrica, e as aplicacoes fisicas da fase de Gouy. No capitulo.3, tratamos
sobre o formalismo das integrais de caminho de Feynman, sobre a dedugao dos propagadores
da particula livre e do oscilador harmonico por meio do calculo da acao cldssica. Apresentamos
as propriedades matematicas dos propagadores, também discutimos quais as diferencas entre
os processos de interferéncia na fenda dupla, quando tratamos as fendas por funcoes do tipo
Heaviside e Gaussianas.

No capitulo 4, propomos um modelo simples para estudar os efeitos da fase de Gouy no
experimento de fenda tripla quando caminhos exéticos sao considerados. Nessas perspectivas,
demonstramos que no padrao de interferéncia da fenda tripla, a diferenca de fase de Gouy é
imprescindivel na determinagao do parametro de Sorkin, esse que é utilizado para quantificar
os efeitos fisicos de caminhos menos provaveis. Por meio dos propagadores de Feynman, reali-
zamos a evolucao temporal de um pacote Gaussiano de ondas de matéria produzido por uma
fonte totalmente coerente. No calculo das evolugoes através das fendas, aqui também tratadas
por fungoes Gaussianas, desconsideramos a interacao das particulas com o ambiente, ou seja,
consideramos o problema livre dos efeitos de decoeréncia. Encontramos de forma inteiramente
analitica as expressoes que descrevem as fungoes de ondas de caminhos exéticos e nao exoti-
cos W, ¥y 03 na fenda tripla, respectivamente. De posse das funcoes de ondas calculamos o
parametro de Sorkin k e revelamos que num estudo onde caminhos exéticos sao incluidos no
principio da superposicao, a diferenca de fase de Gouy nao pode ser negligenciada.

No capitulo 5, utilizamos o experimento de Young para indicar a existéncia de trajetérias
exéticas na fenda dupla. Mostramos que é possivel utilizar as intensidades, bem como as
franjas de visibilidade, em pontos especificos da tela de deteccao para evidenciar os efeitos de
caminhos exéticos. Para esse propdsito, consideramos a intensidade relativa na posicao x = 0,
como funcao da distancia da fenda ao anteparo, e foi possivel definir uma visibilidade totalmente
oriunda de caminhos exodticos. Nessa posicao, fomos capazes de escrever o parametro de Sorkin
em funcao da visibilidade e das fases axiais, que incluem a fase de Gouy. Diante disso, temos
a possibilidade de atestar a existéncia de caminhos menos provaveis na fenda dupla, medindo
desvios da unidade das franjas de visibilidade.

Em busca de aumentar o efeito da contribuicao de caminhos exdticos, nés mostramos que
no regime de Fresnel (regime intermedidrio), escolhendo adequadamente um conjunto de para-
metros, a fenda dupla pode servir como um experimento capaz de produzir uma significativa

amplificacao do parametro de Sorkin k.



No capitulo 6, ordenamos nossa principais conclusoes. No capitulo 7, esbocamos nossas
perspectivas para trabalhos futuros, considerando o efeito de trajetdrias exoticas e experimentos

de interferéncia com ondas de matéria.



Capitulo 2

A fase de Gouy

2.1 Introducao

O desvio de fase adquirido por uma onda de luz convergente ao ser focalizada, foi descoberto
teoricamente e comprovado experimentalmente por L. Gouy na década de 1890 [6]-[7]. Na
literatura, o desvio de fase de Gouy também é conhecida como uma anomalia de fase. A Fig.
2.1, mostra o desvio adicional de m adquirido por uma onda eletromagnética apds passar por
um processo de focalizagao em uma propagagao de —oco a +00.

Aplicagoes da fase de Gouy em ondas eletromagnéticas, abrem as possibilidades de analisar
sistemas fisicos interessantes. Por exemplo, a fase de Gouy deve ser levada em conta na deter-
minacao da frequéncia de ressonancia em cavidades laser [8], na gera¢do de harmonicos de alta
ordem (HHG) [9]. Além disso, tal fase desempenha um papel importante na evolugao de feixes
vortex de luz [10] bem como em feixes de elétrons que adquirem uma fase de Gouy adicional

dependente do valor absoluto do momento angular orbital [11].

2.2 Origem fisica da fase de Gouy

Apesar da fase de Gouy ter sido comprovada experimentalmente a mais de um século,
aproximadamente 128 anos, ainda hoje diversas sao as teorias para explicar sua origem fisica.
Alguns autores, atribuem sua origem como uma consequéncia do principio da incerteza de
Heisenberg [12]-[13], outros com a fase geométrica de Berry [14]-[15], alguns ainda interpretam
essa fase como um propriedade intrinseca dos feixes gaussianos [16].

A fase de Gouy, pode ser interpretada como sendo a fase relativa entre um estado que
sofreu um confinamento espacial transverso, por focalizagao ou por difracao através de pequenas

aberturas, e um dado estado de referéncia, ambos se propagando na mesma dire¢ao. Na Fig.

4



2.2 Origem fisica da fase de Gouy 5

Fig. 2.1: Desvio de fase de Gouy, em funcao da distancia de propagacao, para uma onda
L

eletromagnética se propagando de —oo a +00. Sendo, zgr = —*, o comprimento de Rayleigh,
que depende exclusivamente da largura do feixe wy e do comprimento da onda utilizada .

2.2, podemos ver uma interpretagao geométrica para o deslocamento de fase de Gouy. Temos
as representacoes das frentes de onda, a) uma onda plana; b) uma onda esférica; ¢) um feixe
gaussiano. As linhas tracejadas, mostram um adiantamento de fase do feixe gaussiano em
comparagao com uma onda plana ou uma onda esférica. Este adiantamento de fase, ao longo
da diregao de propagacao, é a fase de Gouy, que uma das frentes de onda (estado gaussiano)
ganha em relagao a frente de onda plana [17].

Embora o efeito da fase de Gouy seja rotineiramente apresentado como uma propriedade
dos feixes gaussianos [16], segundo Feng e colaboradores [13] o deslocamento de fase de Gouy
estd presente em todo e qualquer tipo de onda que sofra um confinamento espacial transverso,
seja ele por focalizacao ou por difracao em pequenas aberturas. Quando uma onda é focalizada,
o desvio de fase de Gouy associada com a propagacao de —oo a oo é igual a m/2 para ondas
cilindricas (focaliza¢ao em uma dimensao), e 7 para ondas esféricas (focalizagao bidimensional),
Fig.2.1.

No contexto de ondas de matéria nao relativistica, a fase de Gouy foi pioneiramente explo-
rada teoricamente por I. G. da Paz e colaboradores [18]-[19], seguido por realizagdes experi-
mentais dos condensados de Bose-Einstein [11], feixes vértex de elétrons [10]. Recentemente, 1.

G. da Paz também mostrou que uma solugao da equacao de Klein-Gordon apresenta um termo
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(a)

{b)

fc)

Fig. 2.2: Interpretagao geométrica da fase de Gouy. Frentes de onda, a) uma onda plana; b)
uma onda esférica; ¢) um feixe gaussiano. Ref.[17].

de fase de Gouy, o que abre o caminho para buscarmos efeitos relativisticos [20]. As antenas
para detecgao de ondas de gravidade, sao baseadas em interferometria usando laser onde a fase
de Gouy é essencial [21]. A fase de Gouy em ondas de matéria tem aplicagbes interessantes,
por exemplo, ela funciona como um importante conversor de modo em informacao quantica
[19], dentre outros aplicagdes, a fase de Gouy influencia na mancha de Poisson para ondas de
matéria como mostrado em [22].

No contexto de ondas de matéria, a determinacao da fase de Gouy estd condicionada ao
fato de termos que tratar com o problema da incoeréncia do feixe inicial, evitado em ondas
de luz pelo feixe de laser. Diante disso, para ondas de matéria, mostrou-se que a mudanca
de fase de Gouy é de 7/4, e que esse desvio depende do comprimento da fenda assim como
dos tempos de propagagao antes e depois da fenda [18]. Nesse trabalho, iremos confinar ondas
de matéria através de fendas e analisar os efeitos da fase de Gouy no padrao de interferéncia.
Essa interferéncia, possui a contribuicao de caminhos menos provaveis chamados de trajetorias

exéticas mas que sao inteiramente previstas pela teoria das integrais de caminho de Feynman.



Capitulo 3

Integrais de caminho de Feynman

3.1 Introducao

Nesse capitulo, iremos introduzir o arcabougo teérico das integrais de caminho de Feynman
juntamente com o conceito das trajetorias nao classicas. Tal abordagem, nos proporciona uma
andlise alternativa da Mecanica Quantica além das ja consolidadas teorias de Schrodinger e
Heisenberg. Diante disso, é perspicaz relembramos alguns conceitos da Fisica Cléssica. Em
uma dimensao, o conceito de trajetoria pode ser entendido como um funcao que especifica em
cada instante de tempo a coordenada x da particula, z = z(t). Por exemplo, supondo que um
particula inicia seu movimento em t, em um ponto z, e se translada até o ponto x; no instante
tp. Classicamente, poderiamos apenas dizer que o objeto se moveu do ponto a para o ponto b.
Na Mecanica Quantica, uma vez que o principio da incerteza nos impede de falar em trajetoria,

de que maneira podemos tratar o traslado de um objeto quantico entre os pontos a e b 7.

Fig. 3.1: Possiveis caminhos para o deslocamento de a até b.

Em contraste com a Fisica Classica, na Mecanica Quantica o que existe sao probabilidades

7
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de a particula sair do ponto a e chegar no ponto b, em um dado instante de tempo. Diversos
sao os caminhos, isto é, varias sao as probabilidades dessa translacao ocorrer Fig.3.1. Feynman
atribuir para cada caminho uma amplitude de probabilidade, afirmando que a probabilidade de
um evento ocorrer € dado pelo soma de todas as amplitudes de probabilidades, isto é, a soma

de todos os caminhos. Esse procedimento da origem ao propagador de Feynman K (b, a) [5].

3.2 Acao classica e o principio de Hamilton

Diariamente, os fisicos buscam explicar os fendomenos naturais utilizando uma quantidade
minima de principios fisicos. Dentre tais conceitos fundamentais existe o chamado principio de

Hamilton, também conhecido como principio de minima acao

1 (Principio de Hamilton) De todos os caminhos possiveis ao longo dos quais um sistema
dinamico pode mover- se de um ponto a outro dentro de um intervalo de tempo especificado, o
caminho real sequido € aquele que minimiza a integral no tempo da diferenca entre as energias

cinética e potencial.

Assim, a integral no tempo da Lagrangiana é chamada de acao classica

ty
S:/ L(x,a;t)dt, (3.1)
ta

onde a Lagrangiana ¢é definida como a diferenca entre a energia cinética e potencial do
sistema .2 =T — U. Por outro lado, em termos da acao cléssica, o principio de Hamilton pode

ser reescrito na forma

5S = 0. (3.2)

A equagao (3.2) garante apenas que a integral da Lagrangiana no tempo possui um extremo,
nao necessariamente um minimo. Contudo, em quase todas as aplicagoes importantes em
dinamica, a condicao de minimo se manifesta com maior frequéncia. A grandeza S deve ser
calculada para todos os caminhos, porém somente a trajetoria cléssica produz uma ag¢ao minima.
Sob a otica do principio de minima acao, é possivel afirmar que dentre todos os caminhos
possiveis (ver Fig.3.1) a trajetéria escolhida Z(t) serd aquela em que a agao S tem um extremo,

ou seja, S nao varia em primeira ordem quando Z(t) é modificado suavemente

5S]ss = 0 / L (@(), #(t):1) |os = 0, (3.3)
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onde T(t) é a trajetoria cldssica e §S|,—z é a variagdo do funcional em 1?* ordem de dz(t)

em torno do seu valor S|,—;. As variagoes da trajetdria classica

Sa(t) = x(t) — I(t), (3.4)

devem estar condicionadas a imposicao de extremos fixos, ver Fig.3.2

Sz (ty) = da(ty) = 0. (3.5)

x(t, @) = %(t) + an(t) x(£2)

Varied
path ~ -

Extremum path, £(t)

x(t1)

tl t2

Fig. 3.2: A funcao Z(t) é o caminho que torna o funcional S um extremo. As fun¢oes vizinhas
x(t, a) anulam-se nos extremos e podem estar proximas de Z(t), mas nao sdo caminhos extremos.

O objetivo é mostrar que as trajetorias que tornam nula a variagdo em 1? ordem da acao
sdo justamente as que satisfazem a equacgao de Euler-Lagrange [5]. Uma vez que S tem uma
valor estacionario para a trajetéria classica em relagao a quaisquer outras trajetérias vizinhas,
a variacao deve ser zero em relagao a algum conjunto de caminhos vizinhos por um parametro
infinitesimal . O conjunto de tais caminhos pode ser denotado por z(t,«), onde temos que

x(t,0) = Z(t) representa a trajetéria cldssica

z(t, o) = z(t) + an(t), (3.6)

sendo « o parametro a ser variado a fim de criar variagoes em torno da trajetoria classica
e n(t) uma fungao continua e sem singularidades dentro do intervalo t; e t5, além de obedecer
a relagao n(t;) = n(t2) = 0. Utilizando a representagdo paramétrica para o caminho classico, é

possivel tratar a acao cldssica como uma funcao ordinéaria do parametro «
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S(«@) :/tQZ(x(t,a),x'(t,a);t)dt, (3.7)

1
lembrando que S deve ser um extremo para o = 0, uma vez que z(¢,0) = Z(t). Essa

condigao é expressa matematicamente por

0S(«)
Doy |a:0 (38)
Calculando-se as derivadas em relacao ao parametro «, obtém-se
0S(a) /0L 0r 0L 0%
Jo / (%a—a * %a—a) d, (3:9)

integrando por partes o 2° termo do lado direito da equagao (3.9), temos que

t2 2d (0L Ox
L e e 1
t /tl dt ( oz ) 80zdt’ (310)

a condigao de extremos fixos, elimina o 1? termo do lado direito da equagao (3.10), pois

“ogoi, (020
4 0T Oa -\ 0% O

0x(t, a)
Ja

portanto, substituindo a equagao (3.10) na equagao (3.9) encontra-se

95() _ /: K% _ i%) 77(75)] dt, (3.11)

= 0(t)]t=t1,t, = 0,

t=t1,t2

o ox dt 0z

e finalmente, utilizando a condi¢@o (3.8) juntamente com a arbitrariedade das fungoes 7(t)

mostramos que

dx  dt \ 91

essa, € a equacao de Euler-Lagrange como ndés haviamos comentado anteriormente.

0L _d (33) —0, (3.12)

3.2.1 Calculo da acao para uma particula livre

Com objetivo de proporcionar um melhor entendimento, calcularemos a ac¢ao sobre uma
trajetéria classica x,(t,) e xp(tp) para uma particula livre. A Lagrangeana da particula livre

possui somente o temos da energia cinética

L = 5:)‘;2, (3.13)
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utilizando a equacao (3.1) e substituindo nela a Lagrangeana dada por (3.13), obtemos

tb tb _ 2 tb — 2
ta la

b 2 2\t —t, 2ty —t,

A equacgao (3.14) mostra a expressao para a agao de uma particula livre. Utilizaremos tal
equacao para deduzir o propagador de uma particula livre de forcas através do formalismo das

integrais de caminho.

3.2.2 Calculo da acao para o Oscilador harmonico

A Lagrangeana do oscilador harmonico possui tanto o termo da energia cinética quanto o

da energia potencial, com isso temos

L =2 (i =), (3.15)

da literatura é conhecido que a solucao do oscilador harmonico pode ser dada como

x(t) = Asin(wt), (3.16)

#(t) = Aw cos(wt), (3.17)
a Lagrangeana, pode ser escrita em fungao da energia na forma
Amw?
2 )

A?mw?

L =ip— E=mi’ - = mA%w? cos?(wt) —

(3.18)

nesse sentido, a acao pode ser escrita como

5 o [T ) 1 A’mw . .
S =mw A cos®(wt) — 5 dt = 5 (sin(wtp) cos(wty) — sin(wt,) cos(wty)),  (3.19)
ta
multiplicando o numerador e o denominador da equacao (3.19) por

sin(wT') = sin[w(ty — t,)] = sin(wtp) cos(wt,,) — sin(wt,) cos(wty), (3.20)

e assumindo que z, = Asin(wt,) e x, = Asin(wty), é possivel mostrar que
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= —— (22 + x7) cos(wWT') — 2x4xp | . 3.21
et L ) cos(uT) — 2,2 (321)
A acao descrita através da equagao (3.21), serd 1til para encontrarmos um propagador que

descreve o movimento de uma particula sujeita a um potencial do tipo do o oscilador harmonico

(ver Apéndice B).

3.3 Formalismo da Integral de caminho

A motivagdo de Feynman foi explorar o principio de Huygens da ética ondulatéria para
construir um propagador quantico [5]. Nesse sentido, o método da integral de caminho baseia-
se em descreve-se o propagador K (Z,t;Zy,tp), como uma soma de todas as amplitudes de
probabilidade e para cada trajetéria que liga os pontos (7o, to) e (¥,t) existe uma fase que esta

diretamente relacionada com a agao classica, isto é

K(Z,t;5o,t0) = > ®[z(t))], (3.22)

caminhos
onde ®[x(t)] é a amplitude associada com a trajetéria z(t). A contribuicdo de cada trajetéria
tem uma fase proporcional a acao S. Todos as trajetorias contribuem para a amplitude total,

nao somente aquela cuja acao é um extremo, porém com fases distintas

D[x(t)] = C - l/MS®] (3.23)

a constante C' é escolhida de tal forma que K seja normalizado. A probabilidade P(Z, %)

de irmos do ponto Ty ao ponto ¥ em um tempo ty a t sera descrita por

P(Z, %) = |K(Z,t, %o, to)|*. (3.24)

A expressao (3.22) que representa o propagador, é comumente escrita na forma na forma

K(I t; l’o, t(] /@ /f Sla t)] (325)

em que Z[z(t)] tem um cardter puramente formal, e significa integrar sobre todas as tra-
jetérias z(t) e com S sendo calculada ao longo de cada caminho z(t), daremos mais detalhes

dessa equacao na proxima seccao.



3.3 Formalismo da Integral de caminho 13

3.3.1 Trajetérias nao classicas

Olhando para a equagao (3.23), vemos que todas os caminhos contribuem de alguma forma
para a amplitude total. Por outro lado, no limite classico em que as massas sao grandes, a rela-
¢ao S/h se torna muito grande. Assim, qualquer variagdo dx pequena em termos cldssicos, fara
com que S tenha uma variagao muito grande frente a A, provocando assim grandes mudancas
de fases, os cossenos (parte real) e os senos (parte imagindria) das amplitudes de probabilidade
oscilarao muito rapido entre valores positivos e negativos, tornando nula a contribuicao de tais
caminhos. Portanto, s restaram as contribui¢oes de caminhos contidos na regiao bem préximas
a z(t) onde a varia¢ao na acao ¢ da ordem de h (Fig.3.3). Tais caminhos limitrofes ao caminhos

para qual a acao nao se altera em 12 ordem, recebem o nome de trajetdrias nao cldssicas.

t

X

Fig. 3.3: Z(t) é a trajetdria cldssica para qual a agio é minima. Uma pequena variagao &'z (¢)
nao altera a acao em primeira ordem e ainda contribuem de forma significativa. Porém, a
media que as variagoes sao mais distantes da trajetéria cldssica, isto é, 6%z(t) e 63xz(t), tais
contribui¢oes tornam-se cada vez mais despreziveis.

3.3.2 A soma sobre todos os caminhos

Em sua obra [5], R. Feynman utilizou a ideia da soma de Riemann para deduzir as integrais
de caminho, como ilustrado na Fig.3.4 abaixo. Seja A a drea abaixo de uma dada curva f(x),

de forma aproximada temos que

A~ Zf(xi)h. (3.26)

No limite em que h — 0, a valor da area se torna exato
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f(x)

Xo X1 Xi Xis1 X

Fig. 3.4: Soma de Riemann para uma fungao f(z), onde h representa o espagamento entre duas
abscissas z; e x;.

A = lim [hz f(xi)] : (3.27)

h—0

Com base nisso, vamos imaginar o mesmo principio da soma de Riemann para deduzir as
integrais de trajetoria. Nesse sentido, teremos que somar todas as amplitudes referentes a todos

os caminhos possiveis em N intervalos de tempo € = t;,1 — ;.

tn

tin

to

Xo i Xi+1 Xn X

Fig. 3.5: Discretizacao da trajetéria entre o ponto Zo(to) € Zn(tnx). Em cada caminho interme-
didrio gasta um tempo € para ir de um ponto Z;(t;) ao seu sucessor ;1 (t;11).

Nesse limite, cada trajetéria é representada por uma poligonal, como mostra a Fig.3.5.

Sendo assim, a integral de trajetéria de um ponto inicial Zy(ty) ao ponto Z5(t2), passando por
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um ponto intermediério 7, serd de acordo com a equagao (3.22)

M@mx%%n~/@amﬁh (3.28)

onde ®[Z(t)] depende implicitamente do ponto onde a trajetéria passa Z1(t1). Assim, a
equagao (3.28) descreve a soma de todas as amplitudes de probabilidade de uma particula que
sai do ponto Zy(to) e vai para o ponto Z5(ts), passando por um ponto interposto ;. Em seguida

podemos estender a propagacao até um outro ponto 7'

K@@»%wn~/¢mmﬁm (3.29)

agora ®[Z(t)] depende de Z1(t1) e Z2(t2). Nessa perspectiva, apds realizarmos um total de

N — 1 propagacoes livres, chegaremos ao ponto final Z(t), dai

K[ to // / dl’ldl’g . dfl_ﬁ)Nfl, (330)

substituindo na equagao (3.31) a equagao (3.23), e fazendo € — 0, chegamos na seguinte

equacao

. dl’l dJTQ di—l
K[Z(t), Zo(to)] = 11—{%/1// /exp[ )} T AT A (3.31)

onde S(Z, Ty) representa a agao ao longo do caminho especificado pelos pontos intermedidrios

Z1, To,.., Tny_1 € A é uma constante de normalizacao, que deve ser escolhida como

o
A _ W@hﬁ’ (332)
m

para que a integral (3.31), seja convergente [5]. A fim de simplificar a notagao, é conveniente

definirmos

| N
— d_’k] , (3.33)
com isso, de forma compacta temos que

K[Z(t), Zo(to)] :/ {%S(f, :)3’0)1 2[%(t)], (3.34)

a equacao (3.34), é a chamada Integral de Caminho de Feynman [5]. Nas proximas sec-
¢oes, utilizaremos essa equagao para deduzir os propagadores da particula livre e do oscilador

harmonico (Apéndice B).
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3.3.3 Eventos que ocorrem em sucessao

Aqui estamos interessados em mostrar como obter uma lei que descreva as amplitudes de

probabilidade para eventos que ocorrem em sucessao.

xa Xc xb

Fig. 3.6: Eventos que ocorrem em sucessao temporal.

Seja um ponto arbitrario Z.(t.) entre Z,(t,) e @4(t), como deve se comportar a amplitude
de probabilidade total para esses eventos que possuem uma sequéncia temporal? Partindo da

equagao (3.1), sabemos que nesse caso a agao torna-se

S[b,a] = S[b, c] + Slc, al, (3.35)

isso também é uma consequéncia da Lagrangiana .Z nao depender de derivadas de segunda
ordem em diante. Substituindo a agdo composta equacao (3.35) na equagao para a integral de

caminho (3.34), encontramos que

K(ba) = / exp [%S(b, c)] exp {%S(C, a)] DLE(L)]. (3.36)

Portanto vemos que é possivel separar em duas partes a propagagao de a até b, Fig.3.6. Na
primeiro parte estao as trajetorias que vao de Z,(t,) a Z.(t.), e na segunda estao as trajetérias
de Z.(t.) a Zp(ty). A equagao (3.36) nos diz entao que a amplitude total é a soma as amplitudes
de intermediarias. No entanto, é necessario somar sobre todos os valores possiveis para o ponto

Z.(t.) afim de obter a amplitude total de de a até b
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K(b,a):[ K(b,c)K(c,a)dZ,. (3.37)

A equagao (3.37) nos permite concluir que a amplitude de probabilidade para eventos que
ocorrem sucessivamente no tempo se multiplicam [5]. Se continuarmos tal procedimento até
que a escala de tempo seja dividida em N intervalos infinitesimais, passando pelos pontos

intermediarios 7', Ts, ..., Ty_1, temos que

K(b,a):[ / / K(b,N —1)K(N —1,N —2) -+ K(1,a)d#,dZ, - - - dfx_1, (3.38)
T1 J T2 TN-1

nesse sentido, é possivel redefinir o propagador dado por (3.34) de uma forma alternativa,

para uma propagacao infinitesimal em ordem e =¢;,1 — ;

1 ) i i Tigl—z; b t;
K(i+1,0) = 5 exp {%g (x“;x,x*; P “; )} (3.39)

utilizando a regra de multiplicagao das amplitudes de probabilidade para eventos em suces-

sao, temos que

Olx(t)] = lim K(i+1,1). (3.40)

Os resultados obtidos por meio das equagoes (3.38), (3.39) e (3.40) sdo os mesmos descritos

pela integral de caminho definida em (3.34) [5].

3.3.4 Propagador da particula livre via integral de caminho

Nessa seccao iremos obter o propagador da particula livre utilizando a defini¢ao das integrais
de caminho juntamente com a agao descrita em (3.14). Portanto, com base nos resultados da

secgao anterior, temos que a propagacao de a até b pode ser escrita como segue

N . N
K(b,a) = lim ( = ) i / © - EXPp [;—7;_; (x; — xi_1)2] dry---dry_q, (3.41)

e—0 \27mihe —
1=

uma vez que as integrais sao independentes, visto que as amplitudes se multiplicam, podemos

resolver a integral em x; primeiramente, assim iniciamos com N = 2

I T ey

—00
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utilizando o resultado da equagao A.1 (apéndice A), temos que

() o Lz%ga (72 - W} 7 &)

em seguida, multiplicando o resultado por

mo\1/2 [—m
(2m’h€> P ﬁ(x?’ a Iz)Z} ’ (3.43)

e integrando de forma semelhante, porém desse vez em 9

m 1/2 [ —m 2
o " — 44
<2m’h-36) exp Pien (x3 — x0) } ; (3.44)

repetindo o processo de integracao por n — 1 vezes, obtem-se
m 1/2 -m
K0 = (=) e [ ], 35
(b,a) 2mih - ne P [2271(716) S (3:45)
Finalmente, depois de N — 1 integracoes e notando que ne = t, — t,, chegamos na seguinte

equagao para o propagador da particula livre

K(b,a) = (27”, - Z‘b - ta))m exp {ﬁm - xa)Q] | (3.46)

Este resultado da equagao (3.46), obtida através da integral de caminho de Feynman, esté

em total acordo com o resultado frequentemente obtido utilizando Mecéncia Quantica de Schro-
dinger [23].

3.4 Fenda dupla via integrais de caminho de Feynman

Até o presente momento, s6 haviamos tratado com a propagacao de uma particula livre, ou
seja, sem restricoes ou obstaculos entre os pontos iniciais e finais. Nessa se¢ao, estudamos a
evolucao temporal de uma particula que vamos supor ser o elétron, porém com a restricao de
passar através de pequenas aberturas ou fendas entre os pontos iniciais e finais. Na Fig.3.7, es-
tamos representando (em vermelho) somente as amplitudes das particulas que passaram através
das fendas, a contribuicao na amplitude total de elétrons que nao atravessam as fendas serao
negligenciadas em nossa andlise. A grande questao nesse problema é, como determinarmos
qual a probabilidade de encontrar o elétron em um ponto x da tela, sabendo que o mesmo sai
da fonte inicialmente na posicao (r = 0,z = 0)7 Em outras palavras, qual a intensidade de

elétrons na tela de deteccao como fungao da posicao = 7 A origem fisica de tais questiona-
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mentos estd intimamente ligada com a propriedade de dualidade onda-particula, manifestada
no experimento de fenda dupla de Young e que sé podera ser explicada utilizando as leis da

Mecanica Quantica.

Fig. 3.7: Descricao experimental da fenda dupla. Considerando uma fonte coerente de baixa
intensidade, as particulas se propagam por uma distancia D e L, antes e depois da fenda
respectivamente. J4 as fendas possuem uma largura 2a, e estao separadas centro a centro por
um distancia 2b. As curvas vermelhas, representam a amplitude de probabilidade da particula
que sai da fonte e chega no anteparo.

Nessa abordagem iremos desprezar os efeitos de decoeréncia, isto é, nossa andlise serd livre
de interagoes com o ambiente, e de quaisquer defeito na fonte (incoeréncia) [24]. Nesse sentido,
podemos utilizar os argumentos de simetria para desprezar os efeitos de difragao oriundos do
eixo ortogonal ao plano (x — z). Em duas dimensoes, temos que o propagador da particula

livre, equacao (3.46), torna-se

. > =2)\2
KQD(Fat;/FOatO) = M} ) (347)

m
=————¢€
omih(t —t) ¥ [ 2h(t — to)
sendo que 7 = (x, z) é um vetor posicao em duas dimensoes no plano ortogonal ao y. Para

iniciar os estudos de interferéncia e difracao na fenda dupla, vamos primeiramente tratar com

funcoes do tipo janela para simular as fendas

F(8) = (3.48)

0, B>b+a,f<b—a
1, b—a<p<b+a

fungoes desse tipo ja foram abordadas teoricamente [25], e experimentalmente na interfero-
metria com elétrons [26]. Para encontrar a amplitude de probabilidade do elétron na posicao z,

é necessario utilizar as idéias de eventos que ocorrem em sucessao descritos na sec¢ao (3.3.3).
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Nessa perspectiva, a propagacao total ¢ dividida em duas partes, na primeira o elétron sai da
fonte na posigao e no tempo (z = 0,z = 0,t = 0) até as fenda em um posigao (5,z = D, t)
intermediaria onde b — a < < b+ a, e em seguida o elétron viaja por um tempo 7 até uma
posicao arbitraria no anteparo (z,z = D + L,t + 7).

Considerando que na direcao z o elétron tenha um momento p, = hk., sendo k, o vetor
de onda na dire¢do z, e uma velocidade classica v, = D/t = L/7, onde nds estamos supondo
que a distancia da fonte até as fendas D e das fendas até o anteparo L, sejam muito maiores
que as dimensoes da direcao x, ou seja, x, a, b < D, L, essas condi¢oes sao conhecidas na
literatura como regime de Fraunhofer [27]. Além disso, nds iremos supor que o comprimento
de onda A seja aproximadamente igual a comprimento na diregdo z, A ~ A\, = 27h/(mwv,), e
esse sendo pequeno comparado com as distancias A < D, L. Nesse sentido, podemos dizer que
o movimento na direcao z é aproximadamente classico, e o problema passa a ser decomposto
em dois problemas independentes. Portanto, a amplitude de probabilidades da particula sair

da fonte e ser detectada em uma posigao z, é dada por

+oo
K*P(2,D+ L,t +7;0,0,0) :/ dBF(B) x

o0

K*(x,D+ L,t +7;8,D,7)K*"(8, D, ,0,0,0),

os intervalos de integracao devem ser trocados, um vez que, fora da regiao da janela as

particulas nao conseguem atravessar a fenda e tais amplitudes sao descartadas, assim

(& ”’;}52 (& iglfiL2 bta [ im(;h7ﬁ>2 (& igbfﬁtZ
K2P(2. D+ Lt +7:0,0,0) = . g . — . (3.49
( ) V2rht/m/2nhT/m Jy-a  \/27hT/m\/27ht/m (3.49)
logo fica explicito, que a parte da propagacao na direcao z é uma constante
imD? imL2
KD+ L,T+7;0,0) = ——— ¢ (3.50)
’ ’ Y 27l Jm \/27hT fm’
sendo possivel reduzir o problema somente a propagacao na direcao transversal x
Ko(z,t+730,0) / " dB I ot (3.51)
(r,t+7;0,0) = ) )
boa  \/2mhT/m \/27ht/m

A luz da equagao (3.51), fica claro que os efeitos quanticos de interferéncia sao manifestados

todos no eixo x. Portanto, é inteiramente possivel fazer uma descricao do interferometro de
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fenda dupla considerando um modelo unidimensional [28]. Por outro lado, na construcao da
amplitude de probabilidade descrita na equagao (3.51) nds desconsideramos a inclusao de cami-
nhos que possam passar mais de uma vez por uma mesma fenda antes de chegarem no anteparo,
tais caminhos sao chamados de exdticos, e foram estudados pioneiramente de forma tedrica por
Yabuki em [29]. A contribui¢do ndo nula desses caminhos para o padrao de interferéncia sera

nosso objetivo de estudo em capitulos futuros.

3.4.1 Fenda dupla com aberturas do tipo janela

Nessa secao, iremos mostrar as dificuldades de resolver o problema da difragao por uma
fenda descrito na equagao (3.51) quando consideramos aberturas do tipo janela. Seja ¢ (z;t, T)
e o(x;t, 7), as amplitudes de probabilidade de encontrar o elétron na posigao x da tela, apds
passar pelas fendas respectivamente por x = b e x = —b. Utilizando o formalismo da integrais
de caminho, podemos adicionar as amplitudes para obter uma amplitude total ¥ (x;t, 7), dai a
probabilidade de detectar o elétron serd P(z,t,7) = | (x;t,7)[>. Partindo da equagao (3.51),

é possivel determinar a amplitude de probabilidade 1, (x;t,7) como

im(z—pB)° 'Lmﬁ2
t, b 20T 2nt 52
izt ma, \/27Tzht\/27rzh7‘/b e medp, (3:52)

completando o quadrado, é possivel mostrar que

m(m—ﬂ)2+m62<m +m> 5 x 2+ mx
2hT 2ht  \2hr = 2ht 1+t/7 2h(t+ 1)’

fazendo uma mudanca de varidvel na integral, e definindo a seguinte funcao

2

m(t + 1)

ag(x,t, 1) = g ————=(bta)— W“t—%T (3.53)

chegamos em uma integral gaussiana com argumento complexo

zmz

e2h(t+7)
wl(xathacL?b) — \/(22)27Th P /m/ Be p ) (354)

e realizando a decomposicao em parte real e imaginaria, nés chegamos em duas integrais do

tipo seno e cosseno com um argumento polinomial do segundo grau. Integrais desse tipo, sao

comumente definidas na literatura como fungoes de Fresnel [30]

Clu] = /0 dp cos( S)
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Slu| = /Ou dﬁsin(%).

Portando, temos que a amplitude de probabilidade de passar pela fenda na posicao x = b,

ficar explicitamente determinada em termos das funcoes de Fresnel

hnm2

e 2h(t+7)
Y A
- V(i) 2mh(t + T)/m{s[‘“(x’ t,7)] = Sla_(z,t,7)]},  (3.55)

por simetria da fenda dupla, é comum determinarmos a amplitude de probabilidade de

passar na fenda localizada em x = —b, de tal forma

Yo(x;t, T,a,b) = 1 (x;t, T,a, —b).

A equagao (3.55), mostra que a descri¢ao da fenda dupla utilizando fungoes do tipo janela
exige resultados matematicos robustos que podem dificultar na determinacao dos resultados
fisicos e na determinacao de expressoes analiticas. Dentre outras dificuldades, a intensidade de
deteccao do elétron na posicao x para esse tipo de problema é analisada no limite assintético
das fungoes de Fresnel [26]
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Fig. 3.8: Curvas de interferéncia em funcao da distancia na dela de deteccao em unidades da
largura da fenda a. Escolhendo os seguintes valores para o numero de Fresnel (a) Ny = 0.001,
(b) Ngp =0.0015, (¢) Np = 0.12, (d) Nr = 6 [25].
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A Fig.3.8, mostra alguns resultados da interferéncia utilizando elétrons que passam por
uma fenda dupla considerando fendas do tipo janela [25]. Na préxima seccao, iremos fazer os

calculos considerando funcoes do tipo Gaussianas para modelar as aberturas.

3.4.2 Fenda dupla com aberturas do tipo Gaussianas

O objetivo dessa secao é resolver a equagao (3.55), porém utilizando uma fungéo transmissao
que torne mais simples de descrever analiticamente a probabilidade de encontrar o elétron em
em ponto x da tela. A hipdtese passa por escolher funcoes do tipo Gaussiana para modelar as

fendas

F(B) = exp (i) | (3.50)

2a?
essas fungoes sao matematicamente mais simples de tratar, e possuem um perfil geométrico
semelhante ao formato de um sino, como mostrado na Fig.3.9. Em nosso estudo, estamos
desconsiderando os efeitos da gravidade, embora tais efeitos ja foram simulados com fendas

Gaussianas [31]

Fig. 3.9: A largura efetiva dessa funcao esta relacionada com a distancia a. Para esse tipo
de funcao, aproximadamente dois tercos da area abaixo da curva estao entre 2a e 4a. A
probabilidade de determinar o elétron em uma posigao x é proporcional a [F()]2.

Com base nisso, tendo como objetivo obter a amplitude de probabilidade de encontrar o
elétron que passa por uma fenda dupla, e chegar na posicao x do anteparo, é interessante
olharmos apenas para uma das fendas Fig.3.10 e obter a amplitude de probabilidade. Assim

temos que, a amplitude de passar pela fenda localizada x = b é dada por
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e e

Fig. 3.10: Representacao da difragao de um elétron através de uma fenda Gaussiana. Sendo 2a
a largura da fenda, e b sua posicao em relacao a origem, ver Fig.3.7.

Uy (z,t,7) m /Ooe {im($2+b2>
y U, T = T X S | -
! ittt ) P \on \ 7 ¢

im (—x b im o am 1 9
+— (7 + ;) B+ (% + o T ﬁ) B }dﬁ, (3.57)

utilizando o método de completar quadrados, a integral acima pode ser facilmente resolvida

utilizando os resultados descritos no Apéndice A.1.1, assim temos que

mo (L 1 i —1/2
2mih, T t 7 ma?

im (x?  b? (im/h)*(—z /T + bt)?
o {3 (7 + 7) ~ m/2h) (1/7 + Lt + ihjam) RS

(st m) =

logo por simetria, fazendo b por —b, obtemos a amplitude de probabilidades para o elétron

que passa pela fenda de baixo

alwitr) = T [ (L R 1z
ABLT) = 2mih T t 17 ma?

im (2?  b? (im/h)*(x/T + bt)?
{5 <7 + ?) * Aim/2n) (17 + 1/t + ihja?m) G

Se definirmos a velocidade classica, da origem até o centro da fenda como vy = b/t, entao a
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expressao da amplitude pode ser reescrita na forma

Py(xst,7) = th |:(t+7_—|-t7‘%):|_1/2
- {% (5%2 ’ Ugt) ' (771(7;12)/(2;/?2;2)_ = 03@2 } (3.60)

A fim de conectar a amplitude de probabilidade com a intensidade na tela de deteccao,

podemos utilizar o principio da superposicao

I(x) = |1 (z:t, 7) + a8, 7)* = [ + [0 ] + 22{epiebn}, (3.61)

onde |11 |? e [¢5|?, representam respectivamente a probabilidade do elétron passar por cima
ou por baixo através das fenda, ja o ultimo termo 2%Z{v¢j1»}, ficou conhecido na literatura
como termo de interferéncia, que esta intimamente ligado com a diferenca de fase associada
a cada caminho. Diante disso, utilizamos os seguintes parametros para ondas de elétrons na
fenda dupla da Fig.3.7, sendo m = 9.11 - 1073! kg, b = 650 nm, @ = 62 nm, ¢t = 18 ns, 7 = 15
ns, D =6.5mme L =54 mm [5].

0.8

0.2+

il

~0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06
X (mm)

Fig. 3.11: Representacao do padrao de interferéncia normalizada, isto é, dividida pelo valor em
x = 0 de um elétron através de uma fenda dupla descrita por fungdes Gaussianas. Sendo 2a a
largura de cada fenda, e 2b a distancia centro a centro das fendas, ver Fig.3.7.
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Essa sucessao de maximos e minimos no padrao de interferéncia demonstram bem o com-
portamento dual da matéria. A perfeita concordancia do padrao de interferéncia descrito na
Fig.3.11, com os experimentos ja conhecidos na literatura, nos permite entao explorar as ca-
racteristicas da dualidade onda-particula através do formalismo das integrais de caminho de
Feynman, além de ser possivel investigar o efeito da inclusao de novos caminhos, previstos por
essa teoria, no principio da superposicao. A analise qualitativa e quantitativa de caminhos ex6-
ticos no padrao de interferéncia, bem como suas consequéncias fisicas, foram explorados tanto

no experimento de fenda tripla quanto no experimento de fenda dupla em secoes a posteriori.



Capitulo 4

Fase de Gouy e trajetorias exodticas no

experimento de fenda tripla

4.1 Introducao

Nesse capitulo, investigamos qual a importancia da fase de Gouy no estudo de trajetérias
exdticas. Adotaremos, durante o texto, o subscrito (et) para nos referir a caminhos exdticos
menos provaveis, mas que contribuem para o padrao de interferéncia no experimento de fenda
tripla. O tratamento tedrico de caminhos exdticos foi primeiramente proposto na fenda dupla
por Yabuki em 1986 [29]. No capitulo 5, exploramos uma discussao mais detalhada sobre os
efeitos de caminhos menos provaveis no padrao de interferéncia da fenda dupla de Young.

Recentemente, foram propostos uma série de trabalhos tedricos e experimentais na tentativa
de quantificar a interferéncia contendo trajetérias exéticas [3],[4],[32],[33]. A fundamentagao
tedrica que sustenta tais experimentos, esta amparada no formalismo das integrais de caminho
de Feynmann [5]. Uma maneira de quantificar o efeito de caminhos exdticos, é utilizar o
parametro de Sorkin & [2].

Aqui, propomos incorporar no parametro x os efeitos da fase de Gouy para ondas de matéria,
além evidenciar essas consideracoes por meio do padrao de interferéncia. Iremos mostrar que
o parametro de Sorkin, no experimento de fenda tripla, é diretamente dependente da diferenca
de fase de Gouy entre os caminhos exéticos e nao exoticos. Além disso, foi possivel determinar
uma expressao analitica para a fase de Gouy de um caminho nao classico, sendo a mesma
utilizada para estimar a ordem de grandeza do pardmetro x ~ 1078, para ondas de elétrons

coerentes.

27
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4.2 Trajetorias exoticas no experimento de fenda tripla

Nessa parte da dissertagao, obtemos resultados analiticos para as fun¢oes de onda exoticas
e nao exoéticas do experimento de fenda tripla. Focaremos nossa atencao na fase de Gouy a
fim de analisar seus efeitos no padrao de interferéncia. Trataremos o sistema com um modelo
unidimensional, onde os efeitos quanticos sao manifestados no eixo x, tal eixo é transverso a

direcao de propagacao z, como mostrado na Fig.4.1.

Fig. 4.1: Experimento de fenda tripla com pacote de onda Gaussiano, de comprimento inicial
transversal oy produzido por uma fonte S totalmente coerente, sendo ¢t o tempo de propagacao
até a fenda tripla, e 7 o tempo da fenda ao detector D. As fendas sao fun¢des Gaussianas que
possuem a meia largura transversal (.

As fungoes de ondas associadas com trajetérias exdticas (linhas cinzas) sdo mostradas em

1, 3 e 2, assim temos

Uy s(z,t,7) = / K (x,t+ 125, t)F(x; £ d)Ki(xj, t; 20, 0)o(x0)dzod ;, (4.1)

ja para o caminho classico 2,
Uy (z,t,7) = / K (x,t + 125, 0)F(x;) K(2,t; 20, 0)1)o(z0)dxode;, (4.2)

onde

m im(x; — x;)?
Ky(;,t; =\ XD | 5 4
@580, 0) =\ [ hE, — to) eXp{ 2h(t; — to) ] (4:3)
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Plas) = exp {_ﬁ} , (1.4

Wo(0) = ——— exp <—:”7(%2> | (4.5)

Os nucleos Ky(xj,t;10,0) e K (x,t + 7;2;,t), nessa abordagem, sdo conhecidos como pro-
pagadores de Schrodinger para particula livre, também chamados de funcoes de Green. Tais
fungoes, sao completamente equivalentes aos propagadores obtidos pelo formalismo das inte-
grais de caminho de Feynman [5]. A fenda é descrita por uma fungao F(z;), que foi escolhida
como sendo uma funcao Gaussiana de largura 3. d é a distancia de separacao entre as fendas,
oo € a largura efetiva do pacote de onda inicialmente emitido da fonte S, m é a massa da
particula, t e 7 sao, respectivamente, os tempo de propagacao antes e depois da fenda tripla.

A funcéo de onda associada com a trajetdria exdticas (linha vermelha) é dada por

Vias(ot,7) = [ Kolam+ B DF s+ d)F ()

XK (1—2;2—=3)F(x; — d)K(z1,t; 20, 0)1h0(x0)drodrdredrs, (4.6)

com

t=1t-+2e,

K(1—22-3) =, /47:;%6 exp lim[(“ - wlzlﬁ: (w3 — @) (4.7)

Este ultimo, é o propagador que evolui o estado da fenda 1 para a 2 e em seguida para fenda

3. O parametro € é o tempo gasto para passar de uma fenda a outra, sendo ele determinado

pela incerteza na componente x do operador momento linear, isto é, ¢ = ﬁ,(Avx = Ap,/m)
onde Ap, = +/(Ap2) — (Ap,)?2. Essa estimativa é compativel na construgao da trajetéria

exdtica. Um argumento similar foi utilizado em [34], onde a dinamica exdtica estéd sustentada
no principio da incerteza.

Trajetorias que circulam ao redor das fendas, isto é, que afastam-se cada vez mais de cami-
nhos classicos, evidentemente contribuem menos para o padrao de interferéncia. A justificativa

para essa assertiva, consiste no fato de que as amplitudes associadas com os caminhos sao pro-
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porcionais ao fator exp [1S/h], e uma vez que i — 0 tal exponencial oscila muito, o que tende
a provocar um cancelamento efetivo de caminhos extremamente exdticos, sobrando apenas
aqueles préximos ao que minimiza a acao classica (ver segao 3.3.1).

Apés algumas manipulagdes algébricas, é possivel resolver as integrais nas equagoes (4.1),
(4.2) e (4.6) via método de completar quadrados, e encontrar as fungoes de onda que expressam

as amplitudes de probabilidade de caminhos exdticos e nao exoticos, assim

Uy (z,t,7) = Aexp (—Clx2 — Chr + 03) exp (ia:c2 —iyx —i0 + z'u) , (4.8)
Uy(z,t,7) = Aexp (—Clxz) exp (z’aa:Q + Z',u) , (4.9)
Us(z,t,7) = Aexp (—Cia® + Cox + C3) exp (iaz® + iz — i + ip) (4.10)

\11123 (ZL’, t7 T) - Aet exp (_C’Ietm2 + C12615‘73 + O3et) exp (iaetx2 + Z./Yetm - Z.Qet + iﬂet) . (411)

De posse das funcoes de onda, é possivel explicitar a fase de Gouy de ondas de matéria

associada com ambas as trajetorias, respectivamente, pi. € e, onde

1
et = 3 arctan (j—;) ) (4.12)

Todos os coeficientes que aparecem nas equagoes de (4.8-4.12) serao explicitados nos apén-
dices C' e D. Como discutido por I.G da Paz e colaboradores em [28], os termos 0.(t,7) e
et (t, T) s@o fases que nado dependem da posigao transversa x. No entanto, diferente da fase de
Gouy pet(t, 7), a fase O.(t, 7) é¢ uma fase que depende diretamente do deslocamento d entre as

fendas, como mostrado na Fig.4.1.

4.3 Principio da superposicao e trajetérias exodticas

Se fosse possivel enumerar os principais fundamentos da Fisica, sem sombra de duvidas,
o principio da superposicao estaria entre os mais importantes. Comumente, encontramos em
livros classicos de Mecanica Quantica o experimento de fenda dupla de Young sendo utilizado
para ilustrar o principio da superposicao [23]. A func¢ao de onda ¥, quando ambas as fendas
estao abertas Fig.4.2 (a) é simplesmente a soma de duas fun¢oes de onda ¥, e W5 correspondente

as situagoes (b) e (c) da Fig.4.2 respectivamente
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H& muito tempo, a equacao (4.13) vem sendo aceita como uma verdade cristalina, pois
representa a descricao formal do principio da superposicao na fenda dupla. No entando, Yabuki
foi o primeiro a apontar teoricamente que essa superposi¢ao nao estaria rigoromente correta
[29]. As fungoes ¥, U1 e W2 sao solugoes da equagao de Schrodinger com diferentes condigoes
de contorno, portanto possuem diferentes espacos de Hilber, tornando assim a equagao (4.13)
apenas uma aproximacao. Recentemente, H. De Raedt [4] mostrou através de simulagoes
numéricas das equacoes de Maxwell utilizando o método das diferengas de tempo finita (FDTD),

que essa superposicao é aproximada no regime da Optica classica.

(a) I (b) (c)
w1
v
[ ] [ L)
fonte fonte fonte
I w2
fenda tela fenda tela fenda tela

Fig. 4.2: Principio da superposicao na fenda dupla e diferentes configuracoes experimentais

A grande questao é, como quantificar tal efeito na Mecanica Quantica? Uma maneira
de resolver esse problema seria utilizar a teoria das integrais de caminho de Feynman para
incluir na superposigao, equagao (4.13), e a contribui¢do de caminhos menos provaveis, mas

que contribuem de forma finita Fig.4.3.

font I
fonte I e fonte I

fenda tela fenda tela fenda tela

Fig. 4.3: Possiveis caminhos exdticos na fenda dupla.

Nessa perspectiva, o principio da superposicao na fenda tripla incluindo os efeitos de cami-

nhos que nao minimizam a agao classica (trajetérias exdticas), torna-se
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\Ij - \Ijl -+ \112 + \Ijet. (414)

Partindo dessa perspectiva, ¢ compreensivel entender o ponto de vista de alguns autores
que afirmam que o principio da superposicao vem sendo aplicado de forma incorreta em expe-

rimentos que envolvam interferéncia, uma vez que tais caminhos sao desconsiderados [32].

4.4 Quantificando o efeito de trajetorias exdticas via pa-

rametro de Sorkin

Uma vez que consideramos a inclusao de caminhos exdticos na superposicao da fenda tripla,
Fig.(4.1), podemos utilizar a chamada regra de Born da mecanica quantica para escrever a

intensidade em um determinado ponto x da tela de deteccao

Ip = [Uy 4 Uy + Wy + W07, (4.15)

dai,
IT :Ic+ |\I]et|2+2|\IJ1H‘11123|COS(A1> (416)
+2|\I/2||‘11123| COS(AQ) + 2|‘113| |\1/123’ COS(Ag), (417)

onde as diferencas de fase, oriundas das diferencas de caminhos sao

A1,123 = (04 - Oéet)l’Q - (7 + %t)x - (9 - 661&) + (M - ,U/et)a (4‘18)
A2,123 = (Oé - Oéet)SCQ — Vet + Oy + (N - ,uet); (4-19)
Agq93 = (v + Oéet)lUQ — (7= et)r — (0 — Oet) + (1t — fer)- (4.20)

A intensidade quando somente caminhos cldssicos sao considerados é dada por I.. A gran-
deza fisica, que quantifica o efeito de trajetérias exdticas é conhecida na literatura como o

parametro de Sorkin k [2], esse que pode ser definido, de forma alternativa como

Ir — 1.
K =
Iy

(4.21)
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reescrevendo temos

kly, = |‘I’123|2 + 2|y || Wy93] cos(Aq 123)
2|‘1’2||‘I/123| COS(A27123)

_|_
+ 2|\I’3||\11123|COS(A37123). (422)

Onde definimos Iy como a normalizacao escolhida como sendo a intensidade do maximo
central. Fica evidente que o parametro que é responsavel pela quantificacao de caminhos
exdticos k, apresenta uma dependéncia direta com as diferencas de fase de Gouy exética e
nao exotica. Nas proximas secoes, exploraremos com mais detalhes essa dependéncia e suas

implicagoes fisicas na interferometria com ondas de elétrons.

4.5 Resultados e discussoes considerando ondas de elé-

trons na fenda tripla

Investigaremos agora o efeito da fase de Gouy na quantidade k, para ondas de elétrons
no experimento de fenda tripla Fig.4.1. Nesse sentido, primeiro nds observamos a intensidade
normalizada I,, e o parametro x como funcao da posicao transversa x na tela de deteccao.
Segundo, nés observamos o parametro de Sorkin como fungao de x e 7 para um dado valor do
tempo t fixo. Por terceiro, analisamos o comportamento de x com o tempo antes da fenda fixo,
mas agora na posicao x = 0 e como funcao de 7.

A escolha do ponto x = 0 é perspicaz, pois nesse ponto o efeito da fase de Gouy é mais
evidente no padrao de interferéncia como pode-se ver nas equagoes (4.18-4.20). No entanto,
uma vez que temos as expressoes analiticas para todos os termos das fungoes de onda, nosso
estudo pode ser generalizado caso seja necessario incluir demais contribuicoes e analisar outros
tipos de efeitos. Os resultados discutidos nessa secao, foram publicados no artigo Gouy phase
in nonclassical paths in a triple-slit interference expeiment, Physical Review A
(2016) [35].

Na construcao dos graficos da intensidade normalizada [,, e do parametro de Sorkin &,
utilizamos ondas de elétrons com os seguintes parametros: m = 9.11 x 1073! kg, d = 650 nm,
[ =64 nm , 09 =062nm,t=18 ns, 7 = 15 ns. Utilizando esses valores foi possivel determinar
o tempo de propagagao entre as fendas ¢ = 0.492 ns. A Fig.4.4 (a), mostra a intensidade
normalizada I,, como funcao de z, no limite de Fraunhofer, além de ser semelhante aos graficos

das referéncias [32]-[33], a curva mostra o padrao de interferéncia com méximos e minimos
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evidenciando a natureza ondulatéria da matéria.
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Fig. 4.4: (a) Intensidade normalizada como func¢ao de z. (b) Influéncia da fase de Gouy no
parametro de Sorkin em funcao de x. Na curva vermelha nds consideramos e na curva preta
negligenciamos a fase de Gouy. (¢) Comportamento simétrico de x apds a inclusdo do caminho
simétrico \1’321.

Na Fig.4.4 (b), temos o grafico do parametro x como uma fungao de z, onde pode-se perceber
o efeito direto da fase de Gouy (linha sélida e linha pontilhada) na curva do parametro de Sorkin.
Nosso modelo tedrico corrobora os resultados obtidos por Sinha e colaboradores em [32], onde
x também é estimado como sendo da ordem de 1078 para ondas de elétrons. Contudo, nossa
abordagem além de ser completamente mais simplificada de tratar, é totalmente analitica, o
que d& credibilidade ao nosso modelo. O crédito adicional desse estudo, reflete-se no fato que
todos os parametros sao algebricamente obtidos, permitindo-nos generalizar os resultados para
varias configuragoes experimentais da fenda tripla.

A Fig.4.4 (b), mostrou uma assimetria do parametro de Sorkin como uma consequéncia de
estarmos considerando apenas uma trajetéria exotica, isto é, o caminho W53 como mostrado

na Fig.4.1. Se nés adicionarmos a contribuicao de um outro caminho exético W3q, obtido pela
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substituigao de (d — —d) e (r1 — x3) na equagao (4.14), o aspecto simétrico é recuperado
como mostrado na Fig.4.4 (c)

Na Fig.4.5, mostramos o comportamento do || como funcdo de = e 7 para o caminho néo
classico Wia3. Observamos que tal curva apresenta um maximo para um dado valor de = e 7.
A existéncia de tal maximo, nos permite escolher um conjunto de valores de modo a tornar
a medida de k mais acessivel. Anteriormente, tal maximo foi detectado experimentalmente
em um aparato montado na referéncia [33]. Como podemos ver, 0 méximo ocorre em torno
de z = 0. Em tal ponto, os efeitos da fase de Gouy sao mais evidentes, portanto o desvio

provocado por tal fase deve ser mais consideravel.

Fig. 4.5: Parametro de Sorkin x multiplicado por uma poténcia de 10® em funcao de z e 7 com
t com o tempo pré-fenda ¢ fixo. Existe um maximo em torno de = = 0.

Na Fig.4.6 (a), analisamos a fase de Gouy de uma trajetéria ndo exética (linha tracejada) e
de uma trajetoria exdtica 1193 (linha continua), como fungao de 7 para os mesmos parametros
descritos anteriormente. Nota-se que, o valor absoluto da fase de Gouy de uma trajetéria
nao exédtica (linha tracejada) diminui, enquanto que para a exética (linha sélida) aumenta em
fungao do tempo de propagagao pés fenda 7. Podemos verificar a influéncia da fase de Gouy no
parametro de Sorkin, com base na figura 4.6 (b), onde mostramos o valor absoluto de £ como
funcao de 7 em x = 0. Para a trajetoria exotica Wis3 que contém a diferenca de fase de Gouy
(linha sélida) e uma que negligencia o efeito da fase de Gouy (linha pontilhada).

O comportamento do parametro x como uma funcao de 7, é similar ao obtido em funcao da
distancia da fenda tripla até o anteparo obtido por Sinha e colaboradores em [33]. E notério

que uma solucao exata para k, dependa da fase de Gouy. A fim de avaliar o efeito quantitativo
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Fig. 4.6: (a) Fase de Gouy em fungdo de 7, para t fixo.(b) Valor de x em funcao de 7 para
x = 0. Na linha sélida consideramos e linha pontilhada desconsideramos a diferenca de fase de
Gouy.

da fase no valor absoluto do parametro x para o caminho exético Wis3, calculamos para o
ponto z = 0 o erro percentual, que é definido como, (|x| — |'|/|k|) x 100%, onde || considera
a diferenca de fase de Gouy, sendo assim o valor exato, ja |k’| negligencia a diferenga de fase
de Gouy. Escolhendo o tempo p6s fenda 7 = 2ns, o erro percentual encontrado foi de 51,5% e
portanto se a diferenca de fase de Gouy for omitida, o parametro de Sorkin  é reduzido.

Como pode-se observar na Fig.4.6 (a), para 7 = 2ns, a fase de Gouy do caminho nao exdético
tende a zero e a diferenca de fase de Gouy é aproximadamente a fase de Gouy da trajetéria
exdtica, ou seja, i — et A |pter| = 0.719 rad. Se utilizarmos esses parametros, é possivel medir
experimentalmente a diferenca da fase de Gouy como um assinatura de caminhos exdticos.
Observamos claramente, que o efeito de caminhos exdticos em um interferometro de ondas de
matéria, aqui na fenda tripla, pode ser avaliado por uma medida do parametro de Sorkin x, bem
como da correspondente fase de Gouy, jis, associada com o caminho exético V. Isto porque,
para uma dada configuracao experimental de valores apropriados, a diferenca de fase de Gouy
torna-se aproximadamente a fase de Gouy das trajetérias exéticas. Portanto, o parametro s
apresentara apenas uma dependéncia direta com a fase de Gouy exotica.

Nessa perspectiva, poderiamos utilizar o interferometro de fenda dupla com ondas de ma-
téria para medir a fase de Gouy exética i, como recentemente proposto por .G da Paz e
colaboradores em [36]. Em = = 0, seria possivel estimar a diferenga de fase de Gouy fazendo

uma medida da intensidade relativa, e das franjas de visibilidade no padrao de interferéncia.



Capitulo 5

Trajetdrias exoticas no experimento de

fenda dupla com ondas de matéria

5.1 Introducao

O experimento de fenda dupla de Young, originalmente feito como ondas de luz [37], hoje
pode ser realizado com fétons individuais (luz quantica) [38], elétrons [39], néutrons [40], dtomos
[41], e grandes moléculas constituidas por dezenas de dtomos [42]. Conceitos e resultados
contraintuitivos da natureza quantica, como a dualidade onda particula [43], emaranhamento
e nao localidade [44], podem ser demonstrados utilizando a fenda dupla.

A interpretagao habitual afirma que, sendo ¥, a fun¢ao de onda no anteparo quando somente
a fenda 1 estd aberta, e sendo ¥, a fungao para a particula emergindo através da fenda 2, entao
a funcao de onda total deve ser dada, de acordo com o principio da superposicao, pela soma
dos diferentes caminhos individuais ¥ = ¥, + W,. Diante disso, ao aplicarmos a regra de Born,
o resultado do experimento de fenda dupla é descrito pela soma das probabilidade individuais

mais o termo de interferéncia

PIQE ‘\1112|2:P1+P2+<‘P>{\I/2+\I/1‘If;> (51)

De forma intrinseca a toda teoria ondulatoria, a regra Born sempre limita a complexidade de
qualquer efeito envolvendo superposicoes de um nimero arbitrario de fungoes de onda, a uma
soma de termos denotando a interferéncia entre pares de fung¢oes de onda [2]. No experimento
de fenda tripla, de acordo com a regra de Born, o padrao de interferéncia (Pj23) é obtido por

meio das seguintes probabilidades

37
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Prog = Pio+ Pig+ Py — P — P> — P, (5.2)

a equacao (5.2) nao inclui um termo de probabilidade envolvendo trés fendas, mas é total-
mente descrita por probabilidades envolvendo somente duas fendas. Qualquer possivel contri-
buicao para a interferéncia vinda de ordem superiores, isto ¢, um termo de probabilidade que

envolvesse as trés fendas, seria quantificado pelo parametro de Sorkin [2]-[33]

k= Piog — Pio+ P13+ Pos — P, — P, — P, (5.3)

que deve ser igual a zero, sempre que apenas caminhos que vao direto da fonte ao anteparo
sao considerados (ver Fig.4.1). Sinha e colaboradores [3], mostraram que x pode ser deter-
minado experimentalmente medindo o conjunto de todas as probabilidade na equagao (5.3).
Na literatura, apenas a intensidade do padrao de interferéncia considerando a interferometria
da fenda tripla, foi utilizada para mostrar desvios nas previsoes convencionais do principio da
superposi¢ao quando caminhos exéticos sao considerados [32].

Nesse capitulo, iremos mostrar teoricamente quais as implicagoes fisicas desses caminhos no
experimento de fenda dupla. Como mostrado no capitulo 4, a contribuicao de tais caminhos
é pequena, o que torna dificil a deteccao experimental, porém iremos propor uma maneira de
relacionar o parametro de Sorkin com a visibilidade das franjas de interferéncia, bem como
mostrar que é possivel ampliar o efeito de caminhos exéticos na zona de Fresnel, escolhendo

adequadamente um conjunto de parametros no experimento de fenda dupla.

5.2 Experimento de fenda dupla com trajetérias exéticas

Por meio do formalismo das integrais de caminho de Feynman, na propagacao da fonte até o
anteparo, é possivel incluir amplitudes de probabilidades oriundas de caminhos que possam dar
voltas entre as fendas Fig.4.3. Nessa secao, iremos descrever o experimento de fenda dupla com
trajetorias exoticas, e conseguiremos expressoes para ambas as fungoes de onda nao exoticas
(linha preto) e exdticas (linha verde), como ilustrado na Fig.5.1.

Assim como foi mostrado no capitulo 4, é possivel descrever os efeitos considerando um
modelo unidimensional apenas na direcao x. Essa condigao esta sustentada na hipotese de que
a energia associada com o momento linear da particula na dire¢ao z é muito grande, de tal forma
que a componente do momento p, é bem definida, isto é, Ap, < p,. Entao, o movimento na
direcao de propagacao z é cldssico, com velocidade v,. Admitimos que as flutuagoes estatisticas

na velocidade v, podem ser negligenciadas (At < t), nés podemos escrever z = v,t [45]-[46].
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Diante disso, assumimos que o estado inicial da particula emitida pela fonte coerente S é
um pacote Gaussiano de largura transversal og. Considerando D, o detector e considerando ¢

e 7 os tempos de propagacao antes e depois da fenda dupla, respectivamente

Fig. 5.1: Trajetéria exética no experimento de fenda dupla. Particulas sao emitidas de uma
fonte coerente S, t e T representam os tempos de propagacao antes e depois das fendas, respec-
tivamente, e as fendas sao fungoes Gaussianas de largura [ separadas por uma distancia d. A
linha verde descreve uma trajetoria exotica e a linha preta os caminhos nao exéticos.

No tratamento de Feynman, a propagacao de um ponto ao outro pode ser dividida em varias
) s
propagagoes intermedidrias, ocorrendo em sucessoes temporais (ver capitulo 3). Diante disso,

os caminhos exdticos e nao exdticos serao descrito através do produtos de propagadores

Uy o(z,t,7) = /00 K (x,t + 725, t)F(z; £ d)Ki(z),t; 20, 0)0(20)dxodr;, (5.4)

onde

' ] m im(x; — x;)?
Kt<l'j,t,l'0,0) = mexp {m}, (55)
32
F(x;) = exp {—%} : (5.6)
e
1 x
Uo(zg) = mexp (—T‘g> . (5.7)
0

Os propagadores Ky(xj,t;x0,0) e K (x,t 4+ 7;2;,t), s2o os mesmos descritos na se¢ao 4.2.

A funcao F'(z;), representa a fenda Gaussiana de largura . Por outro lado, nés também
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consideramos que as particulas realizam mais do que duas propagacoes livres antes de chegar
na tela de deteccdo. Um dos muitos caminhos possiveis, linha verde na Fig.5.1, pode ser

determinado com base na equacao abaixo

Uyo(z, £, 7) = /KT(:,;,T b Ea9 ) x Pz — d/2)K(1 = 2)
X F(Zlfl + d/2)Kt({E1, t7 Zo, O)wo(ZL‘Q)dl'()dJTleEQ, (58)

onde t = t + ¢, aqui nés utilizamos o propagador entre as fendas 1 e 2 como

K(1—2)= \/ﬁexp [im(x;h; mlq . (5.9)

A equagao (5.9), é uma demonstracao da aplicagdo da propriedade de transitividade dos

propagadaroes mostrada na secao 3.3. O tempo de translado entre as fendas ¢, pode ser
calculado via incerteza no momento linear, ¢ = Aivz (Av, = Ap,/m), com Ap, = /(p2) — (pz)?
e P, sendo o operador momento. Nés encontramos que o tempo € depende da massa da particula
e de alguns parametros caracteristicos da fenda, mas nao depende do tempo 7. Futuramente,
a nao dependéncia de € em relagao a 7 serd utilizada para analisar a contribuicao de caminhos

exdticos em funcgao desse tempo de propagacao depois da fenda

o V2mpBd | 1+ (8/00)” + (t/7)°

, (5.10)
A\ [+ (8/00)) + (/)
posterior ao desenvolvimento algébrico, encontramos as seguintes fungoes de onda
Uy(z,t,7) = Aexp (—Cia* + Coz + C5) (5.11)
X exp (ia$2 +iyx + 10 + i,u) )
Uy(z,t,7) = Aexp (—Cia* — Cox + Cs) (5.12)

x exp (iox® — iyx + 10 + ip)
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Uis(2,t,7) = Aey exp (—Clres®” + Coet® + Cier)
X exp (i0es® + 1Yot + 0ot + ifler) - (5.13)

As fase p e per, sao as fase de Gouy para os caminho exdticos e nao exéticos. Nés utilizamos
os subindices (et) para as quantidades oriundas de trajetdrias exdticas. A funcdo de onda

exética e simétrica no sentido 21, pode ser obtida fazendo a troca de d por —d na equacao
(5.13)

¢21(I, t 7—) = Aet eXp (_Clet'IQ - CQetx + Cget) (514)
X exp (iaetxz — Vet + 10et + iuet) )

De forma similar ao capitulo 4, todas as constantes das equagoes (5.11), (5.12) e (5.13)
estao no apéndice D. Na proxima secao, iremos analisar quais os efeitos fisicos da inclusao de

caminhos exéticos na intensidade e no parametro de Sorkin na fenda dupla.

5.3 Parametro de Sorkin na fenda dupla

Nessa secao, iremos mostrar uma forma de quantificar os efeitos de trajetorias exdticas na
fenda dupla, mesmo que a definicao formal encontrada na literatura para o parametro de Sorkin
nao possa ser aplicada para evidenciar tal efeito. Em um experimento de trés fenda, o fator
de Sorkin é definido com base na equacao (5.3), sendo que, Pja3 é a probabilidade de detecgao
com todas as trés fendas (1, 2, 3) abertas, Pjs é probabilidade quando somente duas fendas
(1,2) estao abertas, e assim por diante.

Partindo da regra de Born, ao adicionarmos um caminho nao exoético W53 na superposicao,
teremos que Ploz = |Uy + Uy + U3 + Uio3)? Py = |U) + Uy + Ups|? e assim por diante.
Portanto, ao substituir na defini¢ao do Sorkin equagao (5.3), temos que k # 0. Este resultado
foi o principal motivo para se procurar corregoes no principio da superposicao na fenda tripla.
No entando, se utilizamos a definicao do parametro de Sorkin na fenda dupla, independente
de adicionarmos ou nao um caminho exético ¥y, sempre terfamos um valor de x # 0. Nessa
perspectiva, seria impossivel de quantificar os efeitos de trajetdrias exdticas na fenda dupla [47].

Em nosso modelo, iremos utilizar a diferenca de intensidades para definir um analogo ao
“parametro de Sorkin”. Assim temos que a intensidade total, como funcao de x na tela de

detecgao, considerando trajetdrias exdticas (nao exéticas) serd descrita pela regra de Born [1]



5.3 Parametro de Sorkin na fenda dupla 42
Ip = |0y + Wy + Wyy + Uy %, (5.15)
que nos permite o seguinte resultado
IT(I, t, 7') = F(l’, t, T) + 2|\I/1||\I/2| COS( 1 2)
+2| W1 [|W15] cos(¢r,12)
+2| Wy |[Wa1| cos(¢r,21)
+2|\112‘ ‘\Ijlg‘ COS(¢2 12)
+2|Wo|[Wa1 | cos(Paeta1)
+2|\I’12||\I’21| COS(¢12721>, (516)
onde
Fa,t,m) = (6, 7)) + [, t,7) [
’¢12(£C,t,7')‘2 -+ |¢21(l‘,t,7’)’2 (517)
e as diferengas de fases sd@o dadas por (ver Apéndice D)
¢172 = 27%, (518)
Pr12 = (o — Oéet)xz — (7 = Vet)T + (0 = Oet) + (1t — fet), (5.19)
P11 = (@ = Qet) 2 — (Y + Yet) T + (0 = Oot) + (1 — fter), (5.20)
P2,12 = (@ — et)z” + (7 + Yet) + (0 — Oet) + (11 — frer), (5.21)
P21 = (a — Oéet)$2 + (7 = Yetr)T + (0 = Oet) + (1 — fet), (5.22)

¢12,21 = 27T

(5.23)
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Com objetivo de estimar o efeito de trajetorias exoticas no experimento de fenda dupla, nds

consideramos a seguinte defini¢ao, assim como na equagao (4.21)

IT(m7t7 T) — ](.Z', ta T)
Iy ’

K(x,t,T) = (5.24)

onde I = [q|* + [th2]? + 2]tb1||1)a] cos(¢y2), é a intensidade quando somente trajetdrias
nao exdticas sdo consideradas, Iy = I7(0,t,7) representa a intensidade do méximo central
em x = 0, que depende de t e 7. Se nds calcularmos a intensidade relativa, I,.(z,t,7) =
Ir(z,t,7)/F(x,t,7), é possivel observar que alguns termos sao andlogos os termos do parametro
de Sorkin em x = 0, mas diferem em muitos valores quando estao em funcgao de x. Isso acontece
porque o fator F' é dependente de z, ja Ir(x,t,7) é independente. Portanto, nao é possivel obter
r medindo a intensidade relativa como funcao de x. Por outro lado, isso pode ser diferente se
nos consideramos a posicao r = 0 e mudamos os valores de tempo 7, ou, 2.

Para obter os graficos, nés utilizamos os mesmos parametros da interferometria com néu-
trons frios realizados por Zeilinger e colaboradores [40]: m = 1.67 x 107%" kg, 0o = 7.0 ym,
d =125 pm, § = 7.0 um, distancia da fonte até a fenda dupla z; = 5.0 m, distancia da fenda
dupla até o anteparo z; = 5.0 m e comprimento de onda A = 2 nm. Para esses dados nos
obtemos t ~ (mA/h)z; = 26.4 ms, 7 =~ (mA/h)z, = 26.4 ms e € = 19.6 ms

2-
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Fig. 5.2: (a) Intensidade relativa, (b) Parametro de Sorkin como fun¢ao de x. A magnitude do
parametro de Sorkin ¢ da ordem de 107°.

Na Fig.5.2 (a), nés mostramos a intensidade relativa e na Fig.5.2 (b) o parametro de Sorkin
para um experimento de fenda dupla em funcao de x para ondas de néutrons. Nés podemos
ver que a intensidade relativa é maxima em z = 0, com maximo [, = 2, e oscilando em

torno do resultado classico (sem interferéncia) I, = 1. Para grandes valores de x, nds nao
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observamos interferéncia, ou seja, I.(x > 1.0 mm) = 1. A oscilacdo da intensidade relativa
para |z| < 1.0 mm contém a contribuigao de trajetérias exéticas e ndo exéticas. Com base na
Fig.5.2 (b), vemos que a contribuigao de trajetdrias exdticas na intensidade relativa é da ordem
k ~ 1075, embora a principal contribuicao seja de trajetérias nao exéticas.

Observamos que a escolha adequada de um conjunto de valores, torna o parametro de Sorkin
duas ordens de grandeza menor do que os anteriores obtidos na literatura para elétrons [32]-
[35], mostrando que a interferometria de néutrons torna-se um melhor candidato para indicar
o efeito de trajetorias exdticas do que os elétrons. Finalmente, é interessante observar que o
comportamento do Sorkin no experimento de fenda dupla é diferente da fenda tripla. Este fato

¢ um consequéncia de existirem diferentes padroes de interferencia entre as duas configuragoes.

5.4 Visibilidade das franjas de interferéncia e parametro
de Sorkin

Nessa secao, iremos fixar a posicao x = 0, isto é, ao longo do eixo de simetria da fenda
dupla, e iremos obter simples expressoes para a intensidade relativa e para o parametro de
Sorkin como fungao do tempo pés fenda 7 (ou distancia da fenda até o anteparo z,, sendo
que z; = v,7). Esse fato nos permite associar a visibilidade das franjas de interferéncia com
a contribuicao de trajetérias exoticas, e também nos fornece um relacao entre o parametro
de Sorkin e a visibilidade. Como iremos ver, sob certas condigoes, medir a visibilidade de
trajetorias exoticas seria medir o parametro de Sorkin.

Na posicao x = 0, nds temos ¢1,12 = ¢a12 = Q121 = P21 = (0+p)—(0+p), P12 = 1221 = 0,
1] = ||, [t1a] = Y] € 1(0,t,7) = 4]11]%. Os parametros o, 3, d, t, T e € podem ser tais
que nés teremos |11 (0,¢,7)| > [112(0, ¢, 7)|, implicando que

|77Z)1(07 t? 7_)|2 > |¢12(Oa 7(;7 T)|2 )
|¢1(07 L, 7_)||1/)12(07 t T)I > |¢12(07 2 T)||¢21(07 12 7_)| )

assim

IT(O, t, 7') ~ 4|w1’2 + 8’¢1|’w12’ cos[GE,t + Met — (9 + ,u)] .

Sob essas condigoes, a intensidade relativa pode ser escrita como
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L(0,t,7) =~ 2{1 + 7,4(0,t,7) cos[les + ttet — (0 + )]}, (5.25)

onde

~ 2|¢et12(07 l, T)|
Yal0: b 1)~ =1 04 7]

A intensidade relativa, equacao (5.25), tem um expressao semelhante a equagao (1.3) dis-

(5.26)

cutida no trabalho de Bramon [48], nos permitindo definir a fungao ¥ como visibilidade cons-
truida com trajetérias exéticas. O segundo termo da equagao (5.25) é a contribui¢do para a
interferéncia devido as trajetdrias exoticas. Se negligenciarmos essa contribuigao, teremos que
I, = 2, que é necessariamente o valor da intensidade relativa quando consideramos somente
trajetdrias nao exoticas (linha preta, na Fig.(5.1)).

Por outro lado, o parametro de Sorkin, equagao (5.24), pode ser escrito como

1(0,t,
w(0,,7) = 1_%
~ 1—(1+67 (5.27)

onde & = %,4(0,t,7) cos[Oc + pret — (0+p)]. Se & < 1, que é esperado desde que [tep12| < |11
e | cos[fut + et — (04 11)]| < 1, entdao nés podemos aproximar (1+&)7! ~ 1 —E+£2..., e escrever
uma expressao para o fator de Sorkin que depende da visibilidade produzida por trajetorias

exoticas, bem como das fases axiais

K R Yoy cos[ley + pler — (0 + 1))
X {1 = Yy cos[Oet + ey — (04 )]} + ... (5.28)

Essa expressao é um dos resultados mais importantes do nosso trabalho. As fases exibem
um papel extremamente importante na determinagao do parametro de Sorkin. O valor maximo
do parametro de Sorkin ocorre para [0t + jter — (6 + )] = 2n7 (n = 0,1,2...), que é exatamente
a visibilidade. Por outro lado, para [fe + ptey — (6 + i)} = (2n + 1)(7/2) (n = 0,1,2...) nos
temos k = 0, e nenhum efeito de caminhos exéticos é observado. Portanto, fica evidente que
podemos evidenciar ou nao o efeito de trajetorias exéticas dependendo do valor das fases.

E extremamente interessante analisar os pontos onde o parametro de Sorkin possui um

valor méximo, para esses pontos de maximo, |Kpmaz| = Yer(1 — ¥2t) + ..., assim o parametro de
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Sorkin pode ser determinado diretamente por meio da visibilidade ou por meio dos maximos e
minimos da intensidade nesses pontos. De acordo com a literatura, se somente trajetorias nao
exoticas existem, entao a visibilidade na posigao z = 0 dever ser ¥ = 1. Poranto, desvios da
unidade em 77 podem indicar a existéncia de trajetérias exdticas, isto é, ¥, = 1 — ¥, onde
Yp = ([Fer — [ /(IRee + ) Essa simples forma de medir o efeito de trajetérias exéticas
torna esse resultado extremamente importante. Notemos que esse resultado sé é verdade na
posicao x = 0. Consequentemente, nessa posi¢ao, medir as franjas de visibilidade fornece uma
estimativa dos efeitos de trajetorias exdticas na interferometria da fenda dupla.

No sentido de obter tais estimativas, consideramos ondas de néutrons com os mesmos para-
metros anteriores, com a diferenga de que iremos segurar a posicao x = 0, e variar o tempo de
propagagcao depois da fenda 7. Como ja mencionado anteriormente, o tempo de propagacao en-
tre as fendas € permanece constante quando mudamos 7 ou z,. Essa propriedade é importante
para construcao de nossos resultados. Na Fig.5.3 (a), nds mostramos o parametro de Sorkin e
na Fig.5.3 (b), a visibilidade em funcao de z, . Podemos observar que a ordem de grandeza do

fator de Sorkin e da visibilidade ¢ a mesma, ou seja, 10~% para néutrons.

154
10 4 (@) (b)
7.5
x10° 51 v-10° 101
2.5
0 -
-2.5- T T T T T > T T T T T
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
z (m) z (m)

Fig. 5.3: (a) Parametro de Sorkin e (b) franjas de visibilidade como uma funcao de z,. A
magnitude do parametro de Sorkin é 10~%, semelhante quando em funcao de .

Perante isso, medindo as franjas de visibilidade é possivel evidenciar a contribuicao de
caminhos exdticos no padrao de interferéncia, por outro lado é necessario uma precisao ainda
muito boa, pois as ordens de grandeza envolvidas sao bem pequenas, como visto, ~ 1076,
Na préxima segao, iremos mostrar que a ordem de magnitude do parametro de Sorkin, assim
como das franjas de visibilidade, podem ser amplificados no regime de Fresnel ajustando alguns

parametros do experimento de fenda dupla.
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5.5 Regime de Fresnel e trajetorias exoéticas

Como apontado por Sinha e colaboradores [32]-[33], o parametro de Sorkin é muito sensivel
em relagdo aos parametros da configuragdo experimental. Na referéncia [33], foi obtido uma
expressao analitica para o parametro de Sorkin no experimento de fenda tripla, que é valida
no regime de Fraunhofer (# = 5—2/\ < 1), onde denotaremos z, como a distancia das fendas
ao detector. Na Fig.4 da referéncia [33], o comportamento do fator de Sorkin em fungao da
distancia da fenda ao anteparo foi obtido para fétons via simulagao numérica. Esse resultado
¢ valido no regime de Fraunhofer bem como no regime de Fresnel, porém nenhuma expressao
compativel com o regime de Fresnel foi apresentada.

Confrontando isso, nosso modelo de fenda dupla é capaz de inferir andlises em regioes
longe da fenda (Fraunhofer) quanto em regides proximas (Fresnel). Na Fig.5.4, mostramos
o parametro de Sorkin de nosso modelo em funcao da distancia z, considerando néutrons,
entretanto utilizando os parametros da fenda tripla, como largura das fendas e distancia da

fonte até as mesmas, feita com fétons em [33]

150 1
100 1
K- 106
50 1
0-4
0 10 20
Z (cm)

T

Fig. 5.4: Comportamento do parametro de Sorkin, de nosso modelo, em funcao da distancia
da fenda dupla ao anteparo, considerando néutrons submetidos aos parametros de fenda tripla
utilizados para o féton na Fig.4 da Referéncia [33].

Apesar de utilizarmos diferentes configuracoes de interferometria, fenda dupla e fenda tripla,
respectivamente, é possivel observar uma boa concordancia qualitativa entre nosso modelo e a
simulagao numérica feita por Sinha e colaboradores [33]. Na préxima se¢do, mostraremos que
na zona de Fresnel somos capazes de amplificar o efeito de trajetdrias exéticas no experimento

de fenda dupla considerando ondas de néutrons.
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5.6 Amplificacao do parametro de Sorkin no regime de
Fresnel

Em 2016, Robert W. Boyd e colaboradores, realizaram a primeira medida experimental
do desvio no principio da superposicao, via parametro de Sorkin, considerando o experimento
de fenda tripla [49]. Controlando a intensidade e a distribui¢ao de campos eletromagnéticos
em torno das fendas, foi possivel aumentar drasticamente a probabilidade de ocorréncia de
trajetdrias exéticas para o féton, encontrando um fator x ~ 10~!. No entanto, para obser-
var essa amplificacao no fator de Sorkin, foi utilizado um material capaz de confinar campos
eletromagnéticos na superficie do metal [50].

Ja em 2017, Sinha e colaboradores partindo da forte dependéncia do efeito dos caminhos
exdticos em relagdo a certos parametros experimentais da fenda tripla, conseguiram obter a
primeira medida do parametro de Sorkin no regime de microondas [51].

Seguindo nossa abordagem tedrica de fenda dupla, escolhemos os seguinter parametros para
ondas de néutrons: z; = 20 cm, g = 3.0 um, S = 6.0 um, d = 240 pm e A = 10 nm. Para
esse conjunto de parametros, nossas aproximacgoes sao mantidas. Na Fig.5.5 (a), mostramos
o parametro de Sorkin, e as franjas de visibilidade na Fig.5.5 (b), como funcao de z,. Existe
um valor maximo do parametro de Sorkin da ordem || ~ 3.05 x 107® para uma distancia
z; = 3.94 cm que corresponde a um numero de Fresnel . = 0.091, ou seja, no regime de
Fresnel (ou regime intermediario). A linha pontilhada corresponde ao fator de Sorkin da ordem
de k =~ 2.97 x 107°, sendo .# = 0.000036, isto é, no regime de Fraunhofer.

4 (b)

5 10 15 20 0 5 10 15 20
zr(cm) ZT(cm)

[l

Fig. 5.5: (a) Parametro de Sorkin e (b) franjas de visibilidade como funcao de z,. Observamos
um aumento no parametro de Sorkin e nas franjas de visibilidade, de pelo menos trés ordens
de grandeza para alguns valores de z,.

Nesse sentido, uma vez que no regime de Fresnel (intermediério) existe um aumento signifi-
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cativo no parametro de Sorkin, a fenda dupla pode vir a ser um excelente interferometro capaz
de detectar a contribuicao de trajetérias exdticas de ondas de matéria, por meio de medidas
nas franjas de visibilidade. Acreditamos que as implicacoes fisicas, de caminho exdticos, podem
ser importantes nos estudos de interferometria com decoeréncia, aumento na complexidade de

protocolos quénticos e simulagao de novos algoritmos em computagao quantica [49].



Capitulo 6
Conclusao

Investigamos de forma tedrica os efeitos da inclusao de trajetérias exoticas em experimentos
de interferéncia com ondas de matéria. Propomos inicialmente um modelo simples para estudar
os efeitos da fase de Gouy no experimento de fenda tripla, quando caminhos exdticos sao consi-
derados. Nessas perspectivas, demonstramos que essa fase desempenha uma papel importante
no padrao de interferéncia, além de ser imprescindivel na determinagao do parametro de Sorkin,
que é utilizado para quantificar os efeitos fisicos de caminhos menos provaveis. Considerando
a posicao x = 0 e fixando o tempo de propagacao pds fenda em 7 = 2 ns, o erro percentual ao
desconsiderarmos a fase de Gouy foi de 51, 1%. Esse resultado deixou evidente que existe uma
forte relacao entre a fase de Gouy e o efeito de caminhos exéticos na configuragao experimental
de trés fendas, considerando ondas de matéria.

Se utilizarmos parametro de Sorkin descrito na literatura, o mesmo que foi inicialmente
definido para a fenda tripla, seria impossivel de inferir na fenda dupla a existéncia de caminhos
exéticos. Por outro lado, em nosso trabalho adotamos uma definicao capaz de atestar a ordem
das corregoes no principio da superposicao, tanto no experimento de fenda tripla quanto na
configuracao de fenda dupla. Além disso, para pontos especificos da tela de detec¢ao, mostramos
ser possivel relacionar a evidéncia de trajetérias menos provaveis com as franjas de visibilidade.

Na posicao x = 0, encontramos uma expressao para as franjas de visibilidade totalmente
oriunda de caminhos exéticos. Ainda nessa posicao, fomos capazes de escrever o parametro de
Sorkin em funcao da visibilidade e das fases axiais. Portanto, nosso trabalho nos possibilita
afirmar a existéncia de caminhos menos provaveis na fenda dupla, medindo desvios da unidade
(valor sem caminhos exéticos) nas franjas de visibilidade.

Por fim, mostramos que na zona de Fresnel (regime intermedidrio) existe um conjunto
apropriado de parametros que podem proporcionar um significativo aumento no parametro de

Sorkin k no experimento de fenda dupla de Young.
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Capitulo 7
Perspectivas

Como perspectiva, planejamos continuar utilizando a fenda dupla afim de indicar a exis-
téncia de caminhos exdticos. No entanto, buscaremos formas alternativas ao parametro de
Sorkin para atestar a existéncia de caminhos menos provaveis. Uma maneira alternativa, seria
olhar para a distribuigdo de Wigner desses estados quanticos [52]. Para uma funcao de onda

unidimensional, temos que

Wiz, k) = % / v* <[L‘ — %) v (a: + %) e~ dy. (7.1)

Devido ao fato de que a funcao de Wigner poder assumir valores negativos, ela nao pode ser
interpretada como uma distribuicao de probabilidade regular de duas variaveis aleatérias, assim
essa funcao é usualmente dita ser uma distribuicao de quase-probabilidade. Uma possivel ma-
neira de quantificar a nao-classicalidade de um dado estado pode ser baseada na negatividade
da funcao de Wigner, que ¢é interpretada com uma assinatura quantica. Realiza¢oes experimen-
tais ja foram feitas no sentido de medir as fungoes de Wigner, utilizando a interferometria da
fenda dupla com atomos de Hélio [53]. Diante disso, esperamos que ao adicionar mais caminhos
na funcao de ondas total, o sistema se tornara mais quantico, ou seja, passard a ter uma maior
parte negativa.

Neste sentido, um indicador de nao classicalidade de um dado estado quantico pode ser
definido como sendo o volume da parte negativa da funcao de Wigner, como apontado por
Kenfack [54]. Assim, o dobro do volume da parte negativa da funcao de Wigner quando
consideramos trajetérias exdticas na fenda dupla, U = Uy + WUy + Wiy + Wy, pode ser escrito

como

Sr = // \Wr(z, k)|dedk — 1. (7.2)
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Quando consideramos apenas trajetorias classicas, caminhos nao exéticos, na superposicao

da fenda dupla, ¥, = ¥; + U5, o dobro do volume da parte negativa seria dado por

50_//|Wc(x,k:)]dxdk—1. (7.3)

No capitulo 5, evidenciamos os efeitos de caminhos exdticos na fenda dupla por meio da
subtragao das intensidades, equacao (5.24). Aqui, por meio das fungoes de Wigner poderiamos

fazer um procedimento semelhante, porém envolvendo a subtracao dos volumes

Ser = O — 6. (7.4)

Portanto, a equacao (7.4) mostra que é possivel utilizar a medida de nao classicidade, ou
volume da parte negativa da fungoes de Wigner, para ressaltar a existéncia de caminhos exdticos
no experimento de fenda dupla.

Ainda como perspectiva, pretendemos analisar quais sao os efeitos causados pela decoerén-
cia, ou seja, interacao do sistema com o ambiente, sobre o fator de Sorkin x. Recentemente,
Laurant mostrou, que estados que possuem uma compreensao (squeezing) em posigao resistem
mais a perdas por decoeréncia [55]. Partindo disso, iremos analisar se para esses estados com-
primidos, embora o efeito do ambiente esteja presente, ainda seja possivel evidenciar o efeito

de trajetdrias exoticos no experimento de fenda dupla de forma significativa.



Apeéendice A

Integrais GGaussianas, a féormula de

Parseval e produto infinito de Euler

Esse apéndice tem como objetivo, mostrar as diversas ferramentas matematicas utilizadas

no calculo do propagador da particula livre e do oscilador harmonico

Integrais Gaussianas

> a(:vlfz)Qer(aczfx)Q — —_7T ab — 2 A1l
/_Ooe dx a—i—beXp[a—i—b(xl $2):| (A1)

/OO Lol T L (A.2)
o V —a
/ e dy = \/g. (A.3)

Formula de Parseval

Para uma funcao u(t) decomposta em série de Fourier, tal que

Z Zp sin [, (t — ta)] , (A4)

n=1

o seu modulo ao quadrado é dado pela relacao
2 2 tl 2
lul> = [ [u(t)]*dt = Z u(®)]. (A.5)
t1
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Foérmula do Produto Infinito de Euler

sin;;rx) _ ﬁ (1_%2).

(A.6)



Apeéendice B

Propagador do oscilador harmonico via

integral de caminho

Nessa secao, iremos obter o propagador para o caso de uma particula sujeita a um potencial
quadratico. Em diversas aplicagoes da natureza, é comum nos depararmos com potencias que
podem ser aproximados pelo potencial do oscilador harmoénico. A Lagrangeana para tal sistema
ja foi calculada na equagao (3.21), no entanto sabemos que a equagao de movimento para uma

particula sujeita a esse tipo de potencial é dada por

mi + mw? = 0, (B.1)

essa equagao descreve a trajetoria cldssica do oscilador, Z(¢). Representando as condigbes
iniciais por Z(t,) = x, e Z(t,) = xp, podemos escrever um caminho arbitrario indo de z, a x,
como x(t) = Z(t) + z(t), sendo que z(t,) = z(t,) = 0. Assim, é possivel calcular a a¢do do

oscilador harmonico como

Sla(t)] = /tt [%(m Lo zﬂ , (B.2)

expandido os termos quadraticos da integral, temos

ty 2 ty 2 tp
Slz] = / {%aﬂ _ —m;" z?] dt + / [%22 - —m‘; 22] dt + / [miz — mw?z2] dt, (B.3)
ta ta tll

a ultima integral se anula em um processo de integragao por partes, devido as condigoes de

contorno e a equagao de movimento (B.1), logo a agao pode ser reescrita como
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Slz] = S[z] + Solz], (B.4)

onde,

Sol2] = /t:b {%ZZ - m;"g 22} | (B.5)

assim o propagador fica

2p=0

K(b,a) = exp (%sm) 9. - exp BZ /: (22— w?2?) dt] (B.6)

2q=0

sendo que

, omihT\ V2
92:15%[( — ) Edzk : (B.7)

os limites de integracao, nesse caso, significam que as trajetérias se anulam em ¢, e t,. Em

seguida, é conveniente decompor a fungao z(t) em série de Fourier

o0

Z Zp sin [Q, (L — ta)], (B.8)

n=1

sendo, Q, =nn/T e T =t, —t,, assim o propagador torna-se

K(bya) = e<;s[m])/@/2

Zm

QQ
2h

exp|——- )dt](B.9)

Zznsm t—t)]2

Zzncos t—t

utilizando a formula de Parserval, equacao A.5 (apéndice A), temos que

K(b,a)_exp< )/.@Z exp{“”T Z (Qi—oﬂ)] } (B.10)

n=1
de forma compacta a integral do propagador pode ser escrita como

K(b,a) = F(T) exp (%S[w]) | (B.11)

de modo que F(T') é o produto das integrais Gaussianas
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F(T) = Fy ﬁ / exp {Z;’;T 2002 - w)}dzn, (B.12)

e Fy é um termo independente de w, que sera explicitado a posteriori. Utilizando as integrai

Gaussiana A.2 (apéndice A), F(T') torna-se

F(T) = OH( g;zﬁwz))m (B.13)

() Y05

, (B.14)
= n=1

Fy

para o ultimo produtério, utilizamos a formula do produto infinito de Euler, equagao A.6
(apéndice A), assim F(T) fica

W \"? |y (4minT '
F(T) = Fy (sin(wT)) b;[l (mnzwz)

Aqui, devemos escolher o valor de Fy de modo que no limite w — 0, o propagador do

(B.15)

oscilador harmonico seja o mesmo da particula livre, assim

F(T) = (#ﬁ@)m. (B.16)

Portanto, chegamos finalmente no propagador do oscilador harmonico

K(b,a) = (#:(MQW exp (%S[f]) | (B.17)

Assim como para a particula livre, o propagador do oscilador harmonico descrito pela equa-

¢ao (B.17) é completamente andlogo ao resultado obtido pela mecanica quantica habitual.



Apéndice C

Constantes fisicas do experimento de

fenda tripla

Segue abaixo, as expressoes para constantes fisicas que descrevem as func¢oes de onda de
trajetorias exoticas e nao exdticas no experimento de fenda tripla. O indice subscrito R e I,
sao respectivamente as partes reais e imaginarias dos nimeros complexos que aparecem como

solugdes nas equagoes (4.8-4.11)

Constantes para as funcoes de onda nao exéticas

ZrR = (ZORle - 2012’11)(22RZ31 + 221231%) +

+ (20m211 + 20121R)(22rR%3R — Z21%231), (C.1)

zr = (20R21R - 201211)(22RZ3R - 221231)
— (2om#11 + 20121R)(22r%31 + 22123R), (C.2)

1 m
=5, 200 = —5 C.3
20R 20_8 y R0I 2ht7 ( )
1 7’77,22’03
= C4
LR 232 + 422 (235 + 22;) (C.4)
m m mzzm

S C.5
u (4h6 T om T, 1 z§])> ! (C.5)
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1 m?zir
2 2.2(.2 2y
26%  16h2€?(zig + 27;)
2
m m2zyy
=T (277, T o, 1 22 ))’ (©7)
1 m?zop
Z3R — -+ (CS)
2 2.2(.2 2y
203 16h2€2(25, + 231)
2
m m m2zor
231:_(% T ihe T lom2e(22, + 2 ) (C-9)
T € €2(25p + 23;)
= 22 2 2 C.10
RAR = R1RR2R — R1JR2R — 4Z1RR1I%2I, ( . )
= 22 2 2 C.11
Z41 = Z1p%21 — Z1r%2I t+ 2Z1RZ11%2R, (C.11)
o 2 2 2 2 2 2 2 2
zsr = 23r(21p%R — Z1R%21 — Zir%R + 21171
2 2
—4z1p21120R%01) — 2231(21p22R%21 — 21 1%2R%21
2 2
+ZIRZIIZQR - 21R21[Z2]>, (C]_Q)
. 2 2 2 2 2 2 2 2
zs1 = z31(21 %R — Z1R%21 — Z11%3R T 211701
2
—42’11%2’11221%221) + 223R(Z1RZ2R221
2 2 2
—RZ{[R2RR2] + Z1RR1I”Z9R — ZlRZIIZQI), (013)
26R = Z1RZ2RZ3R — Z1RZ2IZ3I — Z1I%2RZ31 — Z11%21%3R; (C.14)
261 = Z1RZ2RZ3I + Z1R%21%3R + Z11%2RZ3R — 211721731 - (C.15)
2
m
C, = %, (C.16)
4[e/? + $?]
2md
Cy = ﬂ (C.17)

4(e/? + B
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m?od
252 2128+ m2ay)

o =
m’og _m_m
2ht(R2t? + m?0d) 2t 2hT

> hArd? 2dht
3 252 +t o gt b Y= mpE
m  mfp? hrd
Y= onr T o v T gp ™

1 t+7(1+ ;421)

pre(t, 7) = —5 arctan | —————5—

2 -
0

Constantes para as funcoes exodticas

4 m3\/T
“ 1673 teogr/2% + 22

m2zsp

C et — )
tet 4R2T2 (225 + 22;)
C B deZ(;] i md231
T 3BT (22, + 28,) | 2hT R (22, + 22,)
C dQZlR m2d2z4R
! APH(atp +28) 640 RPe* (22 + )
N mid?zsp N m2d*zgp
PR (22, + 22,)  328%€2h3 (22, + 22))
i dQZgR d2
ApH(z3p + 251)  BY
m i m2231
et = 9
DY 4h272 (22, + 22;)
m3dzﬁR md23R
Vet =

3213 0%7€? (22, + 22;) + 2hT B2 (22, + 22;)]

(C.18)

(C.19)

(C.20)

(C.21)

(C.22)

(C.23)

(C.24)

(C.25)

(C.26)
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d?z g m2d?zy;
4N +28)  B4BRREE(2E, + 2y
mid?zs; m2d?ze;
PORAPYe (22, + 22,)  32B%h3 (22, + 22;)
d?z31
4P (235 + 237)

1
et = 5 arctan (

zr
ZR '

(C.27)

(C.28)



Apeéendice D

Constantes fisicas do experimento de

fenda dupla

Semelhante ao apéndice C, aqui nds apresentaremos as expressoes para constantes fisicas
que descrevem as fungdes de onda de trajetdrias exdticas (et) e nao exdticas (sem subscrito)
no experimento de dupla. O indice R e I, sao respectivamente as partes reais e imaginarias dos

nimeros complexos que aparecem como solugoes nas equagoes (5.11-5.13)

Constantes para as fungoes nao exdticas

Z0R — r‘g, (Dl)
m

20 — —%, (D2)
m2agr L 1 (D.3)

2R = , .

YT g2 (ap+ad;) 282
m2agp m m

_ om_m DA
211 4Ah2¢2 (a%R + a%I) 2ht  2hT (D-4)
zr = Re [(aor + iaor) (a1r + iays)] (D.5)
21 = S [(aor + iaor) (arr + iaig)], (D.6)
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1
A= —2 . , (D.7)
Vom G+ #)
m2alR
C,=— , D.8
! 4h212 (a%R + a%]) (D)
mdau
Cy = — , D.9
2 AhTp? (a2p + a}) (D-9)
d2 d2alR
86 16p3* (a?y + al))
m m2aq;
a = + , (D.11)
2hr  4R*7? (alp + al))
mdair
— , D.12
1T T B (a2, + a?y) (D-12)
d2a11
0=— , D.13
165* (aip + af;) (D19)
L rctan (21 (D.14)
= —arctan | — | . )
a 2 ZR
Constantes para as fungoes exdticas
RZ0Re: = QOR, (D.15)
20, = QoI, (D16)
Z1Re; — Q1R, (D]_?)
m2aor m m
= — =t _ = D.18
21l ARt? (alp,, + a2, ) 2ht 2% (D-18)
1 mQalR
Z9R., = + < , (D.19)
28%  4n%e? (aly, + a3, )
2
Pty = AL m_n (D.20)

AR2e2 (G%Ret + a%let) 2Rt 2he’
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23R, = e [(a1r., +ia11,,) (a2r,, + ia21,,)], (D.21)
231, = Sm [(@1r,, +ia11,,) (a2r,, +ia2r,,)], (D.22)
Zre = Re [(a1r,, +ia1r,)? (azr,, +ias1,,)] . (D.23)
Zar, = S [(a1g,, +iair,)” (a2, +iasr,,)] (D.24)
ZRet = %m [(aORet + 7:aOIet) (a’lRet + ial[et) (a2Ret + ia/QIet)] ) (D25)
21, = Ne [(aor,, + iaor,,) (a1r., +iayr,,) (a2r,, +iasz,,)], (D.26)
3
1
A= — . , (D.27)
\/O—Oﬁ </(Z%et + Z%et)
m2asp
Chop = — ot , D.28
1t 4h27—2 (a/gRet + aglet) ( )
m2dasp mdasg
Clet = — ot + ot : (D.29)
' 8h27—€ﬁ2 (agRet + a%Iet) 47:’)7—/62 (agRet + a/gjet)
d2(11Ret d2 dz(lgRet
Cset 4 (2 2 VYR + 4 (2 2
165 (alRet + al[ct) /8 16/8 (a/2Rct + a2I€t)
d*mas;y,, B d*m?asp,, (D.30)
16h8/64 (anget + agfet) 64h2€2/84 (O%Ret + a/glet) ’ ‘
mo m ot (D.31)
Qep = 5 .
2hT  4AR272 (a%Ret + a%Iet)
2d

- mdasg,, m-dasy,, ’ (D.32)

T A (g, + ) | SHEre (ahn, + @3y)
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get

2 2
d*aqz,, d*asy,,
4 (42 2 4 (42 2
16/8 (alRet + allet) 166 (a2Ret + a2]et)
2 2, 2
d*masg,, d“m*asg,,

+ )
16hep* (a3, +a3y,,)  64h2e2B (adp,, + aZp,)

; < e )
Het = ——=arctan | — | .
2 ZRet

(D.33)

(D.34)
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