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Resumo
Motivados pela rica variedade de fases apresentadas pelos carbetos de boro, neste trabalho ob-

jetivamos compreender a existência e/ou coexistência de fases supercondutoras e ordenamento mag-

nético, em particular sobre uma estrutura de camadas. Iniciamos pelo estudo do modelo de Hubbard

atrativo sobre uma bicamada na aproximação de Hartree-Fock, o que nos permitiu uma análise da

indução de uma camada supercondutora sobre outra. Ainda na aproximação de Hartree-Fock, estu-

damos também o modelo de Kondo sobre uma bicamada, onde concluímos que as polarizações das

camadas são independentes. Concluindo, fizemos o estudo do modelo Kondo-Hubbard atrativo so-

bre uma bicamada. Verificamos que há indução da supercondutividade de uma camada sobre a outra

mesmo com a presença dos momentos locais.

Palavras-chave: Supercondutividade, modelo de Kondo-Hubbard atrativo, aproximação de Hartree-

Fock.
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Abstract
Motivated by the rich variety of phases presented by boron carbides, this study aimed to un-

derstand the existence and/or the coexistence of superconducting phases and magnetic ordering, in

especial on a layer structure. We begin by studying the attractive Hubbard model on a bilayer in the

Hartree-Fock approximation, which allowed us to analyze the induction of a superconducting layer

over another layer. Still in the Hartree-Fock approximation, we also studied the Kondo model on a

bilayer, where we concluded that the polarizations of the layers are independent. In conclusion, we

study the attractive Kondo-Hubbard model on a bilayer. We found that there is induction of supercon-

ductivity of a layer on the other even with the presence of the local moments.

Keywords: Supercondutivity, Kondo-Hubbard atractive model, Mean-Field approximation.
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1 Introdução

A resistência elétrica de metais puros diminui à medida que baixamos a temperatura, devido às

vibrações atômicas dificultarem a propagação dos elétrons. Portanto, seria razoável esperar que com

a diminuição da temperatura a resistência fosse a zero. No entanto, quanto mais nos aproximamos da

temperatura zero, metais como o cobre, o ouro e a prata têm sua resistência saturada a um valor não

nulo mesmo às temperaturas acessíveis mais baixas [1], como esboçado na curva em azul da Figura

1.1. Esta resistência de saturação é atribuída a presença de defeitos estáticos no material [6].

Figura 1.1: Com a diminuição da temperatura a resistência de alguns metais diminui até um valor
constante ( curva em azul). Outros materiais tornam-se supercondutores abaixo de uma temperatura
critica Tc ( curva em verde). E em alguns metais, que apresentam impurezas magnéticas, a resistência
apresenta um mínimo ( curva em vermelho). Figura adaptada da Referência [1].

Para alguns materiais magnéticos como o cobalto e algumas ligas metálicas observamos um mí-

nimo no valor da resistência, ou seja, a partir de um certo ponto a resistência aumenta enquanto a

temperatura diminui, como esboçado na curva em vermelho da Figura 1.1. Este fenômeno é co-

nhecido como efeito Kondo [7]. Este efeito somente surge quando há interação entre elétrons de

condução ( geralmente orbitais s, p ou d) e elétrons fortemente localizados ( provenientes de orbitais

f).

O aumento da resistência é atribuído a impurezas magnéticas que atuam como centros espalha-
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dores, dificultando a propagação dos elétrons. Kondo mostrou que esta interação entre os momentos

locais e os elétrons de condução é favorável ao alinhamento antiferromagnético (AFM). As impure-

zas magnéticas se acoplam com os elétrons de condução formando singletos localizados blindando as

mesmas. Desta forma, o efeito Kondo normalmente compete com o magnetismo [8].

Há ainda metais e metaloides, como o alumínio, o chumbo e o mercúrio que perdem toda a sua

resistência elétrica abaixo de uma temperatura de transição Tc, como esboçado na curva em verde da

Figura 1.1. Este estado, conhecido como supercondutor (SC), foi descoberto em 1911, por Kamer-

lingh Onnes ao resfriar o mercúrio a uma temperatura de 4,2 K [9].

Foi somente em 1957 que a compreensão deste fenômeno foi atingida com a teoria de Bardeen,

Cooper e Schrieffer ( teoria BCS [10]). A teoria BCS estabelece a supercondutividade como um efeito

causado pela atração efetiva entre elétrons. O mecanismo para esta atração se dá através dos fônons

da rede, fazendo com que os elétrons se condensem em pares, chamados pares de Cooper, veja Figura

1.2. Este estado de elétrons emparelhados teria uma energia menor do que a energia de Fermi criando

um gap que impede os elétrons de condução de sofrerem espalhamento pelas impurezas da rede.

Figura 1.2: Representação clássica de uma par de Copper.

Além da resistividade nula abaixo da temperatura Tc, uma das características mais interessantes a

respeito da supercondutividade é um fenômeno conhecido como efeito Meissner. Este fenômeno con-

siste do diamagnetismo perfeito, ou seja, não existe campo magnético interno no material supercon-

dutor, pois surgem correntes superficiais para cancelá-lo. A ausência de dissipação e o diamagnetismo

perfeito tem estimulado a busca por materiais supercondutores em temperaturas mais elevadas.

A grande maioria dos materiais conhecidos até o final do século passado apresentavam supercon-

dutividade competindo com o ordenamento magnético, uma vez que o magnetismo competia com a

formação de elétrons emparelhados. Como é o caso de alguns cupratos [2, 11], compostos caracte-

rizados por planos de CuO2, veja a Figura 1.3. Com a descoberta de supercondutividade em alguns

compostos constituídos por elementos terra-rara, observou-se a coexistência entre estados SC e mag-

néticos. Uma classe de materiais de particular interesse para este trabalho consiste nos carbetos de

UNIVERSIDADE FEDERAL DO PIAUÍ 2 Grupo L.F.N.E.
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Figura 1.3: Estrutura cristalina de compostos Ba2Can−1CunO2nF2 para (a) n=2, (b) n=3 e (c) n=4.
Figura adaptada da Referência [2].

boro, compostos que apresentam a composição química RT2B2C, onde R é um metal terra-rara e T

um metal de transição.

Os RNi2B2C(R = Y,Ce,Pr,Nd,T b,Dy,Ho,Er,T m e Y b) apresentam uma estrutura cristalina de

corpo centrado, Figura 1.4 (a), constituída de planos RC separados por camadas de Ni2B2 empilhados

ao longo do eixo z [3]. Estes materiais apresentam uma grande variedade de ordenamentos magnéticos

dependendo da escolha do elemento terra-rara. Por exemplo, para R=Dy, Pr e Ho, o material apresenta

camadas com ordenamento ferromagnético (FM) no plano x-y e AFM no eixo z, como mostra a Figura

1.4 (b). No caso do Dy e do Ho a supercondutividade coexiste com o magnetismo, enquanto que o Pr

não apresenta supercondutividade [4].

Figura 1.4: Esboço das estruturas cristalina dos RNi2B2C em (a). E em (b) a estrutura magnética para
R=Dy, Pr e Ho. Figura adaptada de Referência [3].

Os valores das temperaturas de transição supercondutora, Tc„ e de ordenamento antiferromeg-

nético, TN , estão ilustrados na Figura 1.5. Observamos que para supercondutores AFM como o

T mNi2B2C e ErNi2B2C a razão TN/Tc é menor do que 1, é próxima de 1 para supercondutores que

UNIVERSIDADE FEDERAL DO PIAUÍ 3 Grupo L.F.N.E.
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apresentam um comportamento reentrante como o HoNi2B2C, e é maior do que 1 para o DyNi2B2C.

Figura 1.5: Temperaturas TN e Tc como função do fator de de Gennes. Figura adaptada da Referência
[4].

Técnicas experimentais de difração de nêutrons [12] e de difração de raios-X [13], indicam

que o comportamento reentrante observado em alguns carbetos de Boro como o HoNi2B2C e o

Er(Ni1−xCOx)2B2C é devido à interação entre a fase supercondutora e uma fase espiral magnética

modulada. Nestes materiais, à medida que a temperatura é diminuída saímos de uma fase paramag-

nética para uma fase AFM comensurável passando por uma fase AFM modulada. Recentemente,

trabalhos teóricos mostraram que o modelo da rede de Kondo apresenta, dentro de certas condições,

fase espirais magnéticas que são até mais estáveis do que as fases FM e AFM comensurável [14].

Desta forma, o modelo de Kondo representa um bom candidato para a modelagem destes materiais.

Assim como os carbetos de boro, os cupratos também apresentam supercondutividade fortemente

correlacionada com a estrutura de camadas [5]. Por exemplo, pode-se observar da Figura 1.6 que

a temperatura de transição para os cupratos HgBa2Can−1CunO2n+2+δ tem um pico em n=3 e cai

abruptamente acima deste valor.

Figura 1.6: Tc × n ( número de camadas). Figura adaptada da Referência [5].

O objetivo desta dissertação é estudar a física essencial por trás dos ordenamentos magnéticos e

sua correlação com a supercondutividade nos carbetos de boro. Para isso, vamos fazer uma análise

UNIVERSIDADE FEDERAL DO PIAUÍ 4 Grupo L.F.N.E.
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teórica do modelo Kondo-Hubbard atrativo com foco na estrutura de uma bicamada. Resolveremos o

modelo através de uma aproximação de Hartree-Fock [15, 16, 17] na rede quadrada.

O modelo de Hubbard [18] é um dos modelos comumente usados para descrever a correlação

entre elétrons, necessária para se compreender a formação do emparelhamento eletrônico. Já o mo-

delo de rede Kondo [19], aborda a interação entre os elétrons da banda de condução e os momentos

locais, no limite de um momento magnético local por sítio. Este modelo é comumente utilizado para

descrever a física de compostos de férmions pesados baseados em terra-raras e actinídeos.

Devido à grande quantidade de parâmetros envolvidos no modelo, vamos estudar separadamente

o modelo de Hubbard no Capítulo 2, e o modelo de Kondo no Capítulo 3, a fim de identificarmos

as variáveis essenciais. No Capítulo 4, estudamos o modelo Kondo-Hubbard atrativo sobre uma

bicamada, e no Capítulo 5 apresentamos nossas conclusões.

UNIVERSIDADE FEDERAL DO PIAUÍ 5 Grupo L.F.N.E.



6

2 Modelo de Hubbard Atrativo

Os carbetos de boro são constituídos de planos RC, que dificilmente apresentam supercondu-

tividade [4], separados por camadas de Ni2B2. Estes materiais tem suas propriedades fortemente

correlacionadas com a estrutura de camadas. Por exemplo, entre as camadas de Ni2B2, o RNi2B2C e

o RNiBC possuem uma e duas camadas de RC, respectivamente. O RNi2B2C pode exibir supercon-

dutividade dependendo do R, porém o RNiBC não exibe supercondutividade.

Resultados experimentais indicam correlação entre estados AFM e SC para estruturas multipla-

nares de cupratos dopados [20, 21]. Esta correlação é atribuída à força do acoplamento tz entre as

camadas. Portanto, para entender a relação entre antiferromagnetismo e supercondutividade em estru-

turas multiplanares, vamos investigar a relação de tz e da densidade eletrônica n com as propriedades

eletrônicas da rede.

Neste capítulo, consideramos um sistema de férmions itinerantes sobre um potencial atrativo

que favorece o estado de spins emparelhados no mesmo sítio. Vamos estudar o modelo de Hubbard

atrativo [22, 18] através da aproximação de Hartree-Fock em uma rede quadrada. Resolveremos o

modelo de Hubbard em duas situações: para a monocamada e para a bicamada. Nosso principal

interesse é analisar os efeitos que uma camada tem sobre a outra, no emparelhamento eletrônico.

2.1 Modelo de Hubbard em uma monocamada

A Hamiltoniana do modelo de Hubbard atrativo é definida como,

H = HHop +HHub =

=−t ∑
〈R,R’〉,σ

(
c†

Rσ
cR’σ + c†

R’σ cRσ

)
−U ∑

R
nR↑nR↓, (2.1)

onde o simbolo 〈R,R’〉 enfatiza que a soma é sobre os primeiros vizinhos de uma rede quadrada e

nRσ = c†
Rσ

cRσ é o operador número de férmions.

O primeiro termo da Hamiltoniana é referente à energia cinética, descrevendo a destruição de um

elétron de spin σ na posição R’ e a criação no sítio R e vice-versa. Esse termo é conhecido como

termo de hopping. O segundo termo, representa o potencial atrativo entre elétrons, com U > 0. Ele
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reduz a energia em -U caso haja dupla ocupação em um sítio da rede; este termo nos conduzirá à

supercondutividade.

Os estados possíveis do modelo são referentes às configurações dos íons da rede: o orbital em

cada sítio pode estar vazio, preenchido por um elétron com spin up ( ou down), ou duplamente ocu-

pado por um par de elétrons com spins contrários.

Aproximação de Hartree-Fock

Resolveremos o modelo de Hubbard em uma monocamada através da aproximação de Hartree-

Fock [15, 16, 17]. Esta subseção servirá, também, para apresentar o método que será usado ao longo

de toda a dissertação.

Vamos fazer uma transformada de Fourier definida como

cRσ =
1√
N ∑

k
e−ik·Rckσ , (2.2)

onde os k’s são os vetores da rede reciproca. Assim, o termo de hopping fica,

Hhop = ∑
k,σ

[
(Ekx +Eky)c

†
kσ

ckσ

]
, (2.3)

com Eks =−2tcos(ks).

O termo de Hubbard será diagonalizado através de uma aproximação de Hartree-Fock, que con-

siste em substituir as interações entre os elétrons por campos efetivos, levando a uma situação de

férmions não interagentes; veja o Apêndice A. Em seguida fazemos uma transformada de Fourier, e

o termo de Hubbard em campo médio fica,

Hhub =−
Un
2 ∑

k,σ
c†

kσ
ckσ −∆∑

k

(
c†

k↑c
†
-k↓+ c-k↓ck↑

)
+

NUn2

4
+

N∆2

U
, (2.4)

onde definimos n como a densidade eletrônica, dada por

n =
1
N ∑

k

(
〈c†

k↑ck↑〉+ 〈c†
k↓ck↓〉

)
, (2.5)

e o parâmetro ∆, como,

∆ =+
|U |
N ∑

k
〈c†

k↑c
†
-k↓〉=

|U |
N ∑

k
〈c-k↓ck↑〉. (2.6)

Devido à natureza bosônica do estado de dois férmions emparelhados, podemos dizer que ∆ é um

parâmetro que indica a criação de excitações bosônicas. Para comprovarmos isso, vamos analisar a

formação de estados emparelhados, através da função de correlação de pares de dois orbitais de forma

UNIVERSIDADE FEDERAL DO PIAUÍ 7 Grupo L.F.N.E.



2.1 Modelo de Hubbard em uma monocamada 2 Modelo de Hubbard Atrativo

semelhante ao feito na Referência [23],

P′ =
〈

cR′↓cR′↑c
†
R↑c

†
R↓

〉
. (2.7)

Após uma aproximação de Hartree-Fock e fazendo uma transformada de Fourier, definimos o seu

fator de estrutura associado como,

P =
1
N ∑

R
P′ ≈

(
1
N ∑

k

〈
c†

k↑c
†
−k↓

〉)( 1
N ∑

k

〈
c−k↓ck↑

〉)
=

∆2

U2 . (2.8)

Para termos um controle sobre o preenchimento da banda, vamos acrescentar à Hamiltoniana

o potencial químico na forma de um campo efetivo a ser determinado como um multiplicador de

Lagrange, −µ(∑iσ c†
iσ ciσ −Nn). Das equações 2.3 e 2.4 podemos escrever a Hamiltoniana de campo

médio como,

HMF = ∑
k,σ

[(
Ekx +Eky−

Un
2
−µ

)
c†

kσ
ckσ

]
−∆∑

k

(
c†

k↑c
†
-k↓+ c-k↓ck↑

)
+

NUn2

4
+

N∆2

U
+Nµn. (2.9)

Esta Hamiltoniana pode ser escrita em uma forma matricial usando uma base de espinores de Nambu,

Ψ† =
(

c†
k↑ c-k↓

)
, ficando

HMF = ∑
k

Ψ
†H Ψ+ cte.=

= ∑
k

(
c†

k↑ c-k↓

)( A −∆

−∆ −A

)(
ck↑

c†
−k↓

)
+ cte, (2.10)

onde A=
(
Ekx +Eky− Un

2 −µ
)

e cte. = NUn2

4 + N∆2

U +Nµn−N Un
2 −Nµ +∑k(Ekx +Eky).

Para garantir que estamos encontrando as soluções mais estáveis, vamos minimizar o funcional da

energia livre de Helmholtz em termos dos parâmetros µ e ∆, através do teorema de Feynman-Hellman

( ver Apêndice B), impondo assim a restrição,〈
∂F
∂ µ

〉
=

〈
∂F
∂∆

〉
= 0. (2.11)

Para encontrarmos a densidade eletrônica, vamos escrever nossa Hamiltoniana em uma forma

diagonal, por meio de uma mudança de base,{
Ψp = ∑

2
q=1 up,qηq,k,

Ψ†
p = ∑

2
q=1 u∗p,qη

†
q,k.

(2.12)
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2.2 Modelo de Hubbard em uma bicamada 2 Modelo de Hubbard Atrativo

Nesta base, escrevemos a densidade eletrônica como,

n =
1
N ∑

k
∑
q,q′

[
u∗1,qu1,q〈η†

q,kηq,k〉+u2,qu∗2,q〈ηq,kη
†
q,k〉
]
. (2.13)

Usando a relação de anticomutação e lembrando que 〈η†
pkηp′k〉 = δp,p′ f (Ep) onde f (Ep) é a função

distribuição de Fermi-Dirac ficamos com,

n =
1
N ∑

k
∑
q

[
|u1,q|2 f (Eq)−|u∗2,q|2 f (Eq)

]
+ |u∗2,q|2. (2.14)

As equações 2.11 e 2.14 são usadas para encontrar os parâmetros ∆, µ e nc de forma autoconsistente.

A Figura 2.1 apresenta P × U para uma monocamada com alguns valores de n e temperatura

nula. O parâmetro P aumenta com o valor de U a partir de zero até um limite superior onde o sistema

estará saturado de pares de Cooper.

Figura 2.1: Parâmetro de estrutura supercondutora como função da atração local para uma monoca-
mada no estado fundamental.

2.2 Modelo de Hubbard em uma bicamada

Agora vamos considerar o modelo de Hubbard sobre uma bicamada. Resolveremos o problema

associando diferentes potenciais atrativos, UA e UB às camadas A e B, respectivamente. Em seguida
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2.2 Modelo de Hubbard em uma bicamada 2 Modelo de Hubbard Atrativo

faremos UB→ 0, para analisar os efeitos de indução de supercondutividade de uma camada sobre a

outra.

A Hamiltoniana é dada por,

H =−t ∑
〈R,R’〉,σ

(
c†

ARσ
cAR’σ + c†

AR’σ cARσ + c†
BRσ

cBR’σ + c†
BR’σ cBRσ

)
−tz ∑

R,σ

(
c†

ARσ
cBRσ + c†

BRσ
cARσ

)
−UA ∑

R
nAR↑nAR↓−UB ∑

R
nBR↑nBR↓, (2.15)

onde o símbolo 〈R,R’〉 enfatiza que a soma é sobre os primeiros vizinhos de uma rede quadrada, nA

e nB são os operadores número de férmions relativos às camadas, e tz representa o acoplamento entre

os planos.

Vamos realizar uma transformada de Fourier, definida como,

cαRσ =
1√
N ∑

k
e−ik·Rcαkσ , (2.16)

onde α refere-se aos índices A e B das respectivas monocamadas.

Desta forma, o termo de hopping torna-se,

Hhopping = ∑
k,σ

[(
Ekx +Eky

)(
c†

Akσ
cAkσ + c†

Bkσ
cBkσ

)
+
(

Ekzc
†
Akσ

cBkσ +E∗kz
c†

Bkσ
cAkσ

)]
, (2.17)

onde Eks =−2tcos(ks) e Ekz =−tz.

Após desenvolvermos o termo de Hubbard, Hhub =−UA ∑i c†
AR↑cAR↑c

†
AR↓cAR↓−UB ∑i c†

BR↑cBR↑c
†
BR↓cBR↓,

na aproximação de Hartree-Fock, de forma semelhante ao que foi feito para a monocamada, e em se-

guida fazendo uma transformada de Fourier, temos

Hhub =
−UAnA

2 ∑
k,σ

c†
Akσ

cAkσ −
UBnB

2 ∑
k,σ

c†
Bkσ

cBkσ

−∆A ∑
k

(
c†

Ak↑c
†
A-k↓+ cA-k↓cAk↑

)
−∆B ∑

k

(
c†

Bk↑c
†
B-k↓+ cB-k↓cBk↑

)
N
(

UAn2
A

4
+

UBn2
B

4

)
+N

(
∆2

A
UA

+
∆2

B
UB

)
, (2.18)

onde definimos as densidades eletrônicas nA e nB, e os parâmetros ∆A e ∆B para as camadas A e B,
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2.2 Modelo de Hubbard em uma bicamada 2 Modelo de Hubbard Atrativo

respectivamente, como,

nA =
1
N ∑

k

(
〈c†

Ak↑cAk↑〉+ 〈c†
A−k↓cA−k↓〉

)
, (2.19)

nB =
1
N ∑

k

(
〈c†

Bk↑cBk↑〉+ 〈c†
B−k↓cB−k↓〉

)
, (2.20)

∆A =+
|UA|
N ∑

k
〈c†

Ak↑c
†
A-k↓〉, (2.21)

∆B =+
|UB|
N ∑

k
〈c†

Bk↑c
†
B-k↓〉. (2.22)

Após a inclusão do termo de potencial químico na forma de um campo efetivo a ser determinado

como um multiplicador de Lagrange, −µ[∑iσ (c
†
Aiσ cAiσ +c†

Biσ cBiσ )−2Nnc], para ambas as camadas,

a Hamiltoniana de campo médio pode ser escrita como,

HMF =∑
kσ

[(
Ekx +Eky−µ−UAnA

2
)
c†

Akσ
cAkσ +

(
Ekx +Eky−µ−UBnB

2
)
c†

Bkσ
cBkσ

+
(
Ekzc

†
Akσ

cBkσ +E∗kzc
†
Bkσ

cAkσ

)]
−∑

k

[
∆A
(
c†

Ak↑c
†
A−k↓+ cA−k↓cAk↑

)
+∆B

(
c†

Bk↑c
†
B−k↓+ cB−k↓cBk↑

)]
+N

(
UAn2

A
4

+
UBn2

B
4

)
+N

(
∆2

A
UA

+
∆2

B
UB

)
+2Nµnc, (2.23)

onde fixamos um nc que representa a densidade eletrônica média global, dada por

nc =
(na +nb)

2
. (2.24)

Como antes, a Hamiltoniana pode ser escrita na forma matricial usando uma base de espinores de

Nambu, Ψ† =
(

c†
Ak↑,cA−k↓,c

†
Bk↑,cB−k↓

)
. Assim, obtemos,

HMF = Ψ
†H Ψ+ cte. (2.25)

com

H = ∑
k


A1 −∆A Ekz 0

−∆A −A1 0 −E∗kz

E∗kz
0 A2 −∆B

0 −EKz −∆B −A2

 , (2.26)

onde A1 =
(
Ekx +Eky− µ − UAnA

2

)
e A2 =

(
Ekx +Eky− µ − UBnB

2

)
. Na equação 2.25 a constante é
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2.2 Modelo de Hubbard em uma bicamada 2 Modelo de Hubbard Atrativo

escrita como,

cte.= N
(

UAn2
A

4
+

UBn2
B

4

)
+N

(
∆2

A
UA

+
∆2

B
UB

)
+2Nµnc−2Nµ

−N
(

UAnA

2
+

UBnB

2

)
+2∑

k
(Ekx +Eky). (2.27)

Com isto, seguimos o mesmo procedimento mencionado na seção anterior para diagonalizar a Hamil-

toniana e obter os parâmetros na, nb, ∆a e ∆b, autoconsistentemente.

Resultados para temperatura nula

Na Figura 2.2 comparamos as curvas P × U da monocamada e as curvas (PA e PB) × UA da

bicamada para UB = 2,0. À medida que UA vai aumentando, aparece uma região comum para as

curvas de PA e P. Podemos compreender isto olhando a Figura 2.3, que apresenta a curva (nA e nB

)× tz para diversos valores de UA: vemos que quando UA cresce a densidade eletrônica vai a zero na

camada B, e portanto, o sistema comporta-se semelhantemente a uma monocamada.

Para podermos analisar o efeito de indução no emparelhamento eletrônico faremos UB << UA.

Na Figura 2.4 exibimos (PA e PB ) × tz para a bicamada com nc = 0,9. Vemos que PA tem seu valor

máximo quando o acoplamento entre os planos é nulo e vai a zero quando o acoplamento cresce.

Como era de se esperar, PB cresce inicialmente, pois os elétrons estão migrando da camada A para a

camada B. Porém, também vai a zero para tz grande, pois a energia envolvida no acoplamento entre

as camadas se torna da ordem da energia de formação de um par de Cooper. Na Figura 2.7 exibimos

as curvas PB × tz para UA variando entre 2 e 6 com UB=0,1. Com isto, fica mais evidente que a faixa

de tz com PB 6= 0 aumenta com UA.

Na Figura 2.5 exibimos o comportamento de (PA e PB ) × nc com UA = 6 para tz=3,0. A curva

apresenta um máximo próximo de nc ≈ 0,55 e decresce acima deste valor. Na Figura 2.6 exibimos

o comportamento de n × UA com nc = 0,9 para vários valores de tz. Vemos que para UA grande a

densidade eletrônica fica praticamente constante, porém como visto na Figura 2.3 isto apenas acontece

quando o acoplamento entre os planos é fraco.

Na Figura 2.8 exibimos o comportamento de (PA e PB) × UB para UB=4 com tz=1 e P×U da

monocamada com nc=0,9. Esta Figura ilustra o caráter indutivo na formação de pares de Cooper, que

uma camada tem sobre a outra produzindo Pb 6=0 mesmo para UB=0. Estes resultados estão de acordo

com os obtidos através de Monte Carlo e por teoria de perturbação nas Referências [23, 24].

Nas Figuras 2.9 e 2.10 exibimos P×UA com nc=0,9 para vários valores de tz. Concluímos que os

maiores valores de PA são observados na situação de acoplamento fraco. Na ausência de acoplamento

entre os planos, não há formação de pares de Cooper na camada B, reforçando que o caráter indutivo

observado na Figura 2.8 é uma consequência do acoplamento entre os planos.
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2.2 Modelo de Hubbard em uma bicamada 2 Modelo de Hubbard Atrativo

Figura 2.2: P × U da monocamada ( curva pontilhada). PA e PB como função de UA com UB=2,0.

Resultados para temperatura não nula

Quando aumentamos a temperatura a formação de pares de Cooper vai a zero em ambas as cama-

das pois, a agitação térmica diminui os efeitos do acoplamento elétron-fônon. Nas Figuras 2.11 e 2.12

exibimos um diagrama de fase T × UA para nc=1,0, tz=1,0 e UB=0,01. E na Figura 2.13, exibimos P

× T para vários valores de tz com UA e UB constantes. Estes resultados mostram que para aumentar

a formação de pares de Cooper é necessário aumentar UA e diminuir o acoplamento entre os planos,

uma vez que, com UB→ 0 temos que PA� PB.
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2.2 Modelo de Hubbard em uma bicamada 2 Modelo de Hubbard Atrativo

Figura 2.3: (nA e nB )× tz com nc = 0,9.

Figura 2.4: (PA e PB ) × tz para a bicamada com nc = 0,9.
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Figura 2.5: (PA e PB ) × nc com UA = 6.

Figura 2.6: n ×UA com UB=0,1.
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Figura 2.7: UA × PB × tz com nc=0,9.

Figura 2.8: (PA e PB) ×UB com tz=1 e P×U da monocamada.
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Figura 2.9: PA ×UA com UB=0,1.

Figura 2.10: PB ×UA com UB=0,1.
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Figura 2.11: Diagrama de fase temperatura ×UA para tz = 1.0 com PA exibido em azul.

Figura 2.12: Diagrama de fase temperatura ×UA para tz = 1.0 com PB exibido em azul.
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Figura 2.13: PA × T com UA=4, UB=0,1 e nc = 0,9.
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3 Modelo da Rede de Kondo

Alguns materiais cristalinos apresentam ordenamentos magnéticos modulados [25]. Trabalhos

experimentais mostram que os carbetos de boro apresentam uma grande variedade de ordenamen-

tos magnéticos modulados, comensuráveis e incomensuráveis, coexistindo com supercondutividade.

Estes ordenamentos magnéticos variam de acordo com a escolha particular do metal de transição e

do metal terra-rara. Por exemplo, técnicas de espalhamento de nêutrons mostram que o comporta-

mento reentrante do HoNi2B2C é devido à interação entre as fases supercondutora, espiral magnética

e antiferromagnética [26].

Como dito na introdução desta dissertação, os carbetos de boro RT2B2C apresentam uma grande

variedade de ordenamentos magnéticos possíveis, dependendo da escolha do elemento terra-rara R e

do metal de transição T. Um modelo comumente usado para descrever a interação entre os elétrons

itinerantes (oriundos dos orbitais s, p e d) e os elétrons fortemente correlacionados (proveninentes

do orbital f presente no elemento terra-rara) é o modelo de Kondo. Como veremos, este é um caso

limite do modelo utilizado aqui para descrever a coexistência de supercondutividade e ordenamento

magnético.

As fases espirais magnéticas são caracterizadas por um vetor de onda Q, perpendicular ao plano

de rotação dos spin; ver a Figura 3.1. A Referência [14] considerou modelo da rede de Kondo, sobre

uma abordagem de um ordenamento espiral magnético, através de uma aproximação de Hartree-Fock.

O modelo apresenta fases espirais magnéticas que, dentro de certas condições, podem ser até mais

estáveis que os modos ferromagnéticos e antiferromagnéticos.

Desta forma, neste capítulo, vamos analisar a interação de elétrons localizados com os elétrons

itinerantes através do modelo da rede de Kondo [1, 27, 28], em uma rede quadrada. O estudo será

feito via aproximação de Hartree-Fock para o caso de uma monocamada e de uma bicamada.
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Figura 3.1: Representação unidimensional de uma onda de spin espiral com interação antiferromagé-
tica entre os elétrons c ( em preto) e os momentos locais f ( em vermelho).

3.1 Modelo da Rede de Kondo em uma monocamada

A Hamiltoniana do modelo da rede de Kondo é definida como

H =−t ∑
〈R,R′〉,σ

(c†
Rσ

cR′σ + c†
R′σ cRσ )+ J ∑

R
Sc

R ·S
f
R, (3.1)

onde Sc representa os operadores de spin dos elétrons de condução, S f são os operadores dos mo-

mentos magnéticos locais em um dado sítio e R é o vetor que localiza os sítios da rede. O primeiro

termo da Hamiltoniana representa a energia cinética e o segundo termo representa a interação AFM

entre os elétrons de condução e os momentos locais da rede com J > 0.

Para colocar a Hamiltoniana em uma base fermiônica, realizamos a transformada,

S f
R =

1
2 ∑

α,β=±
f †
Rα

~σαβ fRβ , (3.2)

Sc
R =

1
2 ∑

α,β=±
c†

Rα
~σαβ cRβ , (3.3)

onde f †
Rα

( fRα ) e c†
Rα

( cRα ), representam os operadores de criação ( aniquilação) de elétrons no

sítio R e spin α =±, para os elétrons locais e de condução, respectivamente. Em seguida, fazendo a

aproximação de Hartree-Fock ( ver Apêndice C), a Hamiltoniana fica,

HMF =−t ∑
〈R,R′〉,σ

(c†
Rσ

cR′σ + c†
R′σ cRσ )+ J ∑

R
(S f

R · 〈S
c
R〉+ 〈S

f
R〉 ·S

c
R)

+
J
2 ∑

R
(VRc · 〈VR f 〉+ 〈VRc〉 ·VR f )−

3J
2 ∑

R
(V 0

Rc〈V
0
R f 〉+ 〈V

0
Rc〉V

0
R f )

−J
2 ∑

R
〈VRc〉 · 〈VR f 〉+

3J
2 ∑

R
〈V 0

Rc〉〈V
0
R f 〉− J ∑

R
〈S f

R〉 · 〈S
c
R〉. (3.4)

Nesta equação a hibridização, interação entre os momentos locais e os elétrons da banda de
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condução, é definida como,

V 0
Rc =V 0†

R f =
1
2 ∑

α,β=±
c†

Rα
Iα,β fRβ , (3.5)

VRc = V†
R f =

1
2 ∑

α,β=±
c†

Rα
~σα,β fRβ . (3.6)

Para analisar as fases helicoidais magnéticas, definimos o valor médio de Si de forma semelhante

ao feito na Referência [14],

〈S f
R〉= m f (cos(Q ·R),sen(Q ·R),0), (3.7)

〈Sc
R〉=−mc(cos(Q ·R),sen(Q ·R),0), (3.8)

onde Q= (Qx,Qy) é o vetor de onda magnético e mc ( m f ) são as amplitudes da magnetização. O sinal

de menos na equação 3.8 reflete o acoplamento AFM entre os elétrons de condução e os momentos

locais.

Vamos fazer o valor médio dos termos de hibridização iguais a

〈V 0
Rc〉= 〈V

0†
R f 〉=−V, (3.9)

〈~VRc〉= 〈~V †
R f 〉=+V ′(cos(Q ·R),sen(Q ·R),0). (3.10)

Para podermos controlar as densidades eletrônicas vamos incluir na Hamiltoniana 3.4 os termos

dos potenciais químicos −µ(∑iσ c†
iσ ciσ −Nnc) e ε f (∑iσ f †

iσ fiσ −Nn f ) . Os campos µ e ε f são en-

contrados de maneira autoconsistente. Assim, ficamos com

HMF =−t ∑
〈R,R′〉,σ

(c†
Rσ

cR′σ + c†
R′σ cRσ )+ J ∑

R
(S f

R · 〈S
c
R〉+ 〈S

f
R〉 ·S

c
R)

+
J
2 ∑

R
(VRc · 〈VR f 〉+ 〈VRc〉 ·VR f )−

3J
2 ∑

R
(V 0

Rc〈V
0
R f 〉+ 〈V

0
Rc〉V

0
R f )

−J
2 ∑

R
〈VRc〉 · 〈VR f 〉+

3J
2 ∑

R
〈V 0

Rc〉〈V
0
R f 〉− J ∑

R
〈S f

R〉 · 〈S
c
R〉

−µ(∑
Rσ

c†
Rσ

cRσ )+ ε f (∑
Rσ

f †
Rσ

fRσ )+N(ncµ−n f ε f ), (3.11)

onde definimos as densidades eletrônicas para os momentos locais e para os elétrons de condução

como

nc =
1
N ∑

Rσ

〈c†
Rσ

cRσ 〉, (3.12)

n f =
1
N ∑

Rσ

〈 f †
Rσ

fRσ 〉. (3.13)

Estamos restringindo a rede a ter somente um momento local por sítio (n f = 1). As equações 3.12 e
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3.13 são usadas como restrições no método de multiplicadores de Lagrange.

Fazendo uma transformada de Fourier para os elétrons c e f,

cRσ =
1√
N ∑

k
e−ik·Rckσ , (3.14)

fRσ =
1√
N ∑

k
e−ik·R fkσ , (3.15)

a Hamiltoniana de campo médio 3.11 fica,

HMF = ∑
k
(εk−µ)c†

k↑ck↑+∑
k
(εk+Q−µ)c†

k+Q↓ck+Q↓

−Jmc

2 ∑
k
( f †

k↑ fk+Q↓+H.c.)+
Jm f

2 ∑
k
(c†

k↑ck+Q↓+H.c.)+ ε f ∑
k
( f †

k↑ fk↑+H.c.)

+
3JV

4 ∑
k
(c†

k↑ fk↑+ c†
k+Q↓ fk+Q↓+H.c.)+

J
4

V ′∑
k
(c†

k↑ fk+Q↓+ c†
k+Q↓ fk↑+H.c.)

+JN
(

m f mc +
3
2

V 2− 1
2

V ′2
)
+N(µnc− ε f n f ), (3.16)

onde εk = −2t (cos(kx)+ cos(ky)), εk+Q = −2t (cos(kx +Qx)+ cos(ky +Qy)) e H.c. é o conjugado

hermitiano da expressão anterior.

A Hamiltoniana pode ser escrita na forma matricial usando uma base de espinores de Nambu,

Ψ† = (c†
k↑,c

†
k+Q↓, f †

k↑, f †
k+Q↓). Desta forma, ficamos com

HMF = Ψ
†H Ψ+ cte. (3.17)

onde

H = ∑
k


εk−µ

1
2Jm f

3
4JV 1

4JV ′

1
2Jm f εk+Q−µ

1
4JV ′ 3

4JV
3
4JV 1

4JV ′ ε f −1
2Jmc

1
4JV ′ 3

4JV −1
2Jmc ε f

 . (3.18)

Na equação 3.17 a constante é dada por,

cte.= JN
(

m f mc +
3
2

V 2− 1
2

V ′2
)
+N(µnc− ε f n f ). (3.19)

Na Figura 3.2, exibimos os parâmetros de ordem e o vetor de onda magnético qy como função

de J (fixamos qx = π). No regime de acoplamento fraco, J próximo de zero, a magnetização local se

mantém constante com o aumento do acoplamento, ao passo que a polarização de condução aumenta.

Nessa região não há hibridização, e portanto, não há o efeito Kondo. Na região entre J ≈ 2,8 e

J ≈ 3,0, há uma competição entre o magnetismo e o efeito Kondo. Acima deste intervalo o efeito

Kondo destrói a magnetização. O vetor de onda, Figura 3.3 mostra que a fase é AFM na região acima

de J≈2,8.
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Figura 3.2: Monocamada com nc=0,9 . Parâmetros de ordem em função de J.

Figura 3.3: Monocamada com nc=0,9 . Vetor de onda magnética Qy/π como função de J para Qx = π .
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3.2 Modelo da Rede de Kondo em uma bicamada

Agora vamos considerar o modelo da rede de Kondo em uma bicamada. Seguindo o mesmo

procedimento adotado na primeira seção deste capítulo, a Hamiltoniana é expressa como,

H = Hhop +HKondo, (3.20)

onde,

Hhop = ∑
k
(εk−µ)(c†

Ak↑cAk↑+ c†
Bk↑cBk↑)

+∑
k
(εk+Q−µ)(c†

Ak+Q↓cAk+Q↓+ c†
Bk+Q↓cBk+Q↓)

−tz ∑
k

(
c†

Ak↑cBk↑+ c†
Bk↑cAk↑+ c†

Ak+Q↓cBk+Q↓+ c†
Bk+Q↓cAk+Q↓

)
+ε f ∑

k

(
f †
Ak↑ fAk↑+ f †

Ak+Q↓ fAk+Q↓+ f †
Bk↑ fBk↑+ f †

Bk+Q↓ fBk+Q↓

)
+2N(ncµ− ε f n f ) (3.21)

e

HKondo =−
1
2 ∑

k

(
JAmA

c ( f †
Ak↑ fAk+Q↓+ f †

Ak+Q↓ fAk↑)+ JBmB
c ( f †

Bk↑ fBk+Q↓+ f †
Bk+Q↓ fBk↑)

)
1
2 ∑

k

(
+JAmA

f (c
†
Ak↑cAk+Q↓+ c†

Ak+Q↓cAk↑)+ JBmB
f (c

†
Bk↑cBk+Q↓+ c†

Bk+Q↓cBk↑)
)

+
3JAVA

4 ∑
k

(
c†

Ak↑ fAk↑+ c†
Ak+Q↓ fAk+Q↓+ f †

Ak+Q↓cAk+Q↓+ f †
Ak↑cAk↑

)
+

3JBVB

4 ∑
k

(
c†

Bk↑ fBk↑+ c†
Bk+Q↓ fBk+Q↓+ f †

Bk+Q↓cBk+Q↓+ f †
Bk↑cBk↑

)
+

JAV ′A
4 ∑

k

(
c†

Ak↑ fAk+Q↓+ c†
Ak+Q↓ fAk↑+ f †

Ak+Q↓cAk↑+ f †
Ak↑cAk+Q↓

)
+

JBV ′B
4 ∑

k

(
c†

Bk↑ fBk+Q↓+ c†
Bk+Q↓ fBk↑+ f †

Bk+Q↓cBk↑+ f †
Bk↑cBk+Q↓

)
+JAN(mA

f mA
c +

3
2

V 2
A −

1
2

V ′2A)+ JBN(mB
f mB

c +
3
2

V 2
B −

1
2

V ′2B). (3.22)

Na equação 3.21 acrescentamos um potencial químico µ para a banda de condução e um potencial

químico ε f para os momentos locais.

Escrevemos a Hamiltoniana na forma matricial usando uma base de espinores de Nambu, Ψ† =

(c†
Ak↑,c

†
Ak+Q↓, f †

Ak↑, f †
Ak+Q↓,c

†
Bk↑,c

†
Bk+Q↓, f †

Bk↑, f †
Bk+Q↓), de tal forma que,

HMF = Hhop +HKondo = Ψ
†H Ψ+ cte. (3.23)
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onde

H = ∑
k



εk−µ
1
2JAmA

f
3
4JAVA

1
4JAV ′A −tz 0 0 0

1
2JAmA

f εk+Q−µ
1
4JAV ′A 3

4JAVA 0 −tz 0 0
3
4JAVA

1
4JAV ′A ε f −1

2JAmA
c 0 0 0 0

1
4JAV ′A 3

4JAVA −1
2JAmA

c ε f 0 0 0 0

−tz 0 0 0 εk−µ
1
2JBmB

f
3
4JBVB

1
4JBV ′B

0 −tz 0 0 1
2JBmB

f εk+Q−µ
1
4JBV ′B 3

4JBVB

0 0 0 0 3
4JBVB

1
4JBV ′B ε f −1

2JBmB
c

0 0 0 0 1
4JBV ′B 3

4JBVB −1
2JBmB

c ε f


.

(3.24)

Nesta equação, a constante é dada por,

cte.=+JAN(mA
f mA

c +
3
2

V 2
A −

1
2

V ′2A)

+JBN(mB
f mB

c +
3
2

V 2
B −

1
2

V ′2B)+2N(ncµ−n f ε f ). (3.25)

Para verificar como a polarização em uma camada afeta a polarização na outra camada, calcu-

lamos os parâmetros de ordem variando JA com JB fixo, Figuras 3.4 e 3.5. Vemos que quando JA

se aproxima de zero a polarização na camada A vai a zero, e portanto, não há efeitos de indução na

polarização. Nessa região não foi observada hibridização. A polarização local para as camadas A e B

tem seu valor fixo 0,5. O vetor de onda varia com JA em uma fase incomensurável do tipo Q = (π,q).

Agora estamos aptos a considerar o estudo do modelo Kondo-Hubbard atrativo em uma bicamada,

o que faremos no próximo capítulo.
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Figura 3.4: Parâmetros de ordem como função de JA/JB para JB = 2,6 e tz = 1.

Figura 3.5: Vetor de onda Qy/π como função de JA/JB com JB=2,6 e tz = 1,0.
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4 Modelo Kondo-Hubbard Atrativo

Nos capítulos anteriores analismos o emparelhamento dos elétrons itinerantes e a presença dos

momentos magnéticos localizados em etapas necessárias. No entanto, os carbetos de boro apresentam

supercondutividade fortemente influenciada pela presença dos momentos locais, ver Figura 1.5. Por-

tanto, para melhorarmos nosso tratamento com relação aos carbetos de boro, vamos estudar o modelo

Kondo-Hubbard atrativo [29] sobre uma estrutura de camadas, o que nos permitirá estudar a atuação

que os momentos locais tem sobre o emparelhamento eletrônico.

Visando aprimorar a modelagem dos carbetos de boro RT2B2C, analisaremos o emparelhamento

eletrônico na bicamada e a presença dos momentos locais concentrados em uma das camadas. Na ca-

mada equivalente ao plano TB, fizemos o termo de Hubbard diferente de zero, e na camada equivalente

ao plano RC, fizemos o termo de Kondo diferente de zero e o termo de Hubbard aproximadamente

zero. Com isto, observamos o comportamento dos parâmetros ∆, mc, Q e m f com os termos de Kondo

e Hubbard.

Estudaremos o modelo Kondo-Hubbard atrativo através de uma aproximação de Hartree-Fock em

uma rede quadrada. O capítulo está dividido em duas seções: uma para a monocamada e outra para a

bicamada.

4.1 Modelo Kondo-Hubbard em uma monocamada

Vamos considerar o modelo Kondo-Hubbard atrativo em uma monocamada na rede quadrada,

com a Hamiltoniana dada por,

H = Hhub +Hkondo, (4.1)

com

Hkondo =−t ∑
〈R,R′〉,σ

(c†
Rσ

cR′σ + c†
R′σ cRσ )+ J ∑

R
Sc

R ·S
f
R, (4.2)

e

Hhub =−U ∑
R

nR↑nR↓. (4.3)

Repetiremos os mesmos procedimentos já descritos nos capítulos anteriores: para fermionizar os
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operadores S usamos as equações 3.2 e 3.3; fazendo uma aproximação de Hartee-Fock descrita nas

equações 3.4 e A.6; e aplicando uma transformada de Fourier definida nas equações 3.14 e 3.15, a

Hamiltoniana pode ser escrita como,

H = ∑
k

[(
εk−µ−Un

2

)
c†

k↑ck↑

+

(
εk+Q−µ−Un

2

)
c†

k+Q↓ck+Q↓+

(
Jm f

2
−Umc

)
(c†

k↑ck+Q↓+H.c.)

−∆(c†
k↑c

†
-k↓+H.c.)− Jmc

2
( f †

k↑ fk+Q↓+H.c.)+ ε f ( f †
k↑ fk↑+ f †

k+Q↓ fk+Q↓)

+
3
4

JV (c†
k↑ fk↑+ c†

k+Q↓ fk+Q↓+H.c.)+
JV ′

4
(c†

k↑ fk+Q↓+ c†
k+Q↓ fk↑+H.c.)

]
+JN(m f mc +

3
2

V 2− 1
2

V ′2)+N(µnc− ε f n f )+N
(

Un2

4
−Um2

c +
∆2

U

)
. (4.4)

Como vimos no Capítulo 3, as hibridizações 3.9 e 3.10, competem com a supercondutividade.

Nosso interesse é analisar a influência dos momentos locais sobre o emparelhamento eletrônico. As-

sim, vamos nos limitar à região onde não há competição entre o efeito Kondo e a supercondutividade,

ou seja, faremos V =V ′ = 0. Além disto, fixaremos Qx = π e a componente Qy poderá variar.

Para garantir que estamos encontrando as soluçõs mais estáveis, minimizamos o funcional da

energia livre de Helmholtz F em termos dos parâmetros ∆, mc, m f , µ , ε f , nc e Qy impondo a restrição,〈
∂F
∂∆

〉
=

〈
∂F
∂mc

〉
=

〈
∂F
∂m f

〉
=

〈
∂F
∂ µ

〉
=〈

∂F
∂ε f

〉
=

〈
∂F
∂nc

〉
=

〈
∂F
∂Qy

〉
= 0. (4.5)

Na Figura 4.1, exibimos o comportamento dos parâmetros de ordem ∆, mc e m f como função

de J para a monocamada. Vemos que a polarização de condução aumenta com o valor de J e que o

parâmetro ∆ diminui com o mesmo. Na Figura 4.2, exibimos os parâmetros de ordem ∆, mc e m f

como função de U. O parâmetro ∆ cresce com o valor de U, enquanto que mc diminui com o mesmo.

Concluímos que mesmo nos limitando a regiões onde não há hibridização, o termo de Kondo afeta o

emparelhamento eletrônico assim como o termo de Hubbard influencia a polarização. Com isto, na

próxima seção, analisaremos como a estrutura de camadas poderá afetar o modelo.
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Figura 4.1: Parâmetros de ordem como função de J.

4.2 Modelo Kondo-Hubbard em uma bicamada

Nesta seção estudamos o modelo Kondo-Hubbard atrativo em uma bicamada na rede quadrada.

A Hamiltoniana do modelo é dada por,

H = ∑
α

−t ∑
〈R,R′〉,σ

(c†
αRσ

cαR′σ + c†
αR′σ cαRσ )+ J ∑

R
Sc

αR ·S
f
αR−U ∑

R
nαR↑nαR↓


−tz ∑

R,α

(c†
ARσ

cBRσ + c†
BRσ

cARσ ), (4.6)

onde tz é o acoplamento entre os planos e α é referente às camadas A e B.

Vimos no capítulo anterior que não há efeito de indução na polarização devido ao termo de Kondo.

Portanto, faremos a polarização na camada A igual a zero pois, assim, diminuímos o número de

campos efetivos. Além disto, como pretendemos modelar os carbetos de boro, vamos fazer com que

somente a camada B tenha elétrons do tipo f.

Desta forma, fermionizando os operadores S usamos as equações 3.2 e 3.3; fazendo uma apro-

ximação de Hartee-Fock descrita nas equações 3.4 e A.6; e aplicando uma transformada de Fourier

definida nas equações 3.14 e 3.15, a Hamiltoniana torna-se,
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Figura 4.2: Parâmetros de ordem como função de J.

H = ∑
k,α

[(
εk−µ−Uαnα

2

)
c†

αk↑cαk↑+

(
εk+Q−µ−Uαnα

2

)
c†

αk+Q↓cαk+Q↓

−∆α(c
†
αk↑c

†
α-k↓+H.c.)

]
+2JN(m f mc +

3
2

V 2− 1
2

V ′2)

+∑
k

[(
JBm f

2
−UBmc

)
(c†

Bk↑cBk+Q↓+H.c.)− JBmc

2
( f †

Bk↑ fBk+Q↓+H.c.)

+ε f ( f †
Bk↑ fBk↑+ f †

Bk+Q↓ fBk+Q↓)

]
+2N(µnc− ε f n f )

+∑
k

[
3
4

JBV (c†
Bk↑ fBk↑+ c†

Bk+Q↓ fBk+Q↓+H.c.)+
JBV ′

4
(c†

Bk↑ fBk+Q↓+ c†
Bk+Q↓ fBk↑+H.c.)

]
−tz ∑

k
(c†

Ak↑cBk↑+ c†
Ak+Q↓cBk+Q↓+H.c.)+N

(
UAn2

A
4

+
UBn2

B
4
− (UA +UB)m2

c +
∆2

A
UA

+
∆2

B
UB

)
. (4.7)

Em seguida, escrevemos a Hamiltoniana na forma matricial usando uma base de espinores de Nambu

com doze componentes descrita no Apêndice D. Para garantir que estamos encontrando as soluções

mais estáveis, vamos minimizar o funcional da energia livre de Helmholtz F em termos dos parâme-
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tros ∆A,∆B,mc,m f ,µ ,ε f , nc e Qy impondo a restrição,〈
∂F
∂∆A

〉
=

〈
∂F
∂∆B

〉
=

〈
∂F
∂mc

〉
=

〈
∂F
∂m f

〉
=〈

∂F
∂ µ

〉
=

〈
∂F
∂ε f

〉
=

〈
∂F
∂nc

〉
=

〈
∂F
∂Qy

〉
= 0. (4.8)

Como podemos constatar nas Figuras 4.3 e 4.4, há uma mudança de regime nos parâmetros de

ordem, indicando uma transição de fase nessa região. Na Figura 4.5 exibimos as polarizações como

função de UA para alguns valores de JB. Vemos que UA diminui o valor da polarização. A Figura 4.6

exibe as densidades eletrônicas das camada A e B. Os elétrons migram da camada B para a camada A

à medida que UA cresce. Construímos um diagrama de fase para JB×UA com UB = 0,1, Figura 4.7. O

diagrama apresenta uma fase magnética comensurável com vetor de onda Q=(π,π) dividida em duas

regiões distintas: uma AFM e uma AFM+SC. Para JB > 1,0, a região onde existe supercondutividade

é muito pouco afetada pelo valor de JB. No entanto, para JB < 1,0 a supercondutividade torna-se cada

vez mais acessível, com valores menores de UA.

Em síntese, concluímos que mesmo na ausência das hibridizações (V =V ′ = 0), há uma compe-

tição entre a supercondutividade e o ordenamento magnético, uma vez que o termo de Hubbard afeta

a polarização e o termo de Kondo influência na supercondutividade. Além disto, constatamos o efeito

de indução da supercondutividade mesmo com a presença dos momentos locais.
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Figura 4.3: ∆A ×UA com UB = 0,1 para alguns valores de JB.

Figura 4.4: ∆B ×UA com UB = 0,1 para alguns valores de JB.
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Figura 4.5: mc ×UA com tz = 1,0 para alguns valores de JB.

Figura 4.6: (nA
c e nB

c ) ×UA com UB = 0,1 e JB = 0,45.
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Figura 4.7: Diagrama de fase JB × UA com UB = 0,1. A linha representa uma transição de primeira
ordem separando a fase AFM da fase AFM+SC.
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5 Conclusões e Perspectivas

Embora exista uma literatura considerável visando entender a coexistência entre supercondutivi-

dade e ordenamento magnético nos carbetos de boro, ainda não há uma teoria totalmente estabelecida,

fundamentada em primeiros princípios, para a compreensão deste fenômeno.

Paiva et al [22], analisaram o modelo de Hubbard atrativo em uma super-rede sobre uma perspec-

tiva unidimensional. A influência da interação dos elétrons itinerantes com os momentos locais não

foi considerada. O principal resultado obtido, em comparação com o experimento, é a possibilidade

de prever que tipos de carbetos de boro poderiam tornar-se supercondutores.

Visando estudar os ordenamentos magnéticos possíveis dos carbetos de boro Costa et al [14],

analisaram o modelo da rede de Kondo dentro de uma aproximação de Hartee-Fock, em uma aborda-

gem de um ordenamento espiral magnético, em três dimensões. Os resultados mostram, entre outras

coisas, que existem fases magnéticas coexistindo com o efeito de blindagem eletrônica.

Bertussi et al [29] estudaram a influência dos momentos locais e do emparelhamento eletrônico

através do modelo Kondo-Hubbard atrativo em uma dimensão usando o método DMRG. Obtiveram

um rico diagrama de fase onde supercondutividade e ordenamento magnético podem coexistir para

uma enorme variedade de parâmetros. O modelo Kondo-Hubbard atrativo mostra-se adequado em

modelar a física essencial por trás dos carbetos de boro.

Como foi descrito em [22] e em trabalhos experimentais [3, 4], a estrutura de camadas tem um

papel essencial na modelagem dos carbetos de boro. Portanto, visando compreender como a distri-

buição de camadas influencia na supercondutividade e ordenamento magnético, analisamos o modelo

Kondo-Hubbard atrativo em uma bicamada.

Observamos os efeitos de indução do modelo de Hubbard e Kondo separadamente. Para o modelo

de Hubbard a presença de elétrons emparelhados em uma camada induz a formação de pares na

camada adjacente. Por outro lado, a polarização em uma camada não induz polarização na camada

adjacente. Por fim, consideramos a presença dos efeitos do emparelhamento eletrônico e da interação

dos elétrons itinerantes com os momentos locais. Fixamos termos de Hubbard distintos para ambas as

camadas e o termo de Kondo presente somente em uma delas. Na camada equivalente ao plano RC, o

termo de Hubbard é fixado aproximadamente zero e o termo de Kondo diferente de zero. E na camada
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equivalente ao plano TB, há somente o termo de Hubbard. Dentre os valores trabalhados, observamos

a presença de duas fases: ambas com um ordenamento do tipo AFM e com supercondutividade apenas

em uma delas. Observamos que como o magnetismo e a supercondutividade residem em camadas

diferentes, os efeitos do termo de Kondo sobre os parâmetros de ordem são bastante atenuados em

comparação com a monocamada. No entanto, a indução no emparelhamento eletrônico observada

pelo termo de Hubbard continua sendo significativa mesmo na presença do momento local.

Nesta dissertação estudamos o modelo Kondo-Hubbard atrativo sem considerar a presença das

hibridizações. Elas são importantes quando há um forte acoplamento entre os elétrons itinerantes

e os momentos locais, como acontece em materiais com o comportamento de férmions pesados.

Portanto, uma das perspectivas do nosso trabalho é analisar também o comportamento do modelo

Kondo-Hubbard atrativo considerando as hibridizações.
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APÊNDICE A -- Aproximação de Hartree-Fock:
Modelo de Hubbard

Em aplicações práticas de segunda quantização, muitas vezes necessitamos calcular médias de

longos produtos de operadores de criação e aniquilação. Porém, precisamos colocar estes produtos em

uma forma quadrática para podermos escrevê-los como matrizes. Isto é feito através da aproximação

de Hartree-Fock. Consideremos uma Hamiltoniana que é dada pelo produto de dois operadores HAB =

AB, então a aproximação de campo médio é feita considerando o operador como sendo seu valor

médio mais um desvio d. Assim temos,

dA = A−〈A〉,

dB = B−〈B〉, (A.1)

e portanto,

dAdB = AB−B〈A〉−A〈B〉+ 〈A〉〈B〉, (A.2)

desprezando o termo com o produto dos desvios temos a Hamiltoniana de Hartree-Fock para HAB,

HAB ≈ HHF
AB = A〈B〉+B〈A〉−〈A〉〈B〉. (A.3)

Este procedimento é bastante simplificada pelo teorema de Wick [15, 16]. De acordo com este te-

orema o produto de um número par de operadores pode ser reescrito com a soma de todas as possíveis

contrações entre os operadores. Por exemplo, para um operador quártico, temos que

c†
i↑ci↑c

†
i↓ci↓ ≈ c†

i↑ci↑〈c†
i↓ci↓〉+ 〈c†

i↑ci↑〉c†
i↓ci↓−〈c†

i↑ci↑〉〈c†
i↓ci↓〉

+c†
i↑c

†
i↓〈ci↓ci↑〉+ 〈c†

i↑c
†
i↓〉ci↓ci↑−〈c†

i↑c
†
i↓〉〈ci↓ci↑〉

−〈c†
i↑ci↓〉c†

i↓ci↑−〈c†
i↓ci↑〉c†

i↑ci↓+ 〈c†
i↑ci↓〉〈c†

i↓ci↑〉. (A.4)

Com isto, vamos tratar o termo de Hubbard,

Hhub =−U ∑
i

c†
i↑ci↑c

†
i↓ci↓, (A.5)

fazendo uma aproximação de campo médio A.4 e uma transformada de Fourier 2.2 à equação A.5 é
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transformada em,

Hhub ≈−U ∑
k

[(n
2
+mz

)
c†
−k↓c−k↓+

(n
2
−mz

)
c†

k↑ck↑−
(n

2
+mz

)(n
2
−mz

)
− (mx− imy)c†

−k↓ck↑− (mx + imy)c†
k↑c−k↓+(mx + imy)(mx− imy)

+
∆

U
(c−k↓ck↑+ c†

k↑c
†
−k↓)−

∆2

U2

]
. (A.6)

onde definimos as magnetizações médias por sítio da seguinte forma,

mx =
1
2
(〈c†

R↓cR↑〉+ 〈c†
R↑cR↓〉), (A.7)

my =
i
2
(〈c†

R↑cR↓〉−〈c†
R↓cR↑〉), (A.8)

mz =
1
2
(〈c†

R↑cR↑〉−〈c†
R↓cR↓〉). (A.9)

No Capítulo 2 trabalhamos o caso em que não há orientação magnética média preferencial, por-

tanto, fazendo mx = my = mz = 0 desta forma ficamos com,

Hhub =−
Un
2 ∑

k,σ
c†

kσ
ckσ −∆∑

k

(
c†

k↑c
†
-k↓+ ck↑c-k↓

)
+

NUn2

4
+

N∆2

U
. (A.10)

Finalmente, para podermos garantir que estamos encontrando as soluções mais estáveis devemos

impor que as derivadas da energia livre em função dos parâmetros de ordem sejam zero, ver Apêndice

B.
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APÊNDICE B -- Teorema de Feynman-Hellman

Neste apêndice vamos enunciar o teorema de Feynman-Hellmann e faremos uma rápida demons-

tração, para um maior rigor ver a Referência [30].

Considere uma Hamiltoniana H com autovetores |ψ(λ )〉 e com autovalores Eλ que dependem de

um parâmetro arbitrário λ . Então,

H|ψ(λ )〉= Eλ |ψ(λ )〉, (B.1)

〈ψ(λ )|ψ(λ )〉= 1. (B.2)

Assim temos que,

dEλ

dλ
=

d
dλ

(〈ψ|Hλ |ψ〉) = (B.3)

= 〈ψ|dHλ

dλ
|ψ〉+ 〈ψ|Hλ |

dψ

dλ
〉+ 〈dψ

dλ
|Hλ |ψ〉. (B.4)

Assim, os ultimos dois termos da equação B.4 são

〈ψ|Hλ |
dψ

dλ
〉+ 〈dψ

dλ
|Hλ |ψ〉= Eλ

d
dλ
〈ψ(λ )|ψ(λ )〉= 0. (B.5)

E finalmente ficamos com a equação que resulta do teorema de Feynman-Hellmann,

dEλ

dλ
= 〈ψ|dHλ

dλ
|ψ〉. (B.6)

Por exemplo, vamos supor que desejamos minimizar a energia livre de Helmholtz, em relação a um

parâmetro arbitrário λ . Como estamos trabalhando usando segunda quantização nossa energia livre

fica,

F =−KBT ∑
k

ln(1+ e−βεk). (B.7)

Derivando em relação a λ ,

dF
dλ

=−KBT ∑
k

[
−βe−βεk

1+ e−βεk

](
dεk

dλ

)
, (B.8)
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agora usamos a relação B.6,a derivada mostra-se como

dF
dλ

= ∑
k
〈ψk|

dHλ

dλ
|ψk〉 f (εk), (B.9)

sendo f (εk) a função número d partículas da estatística de férmions.

Concluindo, podemos dizer que o Teorema de Feynman-Hellman relaciona a derivada, em λ , da

energia total com o valor médio da derivada, também em λ , da Hamiltoniana.
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APÊNDICE C -- Modelo da rede de Kondo aproximação
de Hartree-Fock

Neste apêndice faremos uma aproximação de campo médio para o modelo da rede de Kondo.

Usando as relações 3.2 e 3.3 o produto interno S f ·Sc pode ser escrito em termos de operadores

quárticos,

S f ·Sc =+S f
x Sc

x +S f
y Sc

y +S f
z Sc

z =

+
1
4

(
+( f †

↑ f↓+ f †
↓ f↑)(c

†
↑c↓+ c†

↓c↑)

+( f †
↑ f↓− f †

↓ f↑)(c
†
↓c↑− c†

↑c↓)

+( f †
↑ f↑− f †

↓ f↓)(c
†
↑c↑− c†

↓c↓)
)
. (C.1)

Fazendo a aproximação de Hartree-Fock para colocarmos C.1 em termos de operadores quadráticos,

ficamos com,

S f
z Sc

z ≈ S f
z 〈Sc

z〉+Sc
z〈S f

z 〉−〈S f
z 〉〈Sc

z〉+
1
2
〈V x

c 〉V x
f +

1
2
〈V x

f 〉V x
c −

1
2
〈V x

f 〉〈V x
c 〉

+
1
2
〈V y

c 〉V
y
f +

1
2
〈V y

f 〉V
y
c −

1
2
〈V y

f 〉〈V
y
c 〉−

1
2
〈V z

c 〉V z
f −

1
2
〈V z

f 〉V
z
c +

1
2
〈V z

f 〉〈V
z
c 〉

−1
2
〈V 0

c 〉V 0
f −

1
2
〈V 0

f 〉V 0
c +

1
2
〈V 0

f 〉〈V 0
c 〉, (C.2)

e para as componentes x e y temos,

S f
x Sc

x +S f
y Sc

y ≈ S f
x 〈Sc

x〉+Sc
x〈S f

x 〉−〈S f
x 〉〈Sc

x〉+S f
y 〈Sc

y〉+Sc
y〈S f

y 〉−〈S f
y 〉〈Sc

y〉

+〈V z
c 〉V z

f + 〈V
z
f 〉V

z
c −〈V z

f 〉〈V
z
c 〉−〈V 0

c 〉V 0
f −〈V 0

f 〉〈V 0
c 〉, (C.3)

onde definimos,

V 0
c =V 0†

f =
1
2 ∑

α,β=±
c†

αIα,β fβ , (C.4)

Vc = V†
f =

1
2 ∑

α,β=±
c†

ασα,β fβ . (C.5)
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Assim, somando C.2 com C.3 o produto interno C.1 fica,

S f ·Sc ≈ S f · 〈Sc〉+ 〈S f 〉 ·Sc−〈S f 〉 · 〈Sc〉+ 1
2
〈V f 〉 ·Vc +

1
2
〈Vc〉 ·V f −

1
2
〈V f 〉 · 〈Vc〉

−3
2
〈V 0

f 〉 ·V 0
c −

3
2
〈V 0

c 〉 ·V 0
f +

3
2
〈V 0

f 〉〈V 0
f 〉. (C.6)

Substituindo C.6 na 3.1, obtemos a Hamiltoniana de Hartree-Fock,

HMF =−t ∑
〈i, j〉,σ

(c†
iσ c jσ + c†

jσ ciσ )+ J ∑
i
(S f

i · 〈S
c
i 〉+ 〈S

f
i 〉 ·S

c
i )+

J
2 ∑

i
(Vc

i · 〈V
f
i 〉+ 〈V

c
i 〉 ·V

f
i )

−3J
2 ∑

i
(V 0

ic〈V 0
i f 〉+ 〈V 0

ic〉V 0
i f )−

J
2 ∑

i
〈V 0

ic〉 · 〈~V
f

i 〉+
3J
2 ∑

i
〈V 0

ic〉〈V 0
i f 〉− J ∑

i
〈S f

i 〉 · 〈S
c
i 〉. (C.7)
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APÊNDICE D -- Modelo Kondo-Hubbard atrativo

Neste apêndice, exibiremos a Hamiltoniana principal desta dissertação. A Hamiltoniana do mo-

delo Kondo-Hubbard bicamada é deifinido como,

H = ∑
α

−t ∑
〈R,R′〉,σ

(c†
αRσ

cαR′σ + c†
αR′σ cαRσ )+ J ∑

R
Sc

αR ·S
f
αR−U ∑

R
nαR↑nαR↓


−tz ∑

R,α

(c†
ARσ

cBRσ + c†
BRσ

cARσ ), (D.1)

onde α refere-se aos índices A e B das respectivas monocamadas.

Vamos fermionizar os operadores S usamos as equações 3.2 e 3.3; fazemos uma aproximação de

Hartee-Fock descrita nas equações 3.4 e A.6; e aplicando uma transformada de Fourier definida nas

equações 3.14 e 3.15. Escrevemos a Hamiltoniana na forma matricial usando o espinor de Nambu,

Ψ
† = (c†

Ak↑,cA−k↓,c
†
Ak+q↓,cA−k−q↑,c

†
Bk↑,cB−k↓,c

†
Bk+q↓,cB−k−q↑, f †

Bk↑, fB−k↓, f †
Bk+q↓, fB−k−q↑),

(D.2)

Assim, podemos escrever a Hamiltoniana,

HMF = ∑
k

Ψ
†H Ψ+ cte. (D.3)

onde H é dado pela equação D.5 e a constante é escrita como,

cte.=+2JBN
(

mB
f mB

c +
3
2

V 2
B −

1
2

V ′2B

)
+N(4µnc−2ε f n f )

+2N
(

UAn2
c

4
+

∆2
A

UA
−UA(mA

c )
2
)
+2N

(
UBn2

c
4

+
∆2

B
UB
−UB(mB

c )
2
)

+∑
k

(
2ε−k−Q +2ε−k−2µ̄A−2µ̄B +2ε f

)
. (D.4)

e µ̄α = µ + 1
2Uαnα .
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                             ε
k
−

µ̄
A

−
∆

A
−

U
A

m
A c

0
−

t z
0

0
0

0
0

0
0

−
∆

A
−

ε
−

k
+

µ̄
A

0
U

A
m

A c
0

tz
0

0
0

0
0

0

−
U

A
m

A c
0

ε
k+

Q
−

µ̄
A

∆
A

0
0

−
t z

0
0

0
0

0

0
U

A
m

A c
∆

A
−

ε
−

k−
Q
+

µ̄
A

0
0

0
t z

0
0

0
0

−
t z

0
0

0
ε

k
−

µ̄
B

−
∆

B
J B

m
B f

2
−

U
B

m
B c

0
3J

B
V B 4

0
J B

V
′ B

4
0

0
t z

0
0

−
∆

B
−

ε
−

k
+

µ̄
B

0
−

J B
m

B f
2

+
U

B
m

B c
0

−
3J

B
V B 4

0
−

J B
V
′ B

4

0
0

−
tz

0
J B

m
B f

2
−

U
B

m
B c

0
ε

k+
Q
−

µ̄
B

∆
B

J B
V
′ B

4
0

3J
B

V B 4
0

0
0

0
t z

0
−

J B
m

B f
2

+
U

B
m

B c
∆

B
−

ε
−

k−
Q
+

µ̄
B

0
−

J B
V
′ B

4
0

−
3J

B
V B 4

0
0

0
0

3J
B

V B 4
0

J B
V
′ B

4
0

ε
f

0
−

J B
m

B c
2

0

0
0

0
0

0
−

3J
B

V B 4
0

−
J B

V
′ B

4
0

−
ε

f
0

J B
m

B c
2

0
0

0
0

J B
V
′ B

4
0

3J
B

V B 4
0

−
J B

m
B c

2
0

ε
f

0

0
0

0
0

0
−

J B
V
′ B

4
0

−
3J

B
V B 4

0
J B

m
B c

2
0

−
ε

f

                             ,
(D

.5
)
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