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Resumo

Neste trabalho evoluimos um estado Gaussiano inicialmente, correlacionado de ondas de
matéria. Obtemos os parametros que caracterizam o pacote evoluido, tais como, largura
do pacote, raio de curvatura das frentes de onda e fase de Gouy em fungao da correlagao
inicial. Fizemos uma evolucao livre e através de uma fenda Gaussiana. Em ambos os ca-
sos o pacote final é Gaussiano, mas os parametros que os caracterizam sofrem alteragoes.
De posse desses estados calculamos as correlacoes de primeira e de segunda ordem entre
posicao e momento e obtemos uma relacao que produz para o pacote Gaussiano mesmo
resultado da relacdo de incerteza de Schrodinger, ou seja, satura em h?/4. Ao longo da
dissertacao vamos chamar essa relacao de equivalente Gaussiano. Para estados nao Gaus-
sianos o equivalente Gaussiano pode produzir um resultado maior, menor ou igual ao da
relacao de incerteza de Schrodinger dependendo da relacao entre certos parametros do
pacote, tal como o parametro que acompanha a fase dependente do quadrado da posicao.
Por dltimo, estudamos as correlagoes para o pacote gerado na fenda dupla, ou seja, a
superposicao de dois pacotes Gaussianos que resulta em um pacote final nao Gaussiano.
Aqui, observamos que o minimo das correlagoes de primeira ordem estd relacionado com
o numero maximo de franjas de interferéncia e que o maximo dessas correlacoes esta re-
lacionado com o nimero minimo de franjas de interferéncia. Ja o comportamento das
correlagoes de segunda ordem (e do equivalente Gaussiano) parecem servir para caracte-

rizar os regimes de Frenel e Fraunhofer no experimento de dupla fenda.

Palavras-chave: Correlacoes, Estado Gaussiano, fenda dupla.
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Abstract

In this work, we develop a Gaussian state initially correlated of matter waves. We obtain
the parameters that describe the improved set, such as, packet width, bend radius of wave
fronts and Gouy phase as a function of initial correlations. We perform a free evolution
through a Gaussian slit. In both cases the final packet is Gaussian, but the parameters
that describe them suffer changes. With these states we calculate the correlations of first
and second orders between position and momentum and obtained a relation that produces
the same result of Schrodinger uncertainty equation for a Gaussian packet, in other words,
it saturates in i?/4. Along the thesis, we call this relation as Gaussian equivalent. For
non-Gaussian states the Gaussian equivalent can produce a greater, lesser or equal result
of a Schrodinger uncertainty equation depending on the relation among certain packet
parameters, such as the one which follows a square position dependable phase. Finally,
we study the correlations for the packet generated on the double slit, simply put, the
superposition of two Gaussian packets that result in a final non-Gaussian packet. Herein,
we observe that the minimum of the first order correlations are related with the maximum
value of interference fringes. As for the behaviour of the second order correlations (and the
Gaussian equivalent) seem to be suitable to characterize Fresnel and Fraunhofer regimes
on a double slit experiment.

Keywords: Correlations, Gaussian state, double-slit



Capitulo 1

Introducao

Correlagoes posicao-momento sao correlacoes quanticas que indicam a dependéncia en-
tre a posicao e o momento de uma unica particula. No caso de um pacote Gaussiano que
satisfaz a incerteza minima da relagao de Heisenberg as correlacoes posicao-momento em
t = 0 s@o zero mas elas surgem para tempos posteriores [21]. Por outro lado, estados mais
complexos, como estados comprimidos ou combinacgoes lineares de estados Gaussianos po-
dem exibir correlacoes iniciais, correlacoes totalmente desprendidas da evolucao temporal
[39, 40]. Foi mostrado que a existéncia de correlagoes posigao-momento estd associada as
fases da fungao de onda no experimento de fenda dupla[25]. Elas, sdo muito utéis para
obter informacao sobre outras quantidades fisicas, por exemplo: mudancas qualitativas
no padréao de interferéncia como fungdo do aumento das correlagoes [41], a rela¢do entre
as correlagoes e a formagao de espectros de ionizacao acima do limiar no espalhamento de
eletro-ion em campos de laser intenso, e mais recentemente foi mostrado que o maximo
das correlacoes posicao-momento esta relacionado com o ntimero minimo das franjas de
interferéncia exibidas no experimento de dupla fenda [21].

O experimento de dupla fenda talvez nao seja o tinico, mas sem duvida é um dos
poucos que ao longo da histéria do desenvolvimento da fisica foi usado em fenomenos que
abrange o regime cléssico e quantico. O fenomeno de interferéncia com ondas de matéria
¢ um assunto de intensa pesquisa, dada a sua impotancia para os fundamentos da me-
canica quantica. O mistério inicial da mecanica quantica ilustrado pelo experimento da
dupla fenda [24] revelou resultados surpreendentes que nos permitiram aprender muito
sobre a mecanica quantica. Hoje sabemos que, sob diferentes circunstancias, o mesmo

sistema fisico pode exibir um comportamento de particula ou de onda, também conhecido
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como dualidade onda-particula [26]. Experimentos revelando a dualidade onda-particula
na dupla fenda foram realizados por Mollenstedt e Josson para elétrons [28], por Zei-
linger utilizando néutrons [23], por Carnal and Mlynek para dtomos [29], usando grade
de difragao por Schollkopf e Toennies para pequenas moléculas [30] e por Zeilinger para
macromoléculas [31].

Neste trabalho estudamos o efeito das correlagbes posicao-momento iniciais no
padrao de interferéncia, como onda e também como particula no experimento de dupla
fenda considerando ondas de matéria. Assim, antes de lidar com a configuracao de dupla
fenda, consideramos que a particula é representada por um pacote de onda Gaussiano
inicialmente correlacionado em posi¢ao e momento. Essas correlagoes iniciais sao medidas
por um parametro de correlagao p, tal que, para p # 0 os pacotes de onda satisfazem a
relacdo de incerteza de Robertson-Schédinger, atingindo o seu valor minimo A2 /4. Apés o
aparato das fendas, a particula é representada por uma combinacao linear de dois pacotes
de Gaussianos idénticos provinientes das duas fendas afetados pelas correlagoes iniciais.
Contudo, logo que a particula sai da fonte e se propaga em direcao as fendas, a posicao
e seu momento estao correlacionados, e essas correlagoes sofrem mudancas por causa da
evolucao temporal e do parametro de correlacao p. O comportamento dessas correlacoes
nos permite extrair informacoes precisas sobre o padrao de interferéncia. O perfil das
curvas das correlagoes sofrem uma dréastica mudanca; na escolha entre um dos dominios:
p >0, p<0,equanto ao caso simples p = 0, encontramos sua discussao no trabalho [21].

Esta dissertacao estd dividida como se segue: No capitulo 2, estudamos as ferra-
mentas necessarias ao desenvolvimento deste trabalho. Evoluimos um estado Gaussiano
inicialmente correlacionado usando o propagador de Schrodinger de particula livre, obti-
vemos o pacote de onda Gaussiano no tempo, bem como os parametros que descrevem
a forma com que o pacote se modifica durante sua evolucao temporal. No capitulo 3
estudamos as correlagoes posicao-momento a partir de uma expressao geral da covarian-
cia, ela define um ordenamento nos tipos de correlagoes. Diante disso nds investigamos o
comportamento das correlagoes de primeira ordem e de segunda ordem, de acordo com a
funcao de covariancia para cada uma delas. Na secao 3.1 essas duas categorias de correla-
¢oes foram bastante interessante para estabelecer uma relacao que permanece inalterada
mesmo depois de evolugoes temporais. Denominamos a relagao de equivalente Gaussiano,

esse resultado se mostra equivalente a relacao de incerteza de Robertson-Schodinger, mas
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apenas para os estados Gaussianos. Na secao 3.2, investigamos limites de validade do
equivalente Gaussiano propondo estados nao Gaussianos, como por exemplo: estados que
sao ligeiramente semelhantes aos autoestados do oscilador harmonico quantico e estados
que sao formado a partir de uma combinagao de dois estados Gausssianos. No capitulo
4 o objeto central de estudo é avaliar o efeito das correlacoes no experimento de fenda
dupla com ondas de matéria. Na secao 4.1 apresentamos o modelo para o experimento de
dupla fenda, considerando que um pacote de onda correlacionado se propaga durante um
tempo t da fonte até as fendas e em seguida um tempo 7 das fendas até o anteparo ou
tela de detecgao. Na secao 4.2, calculamos a covariancia de primeira ordem entre posi¢ao
e momento e a relagao de incerteza generalizada Robertson-Schrodinger para o estado
dado pela combinacao linear dos estados que passaram por cada uma das fendas. Em
seguida calculamos a intensidade, a visibilidade e a previsibilidade e analisamos o padrao
de interferéncia em termos do conhecimento da dinamica das correlagoes. Na secao 4.3
calculamos a covariancia de segunda ordem para funcao de onda na tela deteccao, e estu-
damos o comportamento em funcao dos tempos de propagacao. Além disso, estudamos o
comportamento do equivalente Gaussiano para a funcao de onda que representa o sistema

apds os pacotes atravessarem as fendas.



Capitulo 2

Evolucao de um estado (Gaussiano

correlacionado

Pacotes Gaussianos que possuem correlagao inicial tem grandes aplicacoes em varios
campos da fisica quantica. Eles sao bastantes aplicados na otica quantica, otica quantica
linear e nao linear e na area da informacao quantica. Diferentes nomes sao dados para
esse tipo de estado Gaussiano e dentre eles, talvez os mais conhecidos, sejam os estados
comprimidos.

A historia dos estados Gaussianos correlacionados teve inicio com Schrodinger que
foi um dos primeiros a investigar as fungoes Gaussianas na mecanica quantica [1]. Apds
alguns anos, Roy Jay Glauber [2] introduziu o conceito de estados coerentes, que sao
muito utilizados na descricao de campos eletromagnéticos e em outras areas da fisica
quando é necessario representar sistemas com propriedades quanticas mas com aspectos
mais préximos do mundo classico. Logo depois, muitos trabalhos foram dedicados a varias
versoes generalizadas dos estados de Glauber e alguns deles podem ser encontrados nas
referéncias [1]- [6]. Nomes diferentes foram dados para esses diferentes tipos de estados:
estados coerentes generalizados, estados de dois fétons, estados inteligentes generalizados,
estados comprimidos e outros.

Os estados coerentes correlacionados foram introduzidos por V. V. Dodonov [1]
por volta de 1980, ele mostrou que a incerteza entre os operadores de coordenadas e de
momento minimiza a rela¢ao de incerteza de Schrodinger [8] e Robertson [9], diferente dos
estados de Glauber que minimizam a relacao de Heisenberg.

Neste capitulo iremos considerar a propagacao de uma particula livre que serd re-
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presentada por um pacote Gaussiano correlacionado. Recentemente pacotes desse tipo
foram considerados em um trabalho conforme a referéncia [7], onde estudou-se a propa-
gacao de um pacote Gaussiano inicial mais geral com coeficiente de correlagao diferente
de zero entre os operadores de coordenadas e de momento, na presenca de uma barreira
repulsiva de potencial delta.

A forma do pacote de onda inicial é dada por,

1
¢(37>0) = %(35) = —7——=CXp < - ;2372)7 Y= 1- Zp? (21)
T g0

0o

onde p é o parametro de correlacao. Assim, o pacote acima constitui uma familia de

estados que minimizam a relacao de incerteza de Schrodinger e Robertson,

0.0, — 0oy > B2 /4, (2.2)
onde,
.. . N\

é a covariancia, que mede o quanto os operadores de coordenadas e de momento estao
correlacionados. Note que a relagao de incerteza de Heisenberg aqui (quando o,, = 0) é
considerada um caso particular.

A relagao (2.2), de acordo com a referéncia [7], pode ser reescrita na forma

0.0, > B JA(1 —1?), (2.4)

onde

N (2.5)

é o coeficiente de correlacao entre os operadores coordenadas e de momento. O parametro

de correlagao p se relaciona com o coeficiente de correlagao da seguinte maneira [7]:



p T
V1+p? P= V1—7r2

A funcao de onda que representa a particula em um tempo futuro é determinada

r= —oco<p<oo, —l<r<l. (2.6)

a partir da relacao
+o0o
at) = [ Gla el 0)p(,0)da’, 2.7

onde,

o [Tm m(x — z')?
Gz, t;2',0) =/ 5-7g OXP < i ), (2.8)

¢ a funcao de Green ou também eventualmente chamado de propagador de Schrédinger
para a particula livre. Na realidade este objeto consiste de um elemento de matriz do
operador evolugao na representagao de Schrédinger com relacao a base das coordenadas,
que pode ser interpretado como a amplitude da probabilidade de que uma particula livre,
localizada na posicao ' em t = 0, seja encontrada na posi¢ao z e em um tempo ¢t > 0.

Apés realizar a integral na eq.(2.7), obtemos a seguinte expressao para fungao de onda

w(%t) = ! exp <_ iz + M - Zﬂ)a (29)

/ﬁb 2b2 2hr

onde,

b(t, p) = o l1 4 <t)2 T (”’)2 + 2”] " (2.10)

To To To

2+ t20% + 72+ 2
r(t,p) = ¢| P To & 2lTop (2.11)
2+ 8202 + trop
1
t.p) = —= arct , 2.12
u(t, p) QamanQp+m) (2.12)



70 = mog /. (2.13)

sao os parametros em funcao do tempo que definem o aspecto do envelope ao longo da
evolugao temporal. O b(t) representa a largura do pacote, o r(t) é o raio de curvatura
das frentes de onda, 7y é visto como um tempo caracteristico para o “envelhecimento’do
estado inicial [21, 19], uma vez que é o tempo a partir do qual o estado evoluido adquire
propriedades completamente diferentes do estado inicial, x(t) é a fase de Gouy em fungao
do tempo no qual é semelhante a fase de Gouy obtida através da solucao Gaussiana da
equagao paraxial de Helmholtz [22].

No contexto das ondas de matéria, I.G da Paz foi um dos pioneiros n estudo do
termo de fase de Gouy resultando nos trabalhos [14, 15, 16, 17]. Além disso, a mudanca de
fase foi observada experimentalmente com o condensado de Bose-Einstein por A. Hansen
et al [18] e para ondas de elétrons T.C Petersen et al [20]. Uma maneira alternativa de
compreender a origem fisica da mudancga de fase de Gouy é mostrar explicitamente que
o fenomeno ocorre a qualquer feixe que sofre um confinamento espacial transverso, com
base no principio de incerteza pelo qual verifica-se um espalhamento nas componentes
transversais do momento. A expressao geral obtida para a fase de Gouy é escrita em
termos dos valores médios dessas componentes e isso nos permite entender a razao pela
qual a mudanca de fase das ondas cilindricas é a metade das ondas esféricas. Em geral
a mudanca de fase de Gouy que uma onda de luz convergente sofre ao passar pelo seu
foco quando ela se propaga de —oo a +oo é de nm/2, onde n representa o numero de

componentes transversais do momento.



Capitulo 3

Correlacoes de primeira e de segunda
ordem e equivalente Gaussiano da

relacao de incerteza de Schrodinger

Em pesquisas, frequentemente procura-se verificar se existe relacao entre duas ou mais
variaveis, isto é, saber se as alteracoes sofridas por uma das variaveis sao acompanhadas
por alteracoes nas outras. Por exemplo, peso e idade, altura e peso de um individuo. O
termo correlacao significa relacao mutua, e é usado na estatistica para designar a forca
que mantém unidos dois conjuntos de valores. A verificacao da existéncia e do grau de
relacao entre as variaveis é o objeto de estudo da correlagao. Uma vez caracterizada esta
relacao, procura-se descrevé-la sob forma matemaética, através de uma funcao.

Na fisica é bastante natural investigar se uma distribui¢do em p (momento) tem
alguma correlagdo com a distribuicdo em z (coordenada). As correlagdes quanticas sao
tratadas de forma semelhante na teoria cldssica, elas sao avaliadas pela covariancia, que é
o calculo da diferenca entre a média conjunta das duas variaveis pelo produto das médias
separadas.

No entanto, vale ressaltar que a covariancia é uma condi¢ao necessaria, mas nao
suficiente. Mesmo que a covariancia entre duas variaveis estatisticas seja zero, o sistema
pode possuir outro tipo de correlacao. A consequéncia desse fato torna o estudo das
correlagbes mais sutil, e a covariancia assume uma forma mais geral do que a forma
apresentada na eq.(2.3), nesse sentido as correlagbes quanticas entre Z e p podem ser

avaliadas de diferentes tipos a partir do grau de correlacao conforme a expressao:



i =y el (a) (o) e
(/ W ”¢dx) [/OO o <hai> wdx] (3.1)

onde, n,m = 1,2, 3... sao os subscritos que definem as diferentes classes de covariancias ou,
funcoes de correlagao. A relacao acima é obtida através da teoria classica das correlacoes
(olim) = 7™ + (T)"(p)™), apenas trocando as vardveis cldssicas por operadores, de

acordo com a referéncia [25].

3.1 Surgimento das correlacoes posicao-momento para
uma particula livre

Vamos compreender como surgem as correlacoes quanticas entre os observaveis z e p
para ondas de elétrons que se propagam livremente no tempo. A funcao de onda que

descreve a propagacao do elétron é dado pelo pacote de onda

—+00

vt = [

—00

ot~ k) expfi o — 20) - 5ot (32)

2m

onde, g(k — ko) é chamada de fungao envelope, e g e ky sao os valores médios da posigao

e do vetor de onda. Para o nosso caso escolhemos um envelope Gaussiano,

g(k) = exp [— m] (3.3)

Resolvendo a integral na eq.(3.2) a fungao de onda assume a forma:
Y(x,t) = Cexp [ — (a — zﬂ)ycz] , (3.4)

onde,

e R Y VS

Sy — TR 3.5
1+ 22 (Ak) m1 4 P2 (AL (3:5)
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Para reescrevermos a funcao de onda na forma mais simplificada, consideramos os valores
médios: xo = ko = 0 [25].

Por meio das fungoes de correlagoes eq.(3.1) estudamos o comportamento da co-
variancia de primeira ordem (n = m = 1). Assim, obtemos a seguinte expressao para a

covariancia,

_ RW(Ak)?
 2m

t ou ag)(w:Mt, (3.6)

() (¢
Oap (t) o

p

onde, (Ap)? é a incerteza inicial no momento que é proporcional a largura Ak do envelope
inicial descrito na eq.(3.3). Note que para esse caso as correlagoes s6 dependem exclusiva-
mente do tempo de propagacao. Quando t = 0 o coeficiente S desaparece, a fungao onda
se torna real e os operadores T e p nao sao correlacionados. A razao para o surgimento das
correlagoes entre os observaveis é simplesmente porque as particulas mais rapidas tendem
a cobrir maiores distancias. Para esse caso dizemos que as correlagoes sao fortes porque
o crescimento de um dos observaveis acarreta no crescimento do outro.

A natureza dessas correlagoes podem também ser compreendida a partir do espago
de fase, mesmo sabendo que as propriedades das ondas nesse espaco nao sejam repro-
duzidas completamente. No entanto, mesmo com essa limitacao, o pacote de ondas é
localizado no espago e o elétron pode ser visto como uma particula classica com uma

distribuicao de momentos e posigoes.

Figura 3.1: Espaco de Fase. Figura retirada da referéncia [25]

No espaco fase o espalhamento que o pacote de onda sofre é relacionado a par-
ticulas que se movem com diferentes velocidades atingindo diferentes posigoes. Segundo

a referéncia [25], é esse processo que introduz as correlagoes entre Z e p, uma vez que
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particulas mais rapidas tendem a cobrir maiores distancias. A medida que o tempo passa,
particulas de momento positivo se deslocam para a direita e aquelas com o momento
negativo de deslocam para a esquerda, portanto o circulo passa a ser uma elipse como
mostra a figura-3.1. Note que o intervalo Ap nao muda, mas o intervalo Ax aumenta. O
fato de Ap permanecer inalterado esta associado a velocidade de grupo, e o aumento em
Ax é associado com o aumento da largura do pacote.

Neste capitulo, iremos estudar as correlagoes posicao-momento de primeira e de
segunda ordem para estados Gaussianos e estados nao Gaussianos. Veremos que para os
estados Gaussianos correlacionados obtemos uma relagao que produz o mesmo resultado
da relacao de incerteza de Schrodinger (h/4), tal relagdo denominamos de equivalente

Gaussiano.

3.2 Correlacoes entre = e p para Estados Gaussianos

Estados Gaussianos sao importantes de serem estudados, porque além de todas as suas
propriedades matématicas, eles sao relativamente acessiveis experimentalmente, sobre-
tudo em experimentos de geracao de estados do campo eletromagnético que apresentam
compressao das quadraturas. Nesta secao iremos estudar correlacoes de primeira e de
segunda ordem para estados Gaussianos, que foram a base para executar os calculos da
propagacao de um particula livre, e além disso iremos considerar a difracao de ondas de

matéria através de uma unica fenda.

Pacote de onda inicial

Utilizando as funcoes de correlacoes obtemos as covariancias de primeira e de segunda

ordem do pacote de onda incial eq.(2.1),

h

o () = 5p (3.7)

o) = L7~ ). (35)

As correlagoes para o estado inical s6 depende exclusivamente do parametro de correlagao
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p, para p = 0 o pacote de onda nao possui correlagao de primeira ordem, mas exibe corre-
lacao de segunda ordem de valor negativo. Em seguida plotamos os graficos e mostramos
que ha valores de p em que as correlagoes de primeira e de segunda ordem tem o mesmo

valor.

Figura 3.2: Gréficos das correlagdes de primeira e segunda ordem do estado inicial ()
em fungao do parametro p, (a) sdo as correlagoes de primeira ordem e em (b) correlagoes

de segunda ordem.

A figura-3.2 mostra que para uma particula representada pelo estado inical a corre-
lagao de primeira ordem ¢é uma funcao linear do parametro de correlacao p, enquanto que
para as correlagoes de segunda ordem a curva é uma pardbola. Igualando as eq. (3.7,3.8)
encontramos os seguintes valores: p_ ~ —1.05 x 1072* e p, ~ 9.52 x 10?3 cuja correlacoes
de primeira e de segunda ordem possui o mesmo valor . Pode-se observar, que o valor
absoluto de p_ coincide com o valor da constante de Plank, enquanto que p; é um valor
muito maior do que p_.

Podemos avaliar no espaco de fase o comportamento das incertezas na posicao o,
e no momento o,, assumindo valores diferentes para o parametro de correlagao. Para
o pacote de onda inicial suas incertezas sdo respectivamente, o, = 02/2 = e 0, =
(h?/203)(1 + p?). A figura-3.3 mostra o espaco de fase para particulas que sdo represen-
tadas pelos estados coerentes correlacionados antes de execultar uma evolugao temporal,
em ambos os casos o circulo (linha pontilhada) representa o caso quando p = 0 e as linhas

sélidas (linhas sélidas) para o caso que p # 0. Em ambos os casos notemos que para um
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estado inicialmente correlacionado a incerteza no momento sofre um espalhamento maior
do que para os estados que nao sao inicialmente correlacionados (estados que satura a
relagdo de Heisenberg) e a regido da incerteza (conjunto de pontos no interior da curva
delimitadas pelas incertezas o, e 0,) deixa de ser um circulo e passa a ser uma elipse. A
partir das figuras-3.3(a), (b) observamos que quanto maior for a quantidade |p| a incer-
teza no momento serd maior e a incerteza na posicao é inalterada, ou seja, ¢ a mesma

quantidade no caso de p = 0.

@ (b)

[ p=0—lpl=2] [+ p=0—lp|=5]

Figura 3.3: Area demilitada pelas incertezas dos operadores T e p no espaco de fase,
(a) a elipse (linha sélida vermelha) atribuimos p = +2, (b) a elipse (linha sélida azul)
atribuimos p = £5. O circulo (linha pontilhada) representa o caso que nao ha correlagoes

iniciais p = 0.

Pacote de onda no tempo

Para funcao de onda que representa a particula que se propaga no tempo eq.(2.9),

obtemos as seguintes expressoes para as correlagoes de primeira e de segunda ordem

. hTo b2

(1) (¢
g ( ) 20'07”7

p

(3.9)

2 214
o@)(t) = " (Tab — 1), (3.10)

2
2 \ogr
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em funcao da largura do pacote e do raio de curvatura. Durante a propagacao, as correla-
¢oes aumentam a medida que o pacote de onda sofre um alargamento. De acordo com as
eq. (2.10) e (2.11), avaliamos a razao b?/r cujo resultado é uma expressao proporcional ao
tempo de propagacao. Na sequéncia, construimos os graficos das correlagoes em funcgao

do tempo de propagacao.

b
/ (b)

[
1

[
1

]
1

Correlagoes de primeira ordem
Correlagoes de segunda ordem

I
[
1

1
£
T

a
|~ =

0

Figura 3.4: Correlagoes de primeira e segunda ordem como funcdo de t/7, para valores
diferentes de p. Curvas pontilhadas (p = 0), curvas sélidas (p = —1) e curvas tracejadas

(p=1). (a) correlagoes de primeira ordem ,em (b) temos correlacoes de segunda ordem.

A figura-3.2(a) mostra que no caso simples p = 0 (curva pontilhada) as correlagoes
de primeira ordem s6 surgem a partir de ¢ > 0, ja para p = —1 (curva sélida) e p = 1
(curva tracejada) sempre ocorre correlagoes. No caso das correlagoes de segunda ordem,
figura-3.2(b), inicialmente em ¢ = 0 nao hé correlagoes para os casos p = —1 e p = 1,
mas existem correlagoes para o caso simples p = 0. Para valores |p| < 1 as correlagoes
de segunda ordem assumem valores negativos, e ao longo da propagagao esses valores
passam a ser positivos, além disso, para os casos p # 0 as correlagoes apresentam um
minimo local.

Por outro lada a fase de Gouy obtida na propagacao do pacote de onda inicial
estd diretamente relacionada com as covariancias. Nos trabalhos [34, 35] foi mostrado

que a covarancia de primeira ordem pode ser expressa como func¢ao da fase de Gouy, para
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feixes Gaussianos e para ondas de matéria considerando pacotes de ondas Gaussianos
(que satisfaz a relagdo de Heisenberg). Veremos que essas idéias podem ser ampliadas
para os estados Gaussianos correlacionados, sem contar que funcionam para covariancia
de segunda ordem.

Através da razao b%/r, que aparece nas expressoes da covariancia, encontramos as

seguintes expressoes:

B[t + 78)p + 2trop? + t2p?
Wt p) = = 0 . — tan[2pu(t 3.11
Tap (£, ) 2[ o(ip o) an[2u(t, p)] |, (3.11)
B2 (82 4 13)p + 2tmop® + t2p° 2 op?
@ (1 ) = 0 00 TEP tanf2ult - 3.12
Ump( 7p) 2 [ To(tp-i—To) an[ ,LL( ’p>] 2 : ( . )
Para o caso simples; p — 0, ol () = —(h/2) tan[24(t)], e a covarianca de segunda ordem
xp

fica, {2 (t) = (h*/2)[tan?[2u(t)] — 1]. Para esse caso, as expressoes para as covariancias
tem uma relagao direta com a fase de Gouy e a medida de uma nos permite conhecer a
outra. Enquanto que o caso mais geral nos permite conhecer o valor do parametro p se a
fase e as correlagoes forem medidas.

No espago de fase construimos a regiao limitada pelas incertezas dos operadores
de posicao e de momento. Para um sistema representado pela funcao de onda no tempo,

obtemos as incertezas

b2 (1 m2?
=g =g \p Ttz

onde ambas as quantidades depedem do parametro p e do tempo de propagagao. A figura-
3.5 mostra o espaco de fase para os casos em que nao houve evolugao temporal (curva
pontilhada) e quando ha evolugdo temporal (curva sélida). Na figura-3.5(a) podemos
observar que para um valor positivo de p (p = 1) e t # 0 o estado é comprimido em
momento e alargado na posi¢ao, enquanto que na figura-3.5(b) para um valor negativo
de p (p = —1) et # 0, observamos o efeito contrario o estado passa a ser comprimido
em posicao e alargado no momento. Portanto, depois que o sistema evolui no tempo as
incertezas o, e 0, podem ser comprimidas ou alargadas em contraste com o caso t = 0 em

que para qualquer valor de p apenas o, sofre um espalhamento para qualquer valor de p.
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251 P 251 P
. @) et (b)
2 ‘. 2 ‘.

-2 L -2
-2.51 -2.51
[xrp=12 = p=1] [+ rp=I2| = p=-1]

Figura 3.5: Conjunto de pontos formado pelas incertezas dos operadores Z e p no espago
de fase, em (a) a elipse (curva sélida) atribuimos p = 1 e t = 0.497y, em (b) a elipse (curva
sélida) atribuimos p = —1 e t = 0.497). A elipse (curva pontilhada) atribuimos p = +2 e
t=0.

Difracao de ondas de matéria por fenda tinica

Vamos considerar o experimento de fenda tnica para ondas de matéria utilizando as
mesmas ferramentas matematica introduzida no capitulo-2. Vamos admitir que o pacote
Yo (x) representa particulas que sao liberadas por uma fonte coerente, e que se propagam
durante um tempo ¢ assumindo a forma da fungao ¥ (x,t) (eq.2.9), representando parti-
culas que estao antes da fenda. Depois da fenda o pacote de onda se propaga durante um
tempo 7 até chegar no anteparo. A figura-3.4 mostra o aparato experimental.

A fungdo de onda ¥ (z,t,7) no anteparo é obtida utilizando dois propagadores de

Schrodinger

+00 +oo
D, b, 7) = / dz; / G2, t + 7525, ) F ()G (2, £ 1, 0o () ds,  (3.13)

—00 —00

onde,

m m
Gi(xj, t;2;,0) = ”27rz'ht exp [m(xj — xi)Q], (3.14)
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Figura 3.6: Particulas enviadas por uma fonte coerente se propagam durante um tempo
t até uma fenda. Depois da fenda, se propagam durante um tempo 7 até alcancar o

anteparo.

m m
G-z, t+7;25,t) = MQm’hT exp l%(x — xj)2] : (3.15)

Fla;) = ——— exp ( - xﬂ) (3.16)

vo(z:) = l\/E exp < _ Zﬁ) (3.17)

A fungdo F'(z;) representa a fenda, G; e G sdo os propagadores. Resolvendo as integrais

obtemos a fun¢ao de onda

1 2 ; 2
exp [ ’ ] exp (me + iu), (3.18)

tal que

(3.19)
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2
2t 2
R(t7T7 p) =T (,8 b ) p< 72p2 >27— 252 (320)
1 7_0_;’_ 0_;’_,7_ p2+ O + 0 0 + B 0
B 00(t2+‘rg+2‘rotp+t2 2)

1 t+7(1+ %)+ i
(L+38) + o (3.21)

:u(ta T, p) = —5 arctan [ (1 — tTO'O

252> +p(t+7) ’

sao respectivamente a largura do pacote, o raio de curvatura e a fase de Gouy. De posse

da funcao de onda obtemos as seguintes expressoes para as fungoes de correlagoes,

htoB?
M) (¢ 0 22
(1.7.0) = G (3:22)

( ) 7'L2 7'3B4
A(t,T,p) = ey 1). (3.23)

Note que as expressoes acima sao semelhantes as expressoes: eq.(3.9) e (3.10), que foram
obtidas para o caso de particula livre. Na ordem construimos o grafico das covariancias
em funcao do tempo de propagacao t.

A figura 3.5 mostra o comportamento das correlagoes em funcao de t (fixando o
valor de 7 = 187y). Observamos que o efeito do parametro de correlagdo p amplia as
correlagoes posicao-momento nos dois casos: figura-3.5a correlagoes de primeira ordem e
figura-3.50 correlagoes de segunda ordem. No trabalho [21], foi mostrado que o méaximo da
covariancia (de primeira ordem) conduz o sistema a ter seu carater de particula dominante
(no experimento de dupla fenda na versdo quantica). Essa informagao é bastante ttil
para o estudo da propriedade onda-particula da matéria, e a partir do comportamento
das correlagoes entre T e p podemos estudar um sistema que manifesta mais propriedade
de particula ou de onda.

No capitulo anterior, foi citado algumas das principais caracteristicas dos estados
Gaussianos mais gerais, e entre elas, esta a condigao que eles saturam a relagao de incerteza
de Schrodinger, ou seja, saturam em h?/4. Ao longo dessa secao calculamos as funcoes
de correlagdo de primeira e de segunda ordem para os estados: eq.(2.1),(2.9) e (3.19), e
por meio dessas expressoes podemos, construir uma relagao que é equivalente a relacao

de incerteza de Schrodinger. Assim, para esses estados obtemos a seguite relacao;
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[5 ] 0?2 = (3.24)

xp

que se mantém para qualquer valor do parametro de correlacao p e, também para qualquer
tempo durante a propagacao. Denominamos a relacao acima de o equivalente Gaussiano.
De acordo com a relacao acima podemos avaliar qualquer uma das duas fungoes de corre-
lacoes a partir de uma delas. Para o caso simples, p — 0 a relacao se reduz a ag) = —h?/2,
que corresponde ao caso das fungoes Gaussianas que minimizam a relacao de Heisenberg.

Nesse caso, é preciso ser cuidadoso ao afirma que nao existe correlagao entre os
observaveis (pelo fato de que ag,) se anula), porque a incerteza de Heisenberg pode ser

reescrita em termos da covariancia de segunda ordem o,0, = —agj) /2.

3.3 Correlacoes entre = e p para Estados nao Gaussi-
anos

Na formulagao matematicamente rigorosa da mecanica quantica, os estados possiveis
(mais precisamente, os estados puros) de um sistema de mecanica quantica sao represen-
tados por vetores unitérios (chamados vetores de estado), que residem em um espago de
Hilbert separavel complexo, conhecido como espaco dos vetores de estado. Em outras
palavras, os estados possiveis sao pontos na projetivizacao de um espaco de Hilbert.

Nesse espaco, ha uma variedade de operadores com atuagoes bem definidas em
subespacos que sao construido por subclasses de objetos denominados: vetores de estados
caracteristicos. Um numero incontavel das mais diversas categorias de funcoes compoem
esses subespagos. Entre elas, as fungoes Gaussianas sao de grande destaque nessa formu-
lacao, suas propriedades especiais facitam o estudo e a compreensao em diversas areas da
fisica. Contudo, existem classes de funcoes que nao sao Gaussianas, porém quero destacar

“ natureza Guassiana ”, mas “perdem’sua Gaussi-

aquelas que de certa forma tem uma
anidade por causa de algum “ detalhe "matematico, como por exemplo as autofungoes
do oscilador harménico quantico (produto de uma fungao Gaussiana por polindmios de
Hermite), ou até mesmo a superposicao de fungdes Gaussinas.

Na secao anterior, vimos que as covariancias calculadas para estados Gaussianos

estabelecem uma relagao que reproduz o mesmo resultado do determinante de Schrodinger.
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Agora, vamos tratar de fungoes nao Gaussianas e estudar como e em quais condi¢oes o
equivalente Gaussiano pode reproduzir os mesmos resultados da relagao de incerteza de
Schrodinger. Essa comparacao serd feita com funcgoes de estado que nao sao Gaussianas,
por exemplo: estados que sao o produto de funcoes Gaussianas por fungoes do tipo z" e
estados que sao combinacao de duas fungoes Gaussianas.

Assumimos uma funcao de onda da seguinte maneira

o(z) = Az" exp [ — (a+ iﬁ)xz}, n=123.. (3.25)

onde

A= 2 , (3.26)

\ll“(n - ;)a@*”) [2(5’”) + (_1)2n2<”+5)4n1

A ¢é a constante de normalizacao que dependente de n, e a # 0.

Obtemos as expressoes gerais para as covariancias

h g
027) = —5(271 + 1)5, (3.27)
R [4n —1 2
@ — __ —2n+ 15| 2
o 5 lZn—l (2n + )QZ] (3.28)
O equivalente Gaussiano é expresso na seguinte forma
B2 (4n —1 ) 32

Note que o o equivalente Gaussiano s6 assume valores negativos se J for um ndmero
imaginario puro. Caso contrario, nao importa o valor atribuido ao n, o EG sempre serd

positivo. Na sequéncia obtemos as covariancias para os seguintes casos:

2
o _ 30 e —3h<1 - ﬁQ) (n=1), (3.30)

P 2 « P 2
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5h B I B2
1) 2) _
ol =-S5 e o) _—6<1—15&2 (n=2), (3.31)
7h 8 11 35 32
n__M"mp (2) — _2tp2(1_ 222 — 32
T T Ty O T 10h< 11a2> =2 .
onde
32 (1 B2
EG1(0%5):72 (24‘&2): (3.33)
3 (72
E =—|[=-4+5— .34
G2(a75) ) (2 +5042>’ (33 )
EGs( 5)—712 E+21ﬁ—2 (3.35)
A\GP) =5 10 a?) '

sao os respectivos equivalentes Gaussianos dependente dos parametros « e (3. Para esses
casos encontramos os respectivos valores do determinante de Schrodinger: Dy = 9h2/4,
D, = 35h*/12 ¢ Dy = 7Th*/20.

A figura 3.5 mostra trés casos da razao entre o determinante de Schrédinger e o
equivalente Gaussiano em fungao de y = «/f. Pode se observar que a medida que os
valores de n vao aumentando a curva tende a se estreitar, para esses casos obtemos as

seguintes relagoes:

Ri(y) = 1 +32y2 (n=1), (3.36)
Boly) = =2 (n=2), (3.37)
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Figura 3.7: Graficos da razao entre o determinante de Schrodinger e o equivalente Gaus-

siano em fungao dos parametros « e 3. Consideramos y = 3/«

7

Ra(y) = — - *
3W) = T o10,2

(n=3). (3.38)

As expressoes acima demonstram que dependendo dos valores de a e 5, o equivalente
Gaussiano dos estados dados na eq.(3.25), continuam produzindo o mesmo resultado do
determinante de Schrodinger.

Na secao anterior, consideramos o experimento de fenda tnica para ondas de ma-
téria provenientes de uma fonte capaz de liberar ondas Gaussianas. Observamos que a
onda se mantém Gaussiana, mesmo depois de sofrer o confinamento na fenda. Mas no
proximo capitulo, o modelo considerado sera o experimento de dupla fenda, e a funcao de
onda que representa o sistema apds as fendas perde sua Gaussianidade porque a funcao
de onda total sera uma combinacao linear de dois estados Gaussianos.

Iremos considerar uma fungao de estado como combinagao de duas fungdes Gaus-
sianas, logo apés estudaremos o comportamento do equivalente Gaussiano frente a esses

estados. A funcao de estado é dada por
o(x) = B{ exp { —afr —0)* - z'ozxﬂ + exp [ —a(z+0)* - iamﬂ }, (3.39)

onde

B= va ,
\/ﬁ\/ﬁ{exp(%ﬁ?) + 1} exp(—2ad?)

(3.40)
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é o fator de normalizacao, sendo que « e § sao diferentes de zero.

Obtemos as expressoes gerais para as covariancias

h 4ad?
o — _ " &

1
P 2 [exp(—2a62) +1 * ]’

(3.41)

4h*ad?| exp(2a6?) + 1 + 2062
o) = { p(2a0) . ] : (3.42)
[exp(2a52) + 1}

De o0 modo que o equivalente Gaussiano é dado por:
2 2 2 2h%ad?| exp(2a0?) + 1 + 262
4 « P
EG(a,0) = " a0 ] - [ ( ) } :

1 [exp<—2a62>+1 [exp(2a0) 1] (3.43)

Calculamos o determinante de Schrodinger e obtivemos o seguinte resultado:

2 |4a0” exp(2a0?) + exp(2a6?) + 1] | exp(2a6?) — 4ad® + 1
P [ p(200%) + exp(2062) + 1] p(205°) ] 3.44)
4 [exp(2a52) + 1}

Na sequéncia, plotamos o grafico do equivalente Gaussiano e do determinante de Schro-
dinger em funcao dos parametros a e 9.

A Figura 3.6 mostra os graficos do determinante de Schrodinger, equivalente Gaus-
siano e da razao entre eles. Na Figura 3.6(a) a linha pontihada corresponde quando essa
razao for igual a um, e conforme o grafico vemos que esse resultado é valido para valores de
z em torno do zero. A Figura 3.6(b) sao as curvas do determinante de Schrodinger (curva
vermelha) e equivalente Gaussiano (curva preta), que é outra maneira de comparar qual
a regiao de z (ou melhor dizendo, quais os valores « e §), em que o equivalente Gaussiano
produz os mesmos valores do determinante de Schrédinger. Pode se observar que para
valores negativos de z o determinante atinge valores maiores, e na regiao préxima de zero
eles assumem valores iguais, no entanto quando «d? sdao valores positivos as varicoes de
EG sao muito maiores do que as de D.. Por outro lado se 6 — 0, z — 0 a distribuicao
das fungoes Gaussianas da eq.(3.39) se torna apenas uma, e nesse limite a eq.(3.39) se
torna uma funcao Gaussiana, e o equivalente Gaussiano produz os mesmos valores que o

deteminante de Schrédinger.
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301 10+
@ (b)
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Figura 3.8: (a) Gréfico da razao entre o determinante de Schrédinger e o equivalente
Gaussiano em fungao de z. (b) Sao as curvas do determinante de Schrédinger (curva
vermelha) e do Equivalente Gaussiano(curva preta)em funcao de z. Assumimos que z =

ad? e consideramos § = 107% em ambos os casos.



Capitulo 4

Correlacoes no experimento de fenda

dupla

Neste capitulo, nés modelamos o experimento de dupla fenda com pacote de onda Gaus-
siano inicialmente correlacionado eq.(2.1). O pacote de onda propaga durante um tempo
t até as fendas e se divide em dois pacotes de onda Gaussianos. Depois da fenda, os dois
pacotes se propagam duntante um tempo 7 até que ele atinjam a tela de deteccao, onde
eles sao recombinados e o padrao de interferéncia é observado como funcao da coordenada
transersal x. O modelo é apresentado na Figura 4.1, juntamente com uma ilustracao
qualitativa do padrao de interferéncia para trés diferentes valores de tempo ¢, matendo 7
constante.

Como foi observado, o padrao de interferéncia é drasticamente influénciado pelos
tempos de propagacao t e 7. Em particular, existem valores do tempo t,,4:(T) € tmin(T)

que o numero de franjas de interferéncia tende a ser minimo e méaximo, respectivamente.

4.1 Experimento de fenda dupla com ondas de ma-
téria

Inicialmente obtemos as fungoes de onda no tempo que simbolizam as particulas que
atravessaram a fenda 1(+) ou a fenda 2(—). As fungoes de onda conforme a referéncia

[19], sdo obtidos da sequinte maneira:

25
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t'fnax\

Ea‘

Figura 4.1: Esboco do experimento de fenda dupla. Um pacote de onda Gaussiano de
largura inicial transversa oy se propagando durante um tempo t até as fendas, e depois
de um tempo 7 das fendas até chegar no anteparo. A abertura das fendas Gaussianas de

largura /3 e separadas por uma distancia d (Figura retirada da referéncia [21]).

—+o0 —+o0
Pro(z,t,7) = / dxj/ Gr(x,t + 71525, 0)F(x; £ d/2)Gi(xj, t; 24, 0)h(x;)dx;, (4.1)

—0o0

onde,

RN A meo 2

Gi(z;,t;24,0) 5ritg <P [27# (xj; — ;) ] , (4.2)
I L mo e

Gr(z,t+ 71;25,1) 5rins OXP [257_ (x — xj) ], (4.3)

| b | mEd2P
F(x; £d/2) = \/m p l 27 ] (4.4)
1 7
W(x;,0) = Po(x;) = -~ exp [— 20(2)]' (4.5)

Os termos Gy(z;,t;2;,0) e G-(z,t + T;2,,t) sdo os propagadores para uma particula
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livre, que foram aplicados no modelo representativo a experiéncia de fenda unica. As
funcoes F'(z;4+d/2) descrevem as aberturas das fendas, que sao consideradas gaussianas de
largura ( e seperadas por uma distancia d. Consideramos as fendas Gaussianas conforme a
referéncia [21], isso nos permite obter expressoes analiticas para a intensidade, visibilidade
e especialmente para as correlacoes quanticas entre posicao e momento.

Como ja foi dito anteriormente, o parametro p garante que o estado inicial tenha
correlagoes entre os observaveis, Z e p. De fato, para o estado inicial ¢(x;, 0) a sua relagao
de incerteza na posicao é o7 = 03/2, a incerteza no momento é o> = (1 + p*)h/207 e a
covariancia de primeira ordem ¢é o,, = h/2.

Resolvendo as integrais da eq.(2.21), obtemos o seguinte resultado para a onda que

passou através da fenda 1

1 + D/2)? ma® P
Uy(x,t,7) = \/ﬁ exp [_ (x232/)] exp (Z;;zf% +1Ax +i6 + w), (4.6)
T
onde
1 1)2 m2 (1 1)2
B(t T):(ﬁﬁbz G, (4.7)
I m\2 ’ :
() (3 + %)
1 1\2 | 21, 1)?
zte) T+
R(t’ 7—’ p) =T (ﬁ tf2> ?‘3p<172p2 >27'20'2 ’ (48)
R T e et O
Bt oS (2 +12+2m0tp+12p?)
2
Togd
A(t,m,p) = ey 2R (4.9)
( 7Ta P) - /32 9 ( N )
1+ %)
2(1 | 1
_ md (3 +1)
o(t,r,p) = , (4.11)
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76\ 4 phtr
1 l t+7(1+ %)+ 2 ] (412)

w(t, 7, p) = —= arctan —
2 To(l—t 0)—|—p(t+7)

Para obter as expressoes para onda que passou pela fenda 2, apenas devemos substituirmos
o parametro d por —d nas expressoes correspondentes a onda que passou pela fenda 1. O
parametro B(t, 7p) é a largura para a propagacao do feixe através de uma fenda, R(¢, 7, p)
é o raio de curvatura das frentes de ondas para a propagacao através de uma fenda. O
parametro D(t, T, p) é a distancia da separagao entre os pacotes de onda produzidos pelas
fendas. 0(t, T, p) e u(t, T, p) sao as fases que dependem do tempo, elas sao revelante quando
a largura das fendas sao de comprimento diferentes.

Agora que ja temos as expreessoes da onda que passou em cada uma das fendas,
iremos calcular a covariancia de primeira ordem e o determinante de Schrodinger na tela
de deteccao. Veremos que o comportamento das covariancias em funcao dos tempo de
propagacao nos diz muito sobre o comportamento do sistema, a relacao entre o niimero
minimo de franjas de interferéncia, bem como as propriedades de onda e de particula com
o méaximo da cavariancia (de primeira ordem) foram obtido na referéncia [21].

Pelo principio da superposicao a fungao de onda normalizada na tela é dada por

(b, 7) + Yoz, t,7)
\/2+2exp[ (D) — (AB)?]

W(x,t,7) (4.13)

para essa funcao de onda calculamos os elementos da matriz da covarianca e obtemos

2 D?—4A’B'exp | — —2 — A%2B?
Ua2:a: - 2 + P [ 15 ] ) (414)
2 4+4exp|— — (AB)?]
mD 2
Top (1 N m? B2 n (ﬁ B 2A) _ [B“ +2A<A+ )} (4.15)
K2 2B2  2h’R2 4+4exp|— 432 — (AB)?] 1+exp [432 + (AB)?]
e
mB? mD?/R
At 7. ) = D

R dexp|— (2)2 — (AB)?]

2B
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hAD (mA?B*/R)
2 l+exp|— (%)2 — (AB)?]

(4.16)

O determinante da matriz de covariancia é a relagao incerteza generalizada de Robertson-
Schrodinger e é dada por
_ 2 2 (1]?
D¢ = 03,0,,— [O‘ } . (4.17)

Para pacote Gaussiano de particulas livres nao correlacionado, a incerteza na po-
sicao e no momento é minima, o que produz para a relacao de incerteza Robertson-
Schrédinger, o valor minimo #? /4. As correlagbes posicdo-momento aparecem apenas
com a evolucao temporal, e elas sao seguidas por um espalhamento da distribuicao da po-
sicao associada, enquanto a incerteza no momento e a relagao de incerteza de Robertson-
Schrodinger sao mantidas constantes durante todo o tempo de propagacao. Recentemente,
foi mostrado que para estados obtidos a partir da superposi¢ao de dois estados Gaussia-
nos, as correlacoes posigao-momento tem um ponto de maximo e a relagao de incerteza
de Robertson-Schrodinger é maior do que /%/4 para todo o tempo, tendendo assim para
um valor maximo de D¢ ~ 3377 [21].

Veremos os efeitos que aparecem quando o estado inicial é o caso de pacotes gaus-
sianos mais geral, para esse caso a funcao de onda total deixa de ser um pacote Gaussiano
e torna-se uma superposicao de duas fungoes Gaussianas.

A Figura 4.2 sdo as curvas da relagdo de incerteza de Roberson-Schrodinger e da
covariancia em funcao de t /7y para Néutrons, a razao para considerar os néutrons depende
de sua realidade experimental, que é mais proxima do nosso modelo de interferéncia com
ondas de matéria completamente coerentes, embora ainda tenhamos perda de coeréncia
como discutido na referéncia [27]. Adotamos os seguintes valores dos pardmetros: massa
m = 1.677%kg, lagura inicial do pacote og = 7.8um, largura das fendas 8 = 7.8um,
separagao entre as fendas d = 125um e o comprimento de onda de Broglie A = 2nm.
Esses parametros foram usados no experimento de dupla fenda com Néutrons por A.
Zeilinger [23]. Observamos que a relagao de Robertson-Schrodinger apresenta um minimo
para p < 0, e esse minimo é mais pronuciado para p ~ —1.85 (quando mantemos 7 = 187)
produzindo o resultado D¢ ~ 7h2. A covariancia atinge o minimo em t,,;, = 0.427; ¢ um

maximo em t,,,, = 0.957.
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Figura 4.2: (a) Relagao de incerteza Robertson-Schrodinger D¢ e (b) covariancia de pri-

meira ordem ag(;i),. Os graficos estam em fungao de t/7y matendo 7 = 181 e p = —1.85.

Observamos que a covariancia de primeira ordem nao depende das fases 6 e y, mas

depende da fase A e dos outros parametros que definem a dinamica do pacote de onda.

Para avaliar o papel dos parametros plotamos as curvas de cada termo separadamente.

400 (a)
300 -
o
xp (1)
% S
200 - 3
100
0'. T T T T T T
0 1 2 3 4 5
L
%o T
Figura 4.3: (a) Covariancia de primeira ordem em funcdo de t/7 (mantendo, p = —1

e 7 = 187). (b) Valores absolutos dos termos da covariancia eq.(4.16), primeiro termo

(linha pontilhada), segundo termo (linha sélida), terceiro termo (linha tracejada) e quarto

termo (linha ponto-tracejada) como fungao de t/7y (matendo, p = —1 e 7 = 187).
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A Figura 4.3 mostra que as correlacoes medida pela covariancia de primeira ordem
no tempo minimo e no tempo maximo sao governadas, respectivamente, pelo primeiro e
segundo termo da equagao eq.(4.16)); Ut(jn)m ~ mB?/2R ¢ 0"’ '~ mD?/4R [21]. Uma
vez que B(t, T, p) é o comprimento do pacote e D(t,Tp) é a separacao entre os pacotes na
tela de observagao, temos uma regiao maior de sobreposicao dos pacotes para o minimo
da covariancia, e uma regiao menor para as correlacoes maximas. Estes resultados sao

refletidos no padrao de interferéncia como iremos observar na préxima secao.

Intensidade, Visibilidade e Previsibilidade

Aqui, calculamos a intensidade relativa, visibilidade e previsibilidade para analisar o
padrao de interferéncia bem como a propriedade onda-particula através do conhecimento
dos maximos e minimos das correlagoes posicao-momento. Essa andlise pode ser ttil no
experimento de dupla fenda, porque nos permite escolher o conjunto de parametros que
nos fornece o padrao de interferéncia de melhor qualidade.

A intensidade na tela é dado por

I=? = I(x,t,7)=F(z,t,7) ll + (::fég] (4.18)
onde
F(x,t,7) = lyexp [— %13/2)2] cosh <g§) (4.19)

O Primeiro termo da eq.(4.18) estd associado ao envelope de cada fenda e o segundo termo
é responsavel pela interferéncia [21].

Na figura 4.4, mostramos a metade do grafico simétrico da intensidade relativa em
funcao de x, matendo o tempo de propagacao das fendas até a tela de observagao igual
a 7 = 187. Observamos na Figura 4.4(a) um nuimero grande de franjas de inteferéncia,
uma vez que, escolhemos o tempo de propagacao t,,;, = 0.427; em que as correlagoes sao
minimas e na Figura 4.4(b) para o qual elas sdo maximas t,,,, = 0.957). Observamos que,
o maior nimero de franjas de interferéncia estd associado com o minimo da covariancia e

o0 numero menor esta associado ao maximo da covariancia.
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Figura 4.4: Metade do grafico simétrico para a intensidade relativa como funcao de x,
considerando os tempo de propagacao em que as correlacoes sao minimas e maximas
(Atribuimos 7 = 187;). (a) Utilizamos o tempo de propagagao da fonte até as fendas
igual t,,;, = 0.4279. Em (b), utilizamos o tempo t,,,4, = 0.957 de propagagao da fonte até

as fendas.

O conhecimento de particula e de onda em um experimento de interferometria é
dado pela relagao de Greenberger e Yasin P?(3) + v?(3) > 1, que foram quem ampliaram
o principio de complementariedade de Bohr. P evidencia a propriedade de particula e v
a propriedade de onda, o parametro § é usado para que se tenha o conhecimento maior
de onda e de particula. A igualdade refere-se a estados quanticos puros e a desigual-
dade é para estados mistos [37]. Calculamos a previsibilidade e a visibilidade da nossa

configuracao experimental e obtemos,

1] = [ ’ (va>
p= |t TR anh [ 22 )], 4.20
PAEEATE 2 (420)
(§]
]max_Imin 1
v = = (4.21)

Loz + Imin  cosh (%) ’

onde, 0 I,,4, € a intensidade quando o termo oscilante é cos(2Ax) = 1 e I,,,;,, é a intensidade
quando o cos(2Az) = —1. Resultados similares foram obtidos anteriormente na referéncia

[38].
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Figura 4.5: Metade do grafico simétrico da visibilidade (curva sélida) e previsibilidade
(curva pontilhada) como fungao de x. (a) Tempo para o qual as correlagdoes sao minimas

tmin = 0.4279. (b) tempo associado as correlagbes maxima t,,,, = 0.957y, em ambos os

graficos consideramos 7 = 187.

Na Figura 4.5(a), s@o os graficos simétricos da visibilidade (curva sélida) e pre-
visibilidade (curva pontilhada) em func¢do de x considerando o tempo de propagagao
tmin = 0.4279, na Figura-4.5(b) as curvas da visibilidade e previsibilidade estao associadas
com o tempo de propagacao t,.. = 0.957;. Fixamos o tempo de propagacao das fendas
até a tela de 7 = 187.

Estes resultados mostram claramente a relacao entre o minimo e o maximo das
correlagoes posicao-momento com o nimero de franjas de interferéncia, e a propriedade
onda-particula no experimento de dupla-fenda. O ntimero maximo de franjas de interfe-
réncia ocorre quando as correlacoes na tela de deteccao sao minimas, além de um niimero
consideravelmente menor quando as correlagoes detectadas sao maximas. A propriedade
de onda é predominante numa faixa maior do eixo x quando escolhemos o t,,;, para a
propagagacao, enquanto a propriedade de particula é dominante para o tempo de propa-
gacao t,,q, conforme podemos observar as curvas da visibilidade e previsibilidade para
os dois casos. Portanto, o conhecimento das correlagoes nos diz se a particula enviada
pela fonte se comportarda mais como uma particula na tela em um determinado valor de
x, excluindo apenas os valores proximos x = 0. Isso também é refletido na relacao de
incerteza aparecendo como uma incerteza minima quando as correlacoes sao minimas e

aumentando a incerteza quando as correlagoes sao maximas. Assim, a superposicao de
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dois estados Gaussianos tém um nimero maximo de franjas de interferéncia quando a
incerteza para o estado total é minimo e um nimero minimo de franjas de interferén-
cia quando a incerteza para o estado total aumenta, por outro lado, podemos também
compreender porque a visibilidade (ou previsibilidade) domina quando as correlagoes sao

minimas (ou méximas), observando que existe um valor

zo = In(1+4v/2)B?/D,

tal que as propriedades de onda e particula sao iguais, P%(zo) = v?(xy) = 0.5. Para
o tempo de correlagoes minimas t,,;, temos um valor grande para xy, ja que para este
tempo a regiao de sobreposicao é grande, e é dominada pela largura do pacote de onda
seguido por uma pequena separacao dos pacotes de onda, ou seja, B%(tmnin) > D*(tmin),
por outro lado, para o tempo das correlagoes maxima t,,,, temos um valor pequeno de
Zp, Uma vez que para esse tempo a regiao de superposicao é pequena, e ¢ dominada por

uma separacao entre os pacotes de onda, onde D*(taz) > B*(tmaz)-

4.2 Correlacoes de Segunda ordem no experimento
de dupla fenda

Neste se¢ao seguiremos avaliando as correlagoes posicao-momento, mas utilizando-se da
covariancia de segunda ordem com base no experimento de dupla fenda. Calculamos a
covariancia da funcao de onda total na tela de deteccao e avaliamos as correlagoes em
funcao do tempo de propagacao t.

Para a func@o de onda total eq.(4.13) calculamos a covariancia de segunda ordem

e obtemos

ocB(t, 7, p) o1 D* 3m?’B* 3m>D?B? m2D4+3mADBZ+mAD3 AZR? A?D?

-_— = _a —_— J— J— J— J— _—
h? 2 4B?2 92K’R2 2h’R?2  8h?R2 LR 2hR 2

AZB2L L _ _
TR e uime hR hR 5 Time

_ 1 2m2A*B® 6m2A%BS 3m?’B* 2mA3DB* 3mADB? A?D? D?
+e " + - +

+
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2 p2 2 12
e we T ar B P moumt i 4D

n 4{ ] m?*B*  m?D?B? 2mADB? D?*  m?D* mAD3
a j—

- 4m2A2 B 2sz4+4mADB2_i_QmQAZDQB4 m2D232+mAD3+ D*  4mA*DB*
e J— J— — —
h2R2 K2 R2 AR L2 R2 h2R2 hR  4B* LR

Am2ALB8 N 4m2A2 B¢ 4mA3DB4+
h2 R2 h2R2 LR

+4A4B4> + e <2A232 —

A2D? -1 — Z_:; ﬁ; + 2m§§BQ + 22;)} (4.22)
onde
n= <£g>2 + (AB)?, (4.23)
(&
! : (4.24)

22— (B) - (@B

é o fator de normalizagao da funcao de onda total. Em seguida plotamos o gréafico da
covariancia de segunda ordem como funcao do tempo que as particulas levam para se
propagar da fonte até chegar nas fendas, conforme a Figura 4.1.

A Figura 4.6 mostra o comportamento da covariancia de segunda ordem em fungao
do tempo de propagacao t. Em (a) consideramos o caso simples p = 0, o pacote de
onda nao possui correlacoes iniciais. Apesar disso, podemos observar que mesmo para o
instante ¢ = 0 a covariancia de segunda ordem indica presenca de correlacoes posicao-
momento. Na referéncia [21] foi mostrado que em ¢ = 0 as correlagoes de primeira ordem
sao nulas, em (b), consideramos p = —1.85 e observamos que a covariancia de segunda
ordem exibe dois maximos, diferente dos casos de primeira ordem. O valor de tempo
que a covariancia de segunda ordem ¢ minimo ¢ t¢,,;,, = 0.427), que é o mesmo valor

encontrado para correlacoes de primeira ordem. Mas para os valores de t que ampliam
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Figura 4.6: Graficos da covariancia de segunda ordem em func¢ao do tempo de propagacao

t (fixamos 7 = 187)). Em (a) corresponde ao caso simples p = 0, em (b) escolhemos

p = —1.85.

a covariancia de segunda ordem, observamos que esses valores variam ligeiramente com

o que foi encontrado para a covariancia de primeira ordem. O valor do tempo que a

covariancia de segunda ordem é maximo ¢ t,,,, = 0.0279 € t,0: = 0.879.
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Figura 4.7: Gréfico do Equivalente Gaussiano (curva sélida) e Determinante de Schro-

dinger (curva pontilhada), em funcao de t/7y (fixamos 7 = 187). Em (a) consideramos

p =1, em (b) assumimos p = —1.85 .
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Na Figura 4.7 plotamos as curvas do equivalente Gaussiano (curva sélida) e o
determinante Schrodinger (curva pontilhada), em funcao de t/7y matendo 7 = 1875. Em
(a) atribuimos um valor de p positivo (p = 1) que mostra que o equivalente Gaussiano
e o determinante Schrédinger alcancao o mesmo valor préoximo de t = 207y, apenas uma
vez. Para valores negativo de p conforme a figura 4.7(b) (p = —1.85), o equivalente
Gaussiano assume valores negativo em torno de um valor do tempo de propagacao em
que as correlagoes sao minima (t,,,, = 0.427), além disso existe dois pontos em que os
valores do equivalente Gaussiano (curva sélida) e o determinante Schrodinger sao iguais.

No capitulo 3, estabelecemos uma relacao entre as covariancia de primeira e de
segunda ordem que denominamos de equivalente Gaussiano. Para os estados Gaussinos a
relacao reproduz o mesmo resultado que o Determinante de Schrodinger. Mas para estados
nao Gaussianos a equivaléncia depende dos parametros da fungao de onda. Na Figura
4.7 comparamos as curvas do Equivalente Gaussiano (curva sélida) e do Determinante de
Schrodinger (curva pontilhada), em funcao do tempo de propagagao. Pode se observar
que os valores alcancados pelo equivalente Gaussiano sao muito maiores do que os valores

maximos atingidos pelo Determinante de Schrodinger.



Conclusao

Nesta dissertacao estudamos o experimento de dupla fenda considerando ondas de ma-
téria, essa versao as particulas que sao liberadas da fonte sao modeladas por pacotes
Gaussianos que ja tem correlagao inicial, ou seja, uma fase dependente do quadrado da
posicao que ¢é conhecido como parametro de correlagao e, ao longo da propagacao das par-
ticulas os termos que descrevem a estrutura do pacote passam a depender do parametro
de correlacao. Nossos resultados mostram que podemos ter informacoes sobre o padrao
de interferéncia observando o comportamento das funcoes de covariancia que mede as
correlagoes entre os operadores & e p. Segundo a referéncia [3], quando os estados quan-
ticos sao representado pelo estados coerentes correlacionados, uma informacao a mais é
acrescentada ao sistema. Isso foi verificado em nossos resultados, porque para pacotes
correlacionados p # 0 o comportamento das correlagoes fornece pontos de maximo e de
minimo. De acordo com os nossos resultados o minimo esta associado ao carater de onda
e 0 maximo é associado com o comportamento de particula. Para o caso simples p = 0,
sO existira uma dessas informacgoes, ou seja, a covariancia s6 possui ponto de méximo.
Além disso investigamos o comportamento da covariancia de segunda ordem. Esse estudo
nos permitiu encontrar uma relacao entre a covariancia de primeira ordem e de segunda
ordem, e este resultado nés denominamos de equivalente Gaussiano. Observamos que
para os estados Gaussianos correlacionados o equivalente Gaussiano fornece o mesmo
resultado que a relacao geral de incerteza de Robertson-Schrodinger. Também verifica-
mos o comportamento do equivalente Gaussiano para estados nao Gaussianos. Para esses
estados observamos que para determinados valores dos parametros da funcao de onda
a equivaléncia entre o equivalente Gaussiano e a incerteza de Robertson-Schrodinger é
mantida.

Como pespectiva para trabalhos posteriores pretendemos continuar investigando o

comportamento das correlacoes de segunda ordem para outros sistemas quanticos. Além
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disso pretendemos calcular a informacao de Fisher da a funcao de onda total no anteparo

eq.(4.13) para estimar o parametro de correlagao p.
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