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Resumo

Este trabalho apresenta desde o conceito de limite, até derivadas e aplicagoes, de modo
que esse conteudo possa servir de base para professores de Matematica que lecionam no
Ensino Médio e estudantes dos primeiros periodos de graduacao. Através de aplicacoes
em diversas areas, de Geometria a outras ciéncias, esperamos alcancar o objetivo de que
esse conteudo seja melhor apresentado, despertando o interesse do aluno ao estudo de
derivadas. Essa dissertacao foi escrita baseada em diversos livros de calculo diferencial e
integral conhecidos na literatura.

Palavras-chave: Derivadas e suas aplicacoes; Ensino Médio.
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Abstract

This work has provided the concept of limit, to derivatives and applications, so that
content can be the basis for mathematics teachers who teach in high school and students
of the first periods of graduation. Through applications in various areas of geometry to
other sciences, we hope to achieve the goal of this content is better presented, arousing
the interest of the student to study derived. This dissertation was written based on
several books of differential and integral calculus known in the literature. This work has
provided the concept of limit, to derivatives and applications, so that content can be the
basis for mathematics teachers who teach in high school and students of the first periods of
graduation. Through applications in various areas of geometry to other sciences, we hope
to achieve the goal of this content is better presented, arousing the interest of the student
to study derived. This dissertation was written based on several books of differential and
integral calculus known in the literature.

Keywords: Derivative and its applications; High school.
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Introducao

As ideias transcritas nesse trabalho serao voltadas para estudo das derivadas e suas
aplicacoes, e uma de suas metas serd a exposicao de métodos que viabilizem e facilitem a
aproximacao do aluno do ensino médio com esse conteido, que é de grande importancia
no ensino da matematica, mas que devido ao seu alto preceito tedrico torna-se impra-
ticavel no cendrio atual fazer uma discussao mais aprofundada a respeito. Além disso, os
requisitos tedricos relacionados a ideia de limite de uma fungao, um pré-requisito para a
introducao do estudo das derivadas, por isso, apresentacao da teoria sobre limites e suas
propriedades, bem como, da continuidade de uma funcao real.

Convém destacarmos que o padrao adotado para exemplificar as propostas vistas nos mais
diversos livros de cdlculo sobre a teoria dos limites de fungoes reais descreve tal tema por
intermédio de critérios rigorosos e abstratos, o que é correto e valido, mas naquela espe-
cificidade. No entanto, aqui nao pretendemos utilizar o formalismo apresentado em livros
de ensino superior, pois estamos interessados em levar para o aluno do ensino médio um
material que venha a lhe apresentar ideias simples e pontuais a respeito desse tema,e
também porque, os professores ja enfrentam o desafio de receber no ensino médio alunos
que, em vez de preparados para o novo, precisam ¢ relembrar o antigo.

Esse trabalho traz, no Capitulo 1, nocoes preliminares sobre limites, definigoes, alguns re-
sultados voltados para as funcoes reais e ainda as ideias e resultados referentes as fungoes
continuas. No Capitulo 2, apresenta o conceito de derivacao e seu uso em aplicagoes
voltadas para a ideia de maximos e minimos de uma funcao real. A abordagem de todos
esses conteldos teve sustentagao tedrica em livros didaticos utilizados no ensino do calculo

diferencial.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Nesse capitulo veremos ideias e embasamento tedrico sobre o estudo dos limites de funcoes
reais, a intencao é poder contribuir para que essa proposta de ensino seja abordada nas
séries do Ensino médio, e que sirva de base para aqueles que pretendam ingressar em um
curso superior. Mais detalhes sobre todo o assunto (defini¢oes, resultados e exemplos)

que abordaremos neste capitulo podem ser encontrados, por exemplo,em [6], [8] e [5].

1.1 A ideia intuitiva de limite de uma funcao

Nesta secao mostraremos a ideia de limite de uma fun¢ao com uma varidavel real por meio
de alguns exemplos baseados em situagoes que envolva, em particular, nogoes basicas
sobre algumas funcoes, usaremos essa estratégia por entendermos que esse é o caminho

mais adequado para se ensinar as primeiras nogoes do calculo para alunos do ensino médio.

Exemplo 1.1.1. Consideremos a func¢ao real f(x) = x—2, e vejamos como ela se comporta
em torno do ponto x = 3. A ideia aqui € usarmos aproximacoes sucessivas com valores de
X cada vez mais proximos de 3 (sem atingi-lo), tanto pela esquerda (valores menores do
que 3) quanto pela direita (valores maiores do que 8). Entdo recorremos aos resultados

na tabela abaixo, veja:

x | 272829299 ..|8001| 3013132
f(x) | 0,710,809 099|..| 1001|101 1,1] 1,2

Os resultados mostrados na tabela, indicam que na medida em que os valores de x

se aproximam de 3, porém sem atingi-lo, os valores de f(x) se aproximam de 1, entao

2
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podemos assumir que o valor limite 1 descreve o comportamento da fung¢ao em torno do
ponto 3, ou seja, o limite da funcao quando x tende a 3.

Esse limite é na verdade f(3) = 1, porém, isso nao significa que a ideia de se calcular
um limite seja determinar diretamente o valor da fungao no ponto, até porque o que é
levado em consideragao sao os valores x tomados bem préximos de 3 (sem atingi-lo), neste
caso devemos ter x # 3.

Intuitivamente podemos considerar que o limite de uma funcao num ponto a apenas
diz respeito ao comportamento dela em torno do ponto. Para os casos em que o limite da
funcao é um nimero A quando x se aproxima de um ntmero a tanto pela esquerda como

pela direita, temos a seguinte notacao do limite de f(x) :

lim f(x) = A.

Xx—a

H4 casos em que esse valor condiz com o préprio valor da fungao em a, e matematicamente
0 expressamos escrevendo:

lim f(x) = f(a).

X—a
Exemplo 1.1.2. Para ilustrar melhor o conceito de limite vamos mostrar um método que

2 no ponto P(1,1).

nos permita encontrar uma reta que tangencie a parabola y = x

De inicio nds so temos um ponto de passagem da reta, e para obtermos o coeficiente
angular de uma reta sao necessarios dois pontos, mas podemos obter uma aprorimacao
do coeficiente angular da reta tangente escolhendo um ponto Q(x,x?*) sobre a pardbola que
esteja na iminéncia do ponto P, e claro, com x # 1. Quando optamos pelos pontos P e
Q ganhamos uma reta PQ secante a pardbola, pois P # @Q, porém, se tomarmos Q(x,x?)
cada vez mais prozimo de P(1, 1) iremos encontrar a aprozimagdo do coeficiente angular

da reta tangente, sendo x e m dados na tabela abaizo.

Por definicao o coeficiente angular da reta secante PQ serd:

_x2—1

Cox—1
x 1081090990999 .. | 100110111111
m| 1,8 1,9 1,99 | 1,999 | ... | 2,001 | 2,01 | 2,1 | 2,11

Fica claro que quando x tende a 1 pela direita ou pela esquerda, m se aprorima de 2,

logo o limite de m wvale 2, mesmo sendo x # 1. E simbolicamente escrevemos:
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Concluimos entao que o coeficiente angular da reta tangente € m = 2, logo a equagao

que procuramos serd dada por:

y—1=2(x—1)=y=2x—1.

Exemplo 1.1.3. Suponha que uma bola seja solta a partir do ponto de observagao mno
alto de uma torre, 370 m acima do solo. Encontre a velocidade da bola apds 5 sequndos.

Usando experimentos, Galileu descobriu que a distancia percorrida por qualquer objeto
em queda livre é proporcional ao quadrado do tempo em que ele esteve caindo, ou seja,
s(t) = 4,9t? (esse modelo para a queda livre despreza a resisténcia do ar).

Sabemos que nesse tipo movimento a velocidade nao é constante, ou seja, ela tem
um determinado valor em cada instante, além disso nao temos um intervalo de tempo,
mas podemos calcular a velocidade média sobre pequenos intervalos de tempo do tipo

5<t<5+h, comh cada vez menor. Na fisica a velocidade média é dada por:

—§:>v _ s(5+h)—s(5)
At ™o h

Vin =V =494+4,9h

. Veja na tabela os valores da velocidade para h cada vez menor.

T |5t 1 [o<<t<H05|6<t<5,01]5<t<5,001
Vm 49,49 49,245 49,049 49,0049

Note que, a medida em que encurtamos o intervalo de tempo, ou seja, tomando h
cada vez menor, a velocidade média vai ficando cada vez mais prozima de 49 m/s. Entdo
podemos concluir que o valor limite da velocidade dpos 5 sequndos vale 49 m/s. Usando
notacao de limite, temos:

lim vy, = 49.
h—0

E importante destacarmos que a expressao da velocidade média pode ser interpretada
como sendo o coeficiente angular da reta secante a curva s(t) = 4,9t nos pontos do tipo
A(5,s(5)) e B(b+h,s(5+h)), dado por:

_ s(5+h)—s(5)
— - ,

Intuitivamente podemos dizer que quando existe o limite de uma funcao num ponto
a, podemos descreve-lo do seguinte modo:
Suponha que houvesse dois caminhos para se chegar muito préoximo do nimero a, um

a direita e outro a esquerda, mas sem atingi-lo, se nos dois casos o comportamento da
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funcao for direcionado para um mesmo valor A, entao existe o limite da funcao no nimero

a.

1.2 Definicao de Limite

Definicao 1.2.1. Diremos que a func¢ao f: X — R, com X C R, possui limite igual a L
no ponto a, e escrevemos

lim f(x) =L

X—a
quando for possivel tomar f(x) arbitrariamente proximo de L, desde que se tome x € X

suficientemente prozimo de a (e diferente de a).

Podemos enunciar também do seguinte modo: O lim,_, f(x) = L, se para todo € > 0
podemos encontrar & > 0 tal que, se x estiver no intervalo aberto (a —0,a + 9) e x # a,

entao f(x) estara no intervalo aberto (L — e, L + €).

Observagao 1.2.1. Em conformidade com tudo que jd foi mencionado, faz sentido escre-
ver limy_,o f(x) = L quando dado qualquer p > 0 tivermos (a—p, a+p)NX # (), com isso
a pode nao pertencer ao dominio da fung¢ao, no entanto, este fato nao ird impossibilitar
a existéncia do limite, pois o limite apenas diz respeito ao comportamento da funcao em
torno do niumero a, isto é, da tendéncia dos valores de f(x) para x na iminéncia de a,
até nos casos onde lim,_, o f(x) = f(a). Em termos geométricos, veja o grafico abaixo

referente a existéncia de lim,_, o f(x) = L.

YN

Ltef - y = f(x)

L-ef-=- -~ -

ol===rna
P B
B === =%
+

o

x W

FIGURA 1: Existéncia de limite

Fonte: elaborado pelo préprio autor

Exemplo 1.2.1. Considerando a fun¢ao f(x) = 2x — 1, temos que limy_,5(2x — 1) = 9.
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Para mostrarmos esse limite, vamos usar a defini¢cao. Se limy_,5(2x — 1) = 9 entdo
dado € > 0 existe & > 0, tal que se x # 5 pertencer ao intervalo (5— 0,5+ 8), entao f(x)

pertencerd ao intervalo (9 — €,9 4+ €), ou melhor, se
Ix = 5] <d=I[f(x) -9 < e.

Note que
|(2x — 1) — 9| = [2x — 10| = 2|x — 5,

e queremos 2|x — 5| < € sempre que [x — 5| < 8. Vamos tomar & = 5. Agora vejamos se
a escolha desse & = 5 funciona:
Se [x — 5| < 6, entao
[(2x —1)—9] = [2x— 10|

Il
o

Veja que tivemos |(2x — 1) — 9| < € sempre que [x — 5| < d, portanto,

lim(2x — 1) = 9.
X—5
Exemplo 1.2.2. Vamos verificar se existe o limite da funcdo f: R —{0} — R definida

por f(x) = I% no ponto x = 0.

Note que para x > 0, temos |x| = x, logo f(x) = 1.

Analogamente, se x < 0, temos |x| = —x. Logo f(x) = —1. Assim, podemos escrever:
1 se x>0
fix) =
-1 se x<0

Observe que:

e Quando x tende a 0 para valores menores que 0, isto €, pela esquerda, o limite de

f(x) € —1, e o escrevemos limy_,o_ f(x) = —1.

e Quando x tende a 0 para valores maiores que 0, isto €, pela direita, o limite de f(x)

€1, e o escrevemos lim,_,o, f(x) = 1.
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Devido ao fato dos limites encontrados serem diferentes, a conclusdo que tiramos € a

de que nao existe o limite da fung¢ao quando x tende a zero.

Teorema 1.2.1. (Unicidade do limite). Sejaf: X — R uma fungdo real. Selim,_, o f(x) =

A e limy,_,, f(x) = B, entdo A = B.
Dado € > 0, existem p; > 0 e py > 0, tais que para x € X,

O<lx—al<p = |f(x)—A|<§

O<lx—al<ps = |[flx)—Al< g

Considere p = min{py,p2} e A — B = A — f(x) + f(x) — B, admita que exista x € X tal
que

0<[x—al<p.
Usando a desigualdade triangular em

|A—B|<|A—f(f)|+|f(f)—3|<§+§:e

temos que |A —B|<e = A =B.

1.3 Propriedades de limites

As propriedades a seguir sao de grande importancia na obtencao de outros limites.
Proposigao 1.3.1. Se existem os limites limy_, f(x) = A e lim,_, 4 g(x) = B, entao:

1. limy o [f(x) + g(x)] = limy o f(x) + limeq g(x) = A + B;

2. limy o [f(x) - Q(X)] = limy o f(x) - limy o Q(X) =A-B;

. fx) _ limysaf(x) _ AL
3. hmx_m g(x) — limxsag(x) B B 7é 0.

Exemplo 1.3.1. Calcule o valor da expressao liml(x2 + 2x).
x—

Conforme a Proposi¢ao 1.53.1, devemos fazer:

lim (x? 4+ 2x) = limy_; X% + lim,_,; 2x
x—1

= (1)%+2(1)

= 142

= 3
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Exemplo 1.3.2. Determine o valor do limite lini(x +1)(x —3).
X—r

Andlogo ao exemplo anterior temos:

lim(x+1)(x—3) = lim(x+ 1) lim(x — 3)
x—4 x—4 x—4
= (4+1)(4—3)
= (5)(1)
= 5
.o x+1
Exemplo 1.3.3. Obtenha o valor da expressao lim .
x—=2X+5H
Usando novamente a Proposicao 1.5.1, temos
limx_*—1 = —’l‘g(x—l—l)
x—=2%x + 5 lim (x + 5)
X—2
_ (2+1)
- (215)
_ 3
7

Teorema 1.3.1. Se f(x) < g(x) < h(x) quando x estd prézimo de a (exceto possivelmente
em a) e limy_,, f(x) = limy_,o h(x) = A, entdo limy_,, g(x) = A. FEsse resultado é

chamado de teorema do confronto.

Demonstracao. Dado € > 0, existem p > 0 e q > 0, tais que para x no dominio das

fungoes f, g e h, temos

O<lx—al<p = A—-e<flx)<A+e

O<|x—al<q = A—e<h(x)<A+e

Para concluirmos, devemos tomar & = min{p, q}. Assim,
x—al<d = A—e<f(x)<gx)<h(x)<A+e.
Logo, A — e < g(x) < A + €. Portanto,

lim g(x) = A.

X—a

Exemplo 1.3.4. Se 3 < f(x) < x2 —4x + 7 para todo x, encontre limy_,5 f(x).
Note que
lim 3 =3

Xx—2
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lim(x* —4x +7) = 3,
xX—2

logo, pelo teorema do confronto temos:

lim f(x) = 3.

x—2

1.4 Limites laterais

Para que exista o limite de uma funcao em um nimero a, o comportamento da funcao
deve ser o mesmo para valores préximos de a, tanto para valores maiores quanto para
valores menores, ou seja, pela direita e pela esquerda. Nessas circunstancias indicaremos

cada um deles, respectivamente, pelas notagoes:

e lim f(x) = A; (limite lateral direito), que significa que dado € > 0 existe & > 0,

x—a't

tal que x € (a,a+06) = f(x) € (A1 —€,A; +¢€).

e lim f(x) = A, (limite lateral esquerdo), que significa que dado € > 0 existe & > 0,

X—a—

tal que x € (a—9,a) = f(x) € (A1 —€,A; +¢€).
Um importante resultado sobre a existéncia do limite ¢ o que descrevemos a seguir:

Teorema 1.4.1. Temos que lim f(x) = A se, e somente se, existem e $Go iguais 0
X—a

limites

lim f(x) = lim f(x) =A.

x—a’t x—a~
Veja a seguir a ilustracao grafica desse resultado, onde x tende para o valor a por

ambos os lados, e limite de f(x) é A.
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Y /N

y =f(x)

x

FIGURA 2: limites laterais iguais

Fonte: elaborado pelo préprio autor
1.5 Limites envolvendo os simbolos +0c0 e —c0

O simbolo oo (infinito) néo é especificamente um niimero, ele apenas representa uma ideia
sucessiva de valores positivos ou negativos que tendem a se distanciar de zero infinita-
mente.

Para exemplificar melhor o uso do simbolo co no conceito de limite, analisaremos o com-
portamento da funcao f: R* — R, dada por f(x) = %, em relacao a £oo.

As melhores consideracoes sobre o limite dessa funcao podem ser feitas através do grafico

cartesiano dado abaixo:

FIGURA 3: Grafico da funcao %

Fonte: elaborado pelo préprio autor
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Como observamos no grafico, quando x tende a zero pela direita, temos

lim f(x) = 400,

x—07F

no entanto, para x tendendo a zero pela esquerda, temos

lim f(x) = —o0.
x—0~

Por outro lado, quanto mais distante de zero for o valor x, positivo ou negativo, teremos

os resultados limy_, o f(x) =0 e lim,_,_ f(x) = 0 considerados validos.

1.6 Limite fundamental exponencial

O limite fundamental exponencial tem muitas aplicacoes na area da biologia, quimica e
em matematica financeira, e é bastante 1til na hora de estabelecer a taxa de variacao
de fungdes que crescem ou decrescem exponencialmente, como por exemplo, o montante
obtido no sistema de juros continuos.

Nesta secdo, analisaremos de maneira simples o limite da funcio f(x) = (1 + x)x,
quando a variavel x tende a zero. Antes disso, destacaremos que na histéria da matematica
¢ muito comum as citagoes ao numero de Euler cujo valor é e = 2, 71828...; isto é, um
numero irracional. Tentaremos responder a seguinte pergunta:

Havera alguma semelhanca entre o limite da funcao f no ponto zero e o numero de
Fuler?

Teremos idéia da resposta quando computarmos esse limite usando os resultados da

tabela abaixo:

X -0,1 -0,01 | -0,001 | -0,0001 | ... | 0,0001 | 0,001 0,01 0,1

f(x) | 2,8679 | 2,7319 | 2,7196 | 2,7184 | ... | 2,7181 | 2,7169 | 2,7048 | 2,5937

Com os resultados da tabela notamos que

z|=

lim(14+x)x =e.

x—0
Se tomarmos x = % teremos:
1 1.
(1+x)% = (14 =),
u

com isso se X — 0, u — oo, e assim:

1
= lim (14 )" =e.
u

lim (1 + x)
x—0 u—00
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Exemplo 1.6.1. Quanto vale limy_,0(1+ )%

Podemos escrever

dat,

1.7 Funcoes continuas

Considerar a grosso modo que uma fungao é continua em seu dominio significa que nao héa
saltos e nem furos em seu grafico. E 0 mesmo que dizer que a continuidade de uma func¢ao
é algo que ocorre gradualmente, sem interrupcoes ou mudancas abruptas, por outro lado,
sO faz sentido afirmar que uma funcao é continua em um nimero a se ela estiver definida
em a, e, além disso, existir o limite da funcao em a.

Exploraremos mais a ideia de continuidade expressando que muitas situagoes no nosso
cotidiano sao interligadas por algum fenomeno continuo: é s6 imaginarmos por exemplo,
uma pessoa que hoje tenha 1,50 m de altura e passado-se 10 anos ela chegue a 1,70 m. E
6bvio que seria impossivel ela ter chegado a 1,70 m, sem antes, ter atingido a altura de
1,60 m, poucos se certificam de que uma ideia simples como essa pode contribuir para a
elaboragao de teorias e resultados.

Ao nosso entendimento a capacidade intuitiva é peculiar aos seres pensantes, nesse
sentido nao temos dificuldades em aceitar que uma fun¢ao continua num intervalo assume
todos os valores x pertencentes a ele, em consequéncia disso, sua imagem agrega todos
os valores f(x), e como nao hé lacunas no grafico de uma funcao continua, é natural nos
convencermos de que sua imagem seja um intervalo, desde que seu dominio também seja

um intervalo. Segue uma definicdo mais formal sobre a continuidade de uma funcao.

Definicao 1.7.1. Diremos que uma funcio f : A — R € continua em a € A se, e

somente se, limy_, o f(x) = f(a).
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A} 4

a7

7

f(a)

FIGURA 4: Continuidade e descontinuidade

Fonte: Print de figura da pagina Wikimedia Commons !

Os seguintes graficos ilustram continuidade e descontinuidade de uma funcao.

Teorema 1.7.1. Se as fun¢oes f e g forem continuas em um ponto a e ¢ uma constante,

entao as sequintes fungoes sao também continuas em a:
1. f+g
2. ¢c-f
3. f-qg
4. 3, desde que se tenha g(a) # 0.

Exemplo 1.7.1. As funcoes do tipo f(x) = anx™+an_1x" 1 +...+a;x+ag, sdo continuas
em R, se n for um nimero natural.

Basta verificar que a fun¢ao g(x) = kx™ € continua, de fato

lim g(x) = ka™ = g(a),

Xx—a

e como f(x) € uma soma de funcdes continuas, entdo,

lim f(x) = f(a),

X—a

portanto, f(x) € continua.

Alguns resultados conhecidos do Calculo Diferencial sao aplicados em situagoes do
nosso cotidiano, principalmente se o ”fenomeno” chamado continuidade estiver presente.
D’ evido a essa importante conjuntura apresentaremos a seguir um resultado conhecido
como Teorema do Valor Intermediério (o qual estabelece que uma fungao continua num

intervalo [a, b] assume todos os valores que estiverem entre f(a) e f(b)).



Capitulo 1. Nogoes Preliminares 14

Teorema 1.7.2. Seja f : [a,b] — R, continua. Se f(a) < d < f(b), entao eziste

c € (a,b) tal que f(c) = d.

Note que o gréfico abaixo ilustra bem esse resultado, pois qualquer reta y = k; f(a) <

y < f(b), ndo pode ser tragada sem tocar o grafico da fungao.

FIGURA 5: Tlustragao do TVI

Fonte: Print de figura da pagina Wikimedia Commons

O Teorema do Valor Intermedidrio (TVI), por estabelecer que uma fungao continua
num intervalo assume todos os valores intermediarios situados entre os pontos imagens dos
extremos desse intervalo, desempenha um papel muito importante em muitas situagoes,
como exemplo, verificar se uma equacao possui alguma raiz em dado intervalo, como

apresentamos a seguir.

Exemplo 1.7.2. Mostre que existe um nimero real ¢ > 0 tal que c® = 2, (isso prova a
ezisténcia do nimero \/5)
Considere a fun¢ao

f(x) =x*— 2,

continua em R, com f(0) = —2 e f(2) = 2, e pelo fato de f ser continua, parte de sua
imagem percorre toda a extenssao do intervalo [—2,2] centrado em zero, logo 3 ¢ € (0,2)

tal que f(c) =0, assim:
fle)=c2—2=0=>c>=2=c=+2.

Exemplo 1.7.3. Mostre que a funcio f(x) = x> +2x> —x — 5 tem pelo menos uma raiz

no intervalo (1,2).



Capitulo 1. Nocoes Preliminares 15

Note que f(1) = =3 e f(2) = 9, veja que no intervalo (1,2) a func¢do passou de um
valor negativo para um valor positivo, e como a func¢ao € continua em R, entao existe

€ (1,2) tal que f(c) = 0, e portanto, a funcdao tem pelo menos uma raiz no intervalo

(1,2).

Exemplo 1.7.4. Mostre que existe um numero real que € exatamente um a mais que Seu
cubo.

Podemos admitir a fungao dado por:
fix) =x>—x+1

continua, com f(—2) = —5 e f(0) = 1, ora, f(—2) < 0 < f(0) dai existe ¢ € (—2,0) tal

que f(c)=0=>c*—c+1=0=c=c>+1.

Encerramos este capitulo lembrando que nosso foco aqui foi apresentar alguns concei-
tos, resultados e exemplos de limites e continuidade de fungoes. Aqui a teoria exposta
sobre esses dois temas importantes do calculo foi baseada em exemplos e nocoes intuitivas.
Tentamos apresentar exemplos que possam basear algum tipo aplicagao, visto que a nossa
intencao é oferecer ao estudante do ensino médio algo que possa contribuir no ensino da
matematica em sua vida estudantil. Todo o contetido tratado aqui leva em conta a sua
grande importancia e participacao no tema que sera abordado no capitulo a seguir, para
tanto, nao se estuda a taxa variacao de fungoes sem ter a nocao do que seja limite e

continuidade.



Capitulo 2

Derivadas e aplicacoes

Nesse capitulo sera visto taxa de variacao e um estudo de derivadas, seguido de aplicagoes
por intermédio do uso dos resultados ligados a teoria de méximos e minimos de uma fungao
real. Mais uma vez, a intencao é poder contribuir para a melhoria do ensino do calculo,
em especial, para o bom uso desses conteudos nas series do ensino médio.

Mais detalhes sobre todo o assunto (defini¢es, resultados e exemplos) que abordaremos

neste capitulo podem ser encontrados em [6], [8], [5] e [1].

2.1 Taxas de variacao

A ideia inicial sobre as derivadas nasce do que chamamos de taxa de variacao de uma
funcao, que para muitas ciéncias é um instrumento de auxilio na elaboracao de pesquisas,
assim, devido a sua grande importancia torna-se o nosso objeto de estudo a partir de
agora.

Quando se deseja calcular uma taxa de variacao, o objetivo principal é comparar o
fluxo de variacao de uma grandeza em relacao a outra, e o caminho ideal para se chegar
a esse resultado é obter o quociente entre as duas grandezas.

Para elucidar melhor, considere a situagao na qual um carro em movimento sobre uma
rodovia tenha em seu odometro a indicacao de 15000 km as 13 horas e 15600 km as 17
horas. Conforme essa informacao, qual deve ser a taxa média de variacao da distancia em
relacao ao tempo?

Sabemos que a distancia e o tempo sao grandezas continuas, e se indicarmos s para a

distancia em quilometros (km) e t para o tempo em horas (h), teremos:

16
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As = 15600 — 15000 = 600 km.

At=17—13=4h.
E consequentemente:
As 600
— = — = 150km/h.
At 4 /
Observacao 2.1.1. Essa taza de 150 km/h nao significa que o carro tenha andado o
tempo todo assim, pode ser que em algum instante ele tenha diminuido sua velocidade

para 59 km/h, depois pode ter subido para 95 km/h etc.

A taxa obtida anteriormente indica a velocidade média e pode ser interpretada geo-
metricamente como sendo o coeficiente angular de uma reta secante ao grafico da funcao
de posicao s(t) nos pontos (tg, s(tg)) e (1, s(t;)) dada por:

_s(ty) —s(to)
™t =ty

FIGURA 6: Interpretacao geométrica da velocidada média

Fonte: Print de figura da pagina Wikimedia Commons

Quando uma funcao tem a taxa média de variacao definida num intervalo, sua imagem
se estende continuamente ponto a ponto, tornando-se também um intervalo. Esse intervalo
¢ formado por uma infinidade de pontos, e se a funcao for de posicao s(t), entdo, cada
ponto representa um valor da velocidade num instante de tempo t no decorrer do trajeto,
isso porque a funcao de posicao é continua.

Desse modo a velocidade média é na verdade uma média de todas as velocidades
desenvolvidas pelo ponto mével durante todo o percurso, no entanto, para cada instante
de tempo t a velocidade associada sera chamada de velocidade instantanea que obtemos

quando tomamos o limite da velocidade média em um pequeno intervalo de tempo.
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Para definirmos a taxa média de variacao de uma funcao f(x) é preciso que uma
pequena variacdo em x produza uma pequena variacdo em f(x), ou seja, se x sofre um
pequeno acréscimo de valor h, entdao f(x) também sofre um acréscimo de valor f(x + h),

desse modo, definimos a taxa média de variagao assim:

Ay f(x + h) — f(x)

Ax h

Exemplo 2.1.1. Determine a taza média de variacao da funcdio f(x) = x> de x = 2 até
X =95.
Note que Ax = 3 e, de acordo com a definicao, temos:

ﬂ_f(2+3)—f(2)_f(5)—f(2)_25—4_§_7
Ax 3 N 3 -3 3

Exemplo 2.1.2. Vamos considerar novamente a funcao y = x?, e para cada acréscimo

Ax = h sobre o valor x = 3, temos a taxa média de variacao na tabela a sequir:

h | 0,1|0,01] 0,001 0,0001| 0,00001

%% 6,106,011 6,001 | 6,0001 | 6,00001

Em relacao a defini¢ao da taxa média de variacao temos:

Ay f(3+h) —f(3)

= =6+h
Ax h +

e de acordo com a tabela quanto mais proximo de zero for o valor h, mais proximo de 6

serd a taxa média de variagao, dai, seque-se que:

lim TCFM =B 6en) =6

h—0 h h—0

e por isso, o chamaremos de taxa de variacdo instantanea da funcdao. Por outro lado,

observamos que
x?—9

1m
x—3 X — 3

representa o coeficiente angular da reta tangente ao grifico dey = x? no ponto de coor-

denadas A(3,9), note que esse valor € equivalente ao da taxa de variacao instantanea.

O modo como esses resultados foram obtidos nos levam a pequenas duvidas quanto
ao uso de um dos termos: Taxa de variacao instantanea ou coeficiente angular da reta
tangente, o ideal é compactarmos esses limites a um s6 resultado, por intermedio de um
termo que chamaremos de derivada da funcao no ponto x cuja definicao serd dada na

proxima secao.
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2.2 Derivada de uma funcao

Definicao 2.2.1. [6/Seja f uma funcao definida no intervalo aberto I e x um elemento

de I. Chama-se derivada de f no ponto x o limite

Flx) = }lliinm f(x+h]i— f(x)’

desde que exista e seja finito.

Exemplo 2.2.1. Calcularemos a derivada da fung¢dao f(x) = x.

Usando a defini¢ao da derivada temos:

. f(x+h)—f(x) . (x+h)—x
lim = lim ————
h—0 h h—0 h

= fmy
= lim 1
h—0
f/(x) = 1

Exemplo 2.2.2. Qual é a derivada da funcdo f(x) = x2? Usando novamente a definicao

da derivada temos:

. f(x+h)—f(x) . (x+h)?2—x2
lim = lim ——
h—0 h h—0 h

o X2 42xh+h? —x?2

= lim

h—0 h
B r 2xh + h?
N T h
= lim 2x +h

h—0
f/(x) = 2x
Exemplo 2.2.3. Derive a funcdio f(x) = x3.

. f(x+h)—f(x) . (x+h)P—x3
lim = lim ————
h—0 h h—0 h

o X3+ 3x°h + 3xh? 4+ h? —x3
= lim
h—0 h
. 3x*h + 3xh?+h?
= lim
h—0 h
= lim (3x* + 3xh + h?)
h—0
f'(x) = 3x2

Exemplo 2.2.4. Mostraremos agora que para n € N* a derivada da funcao f(x) =x™ €

f/(x) =nx™ 1
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Usando o binomio de Newton e a mesma ideia vista nos exemplos anteriores temos:

. f(x+h)—f(x) . (x+h)™—x"
lim = lim
h—0 h h—0 h
_ X"+ Cr1 X" h4+Cho-x™2-h?4+ ...+ Cyp - h—x"
I h
o Chua x" 1 h+Cha - x" 2. h24+...+Chpn-h"
= lim — : :
h—0 h
= lim (Cpy X" ' 4+ Crp - X" 2-h+ ...+ Cppn-h™1)
h—0
f/(x) = nx" !

Vamos apresentar o significado geométrico da derivada, para isso é preciso saber a
definicao sobre o coeficiente angular de uma reta, que na verdade é a tangente do angulo
que a reta forma com o eixo x. Na figura abaixo temos o grafico da funcao continua f(x),
e uma reta T passando por Pg(xg, f(xq)) e P(xo + Ax, f(xo + Ax)), com tg(B) = %%. Se
Ax — 0, teremos limay_o %% = f’(xg), dai, a reta r coincidira-se com a reta t, com isso,

concluimos que:

flxy+ Ax)

FIGURA 7: Interpretagao geométrica da derivada

Fonte: Print de figura da pagina Wikimedia Commons

Exemplo 2.2.5. Determine a equacdo da reta tangente ao grdfico da funcdio f(x) = x>

no ponto de abscissa x = 3.
A equacao da reta tangente em (3,9) tem coeficiente angular igual a f'(3), e como

f'(x) = 2x, seque-se que f'(3) = 6, portanto, a equacao da reta tangente serd

y—9
x—3

=6=y=6x—09.

Exemplo 2.2.6. Um resultado de grande valia € a derivada da fungao y = log,(x), com

x>0e0<a#l.
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Por definicao temos:

f(x +h) —f(x) log,(x +h) —log, (x)

lim = lim
h—0 h h—0 1 h h
~ }13310}—110&1(14}—1 0
. 1
= }lllir%)loga(l-i-;)h

para exemplificar melhor seja h = mx, e se h — 0, entdo, m — 0, da,
lim loga(1+ 2)% = lim logg(1+m)
o Ba X T meo Ba m
= log, ex.
Dai:
, 1
f'(x) = —log, e.
X

ASSZ'm, se a base do logaritmo fOT o numero de FEuler €, teremos
et ]_ = I — —1
nx .
y U

Teorema 2.2.1. Toda funcao f derivdvel num ponto a € continua em a.

Prova. Se considerarmos

O ]
entao,
limeo[f(x) = fla)] = lime,q = (x—q)
limolf(x) — f(a)] = (@) limya(x— a)l
lim, o f(x) —limy_,o f(a) = f'(a)-0
limy o f(x) — limy_,o f(a) = 0
limy o f(x) = f(a)

Exemplo 2.2.7. Mostre que a derivada da func¢do f(x) = ax+b € f'(x) = a.

Sabemos que

f(x +h) — f(x)

! . . . .
B h
f'(x) = lim A lma=a

h—0 h h—0
Exemplo 2.2.8. Verifique que a derivada da funcdo f(x) =b € nula.
Temos que f(x + h) = f(x) = b, entdo, f(x + h) —f(x) =0, day,

. f(x+h)—f(x) .0 ,
/ _ / _ _ _
f(x)—]lim%) :>f(x)—1111rr%)——]£m%]0—0.

[a(x +h) +b — (ax + b)] N
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2.3 Propriedades operatorias das derivadas

Proposicao 2.3.1. Se u=1u(x) ev =v(x) sao duas funcoes derivdveis em x, entdo:

I. f(x) =u(x) +v(x) = f'(x) =u'(x) + v/(x) (derivada da soma)

Analogamente, se f(x) = u(x) —v(x) = f'(x) = u'(x) —v'(x).

IT. f(x) =u(x) -v(x) = f'(x) =u'(x) - v(x) +u(x) - v'(x). (derivada do produto)

IIL. f(x) = 2% y(x) £ 0, tem-se f'(x) = W v —ulx)vi(x) (derivada do quociente)

v(x) (v(x))?

Aqui nao apresentaremos a demonstracao desses resultados, mas os interessados podem
encontrar na maioria dos livros de calculo, como por exemplo os citados na introdugao do

capitulo.

Exemplo 2.3.1. A funcdo posicio de uma particula € dada pela férmula s(t) = t3 —
4,5t — 7t para t > 0 em sequndos e s(t) em metros. Qual é a velocidade da particula
quando t =5 sequndos?

Como a funcao € de posicao, a derivada
s'(t) =3t2—9t—7
representa a velocidade da particula no instante t sequndos, logo,
s'(5) =3(5)*—9(5) — 7= s"(5) =75 —45 — 7 = 23,
cuja notagdo no sistema internacional de medidas € v =23 m/s.

Uma importante propriedade é a que apresentamos a seguir: a derivada de funcao

composta, conhecida como Regra da Cadeia.

Proposigao 2.3.2. Se as funcgoes f e g sao tais que g é derivdvel no ponto x e f derivavel
em g(x), entio a fungio y = f(g(x)) também € derivdivel em x e serd dada por y' =

f'(g(x)) - g"(x).

Demonstragao. Consideremos a igualdade

Ay Ay Au

Ax ~ Au Ax
sabemos que f e g sdo continuas e que y = f(g(x)) também é, logo se Ax = 0, entao

Au = 0, dai, escrevemos:
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. Ay . Ay . Au
I -9 _ 9. -
FlgbD) = Jim 2 = Jim A A A

Observe que,

Ay
! — .
filu) = Allligo Au
Ay

! — .
Filx) = Ax—0 Ax’

entao temos

Exemplo 2.3.2. Determine a derivada da fungdio y = (x* — 1)1,

2 _ 1)100

Desenvolver y = (x e calcular a deriwada daria muito trabalho, mas derivar

usando a regra da cadeia, € mais simples, veja:
Yy =100(x* — 1)* - 2x = y’ = 200x(x* — 1)%.

Exemplo 2.3.3. Obtenha a derivada da func¢aoy = a*, onde 0 < a # 1.

As condicoes da funcdo dada nos permite fazer:
Iny=mha*=hy=x.lna,

e portanto, usando a regra da cadeta no primeiro membro da equacao obtemos

!/

%:lnaéy’:ylna:y’:axlna.

Exemplo 2.3.4. Qual € derivada da funcao f(x) = e*?
Basta fazer a = e na funcao do exemplo anterior e usar o resultado, ou seja, de
y' = a*lna, teremos

y' ' =e~lne,

Seque-se que

pois Ine = 1.
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Dedicaremos essa pequena parte para falarmos levemente sobre a regra de L’Hospital,
que por sinal tem muitas utilidades no que diz respeito ao calculo de limites indeter-
minados, em particular as formas % e 2. A regra de L’Hospital diz que se f e g sao
fungoes derivaveis, com g’(x) # 0 para x préximo de a (exceto possivelmente em a) e se

limy .o f(x) =0 e limy_.4 g(x) = 0, entao:

Lo )

Xx—a g X) x—a g/(x) ’

senx
X

Exemplo 2.3.5. Calcule o limite limy_,q usando a regra de L’Hospital.

A deriwada da fungdo f(x) = sen(x) € f'(x) = cos(x), e sendo g(x) =x = g’'(x) =1,

assim:

senx o (%) . cos(x)

= lim = lim =1.
x—0 X x—0 g/(x) x—0 1

2.4 Taxas de variacao em algumas ciéncias

A parte mais interessante deste trabalho passa pela ideia sobre a aplicacao das derivadas
em outras ciéncias, é aqui que muitas situacoes abstratas da matematica ganham mais
significado, e nos permitem estipular e fazer previsdes sobre como determinar valores re-
ferentes a algum tipo de fendmeno previsto para se realizar tanto no presente, quanto no
futuro. Sobre o estudo das derivadas, ja sabemos que é um tipo de relacao que compara
a manifestacao de uma grandeza sobre a outra, e é sem duvida um dos temas mais ex-

pressivos e rico de significados.

Estamos num universo onde quase tudo se altera ou se converte em outras formas,
podemos dizer que todos estamos constantemente interligados a um tipo de situacao
que vai se alterando com o passar do tempo, e dentro desse mesmo ponto de vista, ha
também a eficacia de algumas estruturas que facilitam o fluxo de outros elementos, tra-

zendo inumeras aplicacoes em varias dreas como economia, fisica e tecnologia.
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2.4.1 Aplicacao em Fisica

Na fisica a velocidade média sobre um periodo de tempo At é dada por v = %, e quando
existe lima¢_ o 2—i, o resultado é chamado de velocidade instantanea. A existéncia de um
outro limite dado por

lim —
At—0 At

assegura um novo resulta chamado de aceleracao instantanea.

Exemplo 2.4.1. Se a posi¢cdo de uma particula é dada pela funcao f(t) = % — 3t? + 8t,
com t dado em sequndos e f(t) em metros. Qual € a velocidade dessa particula depois de
1 sequndo? Qual a aceleracdo da particula nesse mesmo instante?

A wvelocidade da particula em 1 sequndo € a taxa de variagao instantanea da funcdo f,

ou seja, a deriwada da funcdo em t =1, que € dada por:
f'(t) =t> — 6t + 8,

dai, seque-se que
f'(1) = (1)2—6(1)+8

ou seja, v=3 m/s.
Pelo resultado anterior, podemos fazer f'(t) = v(t), dai, v'(t) = 2t — 6 representa
uma funcdo aceleracdo, assim, v'(1) = 2(1) —6 = —4, que indicaremos por a = —4 m/s?,

significando que hd uma forca contraria ao movimento da particula.

Exemplo 2.4.2. No estudo da eletricidade, a corrente elétrica é o movimento ordenado
de cargas elétricas através de um condutor. Aqui a intensidade média de corrente elétrica
¢ o numero de cargas elétricas que atravessam uma se¢ao reta de um condutor em um
respectivo intervalo de tempo At, gasto para percorré-lo. Sendo AQ a quantidade de carga
liquida que atravessa a secao reta do condutor durante o intervalo de tempo At, a corrente
média serd dada por i, = AA%. E possivel obter a corrente elétrica instantanea?

Sim, basta calcular a corrente média em intervalos de tempo cada vez menores, com
1850, teremos o que denominamos de corrente i em wum instante de tempo t, ou seja,

1 = limat0 %‘ (deriva da carga Q em relagdo ao tempo t). Assim, a corrente é a
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taza na qual o fluzo de carga atravessa uma superficie, medida em unidades de carga por

unidade de tempo (frequentemente coulombs por seqgundo, chamado ampéres).

Exemplo 2.4.3. A quantidade de carga Q) em coloumbs (C) que passa através de um ponto
em um fio até o instante t (medido em sequndos) é dada por Q(t) = t*> — 2t* + 6t + 2.
Determine a corrente elétrica no instante t =1 sequndo.

Pelo que vimos no exemplo anterior, a corrente é a derivada da carga Q em relagao

ao tempo t, assim, teremos

Q'(t) = 3t> — 4t + 6,
logo, o valor da corrente é Q'(1) =3 —4+46 =54 (ampéres).

Concluimos essa subsecao destacando que além da velocidade, aceleragao e da cor-
rente elétrica, existem outras taxas de variacao importantes na fisica, onde o processo de

derivagao também atua. Mais aplicagoes podem ser vistas em [8],[5] e [4].

2.4.2 Aplicacao em Biologia

Na biologia pode ser trabalhado a questao do nimero de individuos de uma determinada
populacao (animal ou vegetal) no instante de tempo t. Digamos que seja dado a fungao
n = f(t), com variagdo no tamanho da populacdo entre os instantes t =t; e t = t, dada
por An = f(ty) — f(t;), e como ja sabemos a taxa de variacdo média durante o periodo

de tempo t; <t <ty serd dada por:

An f(ta) — f(t1)

At t—t ]
dai, a taxa de crescimento instantanea fica sendo o limite da taxa de variagao média
quando At tender a 0:

l —_—_—m—

lim — = lim
At—0 At ti—ta to — 4

= f'(t).
Exemplo 2.4.4. O numero de bactérias numa certa cultura aumenta sequndo a formula
Q(t) = 1000 - 25, para t dado em horas. Determine a que tara a populagao de bactérias

estard crescendo em t = 10 horas.
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As funcoes do tipo y = ab** tém derivada dada por y' = a-k-Inb - b*, logo, a

deriwada da fungao dada no exemplo é
1 t t
Q’(t) = 1000 - g- In2-25 =200(0,69) - 25,

a qual simplificada se torna:

Q'(t) = 138 - 25,

portanto,

Q'(10) =138 -2% =138 -4 = 552,

mostrando que a populacao de bactérias cresce a taxa de 552 bactérias por hora, para

t = 10.

Exemplo 2.4.5. Com o avanco da medicina muitas descobertas contribuiram para o
tratamento de doengas usando algum tipo de droga, desde que nao cause nenhum tipo de
sequela no paciente em tratamento. Digamos que a diminuicao na pressao sanguinea de
uma pessoa que esteja fazendo algum tipo de tratamento dependa de uma determinada

droga que ela deverd ingerir. Entao, se x mg da droga forem tomados, a queda da pressao

sanguinea serd uma fungio de x dada por f(x) = (2x — a)?, tal que 0 < x < § e a uma
constante positiva que € dada conforme o paciente.
a) Determine a taza de variagdo da pressao sanguinea em relagao a quantidade de
droga x ingerida.
Considerando f(x) = 4x®> — 4ax + a2, temos a taza de variagdo da pressao sanguinea
dada pela derivada
f'(x) = 8 — 4a.

a

b) Determine a tara de variagdo na pressio sanguinea quando X = .

Sendo f'(x) =8 —4a = f'(5) =8(5) —4a =4a —4a =0.

Exemplo 2.4.6. Considerando agora uma populacao de bactérias em um meio nutriente
homogéneo. Supondo que essa populacdo a cada intervalo de tempo dado em horas dupli-
que, determine a que taxa a populacao de bactérias estard crescendo depois de 2 horas.

Podemos supor que a populacao tenha inicialmente Qg bactérias, dai, a func¢do para
representar a populac¢ao de bactérias em t horas serd Q(t) = Qq - 2%, com derivada dada
por

Q'(t)=Qp-2'-In2=0,69- Q-2
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onde para t = 2, temos
Q'(2) =0,69- Qg - 2> = 2,76Qy,

se for considerado Qo = 100, a populacao cresce a uma taxa de cerca de 276 bactérias por

hora.

Concluimos essa subsecao destacando que outras taxas de variagao importantes na

area das ciéncias bioldgicas podem ser encontradas em [8].

2.4.3 Aplicagoes em Economia

Na economia, as fungoes que determinam o custo de producao de certo bem, e que sao
ainda derivaveis sao chamadas marginais. Nesse cenario o conceito de derivada é aplicado
na chamada analise marginal que, essencialmente, estuda os subsidios de cada produto
e/ou servigo no lucro das empresas. Por isso o principal objetivo em relacao a aplicagao
das derivadas na economia é tenta emitir respostas a perguntas direcionadas a situagoes
benéficas para o desenvolvimento dos negocios. Para todos os efeitos se a fungao de custo
total para produzir um certo bem for C(x), entao, definimos e denotamos o custo marginal

por:

Em geral é apropriado apresentar uma funcao custo por um polindomio, por exemplo,
C(x) = a + bx + cx? + dx?, onde cada coeficiente do polindomio representa algum tipo de

custo, seja ele direto ou indireto.

Exemplo 2.4.7. Vamos supor que uma companhia tenha estimado que o custo (em reais)
de producao de x itens seja dado pela funcio C(x) = 100 + 2x + 0, 1x2, entdo a funcao
custo marginal é C'(x) =2+ 0,2x. Qual seria o custo marginal no nivel de producdo de

100 itens?

Neste caso faremos:
C’(100) =2+ 0,2(100) = C'(100) = 22

que significa 22 reais/item.
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Exemplo 2.4.8. Se p(x) for o wvalor da produ¢do quando hd x trabalhadores em uma
fdbrica, entao a produtividade média da for¢a de trabalho da fabrica € dada por A(x) =
@. Mostre que A'(x) >0 se p’(x) > A(x).

Por hipotese p'(x) > A(x) = p’'(x) > @, e multiplicando essa desigualdade por %

temos:
/ / / _
p'(x) S px) | Pl plx) L xp'(x) —p(x) -0,
X x? X x? x?
perceba que
x.p'(x) —p(x)

portanto, A’'(x) > 0.

Exemplo 2.4.9. Se uma quantia de 10000 reais for depositada em um banco onde a taza
de juros € de 1 porcento ao més. A que taxa o dinheiro estard aumentando depois do
quinto més?

Considere o montante M = 10000(1,01)%, para t dado em meses, veja que a derivada

SN

M’ = 10000 - (1,01)" - In(1,01) = 99(1,01)%,

que para t =5 vale M’ = 104, ou seja, o dinheiro estd aumentando a cerca de 104 reais

a0 mes.

Concluimos essa subsecao destacando que outras taxas de variacao importantes na

area das ciéncias econdmicas podem ser encontradas em [8], [5] e [4].

2.5 Maximos e Minimos

Um dos estudos mais interessantes no ambito da teoria das derivadas vem da existéncia de
inumeras aplicagoes da mesma. Nessa se¢cao destacamos maximos e minimos de fungoes,
apresentando a teoria envolvida e diversas aplicagoes em vérias areas do conhecimento.
Mais detalhes podem ser encontrados em [8], [5], [4] e [3].

Ja sabemos que a derivada de uma funcao num ponto pode ser vista como sendo o
coeficiente angular de uma reta tangente ao grafico da funcao no ponto de derivacao,
assim, teremos retas tangentes ao grafico da funcao com o coeficiente angular positivo,
negativo ou até mesmo nulo. Em se tratando de retas com o coeficiente angular igual a

zero, sabemos que todas que possuem essa caracteristica sao paralelas ao eixo x.
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Em geral, essa ideia sobre a nulidade da derivada num ponto abre caminhos para uma
discussao sobre os locais onde uma funcao atinge seus possiveis valores de maximo ou de
minimo ou até mesmo nenhum desses valores. Como exemplo, vamos discutir dois casos
onde as derivadas das funcoes sao nulas, mas em apenas um desses casos a reta é de fato
tangente ao grafico da funcao.

Consideremos as fungoes f = x? e g = x3, cujas derivadas sido respectivamente,

fix) = »2

FIGURA 8: Gréfico da funcao y = x>

Fonte: elaborado pelo préprio autor.
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YN

f(x) = x3

FIGURA 9: Gréfico da fungao y = x*

Fonte: elaborado pelo préprio autor.

Note que as duas derivadas se anulam em x = 0. Assim, a reta que passa pelo ponto
P(0,0) pertencente a ambas as funcoes é paralela ao eixo x, mas sé na funcao f a reta é de
fato tangente ao seu grafico no ponto x = 0. Note que na funcao g a reta tem o coeficiente
angular igual a zero, contudo, é paralela ao eixo x mas nao é tangente ao gréafico de g.

Uma observacao sobre esse fato é que se a derivada da funcao f for nula no ponto
X = a, é natural que a reta que passa pelo ponto P(a, f(a)) seja paralela ao eixo x, e, se,
além disso, ela tangenciar o grafico de f em P(a, f(a)), entdo, x = a é ponto de maximo
ou de minimo da funcao f. No caso das funcoes f(x) = x? e g(x) = x3, podemos dizer
que f tem valor minimo em x = 0, mas g nao tem nem minimo e nem maximo em x = 0.
Ressaltamos que o fato de uma funcao ter um valor maximo ou minimo em um dado
ponto x = a, nao significa que ela seja derivavel nesse ponto, como prova disso, citemos,
por exemplo, a funcao f(x) = [x|, que tem seu valor minimo em x = 0, mas nao é derivavel

em x = 0, veja no grafico abaixo.
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FIGURA 10: Grafico da funcao y = [x|

Fonte: elaborado pelo préprio autor

As vezes a derivada existe num ponto x = a, mas f'(a) nao é precisamente o coeficiente
angular de uma reta tangente ao grafico da funcao no ponto (a, f(a)), como foi visto com

a funcao g(x) = x3.

Ora, o fato da derivada existir num ponto x = a nao garante que
sempre va existir uma reta tangente ao grafico da funcao em (a, f(a)) e com o coeficiente
angular igual ao valor da derivada no ponto.

Todas essas citacoes abrem caminho para um enunciado importante, conhecido como
teorema de Fermat, que iremos descrever mais a frente. Mas antes, é importante afirmar
que a contribuicao de Pierre de Fermat serviu para o desenvolvimento de ideias impor-
tantes dentro da matematica, nesta visao podemos dizer que em meio as aplicagoes mais
notaveis do calculo estao aquelas que buscam valores de maximos ou minimos de fungoes.
Com relacao as aplicacoes de maximos e minimos destacamos os problemas que tém na

sua estrutura o valor maximo ou minimo de algum tipo de variavel tal como: area, volume,

forca, poténcia, tempo, lucro ou custo, dentre outros.

Definicao 2.5.1. Seja a fungao f: A — R e ¢ um ponto no dominio de f, diremos que

c € ponto de:

i) Mdzimo relativo (ou local) de f se f(c) = f(x) para todo x pertencente ao conjunto A.
<

ii) Minimo relativo (ou local) de f se f(c) < f(x) para todo x pertencente ao conjunto A.

Os resultados a seguir nos dao alternativas de como determinar pontos extremos de

uma funcao utilizando-se da derivada da fungao. As provas serao omitidas.
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FIGURA 11: Gréfico da funcao f

Fonte: Print de figura da pagina Wikimedia Commons

Teorema 2.5.1. Seja f: [a,b] — R uma funcao continua derivdavel em todos os pontos
do intervalo (a,b), exceto possivelmente em um ponto ¢ € (a,b). Admitindo a existéncia

de um nimero real q > 0 tal que (c —q,c+ q) C (a,b), temos que:
a) Sef'(c—q)>0ef'(c+q) <0, entio a func¢ao f tem mdzxino relativo no ponto c
b) Sef'(c—q) <0 ef'(c+q) >0, entao a funcio f tem minimo relativo no ponto c.

Teorema 2.5.2. (Weiesrtrass) Se f : [a,b] — R for uma fung¢ao continua, entdo existem

c ed em [a,b] onde f assume um valor mdximo absoluto f(c) e um minimo absoluto f(d).

Teorema 2.5.3. Se uma funcdao f tiver um mdzimo ou um minimo local em ¢, e f'(c)

existir, entao f'(c) = 0. Esse resultado é conhecido como teorema de Fermat.

Demonstracao. Por hipétese ¢ é ponto de maximo da funcao f e existe f'(c), neste caso

VY X escrevemos

i) Sex<ctemosL:z(°)>O.

X

ii) Se x > ¢ temos % < 0.

Veja que nos dois casos podemos fazer

limM>limO:O.

X—C X —C X—C
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E como
f(x) —f
#(c) = tim =)
Xx—C X—C
segue-se que, f'(c) > 0 e f'(c) < 0, nesse caso a unica possibilidade é f'(c) = 0. m

Exemplo 2.5.1. Mostre que se uma funcdao f tem minimo local em c, entdo a funcao
g(x) = —f(x) tem um valor mdzimo em c. Use esse resultado para provar o teorema de

Fermat para o caso no qual f tenha um minimo local em c.

Demonstracao. Como ¢ é ponto de minimo, temos f(x) > f(c) para todo x pertencente
ao dominio de f. Faca —f(x) < —f(c) e considere o fato de g(x) = —f(x) e obtenha
g(c) = —f(c), entao:

—f(x) < —f(c) = g(x) < g(c),

portanto, ¢ é ponto de maximo de g. O

Agora vamos usar esse resultado e provar o teorema de Fermat para o caso no qual f

tenha um minimo local em c. Veja a prova que serd dada abaizo.

Demonstracao. Por hipétese ¢ é ponto de minimo de f e ponto de maximo de g, e além

disso, existe f'(c). Sendo g(x) = —f(x) e f derivavel em c, entao

neste caso existe também g’(c), e como ¢ é ponto de maximo de g, entdo pela parte
que ja foi provada do teorema de Fermat para o caso onde ¢ é ponto de méximo, temos

g’(c) = 0, consequentemente, —f'(c) =0 = f'(c) = 0. O

Definicao 2.5.2. Diremos que um valor real ¢ pertencente ao dominio de uma funcao f

¢ um numero critico de f se f'(c) =0 ou f'(c) nao existe.

Conforme a definicao acima podemos afirmar que se uma fungao f tiver um valor
maximo ou minimo local em um numero ¢ pertencente ao seu dominio, entao ¢ é um
numero critico de f. Essa afirmacao é facil de ser observada, pois se f tiver um valor
maximo ou minimo em c e f’(c) existir, entao pelo teorema de Fermat temos f'(¢) =0, e
portanto, ¢ é um numero critico de f. E se f’(c) nao existir, entao, pela definicao acima
¢ ¢ um numero critico de f.

No estudo das funcgoes reais existem muitas aplicagoes interessantes que nasce de si-

tuagoes do cotidiano do homem. No presente cenario estamos interessados na busca da



Capitulo 2. Derivadas e aplicagoes 35

melhor situagao, da melhor aplicacao para os negdcios gerarem o maior lucro em operagoes
de baixo custo, enfim, estamos constantemente na busca da melhor aplicagao matematica
que visa o aperfeicoamento das nossas atividades. Em termos técnicos o que queremos é
encontrar o ponto 6timo de uma funcao matematica, para isso é importante destacarmos
que grande parte dos problemas relacionados a otimizacao de fungoes reais continuas tem
suas solugoes encontradas ou baseadas na teoria de maximos e minimos apresentadas aqui.

Ressaltamos que ja no ambito do ensino fundamental a otimizacao é apresentada aos
alunos, através do estudo das func¢oes quadraticas, que tem como representacao grafica
uma curva chamada parabola, cujo vértice é o ponto de méaximo ou de minimo global da
funcao, de acordo com a concavidade da parabola.

Finalizando a parte tedrica referente a maximos e minimos, apresentamos resultados
que envolvem funcoes que admitem pelo menos até a segunda derivagao. Isto é, estudare-
mos a taxa de variacao da taxa de variacao de uma grandeza. Um exemplo simples desse
tipo de situacao é a aceleracao de um automoével, que é a taxa de variacao da velocidade
com o tempo, que por sua vez ¢ a taxa de variagao da distancia com o tempo.

J& sabemos que a taxa de variacao da funcao f(x) em relacao a x é f’(x), da mesma forma,
podemos dizer que a taxa de variacao da funcao f’(x) em relacao a x é a derivada de f'(x),
que indicamos por (f’(x))’ = f”(x). Essa notacao é chamada de derivada segunda, e com

ela podemos obter mais informagoes sobre a fungao, como veremos a seguir.

Proposicao 2.5.1. (Teste da derivada segunda) Suponhamos que f admite derivada
de sequnda ordem continua em um intervalo aberto 1 e a € um ponto de 1 tal que f'(a) = 0.

Temos:
1. Sef”(a) > 0, f possui um minimo relativo em x = a.
2. Se f"(a) < 0, f possui um maximo relativo em x = a.

Caso f”(a) = 0 ou f”(a) nao exista, o teste ndo pode ser aplicado; a pode ser um
maximo relativo, um minimo relatvo ou um ponto de inflexao, que no caso, é o ponto

onde nao ha uma reta tangente a curva.

2.5.1 Aplicagoes

Os exemplos apresentados nesta subsegdo podem ser encontrados em [8], [5] e [2].
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Exemplo 2.5.2. Mostre que a fungdo quadrdtica f(x) = ax®>+bx+c, com a # 0, assume

—b

valor mdzimo ou minimo em x = T

X X

FIGURA 12: Grafico ilustrativo da funcao quadratica

Fonte: elaborado pelo préprio autor

A funcao quadrdtica tem derivada em todos os pontos, dada por
f'(x) =2ax + b,
devido a existéncia da derivada faremos

b
f’(x)=0=>2ax—|—b:0:>x:—%,

nosso candidato a ponto mdximo ou minimo da funcao. Vamos mostrar que esse € um
critério que depende do coeficiente numérico de x*, para isso, considere

—b

Xv =5
2a
e em sequida tomemos q > 0 de modo que X, —q < X, < Xy, +(, e como f'(x) = 2ax+Db,

seque-se que f'(x, — q) = —2aq e f'(x, + q) = 2aq, dai, se:
i)a>0= f'(x,—q) <0 ef’'(xy,+q) > 0, entdo a fungdo assume valor minimo em X.,.

i) a< 0= f'(x,—q) >0 ef'(x,+q) <0, e como ji era esperado a fun¢do assume

valor mdximo em X,.

Exemplo 2.5.3. Em um quadrado ABCD de lado L suponha que a partir do vértice
A sejam marcados dois pontos P e @) que se deslocam sobre os segmentos AB e AD
respectivamente, de modo que AP=x e AQ=2x. Mostre que o quadrilitero BCQP atinge

drea maxima quando x = L/2.



Capitulo 2. Derivadas e aplicagoes 37

C
Q
2x
A xPp B

FIGURA 13: Retangulo ABCD

Fonte: elaborado pelo préprio autor

Conforme a figura, precisamos obter a drea do quadrilatero BCQP em func¢ao de x,
para isso, tomemos a drea do quadrado ABCD subtraida das dreas dos triangulos APQ e

DCQ. Indicaremos tal drea como sendo:

2x -x  L(L—2x)
+

a derivada serd a func¢ao

cujo valor mdximo acontece quando
, L
A (x):0:>—2x—i—l_:0:>x:§.

Exemplo 2.5.4. Determine o ponto sobre a pardbola y? = 2x mais prézimo de (1,4).
O melhor caminho € considerar
1

_ L2
x—2y

e usar a formula para calcular a distancia entre dois pontos dado por

1
& =Gy =1+ y—4)°
para facilitar os cdlculos consideremos

d? = f(y), pois derivar d*> é o mesmo que derivar f(y), entdo:

fly) = (u? — 17 + (y — 47
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1
:Zy4—y2+1+92—8g+16

1

dai, seque-se que

4
f'(y) = 193 —8=f'(y) =y* -8,

fly) =0=>y"-8=0=y"=V8=y=2
que resulta em x = 2, e portanto, o ponto da pardbola mais préoximo de (1,4) € (2,2).

Exemplo 2.5.5 (Economia). E bastante comum na economia as empresas simularem
equagoes que expressem de maneira quase real as suas atividades de funcionamento, como
por exemplo, 0s gastos e os lucros que se pode ter. Digamos que uma empresa para produzir
x unidades de um certo artigo tenha funcdo de custo total dada por C(x) = 0.01x%+100x,
e a de receita total sendo R(x) = —0.02x> + 400x. Nessas condigoes qual deve ser o lucro
mdzrimo que a empresa pode obter em suas atividades de funcionamento?

O lucro da empresa serd dado por:

L(x) = —0, 03x% + 300x,

cuja derivada €

L'(x) = —0, 06x + 300,

fazendo L'(x) =0 =

—0, 06x + 300 = 0 = x = 5000,

portanto o lucro ideal para a empresa €
L(5000) = —0, 03(5000)? + 300(5000) = 750000

Exemplo 2.5.6 (Economia). Um fabricante estima que quando x unidades de certa mer-

cadoria sao produzidas por més, o custo total é C(x) = 0,2x% + x + 20 reais e que x
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unidades podem ser vendidas por um preco P(x) = 8 — 0, 3x reais a unidade. Determine
o lucro maximo que o fabricante pode obter.
Conforme os dados do problema, a receita que o fabricante pode obter é R(x) = x(8 —

0,3x), com isso, o lucro dele passa a ser
L(x) =R(x) — C(x) =x(8—0,3x) — (0,2x> +x +20) =

L(x) = —0, 5x* 4 7x — 20,
cuja derivada €
L'(x)=—x+T7,

que se anula em x =7, com isso, o lucro mdximo € L(7) =4,5.

Exemplo 2.5.7 (Economia). Em uma indistria o custo em reais para a produ¢ao de x
toneladas de vigas de metal é dado pela férmula C(x) = 20+60x —0, 75x%. Nas condigoes
do problema, determine o custo mdximo que a industria pode ter.

A derivada da funcdo de custo é
C’(x) =60 —1, 5x,
desse modo para
C'(x)=0=60—1,5x=0 = x =40,

portanto, o custo mdximo serd C(40) = 20 + 60(40) — 0, 75(40)? = 1220 reais.

Exemplo 2.5.8 (Economia). Um aviao de 100 lugares foi fretado para uma excursao.
A companhia ezxigiv de cada passageiro 800 reais e mais 10 reais por cada lugar vago no
avido. Para que nimero de passageiros a rentabilidade da empresa € mdzima?

Digamos que por um motivo qualquer X passageiros desistam de ir a excursao, entao
o valor a ser pago por cada passageiro que ird participar da excursao é (800 + 10x) e o

numero de lugares ocupados (100 — x), assim, a rentabilidade da empresa serd
R(x) = (800 + 10x)(100 — x)

= —10x? + 200x + 80000

, que resulta em

R’(x) = —20x + 200,
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tomando R’(x) = 0, seque-se que
—20x 4+ 200 = 0 = 20x = 200 = x = 10.

portanto, o nimero de passageiros € (100 — 10) = 90.

Exemplo 2.5.9 (Economia). Jodo tem uma fdbrica de sorvetes. Ele vende, em média,
300 caizas de picolés por 20 reais. Entretanto, percebeu que, cada vez que diminuia 1 real
no preco da caixa, vendia 40 caizas a mais. Quanto ele deveria cobrar pela caira para que
sua receita fosse mdzrima?

Para cada real diminuido no preco da caixa, ele vende 40 caixas a mais, entao se for
diminuido x reaits no preco da caixa ele vende 40x caixas a mais. E a receita pode ser

dada por:

R(x) = (20 — x)(300 + 40x)
= —40x% 4+ 500x + 6000

que resulta na deriwada

R’(x) = —80x + 500

de modo que

R'(x) =0= —80x + 500 =0 =x = 6,25

portanto, o preco da caiza para que a receita seja mdzrima € 13,75.

Exemplo 2.5.10 (Fisica). Em Fisica, a poténcia elétrica lan¢ada pelo gerador no resis-
tor é dada por P(1) = E1 —1i2, sendo i a intensidade de corrente que atravessa o gerador
elétrico, v a resisténcia interna e £ € a forca eletromotriz. Um exemplo de for¢a eletro-
motriz € a notagao 12 v, muito comum nas baterias de automdveis. Determine a corrente
i que torna a poténcia elétrica lancada pelo gerador no resistor maxima?

Sendo P(i) = Ei —1i2, a derivada é
P/(i) = E — 2ri,

e se P'(1) =0, teremos

E
E-2ri=0=2ri=E=i=—,
2r

ou seja, a corrente é 1= = A (ampére).
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Exemplo 2.5.11 (Quimica). O nivel N de dleo em um reservatdrio varia com o tempo
t, contado em horas, conforme a lei N(t) = —0,6t? + 0,25t + 0,70. Em quanto tempo o
nivel de dleo no reservatorio serd mdxrimo?

A deriwada da fun¢ao dada é
N/(t) = —1,2t + 0,25
e fazendo N'(t) = 0 resulta em

)
—1,2t+0,25=0=t= —
) +7 24

e se for dado em minutos corresponde a 12 min e 30 s.

Exemplo 2.5.12 (Biologia). Um certo modelo bioldgico sugere que a rea¢io do corpo
humano a uma dose de medicamento pode ser representada por uma equacdo da forma
F(m) = %(ka —m3) onde k € uma constante postiva e m a quantidade de medicamento
presente no sangue. A derivada F' pode ser considerada como uma medida da sensibilidade
do organismo ao medicamento.

a) Determine a sensibilidade F'(m).

A derivada da funcdo dada €
/ 1 2
F'(m) = 5(2km—3m ).

b) Verifique se hd uma quantidade de medicamento m que faz com que a reagao do
corpo humano a essa quantidade seja maxima.

Neste caso devemos fazer F'(m) =0, ou seja,

l2km—3m?) = 0
m(ok—3m) = 0
my = 0
my = %
Agora devemos fazer o teste da derivada sequnda, que serd F’'(m) = %(Qk— 6m). Vamos
ao teste:
i) Para m=0, temos
F’(0) = % >0
3
it) Para m=%¢, temos
F”(%) _ 2k <0
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Pelo teste da deriwvada sequnda temos que mz% ¢ a quantidade de medicamento que faz

com que a reacao do corpo humano seja mdrima.

2.6 Consideracoes finais

Este trabalho visa contribuir significativamente nas atividades estabelecidas e comparti-
lhadas por alunos e professores que atuam no ensino médio. Sao muitas sao as dificuldades
encontradas pelos mesmos em relagao ao ensino de derivadas e, a apresentagao da resolucao
de diversos problemas em diferentes areas, usando esta ferramenta matematica, teve como
objetivo servir como base para motivacao e mostrar a importancia desse estudo. Vale res-
saltar que diversas outras aplicagoes do Célculo Diferencial podem ser encontradas nas

referéncias bibliograficas apresentadas neste trabalho.



Referéncias Bibliograficas

Boyer, C.B., Merzbach, U,C.. Historia da Matemdatica, Blucher, 2009.
Filho, B.B., Silva, C.X.. Matematica Aula por Aula, FTD, 2003.

Flemming, D.M. e Gongalves, M.B.. Cdlculo A: funcades, limite, derivacao, nogoes

de integragao, Pearson, 2007.
Guidorizzi, H. L.. Um Curso de Calculo, vol. 1. LTC Editora, 2001.

Hoffmann, L.D., Bradley, G.L.. Cdlculo: Um Curso Moderno e Suas Aplicagoes, LTC
Editora, 2002.

lezzi, G., Murakami, C., Machado N.J.. Cole¢cao Fundamentos de Matemdatica Ele-
mentar, vol. 8. Atual Editora, 2005.

Lima, E.L., Carvalho, P.C.P., Wagner, E.,Morgado, A.C.. A Matemdtica do Ensino
Médio, vol. 1. SBN, 2000.

Stewart, J.. Cdlculo, vol. 1. Cengage Learning, 2008.

43



