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Orientadora
Profa. Dra. Sissy da Silva Souza
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Resumo
Este trabalho trata sobre logaritmos com o objetivo de apresentar uma ferramenta para

os professores de matemática que lecionam no Ensino Médio. Abordamos o assunto através
de aplicações que abrangem diversas áreas do conhecimento, com o intuito de mostrar o
logaritmo como uma importante ferramenta para resolução de problemas que surgem na na-
tureza, dentre outros, motivando assim o estudo do mesmo e facilitando o processo de ensino
e aprendizagem.

Palavras-chave: Logaritmos. Aplicações de Matemática. Ensino.



Abstract
This work treats on logarithms in order to provide a tool for maths teachers who teach

in high school. We approached the subject through applications that cover different areas
of knowledge, in order to show the log as an important tool for solving problems that arise
in nature, among others, motivating the study of the same and facilitating the process of
teaching and learning.

Keywords: Logarithms. Applications of Mathematics. Teaching.
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1 Introdução
Às vezes nos deparamos com grande dificuldade em reconhecer as relações que certos

conteúdos de Matemática têm com o cotidiano, ou seja, não percebemos onde eles são apli-
cados. Isso, na maioria das vezes, torna as aulas desmotivantes para grande parte dos estu-
dantes. Acredita-se que quanto mais ferramentas para se trabalhar um conteúdo estiverem
dispońıveis para o professor, maiores as possibilidades dele se mobilizar com os alunos e
atingir seus objetivos.

Com o objetivo de criar um ambiente motivador para o ensino, por parte dos professores,
e para a aprendizagem, por parte dos alunos, nesta dissertação apresentamos um material
que visa mostrar aos leitores alguns aspectos relacionados à história, teoria e aplicação dos
logaritmos na Matemática e outras ciências. Este trabalho foi baseado em livros que abordam
a Matemática lecionada no ensino médio tais como [3] e [4]; História da Matemática com [5]
e livros de Cálculo Diferencial e Integral como por exemplo [6] e [2].

Este trabalho está dividido como segue: No primeiro caṕıtulo, apresentamos conteúdos
preliminares ao assunto principal dessa dissertação, começando por um breve histórico sobre
o que estimulou o estudo dos logaritmos e, em seguida, apresentamos propriedades básicas
que serão utilizadas em todo o trabalho. No segundo caṕıtulo são feitos comentários a cerca
do logaritmo decimal e do logaritmo neperiano, culminando com uma pequena amostra de
como os Logaritmos podem ser inseridos nas demais ciências, facilitando a resolução de vários
cálculos e descobrindo mais rapidamente e de maneira eficiente, respostas que pareciam ser
mais trabalhosas.
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2 Um Pouco da História dos Logarit-
mos

Neste caṕıtulo, apresentamos uma abordagem histórica do surgimento do logaŕıtmo. Mais
detalhes podem ser encontrados em [5] e [1].

Nos séculos XV e XVI, os navegadores enfrentavam naufrágios, fome, doenças, ataques
piratas e encalhes. Essas dificuldades, assim como a expansão comercial, implicaram na
necessidade de aprimorar técnicas de navegação, o que levou ao estudo de métodos práticos
e rápidos que facilitassem os cálculos.

Em 1614, o escocês John Napier revolucionaria os métodos de cálculo da época com a
invenção dos logaŕıtmos. O logaŕıtmo de Napier não era exatamente o que usamos hoje, nem
era associado ao conceito de expoente, mas a essência era a mesma.

O logaŕıtmo surgiu como instrumento para simplificar cálculos, uma vez que transfor-
mava multiplicações e divisões nas operações mais simples de adição e subtração. A fórmula
trigonométrica 2 · cosA · cosB = cos(A+ B) + cos(A− B).

Bem conhecida na época de Napier, é visivelmente uma predecessora dessa idéia. Neste
caso, o produto dos dois números, 2 · cosA · cosB, é substitúıdo pela soma dos dois números,
cos (A+ B)+cos (A− B). Pode-se facilmente estender essa fórmula para converter o produto
de dois números quaisquer na soma de dois outros números. Suponhamos por exemplo, que
se pretenda o produto de 437, 64 por 27, 327. De uma tábua de cossenos, ache, usando

interpolação se necessário, os ângulos A e B, tais que cosA =
(0, 43764)

2
= 0, 21882 e

cosB = 0, 27327. Então, usando de novo a tábua de cossenos, com interpolação se necessário,
encontre cos (A+ B) e cos(A− B) e some esses números.

Tem-se agora o produto de 0, 43764 e 0, 27327. Finalmente, ajustando de maneira ade-
quada a v́ırgula decimal na resposta, obtém-se o produto procurado. Assim, o problema de
achar o produto (437, 54) · (27, 327) foi engenhosamente reduzido a um simples problema de
adição.

A abordagem de Napier para eliminar as longas multiplicações e divisões foi associar
os termos da sequência (b1;b2;b3;b4;b5; ...;bn) aos termos da sequência (1, 2, 3, 4, 5, ...,n),
de forma que o produto de dois termos quaisquer da primeira sequência (bx · by = bx+y)
estivesse associado à soma x+ y dos termos da segunda sequência.

Vejamos o exemplo:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096

Tabela 1: Relação de potências de base 2.

Para fazer 128 · 32 note que: o termo 128 da linha 2 corresponde ao termo 7 da linha 1;
o termo 32 da linha 2 corresponde ao termo 5 da linha 1. Assim, a multiplicação 128 · 32
corresponde à soma de 7 + 5 = 12 na linha 1, cujo correspondente na linha 2 é 4096, que é o
resultado procurado.

Em linguagem atual os elementos da 1a linha da tabela correspondem ao logaritmo de
base 2 dos respectivos elementos da 2a linha da tabela.
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Em seu trabalho Descrição da Maravilhosa Regra dos Logaŕıtmos, datada de 1614,
Napier considerou uma outra sequência de modo que seus termos eram muito próximos uns
dos outros.

Ao ter contato com essa obra, Briggs sugeriu a Napier uma pequena mudança: uso de
potências de 10. Era o surgimento dos logaritmos decimais, como conhecemos até hoje.

No estudo das equações e inequações exponenciais, são vistos os casos em que se pode
reduzir as potências à mesma base. Por exemplo, analisando a função y = 2x: Se queremos
resolver a equação 2x = 5, sabemos que x assume um valor entre 2 e 3, pois 22 < 2x = 5 < 23.
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3 Logaritmos
Neste caṕıtulo é apresentado a definição e algumas propriedades dos Logaritmos. Mais

detalhes podem ser encontrados em [4] e em [3].

3.1 Definição de Logaritmos

Dado um número real a > 0, o logaŕıtmo de um número x > 0 na base a é o expoente y
a que se deve elevar a de tal modo que ay = x. Escreve-se y = loga x e lê-se y é o logaŕıtmo
de x na base a.

De forma equivalente, podemos escrever:

loga x = y ⇐⇒ ay = x.

Ou seja, quando y = loga x, significa que ay = x.
Exemplo 3.1.1.

2 é o logaritmo de 9 na base 3, pois 32 = 9.
Da definição obtemos a chamada propriedade fundamental dos logaritmos, a qual será

apresentada na seção seguinte.

3.2 Propriedades dos Logaritmos

Nesta seção apresentaremos as propriedades que motivaram o emprego dos logaritmos
nos cálculos.

1a) (Propriedade Fundamental do Logaritmo) Logaritmo do produto

”Em qualquer base a(0 < a 6= 1), o logaritmo do produto de dois fatores reais positivos
é igual a soma dos logaritmos dos fatores”.

Se 0 < a 6= 1, b > 0 e c > 0, então loga(b · c) = loga b+ loga c

Fazendo loga b = x, loga c = y e loga(b.c) = z provemos que z = x+ y.

Note que:

loga b = x⇒ ax = b
loga c = y⇒ ay = c

loga(b.c) = z⇒ az = b.c
az = ax · ay ⇒ az = ax+y ⇒ z = x+ y

Observação 3.2.1. Esta propriedade pode ser estendida para o caso do logaritmo do
produto de n(n > 2) fatores reais e positivos, isto é:
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Se 0 < a 6= 1 e b1,b2,b3, ...,bn ∈ R∗+ então

loga(b1 · b2 · b3 · ... · bn) = loga b1 + loga b2 + loga b3 + ... + loga bn

Faremos a demonstração por indução sobre n.

i) Para n = 2 é verdadeira, isto é

loga(b1 · b2) = loga b1 + loga b2

ii) Suponhamos que a propriedade seja válida para p > 2 fatores, isto é: loga(b1 · b2 ·
b3 · ... ·bp) = loga b1+ loga b2+ loga b3+ ...+ loga bp e mostraremos que a propriedade
é válida para (p + 1) fatores, isto é, loga(b1 · b2 · ... · bp · bp+1) = loga b1 + loga b2 +
... + loga bp + loga bp+1.

Temos:
loga(b1 ·b2 ·...·bp ·bp+1) = loga[(b1 ·b2 ·...·bp)·bp+1] = loga(b1 ·b2 ·...·bp)+loga bp+1 =
loga b1 + loga b2 + ... + loga bp + loga bp+1.

Observação 3.2.2. Note que se b > 0 e c > 0 então b · c > 0 e vale a identidade
loga(b · c) = loga b + loga c, com 0 < a 6= 1. Mas, se soubermos apenas que b · c > 0
então, temos: loga(b · c) = loga |b|+ loga |c|, com 0 < a 6= 1.
Exemplo 3.2.1

1. log6[3 · (−4) · (−5)] = log6 3 + log6(−4) + log6(−5)

2. log3[x · (x − 2)] = log3 x + log3(x − 2) se, e somente se, x > 0 e x − 2 > 0, isto é,
x > 2.

2a) Logaritmo do Quociente

Em qualquer base a(0 < a 6= 1), o logaritmo quociente de dois números reais positivos é
igual a diferença entre o logaritmo do dividendo e o logaritmo do divisor. Em śımbolos,
se 0 < a 6= 1, b > 0 e c > 0, então loga

(
b
c

)
= loga b− loga c.

Fazemos loga b = x, loga b− loga c = y e loga

(
b

c

)
= z mostraremos que z = x− y.

De fato:
loga b = x⇒ ax = b e loga c = y⇒ ay = c. Consequentemente,

az = ax

ay
⇒ az = ax−y ⇒ z = x− y. Assim:
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loga

(
b

c

)
= z⇒ az =

b

c
.

Observação 3.2.3. Note que das propriedades acima, fazendo b = 1, escrevemos:

loga

(
1

c

)
= loga 1 − loga c⇒ loga

(
1

c

)
= − loga c.

Note ainda que se b > 0 e c > 0 então b
c
> 0 e vale a identidade:

loga

(
b

c

)
= loga b− loga c,

com 0 < a 6= 1.
Exemplo 3.2.2.

1. Se x > 0 então log2

(
x

x+ 1

)
= log2 x− log2(x+ 1).

2. Temos log3

(
x+ 1

x− 1

)
= log3(x + 1) − log3(x − 1) se, e somente se, x + 1 > 0 e

x− 1 > 0, isto é, x > 1.

3a) Logaritmo da Potência

Em qualquer base a(0 < a 6= 1), o logaritmo de uma potência de base real positiva e
expoente real é igual ao produto do expoente pelo logaritmo da base da potência. Em
śımbolos: Se 0 <6= 1, b > 0 e k ∈ R então loga b

k = k · loga b.

Fazendo loga b = x e loga b
k = y, provemos que y = k · x. De fato: loga b = x,

logo ax = b, e ay = (ax)k, e consequentemente ay = ak·x e assim y = k · x. Dáı
loga b

k = y⇒ ay = bk.

4a) Mudança de Base

Se a,b e N são números reais positivos e a,b 6= 1, então tem-se: logbN =
logaN

loga b
.

Consideramos logbN = p; logaN = q e loga b = r. Dáı segue que: bp = N; aq = N e

ar = b. Assim: N = aq = bp = (ar)p = arp. Se aq = arp, então q = rp e dáı p =
q

r

ou logbN =
logaN

logab
. Observação: Nessa propriedade de mudança de base, fazendo
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N = a, temos um caso importante:

logb a =
loga a

loga b
=

1

loga b
.

Então podemos escrever que, quando existirem os logaritmos envolvidos:

logb a =
1

loga b
ou logb a · loga b = 1.

Exemplo 3.2.3.

1. log3 7 =
log 7

log 3
(na base 10)

2. loga b =
5

2
⇒ logb a =

2

5

18



4 A Função Logaŕıtmica
Sendo a um número real, positivo e diferente de 1

(
a ∈ R∗+ − {1}

)
, chamamos função

logaŕıtmica de base a a função g : R∗+ → R, definida por

g(x) = loga x.

Observe que o domı́nio da função é R∗+, ou seja, somente valores positivos poderão ser
atribúıdos a x. Vamos analisar dois exemplos. No primeiro, a base é maior que 1 e, no
segundo, a base está entre 0 e 1 (os dois únicos tipos posśıveis de base).
Exemplo 4.1.

Atribuindo valores arbitrários a x e calculando f(x), obtemos pontos (x, f(x)) que per-
tencem ao gráfico da função y = loga x. Apresentamos alguns exemplos:

1. y = log2 x. Passa pelos pontos (1, 0), (2, 1).

2. y = log3 x. Passa pelos pontos (1, 0), (3, 1).

3. y = log4 x. Passa pelos pontos (1, 0), (4, 1).

4. y = log5 x. Passa pelos pontos (1, 0), (5, 1).

5. y = log6 x. Passa pelos pontos (1, 0), (6, 1).

Exemplo 4.2.

Consideremos a função definida por y = log3 x.

Atribuindo valores arbitrários a x e calculando f(x), obtemos uma tabela de pontos que
pertencem ao gráfico da função y = log3x.
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x y Ponto(x, y)
1

9
−2 A

(
1

9
, −2

)
1

3
−1 B

(
1

3
, −1

)
1 0 C (1, 0)
3 1 D (3, 1)
9 2 E (9, 2)

Tabela 2: Pontos da função log3x

Figura 1: Gráfico da função log3 x

Observe que, quanto mais o valor de x (positivo) se aproxima de zero, mais os pontos do
gráfico se aproximam do eixo y, sem, porem, atinǵı-lo. Desse modo, a reta suporte do eixo
y é asśıntota à curva.
Exemplo 4.3.

Vejamos agora a função definida por y = log 1
3
x.

Procedendo de maneira análoga, tomamos a seguinte tabela de pontos pertencentes ao
gráfico da função:

20



x y Ponto(x, y)
1

9
2 A

(
1

9
, 2

)
1

3
1 B

(
1

3
, 1

)
1 0 C (1, 0)
3 −1 D (3, −1)
9 −2 E (9, −2)

Tabela 3: Pontos da função log 1
3
x

Figura 2: Gráfico da função log 1
3
x

Os exemplos nos motivam à seguinte classificação da função definida por y = logax como:

Crescente quando a > 1;

Decrescente quando 0 < a < 1.
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5 Logaŕıtmos e Sua Aplicabilidade

Os logaritmos possuem várias aplicações em Matemática e em diversas outras áreas do
conhecimento, como Biologia, F́ısica, Geografia, Medicina, Qúımica entre outras. Veremos
neste caṕıtulo alguns exemplos que demonstram a utilização das técnicas de logaritmos na
busca dos resultados nas mais variadas situações.

Exemplo 5.1.1.

Calcule o número de algarismos da potência 50023. Se necessário, utilize log2 = 0, 301.
Solução:

10n = 50023 ⇒ log1050023 = n ⇒ n = 23 · log1000
2
⇒ n = 23 · (log103 − log2) ⇒ n =

23 · (3 − 0, 301)⇒ n = 23 · 2, 699 = 62, 077
63algarismos︷︸︸︷

1062 <

63algarismos︷ ︸︸ ︷
1062,077 <

64algarismos︷︸︸︷
1063

Portanto, como 50023 é inteiro, ele possui 63 algarismos.
Exemplo 5.1.2.

Uma pessoa aplicou um capital C a uma taxa de juro de 40% a.a. Determine o prazo
para que se receba o dobro do capital aplicado.
Use log2 = 0, 30103 e log7 = 0, 84510. Solução: 2C = C · (1 + 0, 4)t

2 = (1, 4)t

Aplicando logaritmo nos dois membros:
log2 = log(1, 4)t

log2 = t · log1, 4

t =
log2

log1, 4

t =
log2

log (2 · 0, 7)

t =
log2

log2 + log

(
7

10

)
t =

log2

log2 + (log7 − log10)

t =
0, 30103

0, 30103 + 0, 84310 − 1

t =
0, 30103

0, 14613
' 2, 10 anos.
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Logo t = 2, 10

Exemplo 5.1.3.

(Unesco-SP) Os átomos de um elemento qúımico radioativo possuem uma tendência nat-
ural a se desintegrar ( emitindo part́ıculas e se transformando em outro elemento). Assim,
sendo com o passar do tempo, a quantidade original desse elemento diminui. Suponhamos
que certa quantidade de um elemento radioativo com inicialmente m0 gramas de massa, se
decomponha segundo a equação matemática m(t) = m0 · 10− t

70 , onde m(t) é a quantidade
de massa radioativa no tempo t (em anos). Usando a aproximação log2 = 0, 3, determine
quantos anos demorará para que esse elemento se decomponha até atingir um oitavo da massa
inicial.
Solução: m(t) = m0 · 10− t

70

m0 · 10− t
70 =

m0

8

10− t
70 =

1

8
Aplicando logaritmo

log10− t
70 = log

(
1

8

)
−
t

70
= log

(
1

8

)
−
t

70
= log1 − log8

−
t

70
= −log23

−
t

70
= −3 · 0, 3

−
t

70
= −0, 9

t = 0, 9 · 70
t = 63

Exemplo 5.1.4.
Na cidade de San James, a taxa de crescimento populacional é de 3% ao ano, aproximada-
mente. Em quantos anos a população desta cidade irá dobrar, se a taxa de crescimento
continuar a mesma? Solução:

População do ano base = Pb
População após 1 ano = Pb · (1, 03) = P1
População após 2 anos = Pb · (1, 03)2 = P2
População após x anos = Pb · (1, 03)x = Px
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Vamos supor que a população dobrará em relação ao ano base após x anos, sendo assim,
temos:
Px = 2 · Pb
Pb · (1, 03)x = 2Pb
1, 03x = 2
Aplicando logaritmo
log1, 03x = log2
x · log1, 03 = log2
x · 0, 0128 = 0, 3010

x =
0, 3010

0, 0128
x = 23, 5
A população de San James dobrará em aproximadamente 23,5 anos.

Exemplo 5.1.5.

A densidade populacional a x quilômetros do centro de uma cidade é dada por uma função
de forma Q(x) = Ae−kt. Determine essa função, sabendo que a densidade populacional no
centro da cidade é 15000 habitantes por quilômetro quadrado e a densidade populacional a
10 km do centro é 9000 habitantes por quilômetro quadrado. Solução:

Para simplificar os cálculos, vamos expressar a densidade populacional em milhares de
habitantes por metro quadrado. O fato de que Q(0) = 15 significa que A = 15. O fato de
Q(10) = 9 significa que

9 = 15e−10k ou
3

5
= e−10k

Tomando o logaritmo de ambos os membros da equação, temos:

ln

(
3

5

)
= −10k ou k = −

3
5

10
∼= 0, 051

Assim, a função exponencial que representa a densidade populacional é Q(x) = 15e−0,051x

Exemplo 5.1.6.

Determine o tempo que leva para que 100g de uma certa substância radioativa, que se
desintegra a taxa de 2% ao ano, se reduza a 20g. Utilize a seguinte expressão Q = Q0 · e−rt,
em que Q é a massa da substância, r é a taxa e t é o tempo em anos. Solução:

Q = Q0 · e−rt
20 = 100 · e−0,02t

20

100
= e−0,02t
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1

5
= e−0,02t

Aplicando logaritmos

Logee
−0,02t = loge

(
1

5

)
−0, 02t · logee = loge5−1

−0, 02t = −loge5 ×(−1)
0, 02t = ln5

t =
ln5

0, 02
⇔ t =

1, 6094

0, 02
⇔ t = 80, 47

A substância radioativa levará 80,47 anos para se reduzir a 20g.

Exemplo 5.1.7.
Suponha que o ńıvel sonoro (B) e a intensidade I de um som estejam relacionados pela

equação B = 120 + 10 · log10I, em que B é medido em decibéis e I em watts por metros
quadrados. Seja I1 a intensidade sonora de 80 decibéis em um cruzamento de duas avenidas
movimentadas e I2 a intensidade correspondente ao ńıvel sonoro do interior de um automóvel

com ar-condicionado. Qual o valor da razão
I1

I2
?

Vamos calcular a razão:
Cálculo de I1

80 = 120 + 10 · log10I1
10 · log10I1 = 80 − 120
10 · log10I1 =
−40Log10I1 = −4
I1 = 10−4

Cálculo de I2
60 = 120 + 10 · log10I2
10 · log10I2 = 60 − 120
10 · log10I2 = −60
log10I2 = −6
I2 = 10 − 6

A Razão
I1

I2
=

10−4

10−6
= 102 = 100
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Exemplo 5.1.8.
A expressão M = A(1 + i)n nos permite calcular o montante M, resultante da aplicação

do capital A a juros compostos, à taxa anual i, ao completar um peŕıodo de n anos.
Nessas condições, se o capital de R$ 800.000,00 for aplicado a juros compostos e à taxa

anual de 12%, após quanto tempo da aplicação serão obtidos juros no valor de R$ 700.000,00?
Vamos calcular o tempo de aplicação: M = A · (1 + i)n

A = R$800.000, 00
i = 12%a.a.
j = R$700.000, 00
n = ?
M = 800.000 + 700.000 = 1.500.000
1.500.000 = 800.000 · (1 + 0, 12)n

15 = 8 · 1, 12n

Aplicando logaritmo
log15 = log(8 · 1, 12n)

log15 = log8 + log1, 12n

log1, 12n = log15 − log8
n · log1, 12 = 1, 1761 − 0, 9030
n · log1, 12 = 0, 2731

n =
0, 2731

0, 0492
∼= 5, 55 anos

5.1. O Logaritmo Neperiano

Na Matemática, o número de Euler, denominado em homenagem ao matemático súıço
Leonhard Euler, é a base dos logaritmos naturais. Mais informações podem ser encontradas
em [3]. As variantes do nome do número incluem: número de Napier, número de Neper,
constante de Néper, número neperiano, constante matemática, número exponencial etc. A
primeira referência à constante foi publicada em 1618 na tabela de um apêndice de um
trabalho sobre logaritmos de Jonh Napier. No entanto, este não contém a constante propri-
amente dita, mas apenas uma simples lista de logaritmos naturais calculados a partir desta.
A primeira indicação da constante foi descoberta por Jacob Bernoulli, quando tentava en-
contrar um valor para a seguinte expressão( muito comum em cálculo de juros compostos
):

K · er = lim
n−→∞(k(1 + r/n)n) para r = k = 1, ou seja:

e = lim
n−→∞((1 + 1/n)n) ou ainda substituindo n por 1/h

e = lim
n−→∞(1 + h)1/h

cujo valor é aproximadamente 2,718281828459045235360287.
Sistema de logaritmos neperianos é o sistema de base e (e = 2,71828... número irracional),

também chamados de sistema de logaritmos naturais. O nome neperiano vem de Jonh Napier,
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matemático escocês (1550-1617), autor do primeiro trabalho publicado sobre a teoria dos
logaritmos. O nome ”natural”se deve ao fato de que no estudo dos fenômenos naturais
geralmente aparece uma lei exponencial de base e. Indicaremos o logaritmo neperiano pelas
notações loge x ou ln x.

5.2. O Logaritmo Decimal

Decompondo o logaritmo decimal de um número positivo x como sendo a soma de um
número positivo c com um racional m(0 6 m < 1).

O número c chama-se caracteŕıstica e o número m chama-se mantissa, ou seja, logx =
c+m. Vejamos o log901.

Sabendo que o número 901 está compreendido entre 102 e 103, ou seja, 102 < 901 < 103,
podemos escrever:

log102 < log901 < log103

2 < log901 < 3

Onde conclúımos que o valor do logaritmo de 901 tem parte inteira igual a 2 e parte não
inteira 0,954725 que podemos extrair da tabela de logaritmo presente na figura abaixo.

Figura 3: Tábua de Logaritmos Decimais (Mantissas)

Então log901 = 2 + 0, 954725 ou log901 = 2, 954725.
Vejamos o log 8120.

1000 < 8120 < 10000⇒ 103 < 8120 < 104
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log103 < log8120 < log104

3 < log8120 < 4

O valor do logaritmo de 8120 tem parte inteira igual a 3 e parte não-inteira que obtemos
na tabela lendo a mantissa 812(pois 8120 não está na tabela).

Então log8120 = 3 + 0, 909556 ou log8120 = 3, 909556.
A ciência, nas suas várias ramificações, foi beneficiada pelo advento do logaritmo. Citare-

mos algumas de suas aplicações:

5.3. Aplicações em Diversas Áreas

Geralmente encontramos tamanha dificuldade em enxergar relações existentes entre al-
guns conteúdos e o cotidiano, ou seja, não percebemos onde eles são aplicados. Tal fato torna
as aulas sem sentido para os alunos. Pensando nisso, este trabalho cita algumas aplicações
de logaritmo no cálculo do resfriamento de um corpo, no ńıvel sonoro, na definição do pH
de substâncias na escala Richter dos abalos śısmicos e na descoberta da idade de fósseis
utilizando o Carnobo 14.

5.3.1. Resfriamento de um Corpo
Um objeto aquecido, colocado num meio mais frio (ar ou água, por exemplo) cuja grande

massa faz com que a temperatura desse meio permaneça constante, sem ser afetada pela
presença do objeto mais quente. A lei do resfriamento de Newton afirma que, nessas condições
a diferença de temperatura D, entre o objeto e o meio que o contém, decresce com uma taxa
de variação proporcional a essa própria diferença. Como no caso da desintegração radioativa,
essa lei se traduz matematicamente assim: chamando D0 a diferença de temperatura no
instante t = 0 e D(t) a diferença num instante t qualquer, tem-se D(t) = D0 · e−α onde a
constante alfa depende do material de que é constitúıda a superf́ıcie do objeto.

Exemplo 5.3.1.
Num certo dia, a temperatura ambiente é de 30◦C. A água que fervia numa panela, cinco
minutos depois de apagado o fogo, tem a temperatura de 65◦C. Quanto tempo depois de
apagado o fogo a água atingirá a temperatura de 38◦C? Solução:

No momento em que se apagou o fogo (t = 0), a temperatura da água era de 100◦C e a do
ambiente 30◦C. Logo D0 = 100 − 30 = 70. Passados t minutos, a diferença da temperatura
da água para a do meio ambiente é dada por D(t) = 70 · e−α·t. Para determinar a constante
alfa, usamos a informação de que:

D(5) = 70 · e−5α = 65 − 30 = 35

28



Portanto e−5α = 35
70

= 1/2 . Tomando logaritmos naturais, vem:

−5α = ln
1

2
= −ln2, logo α =

ln2

5
=

0, 693

5
= 0, 1386.

Queremos saber o valor de t para o qual

D(t) = 70 · e−0,1386t = 38 − 30 = 8

Novamente tomamos logaritmos para resolver a equação 70 − e−0,1386t = 8, obtendo

−0, 1386t = ln(
8

70
) = −ln(

70

8
)

donde

t =
ln(70

8
)

0, 1386
=

2, 1691

0, 1386
= 15, 65

pouco mais do que 15 minutos e meio.

5.3.2. Acústica e Logaritmo

Ao estudar ondas sonoras, percebemos que o som apresenta caracteŕısticas como: altura,
intensidade e timbre.

No caso da intensidade I, que representa a potência de uma onda sonora por unidade de
área (W/m2), encontramos detalhes interessantes como é o caso da limitação auditiva.

Para perceber a onda sonora, o t́ımpano humano necessita que ela tenha, no mı́nimo,
uma intensidade I0 = 10−12(W/m2), chamado de Limiar de Audibilidade e, no máximo de
1(W/m2), chamado de Limiar da Dor.

O ńıvel sonoro(B) representa a comparação entre a intensidade sonora I e o limiar da
audibilidade I0. A sua unidade mais prática é o decibel (dB).

A grandeza ńıvel sonoro (B) obedece a uma escala logaŕıtmica, sendo definida por:

B = 10 · log(I/I0)

Por exemplo, a intensidade correspondente a um ńıvel de 40 dB é assim calculada:

40 = 10 · log
(

I

10−12

)
⇒ log

(
I

10−12

)
= 4⇒ 104 =

I

10−12
⇒ I = 10−8W/m2

Podemos relacionar esses conceitos com algumas situações do cotidiano:

• O ouvido humano apresenta lesões irrecuperáveis sempre que é exposto, por um deter-
minado tempo, a ńıveis sonoros (B) superiores a 80 (dB)

• A unidade bel (B) e decibel (dB) representam uma homenagem ao f́ısico escocês Alexan-
der Graham Bell (1847-1922).
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Exemplo 5.4.1.

Numa danceteria existem dois aparelhos de som exatamente iguais. Quando o aparelho
A foi ligado no máximo, mediu-se o NIS (ńıvel de Intensidade Sonora), dado por 80 dB
(decibel). Determinar o número de decibels que se obtém no caso do aparelho B também ser
ligado no máximo, sabendo que o NIS é dado em decibels por:

NIS = 10 · log(IS/IR),

em que IS é a intensidade sonora e IR é o ı́ndice unitário (em watt por cm2)

Solução:
À primeira vista, podeŕıamos ser tentados a imaginar que NIS em decibels seria 160, pelo

fato de termos dobrado a intensidade sonora ao ligarmos também o aparelho B. No entanto
isso não é verdade. Vejamos por quê.

Chamamos de a o valor de (IS—IR) e de NIS1 o ńıvel de intensidade sonora em decibels
quando ligado apenas o aparelho A, temos que:

NIS1 = 10 · loga = 80

Vamos imaginar agora o aparelho B também ligado no máximo. Dessa forma, a intensi-
dade sonora duplicou, ou seja, ficou 2 · a. Então:
NIS = 10 · log(2 · a)⇒ NIS = 10 · [log2 + loga]⇒ NIS = 10 · log2 + 10 · log a
Tomando log2 = 0, 30103 , temos:
NIS = 10 · (0, 30103) + 80⇒ NIS = 3, 0103 + 80⇒ NIS = 83, 0103dB

Observa-se que, quando duplicada a intensidade sonora, o NIS aumentou pouco mais de 3
decibels!

5.3.3. A Escala de Acidez e os Logaritmos

O pH é uma escala usada em Qúımica para expressar o grau de acidez ou basicamente
de uma solução aquosa. Os valores do pH variam de 0 a 14.

Para o cálculo do pH usa-se a expressão:

pH = −log[H+]

sendo [H+] a concentração de ı́ons hidrogênio em mol/L.

• Quando 0 6 pH < 7, a solução é ácida.

• Quando pH = 7, a solução é neutra.

• Quando 7 < pH 6 14, a solução é básica.

Veja o pH de algumas soluções:

• Suco de limão: 2,3;
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Figura 4: PH

• Vinagre: 2,4 a 3,4;

• Vinho tinto: 3,8;

• Leite: 6,4 a 6,8;

• Água destilada: 7;

• Sangue: 7,3;

• Bicarbonato de sódio: 8,4;

• Leite de magnésia: 10,5;

• Amońıaco: 12.

O estômago humano apresenta um meio muito ácido, devido à presença e à ação do ácido
cloŕıdrico. O suco gástrico, produzido no estômago, é responsável pela digestão de alimentos
e seu pH oscila entre 1, 0 e 3, 0.
• pH = 1⇒ −log[H+] = 1⇒ log[H+] = −1⇒ 10−1 = [H+]
• pH = 3⇒ −log[H+] = 3⇒ log[H+] = −3⇒ 10−3 = [H+]
Assim, a concentração, em mols/L, de ı́ons hidrogênio encontrada no suco gástrico varis

de 0,001 a 0,1.
Do mesmo modo, se a concentração hidrogeniônica em uma solução de suco gástrico é

4 · 10−2 mols/l, o pH da solução é:

pH = −log[H+] = −log(4 · 10−2) = −[log4 + log10−2] = −[2 · log2 − 2]

Como log2 ∼= 0, 3, temos:

pH = −(2 · 0, 3 − 2) = 1, 4

5.3.4. Os terremotos e os Logaritmos
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O maior terremoto já registrado foi o Grande Terremoto do Chile, em 1960, que atingiu
9, 5 na escala Richter, seguido pelo da Indonésia em 2004, que atingiu 9, 3 na mesma escala.

A escala Richter foi desenvolvida em 1935 pelos sismólogos Charles Francis Richter e
Beno Gutenberg. Ambos estudavam sismos no sul da Califórnia, utilizando um equipamento
espećıfico - o sismógrafo Wood-Anderson. Após recolher dados de inúmeras ondas śısmicas
liberadas por terremotos, eles criaram um sistema para calcular as magnitudes dessas on-
das. No prinćıpio, essa escala destinava-se a medir unicamente os tremores que ocorriam na
Califórnia.

A escala Richter corresponde ao logaritmo da medida da amplitude das ondas śısmicas a
100 km do epicentro. A intensidade I de um terremoto é um número que varia de I = 0 até
I = 9, 5 para o maior terremoto conhecido.

I é dado pela fórmula:

I =
2

3
log10

(
E

E0

)
Onde E é a energia liberada em quilowatt-hora e E0 = 7 · 10−3kWh.

5.3.5. O Carbono 14 nos Seres Vivos

Os átomos de Carbono 14 criados por raios cósmicos combinam-se com oxigênio para
formar dióxido de carbono, que as plantas absorvem naturalmente e incorporam as suas fibras
por meio da fotosśıntese. Como os animais e humanos comem plantas, acabam ingerindo o
Carbono 14 também. A relação de carbono normal (carbono 12) pela de Carbono 14 no ar e
em todos os seres vivos mantém-se constante durante quase todo o tempo. Talvez em cada
trilhão de átomos de carbono seja um átomo de Carbono 14. Os átomos de Carbono 14
estão sempre decaindo, más são substitúıdos por novos átomos de Carbono 14, sempre em
uma taxa constante. Nesse momento, seu corpo tem uma certa porcentagem de átomo de
Carbono 14 nele, e todas as plantas e animais vivos têm a mesma porcentagem que você.

Abaixo descrevemos a técnica matemática utilizada para datar um fóssil.
Assim que um organismo morre, ele pára de absorver novos átomos de carbono. A relação

de carbono 12 por carbono 14 no momento da morte é a mesma que nos outros organismos
vivos, mas o carbono 14 continua a decair e não é mais reposto. Numa amostra a meia-vida do
carbono 14 é de 5700 anos, enquanto a quantidade de carbono 12, por outro lado, permanece
constante. Ao olhar a relação entre carbono 12 e carbono 14 na amostra e compará-la com a
relação em um ser vivo, é posśıvel determinar a idade de algo que viveu em tempos passados
de forma bastante precisa. Observe a figura abaixo:

Uma fórmula usada para calcular a idade de uma amostra usando a datação por carbono
14 é:

t =
ln(Nf

N0
)

−0, 693
× t 1

2

Em que ln é o logaritmo neperiano, Nf/N0 é a porcentagem de carbono 14 na amostra
comparada com a quantidade em tecidos vivos e t 1

2
é a meia vida do carbono 14 (5700 anos).
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Figura 5: Processo do carbono 14

Por isso, se você tivesse um fóssil com 10% de Carbono 14 em comparação com a amostra
viva, o fóssil teria:

t =
ln(0, 10)

−0, 693
× 5700 anos

t = −2,303
−0,693

× 5700 anos
t = 3, 323× 5700 anos
t = 18941 anos de idade.

Exemplo 5.7.1.

Sabendo que a meia-vida de uma substância radioativa que decai segundo a equação Q(t) =

Q0e
−kt é dada por t = (ln2)/k. Responda.

Um arqueólogo encontrou um fóssil na qual a razão entre as massas de 14C e 12C era
1

5
da razão observada na atmosfera. Qual a idade aproximada do fóssil? Solução:
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A idade do fóssil é o valor de t para o qual R(t) =
R0

5
, isso é, para o qual

1

5R0

= R0e
−kt

Dividindo ambos por R0 e tomando o logaritmo de ambos os membros, temos:

1

5
= e−kt

ln

(
1

5

)
= −kt

t = −

ln

(
1

5

)
k

=
ln5

k

Como a meia-vida t satisfaz a equação t =
ln2

k
. Como o 14C tem uma meia-vida t = 5730,

temos:

K =
ln2

t
=
ln2

5730
= 0, 000121

Assim, a idade do fóssil é

T =
ln5

k
=

ln5

0, 000121
∼= 13300

O fóssil tem, portanto, aproximadamente 13300 anos de idade.
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6 Considerações Finais
Com a elaboração deste trabalho, esperamos disponibilizar aos professores, mais rescursos

a serem utilizados na sala de aula na hora de transmitir ao alunoo assunto de Logaritmo.
Logaritmo é, sem dúvida, um tema que os docentes têm dificuldades de passar para o aluno
do 1o ano do ensino médio. Essa dissertação contém atividades que podem levar o aluno a
compreender o conceito, as propriedades fundamentais e algumas aplicações do Logaritmo
na Matemática e nas demais ciências.
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