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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo sobre algumas Desigualdades Elementares e suas
aplicagoes no ensino basico, coletado de artigos, teses e livros acerca do tema. Inicialmente
¢ dado o conceito de desigualdades apresentando suas demonstracoes e posteriormente
mostrando sua aplicabilidade por meio de um exemplo pratico em detrimento de uma
aprendizagem mais rigorosa. Para realizacao destas demonstracoes foram necessarios co-
nhecimentos de dlgebra elementar, geometria euclidiana, construgoes geométricas, indugao
matematica, além de varios outros conhecimentos. A apropriagao e a assimilacao da Te-
oria das Desigualdades por parte de professores e alunos do ensino médio servem como

justificativa desse estudo.

Palavras-chave: Desigualdades elementares, Demonstracoes, Aplicacoes.
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Abstract

This work presents a study about some Elementary Inequalities and their applications
in basic education, collected from articles, theses and books on the subject. Initially the
concept of inequalities is presented by presenting their demonstrations and later showing
their applicability through a practical example to the detriment of a more rigorous le-
arning. For the accomplishment of these demonstrations it was necessary knowledge of
elementary algebra, Euclidean geometry, geometric constructions, mathematical induc-
tion, besides several other knowledge. The appropriation and assimilation of the Theory

of Inequalities by teachers and high school students serve as justification for this study.

Keywords: Elementary Inequalities, Demonstrations, Applications.
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Capitulo 1

Introducao

No ano de 2016 tive uma experiéncia bastante satisfatoria e surpreendente quando
comecei a dar aulas num projeto de preparacao para as Olimpiadas de Matematica no
Instituto de Educacao Ciéncia e Tecnologia do Estado do Maranhao (IFMA), pois, além
das medalhas e mengoes honrosas recebidas, que sao importantes, havia alunos interes-
sados a aprender o conteido matematico de forma um pouco mais aprofundada. Nesse
trabalho tive que tracar alternativas para a escolha dos conteidos do programa olimpico e
refletir de que forma apresenta-los. A escolha do tema “Desigualdades” estd inserida nesse
contexto.

H&4 um leque bastante grande de aplicagoes envolvendo o tema Desigualdades. Ini-
cialmente, é importante notarmos que uma boa quantidade de aplicacoes sobre esse tema
nao exige nada além de uma boa dose de criatividade. Sao inimeros os casos que dispen-
sam qualquer técnica mais sofisticada para estabelecer relacoes de ordem entre ntimeros
que gozem de determinadas propriedades. Para comegar a ilustrar esta ideia, daremos al-
guns exemplos de situagoes que empregam apenas, e tao somente, conhecimentos bésicos
de matematica, propondo problemas com tais caracteristicas, cuja solugao, apesar de bas-
tante simples, necessita do argumento de prova indutiva (ideia pouco utilizada nas salas de
aula do ensino médio) e que se destacam pela elegancia e importancia de suas aplicagoes
praticas. Contudo, enfatizamos também as que lancam mao de resultados levemente so-
fisticados (a desigualdade entre as médias) e as que se apropriam de resultados mais fortes

(como ¢é o caso das desigualdades de Bernoulli e Cauchy-Schwarz).

Nossa intengao é percorrer este caminho com estimulos, sempre provocados por pro-
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blemas que ilustrem a aplicabilidade desse conhecimento matematico, de modo bastante

construtivo e motivador para o trabalho com os estudantes em sala de aula e fora dela.

Pretendo, nessa dissertagao para conclusao do mestrado, discutir os aspectos técnicos
desse tépico, analisando suas demonstracoes e sempre pensando na aplicabilidade do co-
nhecimento matematico por meio de um exemplo pratico, além de ressaltar a importancia

do conhecimento dessas desigualdades matematicas para a resolucao de questoes.

De acordo com Antonio Rodrigues Neto!, desigualdade é importante para a ma-
temdtica, principalmente nas experiéncias e nos problemas que abordam a necessidade
de se comparar um conjunto de medidas. E a partir desse procedimento que podemos
compreender como uma inequagao ¢ construida e quais sao as principais regras para a sua

resolucao.

Um bom exemplo para ilustrar esse procedimento de comparar medidas desiguais ¢ a
leitura da temperatura durante o dia. A flutuacao nas medidas da temperatura ocorrera
em funcao do horario e do local. Na pratica, registramos essa flutuacao indicando uma
temperatura minima e uma maxima, construindo, dessa forma, a ideia de intervalo, que
ajuda a organizar a nossa analise nesse tipo de experiéncia. Assim, numericamente,
se imaginarmos uma cidade com a temperatura minima de 20°C e a maxima de 32°C,
representaremos a temperatura por T e utilizaremos os simbolos convencionais de maior
ou igual (=) e de menor ou igual(<) para escrever a frase que expresse a temperatura

dessa cidade:
20°C < T <€ 32°C.

A inequagao ¢ mais um recurso da linguagem matematica para organizarmos proble-
mas, situacoes ou experiéncias matematicas. A desigualdade é uma consequéncia muito
mais comum do que a igualdade. E isso acontece porque, por mais precisos que sejam os
instrumentos, as medidas sempre serao variaveis. Assim, nao esqueca que, ao comparar

duas quantidades, tentando concluir qual delas é maior ou menor, vocé estara utilizando

Iprofessor de matemaética no ensino fundamental e superior, é mestre em educacio pela USP e autor

do livro “Geometria e Estética: experiéncias com o jogo de xadrez” (Editora da UNESP).
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o principio da inequagao.

Segundo [9], inequagao é uma sentenca matematica, com uma ou mais incognitas, ex-

pressas por uma desigualdade, diferenciando da equacao, que representa uma equivaléncia.

Assim, inequagao é toda desigualdade literal que apresenta os sinais maior que (>), menor

que (<), maior ou igual (=) ou menor ou igual (<) ao invés do sinal de igualdade que é

0 que caracteriza as equagoes.

Por exemplo:

o Xn) # g(x1, X2, -

 Xn).

Sendo f e g fungoes genéricas de n varidveis. Em alguns contextos, também se consi-

deram inequagoes expressoes do tipo:

)

,Xn) > g(x1, X2,
yXn) < g(x1, X2,
5 Xn) = g(xq, X,
s Xn) < glx1, X,

®
3

No capitulo a seguir iniciaremos o estudo a respeito de desigualdades matematicas

elementares com a apresentacao de algumas desigualdades provenientes das propriedades

de corpo dos numeros reais. E a partir delas que demonstragoes de desigualdades mais

complexas podem ser feitas. As principais referéncias utilizadas para a confeccao deste

trabalho foram [9],[2],[3],[6], [10] e [13].
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Desigualdades Basicas (Primarias)

Ha muitos fatos triviais que sa@o a base para provar desigualdades. Alguns sdo os

seguintes:

1. Sex >y ey > zentao x > z, para qualquer x,y,z € R.

2. Sex>yea>=bentao x+a>y+ b, para qualquer x,y,a,b € R.

3. Se x >y entao x + z > y + z, para qualquer x,y,z € R.

4. Se x >y e a > Db entao xa > yb, para qualquer x,y € R, ou a,b € R,.

5. Se x € R entdo x? > 0, com igualdade se e somente se x = 0. Mais geralmente, para
Ai € R% ex; € R, 1=1,2, ..., possui Aix] + Agx3 + ...An X2 = 0, com igualdade

se e somente se X; = X9 = ... =X, = 0.

Apesar de elementares, essas propriedades sao uma ferramenta poderosa para provar
desigualdades bem mais elaboradas. Os exemplos a seguir, embora muito simples, sao a

base para o que se segue mais tarde.

Exercicio 1

(FOMIN,1996) Qual nimero é o maior:

311 ou 17147
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Uma Solugao:
3111 < 3211 — (25)11 — 255 < 256 — (24)14 — 1614 < 1714.

Portanto, temos que 31! < 174,

Exercicio 2

(FOMIN,1996) Qual nimero é o maior:
1234567 - 1234569 ou 123456827

Uma Solugao: Chamando 1234568 de x, poderemos reescrever o produto 1234567 -
1234569 da seguinte maneira:

(1234568 — 1) - (1234568 + 1) = (x — 1) - (x + 1) = x> — 1 < x* = 12345682,

Portanto, temos que 1234567 - 1234569 < 12345682.

Exercicio 3

(CVETKOVSKI,2012) Seja x,y € R* . Prove a desigualdade 5 + % > 2.

Uma solugao: Da desigualdade (x —y)? > 0, temos:

X —2xy+y* =0

s X4y > 2xy
2 2
2
o XY 2
Xy Xy Xy
e 430
y X

A igualdade ocorre se e somente se x —y = 0, isto é, x = y.

Exercicio 4

(CVETKOVSKI,2012)(Desigualdade de Nesbitt) Sejam a, b, c niimeros reais positivos.

Prove a desigualdade
a b c o 3

b+c+a+c+a+b/2
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Prova: De acordo com o exercicio 3, é claro que

a+b b+c a+c b+c a+b a-+tc
+ + + + +
b+¢c a+b b+c a+c a+c a+b

>2+2+2=6.

Reescrevendo a desigualdade, temos:

a+b a+c b+c a+b b+c a-+c
+ + + + + =6
b+c b+c a+c a+c at+b a+b

at+a b+4+c b+b a+c c+c a+b
+ >

= =
b+c b+c a+c a+c a+b a+b
2a 2b 2c

= +1+ + 1+ +1>6
b+c a+c a+b
2a 2b 2c

& + + =3
b+c a+c a+b

N a n b n C >3
b+c a4+c a+b” 2

Exercicio 5

(CVETKOVSKI,2012) Sejam a, b, ¢ nimeros reais. Prove a inequagao
a?+b%+c?> ab+bec+ ac.
Prova: Sabemos que (a —b)?+ (b —¢)*+ (¢ — a)? > 0. Podemos deduzir que:

& a?—2ab+b2+b*2—2bc+c?+c?—2ac+a?>0
< 2a% 4+ 2b% + 2¢? > 2ab + 2bc + 2ac

o a®+b%>+c¢?>>ab+be+ ac.

A igualdade ocorre se e somente se a =b = c.

Exercicio 6

(CVETKOVSKI,2012) Prove, para qualquer nimero real x, a seguinte desigualdade

x2ox?4xt—x+1>0.

Uma Solugao: Consideramos dois casos: x < 1ex > 1.
(1) Seja x < 1. Temos que:

x2 =X xt—x+1=x24+ (x'—=x") + (1 —x).
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Para x < 1, temos que 1 —x > 0 e x* > %%, isto é , x* —x® > 0. Entdo, neste caso
x2—x? +xP—x+1>0.

Isto é, a desigualdade desejada é vélida.

(2) Para x > 1 temos:

xZ2—x+xt—x+1 = =)+ (x*—x)+1
= (x*—x)(x®+1)+1

= x(x*=1)(x*+1)+1.

Sendo x > 1, temos que x3 > 1, isto é, x> —1 > 0.

Assim sendo, temos que x'2 —x? +x* —x + 1 > 0 e o problema estd resolvido.
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Desigualdades das Médias

Nesta secgao, baseado nos estudos de (Manfrino; Ortega; Delgado, 2009), primeiro
mencionamos e damos uma prova de desigualdades entre meios, que sao importantes para
uma atualizacao completa do aluno na resolucao de tarefas nesta area. Discutiremos
inicialmente o caso que trata de duas, posteriormente o caso geral serd considerado.

Teorema 3.1 (MANFRINO; ORTEGA; DELGADO, 2009) Sendo a,b € R vamos
denotar MQ (média quadrética), MA (média aritmética), MG (média geométrica) e MH
(média harménica), na qual

2
o

2 2
MQ = a +b’ MA:a+b

5 , MG =+vabeMH=

o=

Entao, MQ > MA > MG > MH.

Prova: Em primeiro lugar, mostraremos que MQ > MA. Para a,b € R temos:

(a—b)>>0 < a®+b%>>2ab

& 2(a®+b%) > a?+b%+2ab
2(a? + b?) - (a+b)?
4 !

a? + b2 N (a+b)?
2 7 4

[a? +b? S a+b‘
2 2

A igualdade é valida se, e somente se, a —b =0, isto é a = b.
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Assim sendo, para a,b € R temos:

(f—\/E)2>0
& a+b—2Vab >0

a—2|—b > Vv ab.

Entdao MA > MG, com igualdade se, e somente se, v/a—+vb >0, isto é a = b.

H& um artigo do professor Elon Lages Lima, em sua obra Meu Professor de Matemaética
e outras historias, intitulado “Fazendo Médias”, em que o mesmo mostra uma abordagem
geométrica para justificar a desigualdade MA > MG.

Para tanto, considere uma circunferéncia de diametro igual a a + b, e nesta um

triangulo retangulo inscrito, como na figura 3.1.

a+b

Observe, também, a altura h relativa a hipotenusa e a mediana m = %3

. Tem-se, por
semelhanca de triangulos, o classico resultado de que tal altura h é a média geométrica

dos segmentos a e b determinados sobre a hipotenusa, ou seja, h = v/a-b. De forma

que m = h, ou seja, %b > va-b . A igualdade ocorrendo para o caso de termos um

triangulo retangulo isésceles, ou seja, h = m, ou ainda, a =D .

B

A%

Figura 3.1: Triangulo retangulo inscrito em uma circunferéncia

Finalmente vamos mostrar que MG > MH, isto é, va.b >

1
Lo

o=
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Temos que

(\/_—\/E)2>o o a+b3>2/ab

A igualdade é vélida se e somente se v/a—vb =0, isto é a = b.

Exercicio 7

(x +y)?

(CVETKOVSKI,2012) Para x,y € R, prove que x* +y? > 5

Prova: Fazendo a = x? e b = y? , e aplicando a desigualdade MA > MG, temos

que:

b 2
a—;— > /—ab(:)ery

N
\

X2 +y% > 2xy

3

X2y x4y > 2xy X2 4P

2(x* +y?) = (x+y)?

T ¢ 3
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Desigualdades das Médias (Caso
Geral)

No capitulo anterior, discutimos as desigualdades das médias com duas variaveis. Neste
capitulo desenvolveremos sua generalizacao, ou seja, apresentaremos um teorema analogo
para um numero arbitrario de varidveis. Essas desigualdades sao muito importantes, pois

sao a base para provar desigualdades mais sofisticadas.

Teorema 4.1 (Desigualdades médias) Seja ai, as, . .. a,, nimeros reais positivos. Os

numeros

MQ — \/af#—a%#—...#—afL

n

MA — a; + as + an
n

MG = VYajay...an
n

MH = 1 1 1

sao chamados de média quadratica, aritmética, geométrica e harmonica para a niimeros
a, ds, ... an, respectivamente, e nés temos MQ > MA > MG > MH. As equidades

ocorrem se e somente se d; = ay; = ... = dp.

Prova: Em primeiro lugar, mostraremos que MA > MG, isto é,

11
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a; +as+...0an

> VYaa, ... a,. (4.1)
n
Defina
ai rai=1,2,...,n (4.2)
Xy = ———,parai=1,2,..., .
' vaias ... P
Entao x; > 0 para cadai=1,2,...,n e temos que XXz ...X, = 1, pois

{‘/alag...an {L/Clla2...an vaids...Qpy T\‘/(al.a2...an)n '

Temos ainda que:

a,+as+...an

n
a; +as+...0an

= Vaiay...an

Zn
YVajdg - An
ay as an
+ +.. ..+ —2n
Yaiaz...an Yaiaz...an Yaids...an
isto é, para
X1 +Xo+ ...+ xXp =M. (4.3)
E quando x1Xs...x, = 1, com igualdade se e somente se x; =X =... =X, = 1.

Vamos provar a desigualdade (4.3) por inducao sobre n.

Para n = 1, a desigualdade (4.3) é verdadeira; torna-se igualdade.

Para n = 2, entao x;x2 =1 e X1 + X3 = 2,/X1X2 obtemos x; +x3 > 2.

Portanto, (4.3) é verdadeiro, e a igualdade ocorre se x; = x3 = 1.

Para n = k e nimeros reais positivos arbitrarios x1, Xa, . .. Xy tais que X1Xs...Xy = 1,
temos X1 + X2 + ... X, = k , com igualdade se e somente se x; =X =... =X = 1.

Sejam = k+ 1 e xq,X9,... XK1 Sejam numeros reais positivos arbitrarios, tais que
X1X2 ... Xkp1 = 1. Se x;y = X9 = ... = Xk41 = 1, a desigualdade (4.3) se mantém.

Portanto, vamos assumir que ha nimeros menores que 1. Entao, existem também
nimeros que sao maiores que 1. Sem perda de generalidade, podemos assumir que x; < 1

e Xo > 1. Entao, vamos considerar a sequéncia (XiXs),Xs,...,Xk+1 que tem k termos,
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de modo que (x1X2)x3...Xxy1 = 1. De acordo com a hipdtese de inducao, temos que
X1Xo+X3+. . .+Xki1 = k, e aigualdade ocorre se, e somemte se X1Xo = X3 = ... = Xy, = 1.

Agora temos,

X1 +X2+...Xk+1 = X1X2+X3+...+Xk+1+1+(Xg—l)(l—xl)

WV

k+1+4+ (xo—1)(1—x)

> k+1. (4.4)

Donde, as desigualdades acima foi obtida usando a hipdtese de inducao e o fato de que
(xg —1)(1 —x1) > 0. Assim, se a igualdade em (4.4) ocorre e o fato de que x;xy = X3 =
... =Xks1 = 1, obtemos: x;+x2 =2 e x1Xxy = 1, logo x; = x5 = 1. Portanto, a igualdade
ocorre se, e somente se, X; =Xg =X3 = ... = Xy = L.

Assim, devido ao principio da inducao matematica, concluimos que (4.3) é verdadeiro.

Assim, por (4.2) temos

a; Qas an
Ya ds ... dy vaidy...ay,  Yajas...dn
isto é, a; = a, = ... = a,. Por isso, provamos (4.1) e acabamos.

Vamos mostrar que MG > MH, ou seja,

< n
vaias...an =2 1 1 1
ar Ty Ty
Por MA > MG segue-se que
1 1 1 J1 11 n
—F—F . — 2= — .=
a; Qs an a;ay Qan Yajas ... an

n
Vaias...an = 1 i 1 I 1
ap az n
e claramente a igualdade ¢é valida se e somente se
1 1 1
LT .

istoéa; —ay—=... = an.

Devemos demonstrar que MQ > MA isto é,

=

\/a§+a§+...ai> a+ay+...+an
n n ‘

Essa demonstragao sera feita posteriormente, pois usaremos para tal, a desigualdade de

Cauchy-Schwarz que sera apresentada no préximo capitulo.
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Exercicio 8

(CVETKOVSKI,2012) Considere a funcao f : [0,+00) — R, f(x) = 2\/_:__(5. Encontre o
X

valor maximo de f e o ponto em que tal valor é assumido.

Solucao:

Pela desigualdade das médias temos que :
5 5 5 555
2 =Xt S o4 - AN XS oS =4y
X"+ X +3+3+3 X 333

125
27
125
4
N N
x24+57  x2+5

VX _1.[or

x24+5 4V 125

VX

s X245 >4y

=

. 5 .
E a igualdade ocorre se, e somente se, x> = — . Portanto, o valor maximo de f é

3
Taf 27 e ocorre para X = °
1\ 125 parax=4/3

Exercicio 9

Encontre o valor méximo de x(1 —x?) para 0 < x < 1.

Solucgao:

A ideia é trocar o produto por outro de tal maneira que a soma dos elementos envol-
vidos no novo produto é constante.

Sey = x(1—x3), é claro que 3y® = 3x*(1—x3)(1—x3)(1—x3) expresso como o produto
de quatro nimeros 3x3,(1 —x3),(1 —x3) e (1 —x?), que tem uma soma constante igual a

3.
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A desigualdade MA > MG para quatro nimeros nos diz que

3x3+3i1_"3) > /331 =) (1 — ) (1 — )

3% +3(1 —x3)\*
()

3 4
“ (§) 2o
5/ 33
3
44

> 3y

&S Y <

Portanto, o valor méximo de x(1 —x3) é

3
44

Exercicio 10

Deve-se construir uma caixa aberta a partir de um chapa de aco retangular de 3m de
comprimento por 2m de largura. Para isso, cortam-se pedacos quadrados iguais nos can-
tos dessa chapa. Quais devem ser as dimensoes da caixa para que seu volume seja 0 maior

possivel?

—/

Figura 4.1: Chapa de ago retangular

Solucao:

Seja x a medida do comprimento do lado do quadrado que deve ser recortado de cada
canto dessa chapa. Dessa forma, temos uma caixa com dimensoes (2 — 2x), (3 —2x) e x,
em que 0 < x < 1. Portanto, o volume da caixa é dado por V = (2 — 2x)(3 — 2x)x.

Agora, como MA > MG , considerando de maneira conveniente as variaveis 2(2—2x),
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(3 —2x) e 6x, obtemos:

2(2—2x) + (3—2x) + 6%

¥/2(2 — 2x)(3 — 2x)6x <

3
7
& Y12(2—2%)(3 — 2x)x < 3
3 7
= 12V < -
343
12V <
27
343
D de obt < —.
e onde obtemos V 591
343
Portanto, o volume maximo é @m e ocorre quando as variaveis forem iguais, isto

é,2(2—2x) = (3—2x) = 6x , 0 que implica x = 0,375m. Logo, as dimensoes da caixa

devem ser, aproximadamente, 1,2m; 2,2m e 0,4m.

Exercicio 11

(APMO, 1991) Sendo a4, as, ..., @y, by, by, ..., by, , nimeros positivos com

a;+ay+..+a,=b;+bs+..+b,

a? a? 1

+...+— ==
a; + b, Cln—l—bn/Q

Prove que

Prova:
Sendo S, = L eSSy =
¢ ; ai + bi b ; aq

n n n n

a? —b?
Sa_Sb:;ai—{—bi :Zai—bi:;ai—;bizo.

, temos que

Assim, S, = Sy = S. Portanto, temos:

a?+b? 1 a1+b b
2S:Zaler §Z a; _Zai

i=1 i=1 i=1

232

2 a2 1

al n
a1+b1+m+an+b (a1+ +an)

[\3|>—l




Capitulo 5

Desigualdade de Bernoulli,

Cauchy-Shuwarz e Triangular

5.1 Desigualdade de Bernoulli

A primeira desigualdade remonta os irmaos Bernoulli (Jacob e Johann Bernoulli, ma-
temdticos suigos do século XVIII), sendo conhecida como a desigualdade de Bernoulli.

Apesar de sua aparente simplicidade, veremos que ela se revela bastante 1til em aplicagoes.

Figura 5.1: Jacob I - (1654-1705)
FONTE: https://kids.britannica.com/students/assembly/view /137300

17
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Figura 5.2: Johan I - (1667-1748)
FONTE: http://ecalculo.if.usp.br /historia/bernoullil.htm

Teorema 5.1 (Desigualdade de Bernoulli) Seja x1,Xs,...,Xn, nimeros reais com o

mesmo sinal e maiores que —1. Entao, temos:
(IT4+x)(1T4+x%x2)...(14+xn) = 14+% +X04 ... +Xn. (5.1)

Prova:

Comprovaremos a desigualdade dada por inducao.

Paran =1, temos 1 +x; > 1+ x4.

Suponha que para n = k e numeros reais arbitrarios x; > —1,1 = 1,2, ...,k, com os

mesmos sinais, a desigualdade (5.1) detém, ou seja,

(IT4+x)(IT+xo) - (T4+x%xK) =14+%x1 +%2+ -+ + Xx. (5.2)
Sejan=k+1lex;>—1,1=1,2,--- ,k+ 1, sejam numeros reais arbitrdrios com os
mesmos sinais. Entao, se x1,Xo, -+, Xk 1 tém os mesmos sinais, temos
(Xl +Xo+ -+ Xk)Xk+1 2 0. (53)
Consequentemente,
(5.2)

(T4+x)(T4+x2) - (T +xpp1) = (T4+x1+%x2 4+ + %) (1 + Xpe41)

(5.3)
L+x+xo+ XX+ (a +xe+ XX = 1T+x0+ X+ + X

isto é, a desigualdade (5.1) é valida para n = k + 1 e estamos finalizados.

Corolario 5.1 (Desigualdade de Bernoulli) Seja n € N* e x > —1. Entao
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(14+x)">1+nx

Prova: Para x = —1, é claro que 0 = (1 + (—1))™ > 1 + n(—1) = 1 —n. Agora, para
x > —1, defina x = x; = X2 = ... = X,,. Como x; tem o mesmo sinal e sdo maiores que

—1 parai=1,2,..,n, entao pelo Teorema Bernoulli, segue-se que

(IT4+x)"=14+x)(14+x%x2)...(14+xp) =14+%X +Xo4 ... +Xn = 1 +nx.

Exercicio 12

Qual é o maior dentre os niimeros: 2190 4 3190 oy 4807

Uma solucao: Inicialmente podemos notar que 2% 4 3190 < 3100 4 3100 — 9 . 3100,

44\ 20 956\ 2
D t 480 > 9. 3100 j — =|=— 2.
evemos mostrar que 4% >  ouseja, | o3 oz

256 20— 1+13 2O> 1+1 20> 1+1 :
243 o 243 19 20/ -
256 20 N 1 + 1 20
243 20/

Agora, usando a desigualdade de Bernoulli na desigualdade acima, obtém-se

256\ *° 1\% 1
0 I+—) >1+420-— =2
(243) ~ ( * 20) LT

Donde se conclui, finalmente que

Note que

Ou ainda,

480 > 9. 3100 > 2100 + 3100 480 > 2100 4 3100.

Exercicio 13

mm+1 + TLnJrl
(LOZANSKY, 1996). Seja a = T com m e N inteiros positivos. Prove que
m n

a™+a*>mm™+n".

Prova:
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m n
:mm.(1+a m) +nn.<1+a—n>
m n
a—m a—n
m n

>m™(14+ (a—m))+n".(1+ (a—mn))

— (mm+nn) +a(mm+nn) _ (mm—H —I—Tln+1).

Substituindo o valor de a na desigualdade, obtemos a™ + a™ > m™ + n™. Como

queriamos demonstrar.

5.2 Desigualdade de Cauchy-Shuwarz

. //;"/’,,//,/7

g

b /Zj]u_ahfp /?Wg?

Figura 5.3: Augustin-Louis Cauchy(1789-1857)
FONTE: https://pt.wikipedia.org/wiki/Augustin-Louis.cauchy

O primeiro avan¢o na mateméatica moderna por ele produzido, foi a introdugao do rigor
na andlise matematica e segundo foi na andlise combinatéria. Além disso, partindo do
ponto central do método de Lagrange, na teoria das equacoes, Cauchy tornou-a abstrata
e comegou a sistematica criagao da teoria dos grupos.

Na Algebra linear e Geometria analitica, a desigualdade de Cauchy-Schwarz, também
conhecida como a desigualdade de Schwarz, a desigualdade de Cauchy, ou a desigualdade

de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz, é uma desigualdade muito util que aparece em varios
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contextos diferentes, tais como em anadlise, aplicando-se a séries infinitas e integragao de
produtos, e na teoria de probabilidades aplicando-se as variancias e covariancias.

Teorema 5.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Sejam ay, as,--- ,a, eby, by, -+ by

() () (£

isto é, (a?+aZ+---+a?)(b2+b3+---+b2) > (a;b; +asby+---+a,by)? A igualdade

numeros reais. Entao

ocorre se, e somente se, existe um p tal que a; =b;jpu 1=1,2,3,--- n).
Prova:

Consideremos o trinémio quadrado

n n n
Z(ai —bix)? = Z(af —2a;bix + bix?) = Z al — 2XZ aib; +x Z bZ.
i=1 i=1
Como Y 1" (a; —bix)? > 0, entdo o discriminante dessa equacao do 2° grau deve ser

nao positivo, ou seja (—2 > 1 aibi)? —4(3_ 1 b (X1, a?) 0.

& 4 (1% aibiz 2 < 4n(ii1 a%) n(i b%)
(Len) <(£e) (£%)

A igualdade ocorre se, e somente se, a; —biu = 0, isto é, se, e somente se, a; = bi, para
todoi=1,2,---.n

Isso nos permite concluir a demonstracao sugerida no capitulo 4. Vejamos:

. ; a?+a3+--+a?
Devemos demonstrar que MQ > MA, isto é 1792 Lo Qutdpdeeddn
) n n

Usaremos a desigualgade de Cauchy-Schwarz para as sequéncias (a, s, -+ ,an) €

(1,1,---,1). Entao, temos:

(ai+aj+--+a)PP+1%+-+1) > (a1 +as+-- +an)’

S nlaj+ai+-+ad) > (e +a+-+ay)’
al+ a3+ -+ a <a1+a2+---+an)2
Z

n

¢ﬁ+@+m+&
n n

A igualdade é valida se, e somente se,
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istoé, ay =ay =--- = an.
Como consequéncia dessa desigualdade, temos os seguintes corolarios:
Corolario 5.2: Sejam a,b,x,y € R tais que x,y > 0. Entao,

2 2 2
@ b (atb)
X y X+y

2 2 2 2
L G ol e
X Yy z X+y+z

Prova de 1.:

Temos que .

@ 1 (atbp

X Yy X+y

(x +y)a®  (x+y)b? N xy(a + b)?

x(x+y)  yx+y) T xylx+y)

y(x +y)a® + x(x +y)b? S xy(a+b)?
xy(x +y) ~ xy(x+y)

y(x+y)a® +x(x +y)b? > xy(a + b)?

¢

yxa® +y?a® +x* + xyb? > xya® + 2abxy + xyb?

t ¢ ¢ ¢

y?a? +x*v* — 2abxy > 0

s (ay—bx)2>0

E a ultima desigualdade é sempre verdadeira . Note que a igualdade ocorre se, e somente

b
se, ay—bx:O(:)ay:bx(:)E:—.
Xy

Prova de 2.:

Por 1., temos:

a? b? c? a? b? c2 _(a+b)? 2 _ ((a+b)+c¢)? (a+b+c)?
—t—F =+ |+t —> =
X oy oz X oy z X+y z (x+y)+z X+y+z
2 b2 2 b 2
Portanto & + —+ ¢ > M. Como queriamos demonstrar.
X y z X+y+z

Generalizando o Corolario 5.2, temos:

Corolario 5.3: Sejam a;,as, -+ ,a, , by, by, .-+, b, niimeros reais tais que by > 0,
parai=1,2,--- n. Entao
2 2 2 2
a a a at+a+---+ap
_1_{__2_{_..._{__“2(1 2 ) (5.4)
b1 bQ bn b1+b2++bn
a; ay an

A igualdade ocorre se, e somente se, — = = .
bl b2 bn
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Prova:

Provamos este resultado usando o Principio de Inducao Finita. Para n =1 , temos

@ o
— = — € portanto — —.
b1 b1 p bl/bl

Suponhamos que, para algum k natural maior do que 1, a desigualdade (5.4) é verda-
deira, isto €
al ai _(ap+ag+---+ay)?

TR R
by by by by + by + -+ by

Para completar a demonstracao, vamos verificar que a desigualdade (5.4) é verdadeira

para n =k 4 1. Com efeito, da hipdtese de inducao, segue que:

a_§+a_§+m+a_i+ai+1>(a1+a2+---+ak)2 ay,y (@ +as+-+ agy)?
b1 be by brii bidbyt+by b1~ by+byd by

Como queriamos demonstrar.

Exercicio 14

Achar o valor maximo de f(x) = 3senx + 4cosx, com 0 < x < 7 .
Uma solucgao:

Na desigualdade de Cauchy-Schwarz para dois nimeros, temos:

Jarby + ao.bol < y/af + a3y /b? + b3,

facamos a; = 3,a; =4,b; = senx e by = cosx. O que nos leva a

13senx + 4cosx| < V32 + 42.v/sen2x + cos2x = 5.

Desse modo, |[3senx + 4cosx| < 5, com igualdade ocorrendo se, e somente se,
a; as an
b1 by by’
3

1 4 —t 3
0go = X = —.
& senx COSX g 4

Exercicio 15

(ENGEL, 1998) Estabelecer uma majoragao para a funcao y = asenx + bcosx com

a>0,b>0el0<x< 7.
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A desigualdade de Cauchy-Schwarz garante que

(asenx + beosx)? < (a® + b?)(sen®x + cos*x) = a® + b?,

(s S a
o valor maximo Y, qx = v a? + b? é satisfeito se, e somente se, b= = tgx.

Exercicio 16

b c 3

Prove a desigualdade de Nesbitt: a + + > —.
b+c a+c a+b” 2

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para trés nimeros, temos:

(a? + a3+ a?)(b? 4+ b3 + b2) > (a;.b; + az.bs + a3.b3)?, fagamos

1 1 1
a1:Vb+C,C12:\/C+a,a3:\/a+b,b1:\/b:_m,bgzﬁebgzm,

temos

1+1+1
b+c c¢c+a a+b

((b+c)+(c+a)+(a+b))( )2(1+1+1)2:9

1
+ + =9
b+c c+a a+b)

& %a+b+d<

a+b+c a+b+c a+b+c 9
= + + > =

b+c c+a a+b 2
N a n b n c >9 3

b+c c+a a+b” 2

a n b n c >3

b+c c4+a a+b” 2

A igualdade ocorre se (b+c)?=(a+c)>=(a+b)?,istoéa=b =c.

5.3 Desigualdade Triangular

Sejam a,b € R*. Entao |a + b| < |al + |b].
E fato relativamente natural que num triangulo qualquer cada lado é menor que a
soma dos outros dois lados ou, o que nada mais é, cada lado é maior que a diferenca dos

outros dois lados. Com efeito, sendo a, b e ¢ as medidas dos lados de um triangulo, deve

valer:

a<b+c
b<a+c—ob—c<a
c<a+b—c—b<a.

Donde podemos escrever: [b—c| < a<b+c.
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Figura 5.4: Triangulo de lados a, b, ¢

FONTE: https://pt.wikipedia.org/wiki/Desigualdade_triangular

Equivalentemente, podemos reescrever tal desigualdade usando a notacao de modulo

(ou valor absoluto) para a e b nimeros reais quaisquer. Para isso definamos:

x,sex =0
x| =
—x, sex < 0.
Disto decorre que x = [x| ou x = —|x/|, e assim —|a] < a < |a] e —|b] < b < |b|.

Somando ambas as desigualdades simultaneas, membro a membro, chegamos a
—(la|+bl) < a+b < al+[b]

e assim |a + b| < |a| + [b|, chamada de desigualdade triangular para os nimeros a e b.
Bem como,

lal =[(a=Db) + bl <[a—bl+[b] .. |a] = [b] < |a — b

Afirmamos, agora, que dados niimeros nao nulos a,b e c, vale ainda a desigualdade

triangular. Com efeito,
la+b+cl <la+bl+c| < lal + [b] + [c].

Utilizando o método de Inducao Finita obtemos uma generalizagao da desigualdade
triangular, a saber: |a;+as+...+an] < laj|+las|+...+]lap/coma; e R,i=1,2,...,n.
Para qualquer quantidade de nimeros a condi¢ao de igualdade, na desigualdade tri-

angular, ocorre se, e somente se, aj, ds, ..., a, tiverem o mesmo sinal.
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Exercicio 17

(MUNIZ, 2013). Prove que, para todo x € R, tem-se

Ix — 1]+ x—2[+[x — 3| +... 4+ x—100] > 50

Uma solugao:

Usando o fato de que |a|+ |b| > |a — b| e agrupando os termos equidistantes da nossa

soma chegamos a
Ix — 1|+ |x — 100 > |(x — 1) — (x — 100)| = 99

X =2+ x—99 > [(x —2) — (x —99)| =97
x —3|+x—98 > |(x —3) — (x —98)| =95
Ix — 50l + |x — 51| = |(x — 50) — (x — 51)| = 1.
Somando sobre todas as desigualdades acima, e utilizando a férmula para os n primei-
ros nimeros impares (Usando Indugao Finita), mostra-se que

143+...+(2n—=3)+(2n—1)=n?%¥VneN,

obtemos [x — 1| +|x — 2| +x — 3|+ ... +[x —100] > 1+3+...4+ 97499 = 502. Pelo que
vimos acima, a mesma desigualdade é vélida para uma quantidade par (2n) de parcelas
n

2
e pode ser reescrita como segue |x — 1|+ [x — 2|+ [x — 3|+ ...+ [x —2n| > (§> )

Exercicio 18

Prove que se a, b e ¢ sdo as medidas dos lados de um triangulo e a? +b? =k - ¢, entao
1
prove que k > >

Solucgao:
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Pela desigualdade entre as médias quadratica e aritmética, sabemos que, sendo a e b

dois nimeros reais positivos, temos MQ > MA, ou seja

[a® +b? S a+b.
2 2

Aplicando a desigualdade triangular na qual |a + b| > |a| + |b] e ¢ < a + b, temos

k-c2=a?+1b?

- k-c?  a’+b? (a+b>2 (E)Z
2 2 7 2 2
2

& k>1



Capitulo 6

Desigualdades Geométricas no

Triangulo

Essas desigualdades na maioria dos casos tém como variaveis os comprimentos dos lados de
um determinado triangulo; ha também desigualdades em que aparecem outros elementos
do triangulo, como comprimentos de alturas, semiperimetro, area, raio do circulo inscrito
e circunscrito, etc. Primeiro, vamos introduzir as notagoes que serao utilizadas nesse

capitulo.

hqa, hyp, he - alturas desenhadas para os lados a, b, ¢, respectivamente.
o A-drea,

e p-semiperimetro,

e R- raio circunscrito,

e T- ralo inscrito.

Também observamos que as seguintes propriedades sao verdadeiras, e as apresenta-
mos sem comprovacao. A primeira desigualdade segue-se usando férmulas geométricas e
desigualdade das médias, e a segunda desigualdade segue imediatamente, por exemplo,

de acordo com o teorema de Leibniz.

Proposicao 6.1 Para um triangulo arbitrario, temos as seguintes desigualdades:
R>2rea®+b?+c* <IR%.

28
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Figura 6.1: Circunferéncia inscrita num triangulo

FONTE: https://matematica-para-todos.wikispaces.com/Explorando

Figura 6.2: Circunferéncia circunscrita num triangulo

FONTE: http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/formula-heron/

As desigualdades bésicas que dizem respeito aos comprimentos dos lados de um de-

terminado triangulo sao desigualdades bem conhecidas:
a+b>c,a+c>beb+c>a.

Mas também substituicoes 1teis e frequentes sao:

a=x+vy,
b=y+z,
c=z+x, ondex, y, z>0. (6.1)

A questao é se sempre ha ntimeros reais positivos x,y, z, de modo que as identidades
acima (6.1) sejam seguras e a, b, ¢ sdo os lados do triangulo. A resposta é positiva. Ou

seja, X, Y, z sao segmentos tangentes caidos dos vértices para o circulo inscrito do triangulo
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dado. De (6.1), obtemos facilmente isso:

at+c—>b a+b—c _b+c—a

e e R

e entao claramente x,y,z > 0.

Observagao: As substituigdes (6.1) sdo chamadas de substituigoes de Ravi.

Exercicio 19

Seja a, b, ¢ os comprimentos dos lados de um triangulo dado. Prove as desigualdades

3 a b C
<

= < 2.
2\b+c+a+c+a+b

Uma solugao:

a+b+c
2

a+ b > p. Da mesma forma, obtemos b4+ ¢ >p e a+ ¢ > p. Assim sendo

Se a+b > c, temos que 2(a+b) > a+b+c, logo a+b > e consequentemente

b C b ¢ 2
a a +__p:

+ + <—4+-—+=-= 2
b+c a+c a+b p p p p

Consideremos a desigualdade do lado esquerdo. Se denotarmos b +c¢ = x,a+c¢ =

Yy, a+ b =z, entao temos

a:z—i—y—x’b:z—kx—y’czx—ky—z
2 2 2
Consequentemente
a b c z+y—x z+x—Yy X+y—z
brc atc bra 2 2y T
logo
a b c 1/z z X X 1 3
+—— = (Z42 e 2 200 s) s teqeq2-3) =12
b+c a+c b+a 2\x x y y z x 2 2

como requerido.
Observacao: Como ja vimos no capitulo 2, a desigualdade do lado esquerdo é conhe-
cida como a desigualdade de Nesbitt, e é verdade para qualquer ntimero real positivo a, b

e C.
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Exercicio 20

Seja a, b, c os comprimentos laterais de um determinado triangulo. Prove a desigualdade

1 1 1 9
+ + > -
p—a p—b p—c p

Solugao: Uma vez que MA > MH temos:

(p—a)+(p—b)+(p—c) 3
3 2 1 + 1 + 1
( (

logo

N N S 9 9
(p—a) (p—b) (p—c)” (p—a)+(p—b)+(p—c) p

A igualdade ocorre se e somente se a = b = c.

Exercicio 21

Seja p e T o semiperimetro e o raio inscrito, respectivamente, em um triangulo qualquer.
Prove a desigualdade p > 3v/3r.
Solucgao:

Temos que 2p = a+ b + c¢. Aplicado a desigualdade MA > MG, obtemos:

b
%2 3a.b.c

& a+b+c=23-Va-b-c

Lembre-se que a area de um triangulo em funcao do raio circunscrito e do raio inscrito é

a-b-c
dad A=
ada por 4R

e A =P -1, respectivamente. Logo:
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& a+b+c>3Vabe
& 2p>3V4-A-R=23y/4-p-v-2-1 istoé, R=2-71.
& 2p > (34/8pr?)
&S 2p =2 (3\3/1)1‘2) , isto é,
& p=3yp 2
3
s pP> <3 y pr2>
& p? > 27pr?
& p?>2m?
& p=3V3n
Como queriamos demostrar.
A igualdade ocorre se e somente se a =b = c.
Outra solucgao:
Temos que
(p—a)+(p—b)+(p—c)
P Py —ap bl —cl. (6.2)
pois MA > MG.
Além disso, usando a féormula de Heron, temos:
A=+plp—a)p-b)p—c
& A=\(p-p—a) (p—b) (p—0))’
& A’=p-(p—a)-(p—b)-(p—c).
Portanto:
A2 2.2
(p—a)-(p—b) (p—c) =" =P T =p.+* (6.3)
p p
De (6.2) e (6.3) obtemos:
Ps - —b —
52 VP a)-(p—b)-(p—c)
< %> V/p 1
& p=3-yp-r
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isto ¢, como ja mostrado na solucao 1, obtemos:
p > 3V3r

A igualdade ocorre se e somente se a =b = c.

Exercicio 22

Provar que em todo triangulo a soma dos comprimentos das medianas é menor que o
perimetro e maior que o semiperimetro desse triangulo.
Solucao:

Tomemos um triangulo ABC qualquer, cujos lados medem a, b e ¢, onde m4, my eme

representam as medianas relativas aos respectivos lados desse triangulo e é o seu semi-
a+b+c
5 )

perimetro, ou seja p =

A D

Figura 6.3: Medianas de um triangulo

Seja AB=c¢, AC=0b, BC =a, AE = mg, BF =my, e CD = m.. Observe que:
(. 2 —— 2
AG=--AE=--m,
5) 23 m
BG=--BF=-"
?2) 32mb
—_ — . D:—‘
\CG 5 C 5 me

Em primeiro lugar vamos demonstrar que p < mq +my, +mc. Aplicando desigualdade

triangular nos triangulos AGB, AGC e BGC, temos:

;

AAGB: AG+ GB > AB

AAGC:AG+CG > AC

ABGC:BG + GC > BC.
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implicando em,

2
-ma+§-mb>c

2
'ma+§~mc>b

2
-mb+§-mc>a.

WINDWINW| N

Somando as trés inequagoes teremos:

4 m —i—4 m —i—4 m.>a+b+c=2
3 a 3 b 3 c — P
3
ma+mb+mc>1-2-p
3
ma+mb+mc>§«p>p.

Agora vamos prolongar AE até o ponto H de tal modo que AE = AH = m,

C H

Figura 6.4: Triangulo prolongado

Como CE = EB, segue que AAEB = AHEC e AAEC = AHEB. Assim, AB=CH =c¢
e AC = BH = b. Usando a desigualdade triangular no AACH , teremos:

AH < AC+ CH
= 2AE<b+c

= 2mg<a+b

Analogamente,

2mp < a—+c

2m. < a+b.
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Portanto, adicionando as trés desigualdades, obteremos:

Mg+mMpy+m.<b+c+a+c+a+b
2-(mg+mp+me)<2-(a+b+c)

Mg +mpy+me. <a+b+c.

Logo , provamos que

P <Mgq+mp+me < 2p.



Capitulo 7

Consideracoes Finais

O foco principal desse trabalho sao as “desigualdades”, na qual se buscou, por meio
de resolucoes de questoes, aborda-lo sobre o ponto de vista de sua aplicabilidade. Esse
estudo se deu por meio da observacao de varios livros e artigos cientificos dedicados a esse
tema e busca encorajar professores do ensino fundamental e médio a trabalha-lo em salas

de aula na preparacao dos alunos para olimpiadas matematicas.

Sou professor de matematica no IFMA e busquei trabalhar essas desigualdades nas
aulas preparatérias para a OBMEP e OBM. O resultado foi bastante satisfatério, pois per-
cebi um grande entusiasmo por parte dos alunos na resolugao de problemas que abordam
uma matemdatica mais provocadora, pratica e instigante. O tema “desigualdades”é ex-
tremamente grande e variado, mas procurei mostrar nesse trabalho, metodologicamente,
os conceitos de desigualdades que podem perfeitamente serem trabalhadas nas séries do

ensino basico.
Finalmente, acredito que o objetivo desse trabalho foi alcancado e deixo claro a

enorme satisfacdo e o prazer de realizar essa pesquisa sobre um tema tao rico da ma-

temaética.
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