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“Se te vendermos a nossa terra, ama-a como nos a amdvamos.
Proteje-a como nds a protegiamos. Nunca esquecas de como era
esta terra quando dela tomaste posse: E com toda a tua forca
o teu poder e todo o teu cora¢ao - conserva-a para teus filhos e
ama-a como Deus nos ama a todos. De uma coisa sabemos: o
nosso Deus é o mesmo Deus, esta terra € por ele amada. Nem

mesmo o homem branco pode evitar o nosso destino comum’” .

Cacique Seattle, 1854



Resumo

Este trabalho apresenta os principais métodos de deteccao de erros de transmissao de
sequéncias numéricas pelo calculo do digito verificador, incluindo na discussao os seguintes
topicos: tipos de erros, os métodos de deteccao pela Aritmética Modular e pelo grupo
diedral Djs, a eficiéncia de cada um e algumas aplicagoes reais. Este trabalho também

apresenta uma sugestao de abordagem desta tematica no Ensino Médio.

Palavras-Chave: Erros de transmissao, Digito Verificador, Eficiencia de Métodos, Pro-

posta para o Ensino.
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Abstract

This paper presents the main methods of detecting numerical sequence transmission errors
by calculating the check digit, including in the discussion the following topics: types of
errors, methods of detection by Modular Arithmetic and the Dihedral Group Ds, the
efficiency of each and some real applications. This paper also presents a suggestion to

approach this theme in High School.

Keywords: Transcription Errors, Check Digit, Efficiency of Methods, Proposal for Tea-
ching.
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Capitulo 1

Introducao

A sociedade moderna, tida como a sociedade da informacao, é altamente dependente de
nimeros e seus sistemas; nao ha nenhum setor economico ou social que nao fagca uso
de um sistema de numeracao proprio. Em particular, é bastante grande a quantidade
de sequéncias numéricas das quais depende qualquer cidadao atualmente: nimeros de

documentos, cédigos de barra, numeracao de veiculos e cargas, niimeros de celular, etc.

A codificacao ou representacao numeérica de informagoes e elementos, apesar da ex-
trema praticidade, estd exposta a alguns riscos em seu uso, entre os quais as falhas hu-
manas (erros de digitacdo ou de programagao) e as falhas nas maquinas (interferéncias,
ataques cibernéticos, etc.) durante a transmissao da informagao. Estas falhas podem ge-
rar grandes problemas. Um exemplo bastante comum sao os cédigos de barras, que serao
detalhados no capitulo 3. Exemplo: em uma situagao comum do cotidiano, quando um
atendente de um caixa digita o cédigo de um produto a méquina de registro (computador,
por exemplo) acusa um erro, provavelmente o caixa digitou pelo menos um dos digitos do
codigo errado. O erro cometido, se foi identificado, certamente faz parte do conjunto de

erros detectaveis pelo método do cédigo de barras.

Para enfrentar estes riscos, foram desenvolvidos mecanismos matematicos para detec-
tar estes erros (operagao com baixo custo computacional) e corrigi-los (com alto custo com-
putacional) nas sequencias numéricas. Este trabalho dard uma introdugao sobre os pri-
meiros mecanismos, trazendo os principais modelos, suas caracteristicas (como eficiéncia,
limitagoes e aplicagoes), exemplos, alguns conceitos de matematica que os fundamentam,

e duas propostas de abordagem para o tema no Ensino Médio.



1.1 Tipos de Erros de Transmissao

Cada método de detecgao de erros tem um poder de deteccao. Alguns mais eficientes
(que detectam uma grande quantidade de tipos de erros), outros menos (capacidade de
deteccao limitada). Os erros, neste contexto, podem ser classificados em categorias. Faz-
se necessaria, assim, uma breve discussao sobre quais 0s erros mais comuns a serem

cometidos na transmissao de uma sequéncia numérica.

Verhoeff em [11] elaborou uma tabela (1.1), baseada em trabalhos empiricos, que lista

alguns tipos de erros de transmissao e sua frequéncia relativa.

Tipo de Erro Configuracao Frequéncia percentual
Erros singulares a0 b 79,1
Transposicao de algarismos adjacentes | ...ab...— ...ba ... 10,2
Transposicoes intercaladas ...abc ...~ ...cba ... 0,8
Erros gémeos ...aa ... ...bb... 0,5
Erros fonéticos - 0,5
Erros gémeos intercalados ...aba...— ...cbc ... 0,3
Outros tipos - 8,6

Tabela 1.1: Tipos de Erros.

Nos erros singulares, gémeos e gémeos intercalados, valores sao arbitrariamente subs-
tituidos por outros; nos erros de algarismos adjacentes e intercalares, somente a ordem
é alterada; os erros fonéticos decorrem de particularidades de um idioma. Um exemplo
seria o fato de, em inglés, confundir-se foneticamente eighteen (18) com eighty (80). Em
portugués, apesar de bem raros, podem ocorrer casos como, ao querer transmitir ‘1077,
o emissor leia 10 e 7, e o receptor entenda 17. O trabalho de Verhoeff também mostrou

que dificilmente ocorrem dois erros simultaneos em uma operacao.

1.2 Digito Verificador

As técnicas mais difundidas de deteccao de um erro na transmissao de uma sequéncia
de nimeros se baseiam no digito verificador, um digito que é acrescentado (na tltima

posicao, em todos os principais sistemas) a uma sequéncia inicial de digitos e é determi-
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nado a partir destes primeiros. A maneira pela qual este digito verificador é calculado
determina sua eficiéncia como ferramenta de detecgao de erros (quanto mais tipos de erros
detectados, maior a eficiéncia).

Quando é cometido um erro na transmissao de uma sequéncia numérica, gera-se uma
sequéncia-erro. Se, ao calcularmos o digito verificador desta sequéncia-erro por um
método, o digito resultante coincide com o digito verificador da sequéncia correta, entao
considera-se que o método nao detecta aquele erro. Caso contrario, se o calculo do digito
verificador da sequéncia erro apontar um valor diferente do digito da sequéncia correta,

entao o método usado detecta o erro cometido.

Este trabalho apresentara trés métodos de obtencao do digito verificador, dois baseados

na Aritmética Modular, e um baseado em simetrias de poligonos (usando o grupo diedral

D5)I

1. A aritmética modular, baseada na teoria das congruéncias, fornece as duas mais
populares técnicas de obtencao de digito verificador. Em ambas, o digito verificador
de uma sequéncia é a solugao (inica) de uma equagao de congruéncia. A cons-
trucao desta equacao se faz por meio de um vetor de pesos (sequéncia fixa adotado
para todos as sequéncias do sistema, pré-definida) ou uma permutacdo do conjunto

de digitos usaveis na sequéncia. Estes métodos sao o tema do Capitulo 3.

2. O grupo diedral D5, por sua vez, permite obter o digito verificador como solucao de
uma equacao construida sob uma permutacao conveniente dos digitos usados nas
sequéncias de um sistema, nao usando os conceitos de congruéncia. Seu modelo é
mais eficiente que os primeiros, mas é computacionalmente mais exaustivo, o que
em parte justifica sua popularidade limitada. O grupo D5 e o método de Verhoeff

sao abordados no Capitulo 4.

Consideremos, por convencao prépria, o conjunto dos algarismos indo-arabicos {0, 1,2, ...,9}

como 2.



Capitulo 2

Fundamentacao Matematica

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados importantes sobre Teoria dos Niumeros

e Geometria Analitica necessarios para os capitulos subsequentes.

2.1 Alguns resultados aritméticos

Teorema 1. (Teorema da Divisao) Sejam a e b inteiros positivos. FEzistem nimeros
mteiros q e r tais que

a=bg+r e 0<r<hb.

Além disso, q e r sao unicos nas condicoes dadas acima.
Demonstragao. Disponivel na pégina 55 de Hefez [5]. n

Nos termos acima, os valores a, b, ¢ e r sao chamados de dividendo, divisor, quociente

e resto, respectivamente.

Exemplo 1. Tomando os nimeros a =51 e b =8, temos que os unicos valores naturais

qg > 0,0 <r <8 que satisfazem a equacdo 51 =8¢+ r sdo ¢ =6 er = 3. 0O

Lema 1. (Lema de Gauss) Sejam a,b e ¢ nimeros inteiros. Se albc e mdc(a,b) = 1,

entao alc.
Demonstrac¢ao: Disponivel na pagina 96 de Hefez [5]. [
Lema 2. Se0<a< b< c<d, entaoc—b<d—a.

Demonstragao: Segue diretamente do fato que d —a = d+ (—c+c¢) + (=b+b) —a =
(d=c)+(c=b)+(b—a)>c—0. n
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Lema 3. Em cada sequéncia de k nimeros naturais consecutivos (crescente ou ndo),

existe um, e somente um deles que € multiplo de k.

Demonstracao:

Considere uma sequéncia crescente (o caso de uma sequéncia decrescente é analogo).
Seja M o maior nimero da sequéncia. Consequentemente, (M — k) + 1 é o menor deles.
Note que M > k, pois o menor elemento da sequéncia é maior ou igual que 1, logo:

M-k)+1>1=M-k>1-1—=M-k>0= M > k.

EXISTENCIA: Se for M = k, entdo ele é o miultiplo de k& procurado. Se for M > k,
entao, pelo Teorema da divisao, existe ¢ > 0 tal que M = k-qg+r,com 0 <r < k. O

valor procurado é M — r (que faz parte da sequéncia de k digitos proposta), pois temos

M—-—r=%k-q.

UNICIDADE: Suponha que existam dois valores a, b na sequéncia que sejam multiplos
de k. Admita b > a, b = kby e a = kag. Como a diferenca entre dois elementos da
sequéncia nunca é maior que a diferenca entre o maior e menor elemento dela (conforme
Lema 2), temos 0 < b—a = k(bp —ap) <M — (M —(k—1)) =k —1= k(by — ap) <
k—1< k= k(by—ag) < k= by—ayg < 1, uma contradigao com fato de ag e by serem

ambos naturais. -

Exemplo 2. A sequéncia 12, 13, 1/, 15, 16, 17, 18 de 7 nimeros naturais consecutivos

tem apenas um unico multiplo de 7, a saber o 14. 0O

2.2 Relacoes de Equivaléncia

Considere um conjunto X nao vazio e uma relacao ~ entre seus elementos. Esta relacao

¢ chamada relagcao de equivaléncia se satisfaz a trés propriedades, para x,y,z € X:
(a) propriedade reflexiva: x ~ z.

(b) propriedade simétrica: se x ~ y, entao y ~ .

(c) propriedade transitiva: se z ~ y, e y ~ z, entdo x ~ z.

Exemplo 3. A relacao de igualdade em qualquer conjunto nao vazio é uma relagao de

equivaléncia. 0O



2.3 Congruéncia

Definicao. Sejam a,b ntimeros inteiros e m > 1 um numero natural. Dizemos que a é
congruente a b médulo m, representando por a = b(mod m), se os restos das divisdes

tanto de a como de b por m, pela divisao euclidiana, forem iguais.

Exemplo 4. Como os restos das divisoes de 55 e 87 por 8 sao ambos iguais a 7, entdao

87= 55 (mod 8). 0

Quando dois valores a, b nao forem congruentes entre si, dizemos que a é incongruente
a b médulo m e representamos por a # b(mod m). Alguns resultados importantes obtidos

diretamente da definicao de congruéncia sao apresentados a seguir.

Proposicao 1. Suponha que a,b,m € Z. Tem que a = b(mod m) se e somente se m|b—a.

Em particular, se a = 0(mod m), entdao m|a.

Demonstra¢ao: (=) Se a = b(mod m), entao existem ¢, g, e r inteiros (0 < r < m) tais
que a = mq, +7 e b=mq, +r. Entao temos b —a =mq, + 1 — (mq, +7) = m(q — qa),
o que equivale a afirmar que m|b — a.

(<) Sejaa=mq +1" eb=mq" +r", com 1 <m er” <m, conforme o Teorema
da divisao. Se m|b— a, entdao m|(mq +1') — (mq" +r") = m|m(¢ —¢") + (r' —r") =

m|(r" —7r"). Mas m|(r" — ") = 1" =1". Logo a = b(mod m). ]
Proposicao 2. A relagio de congruéncia € uma relacdo de equivaléncia.

Demonstracao: Devemos mostrar que a relacao de congruéncia respeita as trés proprie-

dades da secao 1.2. Sejam entao a,b,c,d € Z e m > 1.

(a) a = a(modm).

Uma vez que m|0, entdo m|a — a, resultando consequentemente em a = a(mod m).

(b) Se a = b(mod m), entao b = a(mod m).

Se m|n, entao m| — n, para qualquer n € Z. Consequentemente, se m|a — b, entao

m|b — a.

(¢) Se a =b(modm) e b= c(modm), entdo a = c(mod m).

Se m|(a — b) e m|(b — ¢), entao m|[(a — b) + (b — ¢)], logo m|(a — ¢). ]
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Proposicao 3. Sejam a,b,c,d € Z, com m > 1. Entdo sdao vdlidas as sequintes proprie-
dades:
1. Se a = b(modm) e ¢ = d(mod m), entado a + ¢ = b+ d(mod m).
Demonstragao. Como m|[(b— a) 4 (d — ¢)], entdo m|[(b+ d) — (a+¢)], daf a + ¢ =
b+ d(mod m).
2. Se a = b(modm) e ¢ = d(mod m), entdao a — ¢ = b — d(mod m).

Demonstra¢ao. Analoga a demonstracao do item anterior.

3. Se a = b(modm) e ¢ = d(mod m), entdo ac = bd(mod m).

Demonstracao. Pela identidade bd — ac = d(b— a) 4+ a(d — ¢), e pelo fato de m|b—a

e m|d — ¢, temos que m|bd — ac. ]

Outros 4 resultados importantes, no contexto de congruéncia, sao apresentados nas pro-

posicoes a seguir.

Proposicao 4. A equagdio de congruéncia R + x = c(modm) tem solugdo unica em

X ={0,1,2,..,m—1}, para R >0 fixzo, c >0 em > 1.

Demonstragao: Observe que R+ x — ¢, com x € X, representa uma colecao de m valores
consecutivos {R—¢,R—c+1,..,R—c+m—2,R—c+m— 1}. Pelo Lema 3 apenas um

destes valores ¢ divisivel por m. n

Os elementos do conjunto de nimeros R + x — ¢ descrito acima tém por restos de sua
divisao por m os valores 0,1,2,3,...,m — 1 (ndo necessariamente nesta ordem, mas pre-
servando sua ordem circular); todo conjunto com esta caracteristica é chamado sistema
completo de residuos médulo m. Quaisquer dois elementos deste conjunto sao incongru-

entes modulo m entre si.
Proposicao 5. Se a+b = 0(mod m) e a = 0(mod m), entao b = 0(mod m), param,b > 0.

Demonstragao: Se b = 0 nao ha o que fazer. Considere entao b # 0. Se a+b = 0(mod m),
Jd; € Z tal que a +b = m - d;. Analogamente, se a = 0(modm), ds € Z tal que

a =m - dy. Dai:
b=(a+b)—a=m-dy —m-dy =m(dy —dy).

o que garante que b = 0(mod m), pois d; — dy # 0. n



Proposigao 6. Se a + b # 0(mod m) e a = 0(mod m), entdo b # 0(mod m).

Demonstracao: Se tivéssemos a = 0(mod m) e b = 0(mod m), pelo item 1 na Proposicao

3, terfamos a + b = 0(mod m), uma contradicao. m

Proposicao 7. Sejam m e p nimeros inteiros, e s € {1,2,....,m — 1}. Entdo ps #

0(mod m) se, e somente se, mdc(p,m) = 1.

Demonstracao:
=) Suponha por absurdo que mdc(p,m) = g > 1. Sejam k,, = m ek, = ]2 Entao
(=) Sup p q p q j p
q q
p-m _p

pkpy=——==-m=k, - m = m|p-k, = p-k, = 0(mod m), uma contradicao.
q q

(<) Se mde(m,p) = 1, entdo m t p. Suponha que ps = 0(mod m), entao m|ps, mas
como m t p, temos que m | s, pelo Lema de Gauss. Mas isto é uma contradi¢ao, pois

s < m. |

2.4 Produto Interno

Considere dois vetores ¥ = (vq, Vg, ..., V) € W = (wy, Wy, ..., w,). Define-se como produto

interno de ¢ e w, denotado por ¥ - W, o nimero real obtido pelo somatério:

n

g Vi Wy = V1 + W1 + Vg - Wy + ... + Uy * Wy
i=1

Este conceito pode ser aplicado a qualquer par de sequéncias que possam ser aritme-
ticamente interpretadas como vetores. Uma importante propriedade de produto interno

é a comutatividade: U - W = w - v.

Exemplo 5. O produto interno dos vetores d = (2,2,3,4) e b = (0,3,2,9) € a- b =
2:042-34+43-244-9=04+6+6+4 36 = 48. 0

2.5 Permutacoes

Definicao 1. Seja X wum conjunto finito de nimeros naturais. Uma permutacao ¢ do

conjunto X € uma bije¢ao da forma ¢ : X — X.

Exemplo 6. A expressao abaizo representa uma permutacao o da forma o : X — X,

para X ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.



0123456789
058269 3741

Nesta permutagdao temos 0(0) =0, o(1) =5, 0(2) =8, ..., 0(9) = 1. 0

Permutagao é uma operacao que poder ser composta. Referindo-se ao exemplo an-
terior, podemos ter, por exemplo, o(c(1)) = o(5) = 9. Podemos escrever o(o(1)) como
02(1). Outro exemplo: o(a(co(a(3)))) = 6 pode ser escrito como ¢*(3) = 6. Esta serd
a notagao usada no decorrer deste trabalho. Para um estudo mais detalhado, temos

Gongalves [4].

2.6 Grupos

Definigao. Um grupo é um conjunto G # ) no qual estd definida uma operacao *, da

forma

x:GxGE—G.
(a,b) = a*b.
que satisfaz as seguintes propriedades:
(a) Associatividade: dados a, b, ¢ € G, temos que:

ax(bxc)=(axb)x*c

(b) Elemento neutro: existe um elemento e € G tal que para todo a € G temos:

axe=exaq=a.

(c) Elemento inverso: dado um elemento a € G qualquer, existe um elemento o’ € G
(o inverso de a) tal que:

axad =d xa=e.

Um grupo G no qual a operagao * é comutativa (isto é, para quaisquer a,b € G, a * b =
b * a) é chamado abeliano. O nimero de elementos de um grupo é chamado de ordem

de um grupo. Como referéncia mais detalhada, temos Coutinho [1].

Exemplo 7. Os inteiros, racionais, reais e complexos sao grupos para a soma. Jd para a
multiplicacao sao grupos os racionais nao nulos, os reais mao nulos e os compleros nao

nulos. 0O



Capitulo 3

Digito Verificador e Aritmética

Modular

Neste capitulo serd discutido inicialmente o método de obtencao de digitos verificadores

por vetor de pesos, e na sequéncia o método que usa permutagao.

3.1 Digito Verificador por Vetor de Pesos

A maioria dos sistemas é composto por sequéncias numéricas com o mesmo numero de
digitos, sendo que na maioria estes digitos sao os algarismos indo-ardbicos (elementos de
Qy9). Considere entao uma sequéncia dydsds...d,,_y de n — 1 digitos, pertencente a um

sistema de codigos numéricos. A ela podemos associar um vetor v, da forma
v = (dl, dQ, dg, ceey dnfl),

e ao sistema um outro vetor, da forma
A= (/\1, /\2, /\3, ceey )\n—l)-

Ao primeiro vetor, daremos a denominacao de vetor de identificagcao ou vetor ca-
racteristico da sequéncia. Ao segundo vetor, daremos o nome de vetor de pesos do

sistema.

Definigao. Considere um vetor de pesos A = (A1, Ao, A3, ..., \,—1) de um sistema e um
vetor v = (dy,dy, ds, ...,d,,—1) caracteristico de uma sequéncia qualquer, ambos com n — 1

coordenadas (todas naturais), e os nimeros naturais ¢, A, e m, com m > d; para todo i.

10
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Define-se por digito verificador, niumero de verificacdo ou nimero de controle qualquer

elemento z € N, z < m, que seja solucao da equacao de congruéncia

(Anz + ”i \id;) = ¢(mod m). (3.1)

~ —1 , .
A expressao Y ., \d; tem por resultado um ntmero natural, e pode ser reescrita

usando a notagao de produto interno (ver secao 2.5):

Desta forma, podemos reescrever o somatério do primeiro membro da expressao (3.1)

e representa-lo da forma

A + A - v = c¢(mod m).

Unicidade do digito verificador

A maioria das aplicagoes do conceito da digito verificador (inclusive as que serdo
abordadas neste trabalho) toma como coordenadas de v e de A os algarismos indo-arabicos
(Q0),c=0e A\, =1.

Nestas condigoes (A, = 1 e ¢ = 0), pela Proposicao 4. (pagina 07), a solugao da

equacao (3.1), sempre existe e é inica, pois a expressao (3.1) pode ser reescrita da forma
z+ A-v=0(mod m),
tomando R = \ - v.

Calculo do digito verificador.

Na pratica, os sistemas que usam digito verificador por vetor de pesos incorporam o
valor A, como a tultima coordenada de seu vetor de pesos, e o digito verificador = como
a ultima coordenada do vetor caracteristico, pondo x = d,,. Assim, o vetor de pesos de
um sistema que usa sequéncias de n digitos tem um vetor de pesos com n coordenadas.

Nestes termos, temos que = = d,, é um digito verificador se

Av= Z)‘idi = c¢(mod m).

=1
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Exemplo 8. Calcule o digito verificador k da sequencia 54638376k, com modulo 11, vetor
de pesos X = (3, 2,1, 3, 2,1, 8,2, 1) ec =35.

Solugao: Tomando o somatério Y ., \id; como produto interno de A com o vetor

caracteristico da sequéncia v = (5,4,6,3,8,3,7,6,k), (com k = d,,) temos:

A‘U:(37271737271737271).(574767378737776’k)
=3-5+2-4+1-6+3-3+2-84+1-3+3-74+2-6+1-k
=15+8+6+9+16+3+21+12+F

=90 + k.

A tnica solugao positiva da equacao 90+k = 5(mod 11) em €y é 3. Logo, a sequéncia

completa é ¢ = 546383763. 0
Como um digito verificador detecta um erro?

Quando se comete um erro de transmissao de uma sequéncia numérica de um sistema,
geramos uma sequéncia-erro. Chamemos de v o vetor caracteristico da sequéncia original

e vg o vetor caracteristico da sequéncia-erro.

Para a sequéncia original (correta) temos naturalmente que A - v = ¢(mod m). A
sequéncia-erro, por sua vez, tem por produto interno A - vg, para o qual temos duas

possibilidades:

1. Se tivermos A -vg = ¢(mod m), entdo o digito verificador obtido como solugao desta
equagao é o mesmo obtido a partir da sequéncia original, e neste caso afirmamos

que o erro cometido nao foi detectado.

2. Se tivermos \-vg # c¢(mod m), entao o digito verificador obtido como solugao desta
equagao nao ¢ o mesmo obtido a partir da sequéncia original, e neste caso afirmamos

que o erro cometido foi detectado.

Exemplo 9. Considere um sistema de sequéncias numéricas que possuam 7 digitos, sendo
6 proprios do sistema e o ultimo sendo um digito verificador. Suponha que ele use vetor

de pesos A = (1,4,4,5,5,7,1), m=9 ec= 3.

1. A sequéncia 2409728 pode ser usada no sistema, pois tomando v = (2, 4, 0, 9, 7,
2, 8) e o A fornecido, temos que, de fato, - v = 120, e 120 = 3(mod 9).
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2. Suponha que tenha ocorrido o erro singular 7 — 0, na 5% posicao da sequéncia do
item anterior. Temos assim o vetor-erro vy = (2, 4, 0, 9, 0, 2, 8), para o qual
A-vg = 85. Como 85 # 3(mod 9), este erro é detectado pelo método do sistema

em questao.

3. Suponha que tenha ocorrido a transposi¢ao adjacente dos dois ultimos digitos da
sequéncia em questao, gerando assim a sequéncia-erro 2409782 e consequentemente
o vetor erro vy = (2, 4, 0, 9, 7, 8, 2), para o qual temos que X\ - vg = 156. Como

156 = 3(mod 9), este erro ndo é detectado. 0

Proposicao 8. Considere uma sequéncia (dy,ds,ds, ...,d,_1,d,) qualquer de n coorde-
nadas (todos elementos de ), da qual d,, seja o digito verificador, e um método de
detec¢ao de erros com wvetor de pesos A = (1,1,1,...,1,1), com n coordenadas, e m =
10. Este método detecta corretamente todos os erros singulares (a), mas nenhum erro de

transposicao (b).

Demonstragao: (a) Suponha que tenha ocorrido o erro singular d; — dg (troca do
digito d; da i-ésima coordenada por um digito diferente dg) na sequéncia, gerando uma
sequencia-erro com vetor erro vg, e que o método nao o tenha detectado. Temos entao

que:

ANv=di+do+..+d;+..+d, =0(mod 10) (3.2)

ANvg=di+de+..+dg+..+d, =0(mod 10). (3.3)

Somando (3.2) com a expressao oposta de (3.3), temos, pelo item 2 da proposigao 3
(pagina 07), que:
Av—ANvg=d; —dg =0(mod 10).

Como 0 < d;,dg < 10, entéao d; — dg = 0(mod 10) <= d; = dg, uma contradicao.

(b) Como todas as coordenadas do vetor de pesos sao iguais a 1, temos > . | \id; =
>, di. Qualquer erro de transposi¢ao (mais que isso, qualquer reordenagao que se faga

das coordenadas do vetor caracteristico) gera uma vetor vy para o qual A-vg = A-v, logo
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A-vg = 0(mod 10) (pela comutatividade da adi¢ao), nao alterando a validade da equagao

de congruéncia e, consequentemente, nao possibilitando a deteccao do erro. [

Nas secoes seguintes, serao apresentados alguns sistemas que usam sequéncias numéricas

e tém o digito verificador como ferramenta de detecgao de erros.

3.1.1 Codigos de Barra no sistema EAN-13

Os cédigos de barras sao uma categoria de codigos de catalogacao de mercadorias e servigos
(ex.: boletos bancérios, cartoes de acesso, etc.), todos baseados inicialmente no modelo
UPC (Universal Product Code), proposto em 1973 por George J. Laurer e colaboradores
(funcionérios da IBM, International Business Machines, grande empresa de informética),
e inicialmente usado nos EUA e Canada. Nas décadas seguintes surgiram algumas vari-
antes, como 0 EAN-13 (European Article Numbering System) e o JAN (Japanese Article

Numbering System). O UPC e o EAN-13 sao os mais usados comercialmente.

O sistema EAN-13 utiliza 13 digitos, sendo 2 ou 3 para identificar o pais de origem
de um produto, os 4 ou 5 seguintes para identificar o fabricante do produto, os 5 digitos
seguintes identificam o produto em particular, e o tltimo nimero é o digito verificador.
Produtos brasileiros, por exemplo, sempre se iniciam pela sequéncia 789. A figura 3.1

ilustra o cédigo de barras de um produto brasileiro.

891000"140307

/7/ o

. NL’IIIEH.EI‘OS Niimeros Ntimeros Digito
1denuflcac’lorcs identificadores identificadores verificador
do pais do fabricante do produto

Figura 3.1: Cdédigo de barras do modelo EAN-13.

Para calculo do digito verificador, o sistema EAN-13 utiliza o vetor de pesos A\ = (1,

3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3, 1), c= 0 e m =10.
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Exemplo 10. Verifique que o digito verificador do cddigo de barras acima € realmente 7.

Solugao: Tomando v = (7,8,9,1,0,0,0,1,4,0,3,0,z)e A=(1,3,1,3,1, 3,1, 3,
1,3, 1, 3, 1), mostremos que x = 7. Com efeito, temos que:
Av=(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) - (7,8,9,1,0,0,0,1,4,0,3,0, z) =
1-7+3-84+41-94+3-1+1-0+3-04+1-0+3-14+1-443-0+1-34+3-0+1-2=
T+24+9+3+04+04+0+3+4+0+3+0+a=

=53+ 2 = 0(mod 10).

A tnica solu¢ao em €y da equacao 53 + x = 0(mod 10) é x = 7, confirmando a

validade do digito. 0

Dois resultados bastante interessantes sobre a detecgao de erros do sistema EAN-13
sao apresentados a seguir. Para eles, considere A = (1,3, 1,3, 1,3,1,3,1,3, 1,3, 1) e
um vetor caracteristico v = (dy, ds, ..., d13) de uma sequéncia em EAN-13, considerando

d13 como sendo o digito verificador.

Proposicao 9. Toda transposicao adjacente é detectada pela verificacao do EAN-13 se,

e somente se, |d; — d; 1| # 5.

Demonstracao: Suponhamos que a transposicao tenha ocorrido com o vetor original com
d; na posigdo par e d;;; na posigdo fmpar (o caso contrério é andlogo), gerando um

vetor-erro da forma vg. Temos entdo:

Somando (3.5) a oposta de (3.4), temos
A VE — AU = 3di+1 + dl - (3dz + di+1) = A\ VE — AU = 2<di+1 - dz) (36)

(=) Provemos que, se |d;y1 — d;| = 5, entdo o erro nao ¢ detectado. Com efeito, se

|div1 — d;| = 5, entdo d; 1 — d; = £5, logo 2(d;11 — d;) = £10 e entao, por (3.6)
Avg — v = =£10.

Logo temos que:

A-vg —A-v=10(mod 10) = 0(mod 10).



16

Mas A -vg — A -v = 0(mod 10) = X -vg = 0(mod 10), pela Proposigdo 5 (pagina 07).

Por sua vez, A - vy = 0(mod 10) implica que o erro nao é detectado.

(<=) Suponha |d;;1 — d;| # 5. Se os digitos d; e d;;; forem iguais, ndo hé erro cometido;
se sao diferentes, entao 2|d; 11 — d;| # 10, ou seja 2|d; 11 — d;| € {2,4,6,8,12,14,16,18} e,
portanto, 2(d; 11 — d;) # 0 (mod 10).

Mas isto (pela expressao 3.6) equivale a afirmar que A - vg — A-v #Z 0 (mod 10), o
que, também pela Proposigao 5 (pagina 07), forga A - vg #Z 0(mod 10), resultando assim

na deteccao do erro. [

Proposicao 10. A wverificacao do EAN-13 nao detecta transposi¢cdo nao adjacente d; e

d; se a diferenca i — j for par.
Demonstracao: Observe inicialmente que

)\U:1d1+3d2+1d3++3d12+1d13:

3(d2+d4++d12>+1(d1+d3++d13>:
6 7
30> dau) + (O dor). (3.7)
k=1 k=1

Se a diferenca i — j é par, entao ou sao os indices i, j ambos pares, ou ambos fmpares.
Suponha entao que houve uma transposicao entre dois digitos de posi¢do par (o caso
para impares é andlogo), gerando um vetor-erro vg. Nesta circunstancia, nenhum dos
somatorios da expressao (3.7) acima tem valor alterado, pela comutatividade da adigao.
Logo

Avg=X-v=0(mod 10),

e o erro nao €, portanto, detectado. [

De maneira mais geral, qualquer reordenagao dos digitos de posi¢ao par (de modo que,
apds a reordenacao, ainda permanegam todos em posigdes pares) de uma sequéncia em
EAN-13 néao ¢ detectada pelo método deste sistema; o mesmo ocorre (maneira andloga)
com os digitos de ordem impar. Mais que isso, ainda que os digitos de ordem par e
fmpar reordenem-se entre si simultaneamente (preservando, contudo, a paridade de suas

posigoes), estes erros nao sao detectados pelo método usado no sistema do EAN-13.

Exemplo 11. Considere a sequéncia ficticia 2250432810359 do EAN-13. Para ela temos
v= (2,250, 4,83 2,8 1,0,8 5, 9)eX-v=80.
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1. Suponha ter havido uma transposi¢ao adjacente entre o 3° e o 4° digitos (observe
que |5 — 0| = 5), gerando a sequéncia-erro 2205432810359 e consequentemente o
vetor erro vg = (2, 2, 0, 5, 4, 3, 2,8, 1, 0, 3, 5, 9). Temos que A-vg =90. Como

90 = 0 (mod 10), o erro cometido nao foi detectado.

2. Suponha agora ter havido uma transposi¢ao entre o 5° e o 9° digitos (note que ambos
de posi¢ao impar, e diferenca de indices evidentemente par). Este erro gera uma
sequéncia-erro 2205132840359, com respectivo vetor vg = (2, 2, 0, 5, 1, 3, 2, 8, 4,
0, 3, 5, 9). Para este vetor temos que X\ - vy = 80, e consequentemente este erro

também nao € detectado. 0O

3.1.2 CPF, CNPJ no Brasil

O CPF (Cadastro Nacional de Pessoa Fisica) é o mais importante documento pessoal
dos cidadaos brasileiros. Ele tem 11 digitos, sendo 9 atribuidos pelo sistema, e 2 digitos
verificadores. O primeiro digito verificador é calculado sobre os nove primeiros usando o
vetor de pesos \; = (10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1), e o segundo digito é calculado usando
os dez primeiros (inclusive o primeiro digito verificador) e seu vetor de pesos Ay = (11,
10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1), ambos usando m = 11. No entanto, esse método tem uma
limitagao: a solucao da equacao de congruéncia gerada pode ser 10. Nesse caso, poe-se o
0 como digito verificador, sem a necessidade de um simbolo adicional para representar a

solucao 10 obtida.

O CNPJ (Cadastro Nacional de Pessoa Juridica), documento fiscal brasileiro, ¢é se-
melhante ao CPF, e usa uma sequéncia numérica com 14 digitos, sendo os 12 primeiros
atribuidos pelo sistema, o 13° é o primeiro digito verificador (com m = 11) dos 12 primei-
ros, e 0 14° é segundo o digito verificador, (também com m = 11) dos 13 anteriores, com
vetores de peso Ay = (5,4, 3,2,9,8,7,6,5,4,3,2, 1) ey =(6,5,4,3,2,9,8, 7,6, 5,

4,3, 2, 1), respectivamente.

Como no caso do CPF, se a solucao da equagao de congruéncia for 10, poe-se 0 como

digito verificador.

Exemplo 12. Calcule os dois digitos verificadores x1,xs de um CPF ficticio cujos 9

primeiros digitos sejam 123103107
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Solugdo: Pondo v; = (1, 2,3, 1,0, 3, 1,0, 7, 1), para o calculo do primeiro digito

temos:

A - v = (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1) - (1,2,3,1,0,3,1,0,7, 27)
=10-1+9-24+8-3+7-1+6-0+5-3+4-1+3-0+2-7T+1-24
=10+18+244+7+0+15+4+0+ 14+ 2y

Como a tnica soluc¢do da equagao 92 + x1 = 0(mod 11) é x; = 7, o CPF em questao
é, até o momento, 1231031037x. Para o cédlculo do segundo digito, pondo v, = (1, 2, 3,

1,0,3,1,0,7, 7, z3) temos:

Ao - vp = (11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1) - (1,2,3,1,0,3,1,0,7,7, 2)
=11-1+10-2+9-3+8-1+7-04+6-3+5-14+4-04+3-7T4+2-T+1-29
=114+20+27T+8+0+184+5+0+21 +14 + 29

Como a unica solugao da equagdo 124 + xo = 0(mod 11) em Q49 é 25 = 8, 0 CPF em

questao, completo, é 12310310778. 0

3.1.3 ISBN

ISBN ¢ a sigla de ‘Internacional Standart Book Number’, um sistema que usa sequéncias
de 11 digitos (10 atribuidos pelo sistema e o tltimo sendo o digito verificador), um vetor
de pesos A = (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1), ¢ = 0 e m = 11 para catalogar obras bibliograficas

em ambito mundial.

Exemplo 13. Calcule o digito de verificacio w de um livro ficticio com nimero ISBN

7-5465-1132-w.
Solugdo: Tomando v = (7,5,4,6,3,1,1,3,2,w), temos

Av=10-74+9-54+8-44+7-64+6-3+5-1+4-1+3-3+2-2+1-w
=70+45+4+32+42+184+5+4+9+4+w
=229 + w.
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A tnica solu¢do w para a equagao 229 + w = 0(mod 11) em Q59 é w = 2. Logo, o

nimero ISBN completo do referido livro é 7-5/63-1132-2. 0O

O ISBN possui uma limitacao de digitos. Por exemplo, se fossemos calcular o digito
verificador z da sequéncia 4-40043379-z, teriamos que z precisa ser a solucao de 166+ z =
0(modl11), ou seja, z = 10. Mas como 10 ¢ Qyq, usa-se, para representéd-lo, a letra X. O
ISBN em questao seria 4-40043379-X. Este problema também ocorre com o os sistemas
do CPF e do CNPJ. Nestes, no entanto, se adota o 0 como digito verificador, em vez da

adogao de um simbolo adicional.

3.1.4 Poder de Deteccao de Erros com Vetor de Pesos

O digito verificador, como ferramenta de deteccao de erros em um sistema, tem sua
eficiéncia avaliada diretamente pelos tipos de erros que consegue detectar. Para o método
que usa vetor de pesos, a escolha, aleatéria ou nao, do valor m e do vetor de pesos A
influencia na capacidade de detecgao do método. O teorema seguir mostra como se da

esta influéncia.

Teorema 2. Sejam m > 1 um nidmero natural e X = (A1, Mg, ...\,) um vetor de pesos.
Considere um vetor caracteristico v = (dy,ds, ...d,), com d; < m quando i € {1,2,...n},
para 0S8 quUais

A-v = MNdy + Aads + ... + A\ud,, = 0(mod m).

Entao
(a) Todo erro singular em v sé serd detectado se mde(N;, m) = 1, parai € {1,2,...n}
(b) Todo erro de transposicio da forma

UV VU

serd detectado se e somente se mdc(\; - A\j, m) = 1.

Demonstragao. (a) Suponha ter havido um erro singular no qual o digito errado tenha
sido na posi¢ao j, com a troca d; — dg, gerando um vetor erro da forma vg, e que o

erro foi detectado; logo:

Xvg=A-di+Adot... 4N -dp+ ...+ N\ dy. (3.9)
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Consequentemente:

A-v = 0(mod m). (3.10)
A-vg # 0(mod m). (3.11)

Subtraindo (3.9) de (3.8):
Av—\vp = Nd; — Ndp = A\(d; — di).
Pela Proposicao 6 (pagina 8), aplicada aos resultados (3.10) de (3.11), temos:
A-v—X-vg # 0(mod m).

Logo, temos que

Aj(d; —dg) # 0(mod m).

Como d; — dj < m, pelas hipdteses da Proposicao 7., pagina 08., a equacao \;(d; — dg) #
0(mod m) s6 é verdadeira se, e somente se, mdc(Aj,m) = 1 (tome s = d; —d;j e p = ).
Como o erro singular pode ocorrer em qualquer posicao da sequéncia, tem-se a plena

validade do resultado apresentado.

(b) Suponha que tenha ocorrido a permutacdo entre os digitos d; e d;, gerando uma

sequencia-erro de vetor vg. Temos assim:

Subtraindo (3.13) de (3.13), temos:

Av—A-vg =
(Nads — Nidy) + Oy — Mjdy) =
Aildi — dj) — Aj(d; — dj) =

(N —X\j)(d; — dj) = (3.14)

O — ) (d; — dy). (3.15)

Observagao. Considere como oficial, nos célculos a seguir, a expressao (3.14) se \;—\; >
0, ou a expressao (3.14), se \; — A; > 0. Se \; = \;, entdao A - v = X - vg, e nenhum erro

serd detectado. Se d; = d;, entao nao houve erro cometido.
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Se tivermos ou (A; — Aj) = 0(mod m) ou (d; — d;) = 0(mod m), entao
Av—Xvg=(N—N\)(d; —d;) =0(mod m).

Mas se A - v — A - vg = 0(mod m), entao, pela Proposicao 5. (pagina 07), temos que

A -vg = 0(mod m), o que implica na nao detec¢ao do erro.

Logo, para detectar o erro, precisamos ter simultaneamente (\; — X;) # 0(mod m) e
(d; — d;) # 0(mod m).

A primeira incongruéncia sé ocorre se, e somente se, mdc(A; — A\;,m) = 1, como
consequéncia direta da Proposigao 7 (pagina 08), tomando s =l ep =\, — \; ou p =
Ai —A; (conforme a observagao acima); a segunda é sempre verdadeira, como consequéncia

do Lema 2 (pédgina 04). m

A luz deste teorema fica claro que, para que ocorra a detecgao destes dois tipos de
erros (erros que juntos, pela tabela 1.1, somam mais de 90% dos erros basicos cometidos),
é preciso que o valor de m escolhido seja primo com todas as coordenadas do vetor de
pesos A e com todas as diferencas possiveis entre estas mesmas. Isso justifica o fato que

no método da maioria dos sistemas, o valor m é primo.

O tres sistemas que usam digitos verificadores calculados com vetor de pesos fixo
expostos neste trabalho usam m primo, o 11. No entanto, todos tém a desvantagem
de ocorrer uma solugao da equacao de congruéncia o valor 10, que nao pertence a {2y.
A saida encontrada pelo ISBN é acrescentar um digito alfabético extra; ja os sistemas

CPF/CNPJ usam 0 caso a solugao da equacao de congruéncia nao seja menor que 10.

3.2 Digito Verificador por Permutacao

Nesta secao sera exposto o método de calculo de digito verificador onde nao existe a figura
do vetor de pesos \ fixo. A ferramenta usada é, agora, uma permutagao, que, assim como

o vetor de pesos, permite obter um membro de uma equacao de congruéncia.

3.2.1 Meétodo

Definigao. Seja v = (dy,dy, ...,d,_1) um vetor caracteristico de uma sequéncia numérica

de n— 1 digitos (todos elementos de Qy9), o : 19 —> Q39 uma permutagao, e um nimero
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primo m, para o qual d; < m para todo ¢ < n. O digito de verificagao desta sequéncia,

pelo método das permutacoes, é dado pela solucao z da equacao:
o(dy) +o(de) + ... + o(dp-1) + o(z) = c(mod m). (3.16)

Esta definicao, contudo, é pouco utilizada na pratica; o procedimento mais comum, ao
se usar permutagoes e congruéncia no céalculo do digito verificador, é compor o primeiro
membro de (3.16) ainda como soma de parcelas, mas aplicando a permutacdo ¢ apenas

em alguns digitos. O exemplo abaixo ilustra esta situagao.

Exemplo 14. Considere uma sequéncia d : dyds...d,_1x de n digitos (com n par), e
duas permutagoes o, @ g — Quo € 0; : 9 — o, que usadas alternadamente, sao

restricoes de uma funcao o a ser aplicada sob os digitos da sequéncia d, tal que:
1. o(d;) = o,(d;), se j for par.
2. o(d;) = 0,(d;), se j for impar.
Nestes termos, o digito verificador da sequéncia seria a solu¢ao x da equagao
oi(dy) + 0p(d2) + ... + 0i(dy—1) + 0p(z) = c(mod m).

Se m > 10 a solugao da equagao é iunica, conforme a Proposicio 4 (pdgina 07),

tomando R = 0;(dy) + op(d2) + ... + 0i(dp—1). 0

Devido ao grande nimero de possibilidades de aplicagoes deste método (pois podem
ser definidas vérias permutagoes e varias formas de se aplicar cada uma delas), a andlise
do seu poder de detecgao de erros leva em conta muitos casos. Neste trabalho avaliaremos
este ponto apenas no sistema de numeracao de cartoes de créditos.

Tipos mais avancados da aplica¢ao deste método encontram-se citados em Picado [8],

tais como os métodos IBM Generalizado, PTT (do banco aleméo) e Colenbrander.

3.2.2 Sistema IBM e Cartoes de Crédito

Numeragao de Cartoes

Um exemplo de elaboracao do digito verificador por permutacao é o método da IBM

usado na numeracao dos cartoes de crédito de uso internacional. Esta numeracao é regida
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pela normativa ISO/IEC 7812, elaborada pela International Organization for Standardi-
zation (ISO) em 1989 (disponivel em [6]). As sequéncias desta numeracao tém 16 digitos,
sendo os 6 primeiros referentes & instituicao que emitiu o cartdo (IIN em inglés, cujo
controle da numeragao sao de responsabilidade da Associacao Americana de Bancos), os

9 seguintes sao referentes ao cliente dono do cartao, o 16° é ao digito verificador.

O calculo do digito verificador dos cartoes usa ¢ = 0, m = 10 e, na obtencao do
primeiro membro da equagao (3.16), usa a permutagao ¢ abaixo, que é aplicada somente

nos digitos de indice impar; os digitos de indice par mantém-se inalterados.

0123456789
0246813579

Esta permutacao é parte do Algoritmo de Luhn, um método aritmético criado em 1957

por Hans Peter Luhn (1896-1964), engenheiro da IBM (mais detalhes em [3]).

Considere uma sequéncia dyds...d;sz. O digito verificador, pelo método da IBM, para

cartoes de crédito, é o valor x para o qual temos:
C(dy) +do+C(ds) +dy + ...+ ((d13) + dis + ((dy5) + x = 0(mod 10). (3.17)
O valor de x, nas condicoes acima, é tinico.

Exemplo 15. Determine o digito verificador x da numeracao ficticia de um cartao de

crédito 004455-242477111-z, pelo método da IBM.
Solugao: Aplicando ¢ a sequéncia proposta, temos

CO)+0+C(4)+4+CB)+5+C2)+4+C2)+4+¢(MN+T7+C)+1+CQ)+x=
0+0+84+44+14+5+4+8+4+8+5+7+2+1+24a=

59 + x.

Como z = 1 é a unica soluc¢do de 59 + = = 0(mod 10) em €3, 0 numero do cartao,

completo, é 004455-242477111-1. O

Para simplificar a notagdo, definamos por ¢(s) o primeiro membro da equagao (3.17)

acima, tomando s = dids...di5x e pondo x = di4:

P(s) = C(dr) + dy + ((d3) + dy + ... + ((di3) + dis + ((di5) + de-
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Se durante a transmissao de numero de cartao de créditos de vetor caracteristico v

ocorrer um erro, gerando assim uma sequéencia-erro sg, temos que:

1. se ¢(sg) = 0(mod 10), entdo o erro cometido nao foi detectado pelo método.

2. se ¢(sg) #Z 0(mod 10), entdo o método detectou o erro.

Dois resultados interessantes envolvendo o método IBM, para uma sequéncia de 16
digitos de um cartao de crédito, sao apresentados a seguir. Antes, contudo, demonstrare-

mos um lema.

Lema 4. A igualdade ((m) +n — (m + {(n)) =0 (com n # m) sé ocorre se tivermos

m=0en=9, oum=9en=0.

Demonstracao: Observemos que:

Definindo a fungao auxiliar h : Q19 — Q49 tal que h(x) = ((x) — z, temos h(0) = 0,
h(1) =1, h(2) = 2, h(3) = 3, h(4) =4, h(5) = —4, h(6) = =3, h(7) = =2, h(8) = —1 ¢
h(9) = 0.

Dessa forma, temos que {(m)+n — (m+((n)) = 0 somente se h(m) —h(n) = 0 o que
equivale a h(m) = h(n), o que sé ocorre se m =0en =9, oum=9en =0, uma vez

que 0 e 9 sdo os unico valores que tem mesma imagem pela func¢do auxiliar h(x). |

Note, que, para quaisquer a,b € Qyq, |h(a) — h(b)| < 8.

Proposicao 11. O método da IBM nao detecta transposicoes de coordenadas de indices

de mesma paridade.

Demonstragao: Podemos representar ¢(v) como:

8

¢(v) = Z C(dag-1) + Z dor,

k=1
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com o primeiro somatério fazendo o referéncia aos digitos de posicao impar, e o segundo
somatorio fazendo referéncia aos digitos de posi¢ao par. Suponha que ocorra uma trans-
posicao entre quaisquer dois digitos de posicao de mesma paridade. Essa transposicao
gera uma sequéncia-erro sg, para o qual ainda vale ¢(vg) = 0(mod 10), pois a trans-
posicao cometida envolve dois termos do mesmo somatorio, e isto nao altera a soma neste

somatorio, de modo que se tem

G(sp) = D C((dop-1) + Y do, = 6(v),

k=1 k=1

e, consequentemente, o erro nao é detectado. ]

Proposigao 12. O método da IBM descrito acima detecta todo erro singular (a) e toda

transposi¢ao adjacente exceto se formada por -09- ou -90- (b).

Demonstragao: (a) Considere uma sequéncia numérica dydads . .. d15d1g. Suponha que
houve, na transmissao do vetor caracteristico v da sequéncia acima, um erro singular
d; — dp, com j fmpar (o caso se j é par é andlogo), gerando um vetor-erro vy =
(dy,...,dj_1,dg,djiq, ..., dis). Entdo, fazendo uso da mesma funcdo auxiliar do Lema 4,

temos:

o(v) — d(vp) =
(C(dy) + ... 4+ C(d) + ...+ dig) — (C(dy) + ...+ C(dg) + ...+ dig) =
¢(d;) = C(dg).

Como ((d;) # ((dr) e 0 < (¢(d;),((dg) < 10, entao 0 < ¢(d;) — ¢(dg) < 10, portanto
¢(dj) — ¢(dg) # 0(mod 10) e, consequentemente, ¢(v) — ¢(vg) Z 0(mod 10).

Ora, como ¢(v) = 0(mod 10), entdo ¢(vg) # 0(mod 10) (pela Proposigao 6, pagina

08), o que significa que o erro é detectado.

(b) Suponha que ocorra uma transposicao adjacente entre os termos d; e dj4q de v
(ambos evidentemente diferentes), com j impar (se j for par, trata-se de maneira anédloga),

gerando um vetor-erro vg = (dy, ..., dj41,dj, ..., dig). Entdo, fazendo uso da mesma funcao



26

auxiliar h(z) do Lema 4, temos:

o(v) — o(v
(C(d) 4+ ...+ C¢(dj) +djp1+ ...+ dig) — (¢C(dr) + ...+ C(dj1) +dj+ ... + dis
(C(dy) + djs1) — (C(djs1) + d;
(C(dj) — dj) = (C(djr1) — djia
h(d;) — h(dj41)-

)
)
i)
)

Temos entao duas possibilidades:
L. se ¢<U) - ¢(UE) = h’<dj> ( ]+1) 7é O entao ¢( ) ¢(UE) € {_87 _77 _67 _57
—4, -3, =2, -1, 1,2, 3,4, 5,6, 7, 8. Em todo caso, ¢(v) — ¢(vg) Z 0(mod 10),
e pela Proposi¢ao 06 (pagina 08), ¢(vg) £ 0(mod 10), o que implicaria na detecgao

do erro.

2. se h(dj) —h(d;+1) = 0, entdo ou temos d; = 0 e d;+1 = 9 (sequéncia -09-), ou d; =9
e dj+1 = 0 (sequéncia -90-), conforme Lema 4 (pondo m = d; e n = d;41). Neste
caso, ¢(v) — ¢(vg) = 0(mod 10) = ¢(vg) = 0(mod 10), o que implica na nao

deteccao do erro de transposicao. m

Exemplo 16. Considere uma numeragao ficticia de um cartao de créditos s = 8756-
5390-7866-7686. Temos que ¢(s) = 80 e, naturalmente, 80 = 0(mod 10). Simulemos ter

cometido trés erros.

1. Suponha ter ocorrido erro singular 7 — 3 no nono digito da sequéncia. FEste erro

gera uma sequéncia erro sp = 8756-5390-3866-7686 para a qual temos:

G(sp) =T+T+14+6+1+3+94+0+6+8+3+6+5+6+T7+6
— 81,

Como 81 # 0(mod 10), o erro € detectado.

2. Suponha ter ocorrido uma transposicao adjacente entre o 2° e o 3° digito. A

sequéncia-erro sg =8576-5390-7866-7686 gerada € tal que:

G(sp) =T+5+5+64+1+3+9+0+5+8+3+6+5+6-+7+6

= 82.

Como 82 % 0(mod 10), a transposicio cometida também € detectada.
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3. Suponha ter ocorrido uma transposi¢ao adjacente entre o 7° e o 8° digito (um erro
na sequéncia -09-). Este erro gera uma sequéncia-erro s =8576-5309-7866-7686

para a qual temos:

Gsp) =T+T+1+6+1+3+0+9+5+8+3+6+5+6+7+6
= 80.

O erro, portanto, ndo pode ser detectado. 0O

Vale ressaltar que os bancos, de maneira independente da normativa ISO/TEC 7812,
podem complementar seus sistemas de seguranca de numeracao com outros métodos,
gerando sequéncias adicionais que sdo (eventualmente) impressas nos cartoes, mas nao

podem alterar o padrao da sequéncia principal e de seus 16 digitos.



Capitulo 4

Digito Verificador e o Grupo Dy

Jacobus (Koos) Verhoeff (1927 - ) ¢ um matematico, cientista computacional e artista
holandés aposentado. Seu método de elaboragao de digito verificadores foi publicado em
1969 (ver [11]) em sua tese de doutorado. Este modelo se baseia ndo em Aritmética Modu-
lar, mas no grupo diedral D5, um grupo composto pelas 10 permutagoes de um pentagono
e a operacao de composicao entre elas. Sua vantagem sobre os métodos modulares é que
este método detecta todos os erros singulares, todos os erros de tranposicao adjacente e

usa apenas os elementos de €2q.

4.1 Simetrias do Pentagono Regular

Sobre cada poligono regular de n lados podem ser determinadas tanto rotacoes em torno
do centro da circunferéncia inscrita ao poligono quanto eixos de simetria, que ligam ou
vértices opostos, ou um vértice ao ponto médio do lado oposto (dependendo da paridade
do nimero de lados do poligono). As rotagoes sdo em numero de n, todas com angulos
7+ 2%, comi =0,..,n—1, em um dos dois sentidos (horario ou anti-horério). As reflexoes
também sao em nimero de n, tanto se n for impar (um eixo de simetria para cada vértice),
como se n for par (mas neste caso, existem n/2 simetrias entre vértices opostos e n/2

simetrias entre pontos médios de lados opostos).

Permutacgoes de um pentagono regular
Considere um pentagono regular com vértices numerados de A até E, no sentido anti-
horario. Este pentdgono possui 5 eixos de simetria, cada um ligando um dos vértice ao

ponto médio do lado oposto. Cada eixo destes determina uma reflexao diferente.

28
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Este pentdgono possui, no sentido hordrio (assim como no anti-horario), 5 rotagoes
entre seus vértices. Estas rotagoes téem angulos de Orad, 2Eﬁmd, 4?Wmal, 6?Wmd e 8?ﬁmd.
Observe que rotagoes em sentidos diferentes podem ter mesmo resultado. Por exemplo,
a rotacao de %rad no sentido horario coincide com a rotagao de %rad no sentido anti-

horério.

Denotemos cada rotagao por R;, com ¢ = 0, 1, 2, 3, 4, e cada reflexao por S, com j

=94, 6, 7, 8 9, conforme as figuras 4.1 e 4.2.

Figura 4.2: Reflexdes S; do pentagono regular.

Definicao. Define-se por permutacdo do pentigono regular cada uma das 5 reflexdes Ss,

Sg, S7, Sg e Sy e cada uma das 5 rotacoes Ry, Ry, Ro, R3 e R4 definidas sobre o poligono.

Definicao. Define-se por D5 o conjunto formado pelas 10 permutagoes definidas sobre o

pentagono regular.
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4.2 O Grupo Dj

4.2.1 Composicao de Permutacoes

As permutagoes de um pentagono regular podem ser compostas entre si, efetuadas sequen-
ciadamente. Sejam entao A, B € Ds5. Denotemos por Ao B a composi¢ao das permutagoes

A e B, efetuadas nesta ordem, formalmente definida como:
0:GxG—(

o(A,B) — Ao B

Esta operacao de composi¢ao sempre resulta em outra permutagao do pentagono, ou
seja, Ao B € Ds. Por exemplo, a rotagdo Ry composta com Rz equivale a rotacao Ry.

Simbolicamente: Ry o R3 = R4. A Figura 4.3 exemplifica a composi¢ao Sg o R3.

Figura 4.3: Composicao Sg o R3 = Ss.

A tabela 4.1 no fim desta subsecao traz todas as composicoes possiveis entre os ele-
mentos de Ds. Nela, os valores X; oY) sao tomados com X; da primeira coluna e Y, da

primeira linha.

Trés resultados podem ser obtidos da andlise direta da tabela (4.1) sobre a operagao

€cOMposicao:
1. Resultado 1: para quaisquer X,Y,Z € D; temos (X oY)oZ =X o (Y o Z).

2. Resultado 2: Rg é elemento neutro (o nico), pois X o Ry = Ryo X = X, para todo
X € Ds.

3. Resultado 3: para qualquer elemento X € Ds, existe um elemento Y € Ds, tnico,

tal que X oY =Y o X = R,.

Estes resultados permitem concluir que o conjunto D5 forma em grupo sobre a operagao

composicao (o) apresentada acima, uma vez que esta operagao satisfaz as trés condigoes
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requisitadas pela definicao de grupo: o Resultado 1 mostra que a composicao satisfaz
a Associatividade; o Resultado 2 mostra que existem um unico elemento neutro; e o
Resultado 3 mostra que cada elemento de D5 tem um elemento inverso. Destas trés
condicoes, a associatividade tem uma grande importancia nas demonstragoes que atestam

a eficiencia do método de Verhoeff para alguns tipos de erro.

o) R() R1 RQ R3 R4 55 Sﬁ S7 SS Sg

Ry||Ro| Ry | Ro | Rs | Ry | S5 | S6 | S7 | Ss | S
Ri|| Ry | Ry | Rs | Ry | Ry | S7 | Ss | So | S5 | Se
Ry || Ry | Rs | Ry | Ro | Ri| So | S5 | S6 | S7 | Ss
Ry || Ry | Ry | Ro | Ry | Ro | S¢ | S7 | Ss | So | S5
Ry| Ry | Ro | Ry | Ro | Ry | Ss | So | S5 | Se | S7
Ss | S5 | Ss | Se | So | St | Ry | Re| Ry | Ri | Rs
Se || Se | So | S7 | S5 | Ss | Rs| Ro| Ra| Ry | Iy
Sz | Sz | S5 | Ss | Se|Sog | Ri|Rs| Ro| Rol| Ra
Ss || Ss | Se¢ | So | S7|Ss | Ra| Ri| Rs | Ry | Ro
So || S | S7 | S5 | Ss | Se | Re| Ry | Ra | R3 | Ro

Tabela 4.1: Composicoes em Dj.

4.3 Digito Verificador pelo Grupo D;

Pelo método de Verhoeff, o digito verificador é a solucao de uma equacao cujo primeiro

membro é uma composicao de permutacoes aplicadas sobre os digitos da sequéncia.

4.3.1 Notacao com algarismos

A aplicacao do grupo Ds no célculo de digitos verificadores de sequéncias precisa ser
alterada, para usarmos nao as simetrias, mas algarismos. Para tanto, adotemos as equi-
valéncias Ry =0, Ry =1, Ry =2, R3 =3, Ry =4, S5 =5, 5% =6, 5, =7, 53 =8¢
So = 9. Nesta nova notacao, representaremos a operagao composi¢ao (representada por
‘0’) agora por ‘e’ onde.

o QIO X QIO — QIO

o(A,B) — AeB.
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Cada composicao exposta na tabela 4.1 sera reescrita sob nesta nova notacao. Por
exemplo, a composi¢ao Ry o Sy = Sy serd escrita agora como 2 ¢ 8 = 9. A mudanca de

notacao aplicada em toda a tabela 4.1 resulta na tabela 4.2 a seguir.

o | 0|1]2[3[|4|5|6]7]8]9
0101 (2{3|4]5/6|7|81]9
11112]3|4 71819]15|6
20121314]0[1]9|5]6]7]8
31314101 (2]6|7[8]9]5
4014101123189 ]5[6]|7
2151816970124 ]1]3
6(16/9]7|5|8|3/0]2[4]1
7171581691302 ]4
818169754 |1[3]0]2
91917158624 ]1]3]0

Tabela 4.2: Composicao em Ds sob a nova notagao.

Um resultado simples mas importante e verificavel por rapida inspecao da tabela é

exposto no lema abaixo.
Lema 5. Para a,b,c € D5, sea # b, entao cea #ceb ecaec#bec.
4.3.2 Definicao e Exemplo

Definicao. Considere um vetor caracteristico v = (aq, as, ...,a,—1), a operacao ‘e’ sobre
1, W2, y Un—1), P 5

o grupo diedral D5 e uma permutacao ¢ de D5 tal que, para todo a, b € D5, tenhamos:

ae(b) # bed(a) (4.1)

O digito verificador, pelo método de Verhoeff, é a solugao x (x € D;) da equagio

P(ay) @ ¢*(az) @ ¢*(az) e ... ¢" *(a, 1)@z =0. (4.2)

A solugdo de (4.2) é tnica, pois pondo s = ¢(a;) @ ¢*(az) ® ¢3(az)e...e " (a, 1), temos

que s € Ds, logo é constante, e pelo Lema 05, s @ z = 0 tem solugao unica.
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E imprescindivel, para a o calculo do digito verificador por este método, que a per-
mutacao ¢ satisfaga o resultado (4.1). Quando uma aplicagdo em um grupo G tem esta
caracteristica, ela é chamada de aplicagcao antissimétrica. Dois exemplos classicos de
permutacoes anti-simetricas de Do é a permutacao 6 = (1,4)(2,3)(5,8,6,9,7), citada em

Picado [8], e a permutagao 7 = (0,1,5,8,9,4,2,7)(3,6), citada em Polcino Millies [9].

Exemplo 17. Considere o sequinte cddigo ficticio 03328791664x, e determinemos qual
seria seu digito de wverificacao x pelo método de Verhoeff, usando a permutagcaor =

(0,1,5,8,9,4,2,7)(3,6).
Solugao. Devemos obter x como solucao da equagao
7(0) e 7%(3) @ 73(3) @ 74(2) @ T2(8) @ 76(7) @ 77(9) @ T5(1) @ 79(6) @ T10(6) @ 711 (4) @ z = (.

A permutacao 7 é da forma

0123456789
1576 28309 4

A tabela (4.3) abaixo traz todas as permutagoes 7" até a n = 11, permitindo assim o

calculo direto do digito verificador.

00123 /4][5[6|7[8]9
| 1]5|7[6]2/8[3/0[9]4
518103 [7|9]6|1]4]2
™ 1819(1]6|0[4(3|5[2]|7
™ 1914(5[3/1]2[6|8[7]0
™ 1412(8[6|5[7[3/9]0]1
™02 7(9[3/8[0[6/4[1]5
| 710[4]6/9]1(3|2]5]|8
001123456789
| 1]5|7[6[28[3/0[9]4
TON5[8]0(3|7][96]1[4)2
81911 ]6(0[4[3|5]2|7

Tabela 4.3: Iteracoes de 7 até a 11* ordem.

Efetuando os devidos cédlculos, usando a propriedade associativa da operacao e, temos:
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7(0) e 7%(3) @ 73(3) o 74(2) @ 7°(8) @ TO(7) @ 77(9) @ 75(1) @ 77(6) @ 710(6) @ 711 (4) ¢ x = 0
le3e6e5e0edeS8ele3e6e0er =0
(1e3)e(6e5)e(Ded)e(3el)e(3e6)e0er=0

4030406070 (0exr =0

(4e3)e(40G)e(Te0)ex—0

2090702 =0
SeTex =10
Jex=0.

Em consulta a tabela (4.2), a inica solu¢ao de 36z = 0 é x = 2. Assim, o cddigo completo

¢ 033287916642. O

4.3.3 Poder de deteccao do método de Verhoeff

A proposicao a seguir mostra o poder de detecgao de erros do método de Verhoeff e a

importancia de uma aplicacao anti-simétrica de D5 na obtencao do digito verificador.

Proposicao 13. Considere uma sequéncia de digitos dids...d,,_1 (com d; € D5 para todo

i <n) e uma permutacao o de Ds tal que
mea(n) #mnea(m), (4.3)

para todo m,n € Ds. O método de Verhoeff detecta todos os erros singulares (a) e todos

0s erros de transposi¢ao adjacente (b) cometidos na sequéncia.

Demonstracao:

(a) Considere que na transmissao da sequéncia original dyds...d;...d,_1 tenha ocorrido um
unico erro singular d; — dg, gerando a sequéncia erro dyds...dg...d,_1. Sejam x’ e
2" os digitos verificadores das sequéncia original e errada, respectivamente. Provemos

que z’ # 2", implicando assim na deteccao do erro.

Nestas condigoes, temos que:

O'(dl) e ... 0 O'i_l(dz‘_l) ® O'Z(dz) ® O'i+1(di+1) e .0 O'n_l(dn_l) [ ] ,I'/ =0
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Pondo a = o(d;)e...ec" (d;_1) e b=0c""(d;is1)e..e00" ' (d,_ ) para simplificar a

notacao, temos:

aec'(d)eber' =aec'(dg)ebes” =0. (4.4)

Como ¢ também é uma permutagao de Ds (logo é injetiva), temos o'(d;) # o'(dg),

e pelo Lema 5:
o'(di) # o'(dp)
aec'(d;) # aec'(dg)
aec'(d)eb # aed'(dy)eb.

Se tivéssemos 2’ = z”, ainda pelo Lema 5, terfamos:
aec'(d)eber # aec'(dp)ebex”,
uma contradi¢ao da igualdade exposta na expressao (4.4).

Considere que na transmissao da sequéncia original dids...d;...d,_1 tenha ocorrido
transposicao adjacente ...d;d;y1... — ...d;;1d;.... Sejam x’ e x” os digitos verificadores
das sequéncia original e errada, respectivamente. Provemos também que x’ # z”,

implicando assim na deteccao do erro.

Nestas condigoes, temos que:

O'(dl) e..0 O'Z(dz) L] O.H-l(d“_l) e..0 O'n_l(dn_l) L4 I, =0.

o(d))e.. o0 (diy)ec ™ (d)e.. ec"  (d, 1)ez" =0.

Pondo a = o(d;)e...ec" " (d;_1) e b=0""(d;,)e...00" 1 (d, 1), para simplificar a

notacao, temos:

aec'(d)ec ™ (di)eber =aec'(di,)ec ™t (d)ebea” =0. (4.5)
Se tomarmos m = ¢'(d;) e n = o'(d;41) expressao (4.3), que é uma das hipéteses da
proposicao, temos:

meco(n) # nea(m)

Ui(di)'g(gi(dz‘ﬂ)) # Ui(dz‘+1)°0(0i(di))
o'(d;) e 0 (diy1) # o' (dip1) @ 0"TH(d;).
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Consequentemente, pelo Lema 5:

aed'(d)eo ™ (diy1) # aeo'(dip1)eo™(dy)
aeo'(d)eo™(diy1)eb # aed'(dip1)eo ™ (d)eb.

Se tivéssemos 2’ = 2", ainda pelo Lema 5, terfamos:

ae o'l(dz) ° O-H_l(di—l—l) eher 7é ae O'i(dH_l) ° O'H_l(di) ohe
uma contradigao da igualdade exposta na expressao (4.5). n

O método de Verhoeff consegue detectar tanto erros singulares como erros de trans-
posicao adjacentes, qualidades também presentes no método da ISBN; no entanto, o
método de Verhoeff usa apenas os elementos de 21, algo que sob o método da ISBN nao

é possivel por conta da necessidade de um digito extra.

4.3.4 Aplicacao

Segundo N. R. Wagner [7], além da eficiéncia plena para erros singulares e erros de trans-
posicao, o método de Verhoeff detecta 95.555% dos erros gémeos e 94.222% das trans-
posicoes intercaladas e erros gémeos intercalados. Apesar da eficiéncia perante todos
os outros métodos citados neste trabalho, é raramente usado, sendo muito poucas as
referéncias a ele na literatura matemadtica. O mais cldssico exemplo de seu uso (mais
precisamente, de uma variante sua) era a antiga produgao do marco alemao, a moeda que
circulou na Alemanha até de 1949 a 2002, antes do advento do Euro. A Universidade de
Coimbra (Portugal), referéncia em trabalhos sobre cédigos numéricos e similares, utiliza
um algoritmo semelhante ao método de Verhoeff para gerar matriculas de alunos e codigos

de componentes curriculares.



Capitulo 5
Aplicacao no Ensino

Neste capitulo serd apresentada uma sugestao de aplicacao do conteiido deste trabalho no
Ensino Médio (incluindo a modalidade Técnica-Profissional). Para tanto, primeiramente
apontaremos motivos para esta abordagem; em seguida, uma breve discussao sobre pro-

postas de contetdos nao curriculares na escola. E finalmente, uma sugestao de aplicagao.

5.1 Motivacao

Varios fatores (educacionais, sociais, cientificos) podem ser usados para justificar uma
abordagem sobre erros e digitos verificadores no Ensino Médio, dentre os quais destacam-

se trés:

1. Legislagao e Cidadania. A legislagdo educacional orienta sobre o uso da ma-
temadtica como ferramenta de cidadania. Os Parametros Curriculares Nacionais [10]
trazem em seu texto, como finalidades do ensino de Matematica no nivel médio levar

o aluno a (entre outros pontos):

(a) aplicar seus conhecimentos matematicos a situagoes diversas, utilizando-
os na interpretagao da ciéncia, na atividade tecnoldgica e nas atividades
cotidianas.

(b) analisar e valorizar informagoes provenientes de diferentes fontes, utili-
zando ferramentas matematicas para formar uma opiniao propria que lhe
permita expressar-se criticamente sobre problemas da Matematica, das

outras areas do conhecimento e da atualidade.
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A maior parte da populacao brasileira desconhece a existéncia dos sistemas de se-
guranga de informagoes mantidos pelos governos, reparticoes e empresas, desconhe-
cendo também o significado da maioria dos niimeros sequenciais que o cercam, e a
sua necessidade. Os métodos de digitos verificadores de sequéncias numéricas, por
serem bastante acessiveis (estdo presentes em documentos, codificagdo de produtos,

etc.), fornecem boa ferramenta de introdugao destas ideias no publico geral.

2. A matematica precisa ser significativa. Existe muitas indagacoes dos estudante
pelo o ‘por que’ de muitos contelidos de matematica serem parte do Curriculo do
Ensino Médio. Muitas vezes o professor argumenta a importancia daquele tépico,
mas nao consegue convencer seu publico. Neste sentido, toda atividade que esclareca

a aplicabilidade de um conteido é importante.

3. Revelagcao de Talentos. Nas duas ultimas décadas uma grande quantidade de
estudantes com grande potencial matematico véem sendo revelados no Brasil nas
escolas de educagao bésica e nas Universidades, a maioria pelos seus resultados em
atividades e projetos (como competicoes cientificas locais, OBMEP (Olimpiada Bra-
sileira de Matematica das Escolas Publicas) e OBM) que rompem com um modelo
arcaico e tradicional de se trabalhar Matematica, gerando um ambiente favoravel a
que alunos com excepcional talento possam demonstra-lo. Atividades contextualiza-
das e aplicadas, exatamente por se mostrarem como uma proposta mais interessante

de exposicao de conteudos, podem quebrar preconceitos e paradigmas pessoais.

5.2 Abordagens

5.2.1 Meétodos pela Aritmética Modular

A Teoria das Congruéncias é de extrema importancia para a analise do poder de detecgao
dos métodos expostos (capitulos 3 e 4), principalmente por permitir que provemos que
alguns tipos de erros sao detectados em cada método, além de dar as garantias tanto
da existéncia de um digito verificador quanto da unicidade deste digito. No entanto, no
contexto de Ensino Médio, uma abordagem do tema pela Aritmética Modular teria como

limitacao o fato de que a Teoria de Congruéncias, de maneira formal, nao faz parte do

curriculo do Ensino Médio (ver BRASIL [2]).
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Por outro lado, existe uma grande quantidade de péaginas na internet que versam o
tema ‘digito verificador’. A grande maioria nao adota a teoria de congruéncia usada neste
trabalho, optando por usar uma espécie de ‘busca manual’ do digito verificador, auxiliados
por ferramentas como tabelas, mapas, calculadoras, etc. No exemplo a seguir ilustra-se
um caso destes, onde calcula-se o digito verificador de uma sequéncia pelo EAN-13 sem

uso de congruéncias.

Exemplo 18. Considere a sequéncia incompleta de 12 digitos 785890025126 e calcule-
mos seu digito verificador sem usar congruéncia, pelo método do EAN-13. Para tanto,

dividiremos este calculo em etapas:

1. Adicione todos os digitos das posicoes pares, e multiplique o resultado obtido por 3.

§8+8+0+2+1+06=25

325 =175
2. Some todos os digitos das posicoes impares.
7+5+9+0+5+2=28
3. Some os resultados das etapas 1 e 2.
75 + 28 = 105.

4. Determine que valor menor que 10, somado ao resultado da etapa 3, gera um

maltiplo de 10. Esse valor € o digito verificador.

O menor multiplo de 10 maior que 103 é 110, logo o digito verificador da

sequéncia € 110-103 = 7, e a sequéncia completa é 7858900251267.

As etapas 1, 2 e 3 do cdlculo do exemplo anterior equivalem, do ponto de vista prdtico,
a montagem e cdlculo de um produto interno, notando que o vetor de pesos do EAN-13
tem todas as suas coordenadas de posicao par iguais a 3, e as coordenadas de posi¢ao
impar iquais a 1. A etapa 4 equivale, por sua vez, a resolver a equagao de congruéncia
(com m = 10, dai a colocagdo ‘miltiplo de 10°) que se obtém quando o cdlculo do digito
verificador ¢ feito usando a Aritmética Modular. As duas maneiras de obter o digito

verificador levam naturalmente a mesma resposta. 0O
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Diante destas duas maneiras (teoria das congruéncias X método de ‘busca’) possiveis
para abordar o tema ‘Digito Verificador pela Aritmética Modular’ no Ensino Médio, o

professor teria duas opcoes:

1. Usar Teoria das Congruéncia. Por ser baseado em conceitos matematicos ausentes
no Curriculo do Ensino Médio, uma abordagem neste sentido exigiria do professor,
além do dominio do método, o bom senso sobre se seu alunado tem fundamentagao
matematica suficiente para compreendeé-lo durante a atividade na sala de aula, e se

o tempo previsto para esta abordagem seria suficiente para sua completa execugao.

2. Usar o método da ‘busca manual’. O professor, adotando esta opgao, teria a vanta-
gem de ter grande referencial disponivel na internet, de facil acesso e compreensao.

A sugestao apresentada na proxima secao foi elaborada conforme esta opcao.

5.2.2 Meétodo de Verhoeff

O método de Verhoeff precisa, para sua compreensao basica, de conceitos como per-
mutacoes do pentagono, permutacao anti-simétrica, grupo, etc., sendo assim bastante

avancado para ser abordado no Ensino Médio.

5.3 Sugestao de Abordagem

Sugerimos aqui uma atividade sobre o digito verificador calculado com Vetor de Pesos,
usando a técnica da ‘busca manual do digito verificador’. Para tal, nao se exige do aluno

nenhum conhecimento matemaético especial. A atividade é dividida em 7 etapas.

Ftapa 1. Apresentacao da atividade. O professor apresentaria o tema ‘Digito Veri-
ficador’, destacando que é este um conceito presente na nossa vida cotidiana (citando
superficialmente varios exemplos), e qual a sua principal fun¢ao nas sequéncia numéricas:

a deteccao de erros de transmissao.

Ftapa 2. O professor apresentaria, rigorosamente, os sistemas que usard em sala,
destacando um pouco de seu uso, contexto histérico e regras de construcao (o que significa
cada digito ou grupo de digitos da sequéncia, e qual seu vetor de pesos). Ele dividiria em

seguida sua turma em grupos e daria a cada um sistema diferente.
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FEtapa 3. Mostra. O professor calcularia (usando o procedimento da ‘busca do digito’,
tal como no Exemplo 18), com o acompanhamento da turma, o digito verificador de um
exemplo de sequéncia numérica pertencente a um dos sistemas escolhidos (pode-se até
fazer mais de um exemplo de mais de um sistema), como meio de garantir aos alunos que

o procedimento executado ali é o valido.

Etapa 4. Os alunos fariam a verificacao do digito verificador de um exemplo real. Se,
por exemplo, um grupo tiver ficado com o EAN-13, bastaria o grupo escolher um produto
de uso cotidiano (caderno, caixinha de achocolatado, etc.) e fazer a verificagao. Um grupo
que tenha ficado com CPF poderia fazer a verificacao com o documento de um de seus

integrantes.

Etapa 5. O professor introduziria, nesta etapa, a discussao sobre erros, focando sua
exposicao nos dois tipos de erros mais frequentes conforme a tabela 1.1 (pagina 02), os
erros singulares e os erros de transposicao adjacente. Em seguida o professor determinaria
que cada grupo cometesse os dois erros na sequéncia que avaliou, em dois casos diferentes,

gerando duas sequéncias-erro.

Ftapa 6. Os alunos fariam a reverificagao do digito verificador em suas sequéncias-erro,
tal como foi feito na etapa 4. Neste ponto, o professor definiria “deteccao”: se o digito
verificador da sequéncia-erro coincidir com o digito original, o erro nao foi detectado;

analogamente, se o digito nao coincidir, o erro foi detectado.

Etapa 7. Conclusao da atividade. O professor concluiria a atividade destacando que
o método de deteccao de erros analisado tem um ‘poder’, e esse poder é avaliado pelos

tipos de erros que consegue detectar.

AUTONOMIA E AVALIACAO

O professor, dentro de sua autonomia de trabalho em sala de aula, de particularidades
pessoais e profissionais, e das condigoes de seu publico, pode alterar livremente as etapas
apresentadas, unindo duas ou mais, ou criando outras etapas de execucao. A avaliagao
da participacao dos alunos na atividade também fica a cargo do professor e dos critérios

que ele estabelecer para ela.



Conclusao

A sociedade humana é cada vez mais dependente de seus sistemas, dos mais simples e
primordiais, como os sistemas de escrita e numeracao, aos mais avancados e modernos,
como os sistemas de informacao que conectam todas as partes do mundo. Este trabalho
visou discutir com um pouco mais de detalhe os métodos mais elementares de detecgao de
erros na transmissao de sequéncias numéricas, trazendo exemplos do cotidiano e discutindo
a eficiéncia matemética de cada um (pela quantidade de tipos de erros detectdveis e sua

frequéncia total), assim como algumas de suas aplicagdes e limitagoes.

Inicialmente foram expostos alguns resultados matematicos de algebra e aritmética
que fundamentam o funcionamento dos métodos de deteccao de erros e a analise de
sua eficiéencia. Em seguida, estes foram expostos de maneira objetiva, ressaltando suas
vantagens e limitagoes e sua aplicagao com exemplos do cotidiano. Finalmente, foram
propostas duas abordagens do tema para o Ensino Médio, citando motivos para adota-las

e maneiras de executa-las.

Os trés métodos expostos neste trabalho tém limitagoes e vantagens. O método de
Verhoeff é bastante eficiente, apesar do rigor computacional. O método por vetor de pesos
(da Aritmética Modular) tém a desvantagem de (para uma maior eficiéncia) precisar estar
usando o valor m igual a 11 ou maior, e uma vez que as equacoes de congruéncia podem
ter solucao fora de €2y, exige-se ou a adocao de simbolos adicionais, ou a atribuicao de
valores de €21y como digito verificador, sendo que estas atribuig¢oes podem reduzir a prépria
eficiéncia do método perante alguns tipos de erros. Os métodos de permutagao (ainda
pela Aritmética Modular), por sua grande variabilidade, tem de ser analisados caso a

caso.
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