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Resumo

O Modelo do Voto da Maioria ¢ um modelo de nao equilibrio que apresenta transicao
de fase de segunda ordem que caracteriza o sistema na vizinhanca da transicao de fase.
Neste trabalho, estudamos as propriedades criticas do modelo do voto da maioria em
rede direcionada de “Small-World-Voronoi-Deulanay” onde a disordem do sistema é simu-
lada utilizando o algoritmo de Monte Carlo. Com estas propriedades foram calculadas a

temperatura critica do sistema e os expoentes criticos %, g e ll/ para diversos valores de

probabilidade p (0.1, 0.3, 0.5, 0.7 e 0.9) em diferentes tamanhos de rede N=5000, 10000,
20000, 40000, 60000 e 80000 sitios. Calculamos a magnetizagao, susceptibilidade e o cumu-
lante de quarta ordem de Binder. Os resultados obtidos mostram que a susceptibilidade
diverge para o infinito e apresenta uma transigao de fase de segunda ordem. Os expoentes
criticos encontrados sao independentes dos valores das probabilidades p de religacoes e

também sao diferentes dos expoentes do modelo de Ising em duas dimensoes.

Palavra-Chave: Modelo do voto da maioria, Voronoi-Delaunay, Monte Carlo, expoente

critico.
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Abstract

The Majority Vote Model (MVM) is a non-equilibrium model that presents In this work,
we study the critical properties of the majority-voting model in the Voronoi-Deulanay
Small-World network where the system disorder is simulated using the algorithm of Monte

Carlo. With these properties the critical temperature of the system and the critical expo-
B
14

sizes N = 5000, 10000, 20000, 40000, 60000 and 80000 sites. We calculate the magneti-

nents 1, Z e ll/ for several probability values p=(0.1, 0.3, 0.5, 0.7 e 0.9), in different network

zation, susceptibility and the fourth-order accumulator of Binder. The results show that
the susceptibility diverges to infinity and presents a second order phase transition.The
critical exponents found are independent of the values of the probabilities p of religions

and are also different from the exponents of the Ising model in two dimensions.

Keyword: Model of majority vote, Voronoi-Delaunay, Monte Carlo, critical exponent.
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Capitulo 1

Introducao

A simulagao computacional surgiu em 1940 com a construgao do primeiro computa-
dor eletronico, ENIAC (Electronic Numerical Integrator And Computer) criado por J.P.
Eckert e J.W. Mauchly na Universidade da Pensilvania, EUA. Este computador foi utili-
zado por Von Neumann, Ulam, Metropolis e Frankel para realizarem calculos estocasticos.
Em 1946, o matematico Stanislaw Ulam durante um jogo de paciéncia tentou calcular as
proriedades de sucesso de uma determinada jogada utilizando o anélise combinatoria.
Apos realizar varios céalculos percebeu que uma alternativa mais pratica seria realizar
inimeras jogadas e contar quantas vezes cada resultado ocorria. Ulam sabia que técnicas
de amostragem estatistica, como esta, nao eram muito usadas por envolverem célculos
extremamente demorados, tediosos e sujeitos a erros.

Ulam, em uma conferéncia sugeriu que o computador eletronico ENIAC tivesse po-
tencialidade para realizar amostragem estatistica para a resolucao de problemas fisicos.
Posteriormente, esse método utilizado ficou conhecido como Método de Monte Carlo,
nome inspirado em um tio de Ulam, que jogava constantemente no cassino de Monte
Carlo, cujo aspectos de suas roletas estava ligado ao método.

O Método de Monte Carlo (MC) é um metodo estatistico utilizado para resolver pro-
blemas por meio de amostragem aleatoria. Tem diversas aplicagoes em areas como: fisica,
biologia e matematica. O Método de Monte Carlo (MC), foi formalizado em 1949, por
meio do artigo intitulado “Monte Carlo Method”, publicado por John Von Neumann e
Stanislav Ulam [1].

Com a aplicacao do Método MC podemos estudar o Modelo do Voto da Maioria em

diversos tipos de redes. E um modelo de nao equilibrio definido pela dindmica estocas-
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tica com regras locais e simetria up-down, definido por uma rede regular quadrada que
apresenta transicao de fase de segunda ordem com expoentes criticos (3, v, e v que carac-
terizam o sistema na vizinhanca da transicao de fase, idéntico aos expoentes criticos de
equilibrio do modelo Ising em duas dimensoes.

Neste trabalho estudamos o modelo do Voto da Maioria em rede direcionada de “Small-
World-Voronoi-Deulanay” com simulagoes para redes de tamanhos N = 5000, 10000,
20000, 40000, 60000 e 80000 sitios e probabilidade de religacoes p=0.1, 0.3, 0.5, 0.7 e
0,9, onde cada sitio pode perder a ligacao com seu primeiro sitio e se concectar com outro
sitio mais distante, através de ligacoes de curto e longo alcance.

O presente trabalho esté dividido em capitulos da seguinte forma: no Capitulo 2, fize-
mos uma breve apresentagao sobre a simulagao de Monte Carlo, com contexto e histérico
em que o método surgiu. O Capitulo 3, traz um pouco sobre a transi¢ao de fase e fenome-
nos criticos, onde podemos ver a possibilidade de estudar o comportamento de sistemas
complexos, utilizando os métodos niimericos.

No Capitulo 4, apresentamos as defini¢oes sobre redes, como concectividade, menor
caminho médio e incluimos alguns dos principais modelos de redes estudados. O Capitulo
5, descreve o modelo do Voto da Maioria apresentando suas propriedades e aplicagoes.

O Capitulo 6 apresenta resultados obtidos nas simulagoes, descritos de forma deta-
lhada. E por fim, no Capitulo 7 apresentamos as conclusoes obtidas sobre os resultados

discutindo sua consisténcia diante de outros trabalhos.



Capitulo 2

Método de Monte Carlo

2.1 Introducao

Em 1944, enquanto visitava a Universidade da Pensilvania, John von Neumann teve
a inspiracao de projetar um computador eletronico de propésito geral, que executasse
célculos para resolver os problemas mais diversos e dificeis. Este novo computador abriu
um universo de possibilidades. Um dos primeiros cientistas a vislumbrar as capacidades
do novo dispositivo, foi o matematico Stanislaw Ulam. Uma de suas primeiras idéias para
o uso de computadores foi aplica-los para a solu¢ao de problemas usando uma abordagem
estatistica que ficou conhecida como Método de Monte Carlo.

O método estatistico para solugao de problemas ja era conhecido desde o século XVIII.
Um exemplo é o calculo do ntmero através das Agulhas de Buffon [2| ¢ Ulam ja tinha
conhecimento deste método. A abordagem estatistica necessitava de experimentos repeti-
tivos e tediosos pois envolve muitos passos e um niimero excessivo de contas e nimeros.
Entretanto, aquilo que para ser feito necessitava de experimentos repetitivos e tediosos
passou a ser mais facil de resolver em pouco tempo com o auxilio dos computadores. O
método de Monte Carlo passou a ser programado e o resultado final determinado com
qualquer precisao desejada. O Método de Monte Carlo (MMC) é um método estatistico
utilizado para resolver problemas por meio de amostragem aleatoéria. Pode ser aplicado
em problemas deterministicos e em diversas areas como fisica, biologia e matematica.

Os pesquisadores John von Neumann e Stanislaw Ulam [3]| foram os primeiros a uti-
lizarem o método de Monte Carlo para simularem o problema da difusao aleatéria de

néutrons na fissao nuclear. O processo de fissao nuclear consiste na divisao do ntcleo de
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um atomo instavel em dois atomos menores pelo bombardeamento de particulas como néu-
trons. Este processo libera grande quantidade de energia. Durante o Projeto Manhattan
um problema era estimar a quantidade de uranio enriquecido e as condigoes necessarias
para iniciar uma reagao em cadeia. A solugao deste problema através da solucao analitica
de equagoes matematicas que descrevem o fenémeno é impraticavel. Assim, Ulam propos
o uso do método estatistico para obter boas estimativas para resposta do problema [4].

Em 1948, Nicolas Metropolis e seus colaboradores [5] desenvolveram o algoritmo de
Metropdlis. Este algoritmo ¢ de grande importancia para resolver problemas que utilizam
o método de Monte Carlo e em solugoes de problemas em diversas areas. O Método de
Monte Carlo foi formalizado em 1949, por meio do artigo intitulado “Monte Carlo Method”,
publicado por John Von Neumann e Stanislav Ulam [1]. Em 1949 Ulam e Metropolis
publicaram seu primeiro artigo utlizando o MMC [5].

O MMC exige que o sistema fisico ou matematico seja descrito em termos de fungoes
de distribuicao de probabilidades. Para sua implementacao, ha uma fonte geradora de
numeros aleatorios entre 0 e 1. Ao final, os resultados dessa amostragem aleatoria sao

acumulados e manipulados para produzir resultados desejados.

2.2 Simulacao de Monte Carlo

2.2.1 Introducao

Para realizar uma simulagao computacional utilizando o MMC, inicialmente devem ser
seguidas algumas regras para garantir os dados corretos. A simulacao depende do tamanho
da amostra e de sua qualidade. A amostra é obtida em termos de numeros aleatérios reais e
distribuidos uniformemente em um intervalo de 0 a 1. Os passos de Monte Carlo se juntam
com essa amostra. Para obter as medidas de grandezas termodinamicas as componentes
dessa amostra devem estar nos estados de um sistema termodinamico. Para obter éxito na
realizacao da simulagao deve-se observar a influéncia do tempo de simulagao na escolha da
quantidade de passos a serem realizados, criando a necessidade do uso de computadores

potentes para a realizacao de uma simulagao consistente em tempo satisfatorio.
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2.2.2 Processo de Markov

A teoria dos processos estocasticos foi desenvolvida em conexao com o estudo de flutu-
acoes e ruido em sistemas fisicos. O processo estocastico ¢ um modelo matemético de um
processo que ¢é governado por leis de probabilidade. Uma variavel aleatéria é resultado
de um experimento. Esta varidvel pode assumir qualquer valor dentre um conjunto de
possiveis valores, mas nao sabemos qual deles em principio.

Se um sistema de natureza probabilistica evolui com o tempo, as varidveis aleatorias
associadas a este sistema sofrem mudancas. Para variaveis que dependem de um para-
metro t, que representa um dado instante de tempo, as varidveis aleatorias deste sistema
sao chamadas de variaveis estocasticas. Supondo que o sistema possa atingir um estado
estacionario, a probabilidade de encontrar o sistema num dado estado varia até que o
sistema esteja num estado final estacionario, onde as transi¢oes nao causam mudancas na
distribuicao de probabilidade.

O Processo de Markov é um processo estocéstico que consiste em gerar sucessivos es-
tados independentes dos estados anteriores, de modo que, dado um sistema em um estado
a, gera-se um novo estado v desse sistema sendo v independente de «.. Esta independéncia
incrementa o grau de aleatoriedade aos estados.

A probabilidade de gerar um estado v dado um estado o é chamada de probabilidade
de transi¢ao P(a — v), e para acontecer um processo de Markov todas as probabilidades
de transicao deve satisfazer as seguintes condigoes:

i)Nao deve mudar em relagao ao tempo;

ii)Devem depender apenas das propriedades do estado atual o e do novo estado v.

A probabilidade de transigao P(«a — v) deve satisfazer a seguinte condigao
Y Pla—v)=1, (2.1)

onde P(a — v) nao varia com o tempo e depende apenas dos estados « e v. A forma pela
qual gera-se o novo estado, deve ser aleatéria. A probabilidade de transicao P(a — «) do
sistema permanecer no mesmo estado «, tem que ser diferente de zero.

O processo de Markov ¢é utilizado nas simulacoes de Monte Carlo para gerar a cadeia
de Markov. Comegando com o estado a e usando o processo para gerar um novo estado
v mantém-se este estado no processo para gerar o outro estado 3. O processo de Markov,

¢ escolhido de modo que, quando ele é realizado durante um certo periodo de tempo,
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suficientemente longo a partir de qualquer estado do sistema, produzira uma sucessao de
estados que aparecem com probabilidade dada pela distribuicao de Boltzmann. Portanto,
partindo de um estado qualquer, o processo de Markov conduz o sistema para um estado

de equilibrio com probabilidades dada pela distribuicao de Boltzmann.

2.2.3 Ergodicidade

Salinas [6], em uma discussao sobre o postulado fundamental da Mecanica Estatistica
apresenta uma hipotese ergddica que fundamenta o referido postulado usando um forma-
lismo de espago de fase classico para microestados garantindo que a trajetoria do sistema
fisico neste espacgo deve visitar todos os pontos do ensemble. A ergodicidade é a garantia
de que todos os estados do sistema sejam acessiveis.

A ergodicidade assegura que qualquer estado do sistema fisico pode ser atingido a
partir de qualquer outro estado via sequéncia de processos de Markov. A ergodicidade é
uma propriedade referente a relagao entre a média temporal de um processo estocéstico
calculada a partir de uma série temporal. No processo de Markov ha a possibilidade de
algumas probabilidades de transicao entre dois estados serem nulas, porém a condi¢ao
de ergodicidade garante que deve haver pelo menos um trajeto cuja probabilidade de
transicao entre dois estados escolhidos nao seja nula. A condigao de ergodicidade é que
torna executavel o processo de Markov, partindo de um dado estado do sistema é possivel

alcancar qualquer outro estado em um intervalo de tempo suficiente para isto.

2.2.4 Balanco Detalhado

Para garantir que haja sempre um caminho para a transicao entre dois estados quais-
quer do sistema é necessario o balanceamento das transicoes entre estados. A taxa de
transicao para um dado estado, e desse para um outro estado qualquer deve ser igual. O
balanco detalhado é uma condi¢ao que consiste em garantir que o processo de Markov se
realize satisfatoriamente fazendo com que no equilibrio o sistema alcance a distribuicao
de Boltzmann. Consideremos que o sistema esteja em equilibrio, a condi¢ao determinante
é que a taxa de variacao de probabilidade de o sistema ir para o estado p e sair deste

devem ser igual. Matematicamente podemos expressar como
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> puP(—v)=> p,Pv—p) (2.2)

Usando a equagao(2.1) podemos reduzir a equagao (2.2) para

pu=> pPv—p). (2.3)

Para que a probabilidade de transicao satisfaca esta equagao é necessario que a proba-
bilidade p,, esteja no equilibrio da dinamica do processo de Markov. O fato desta probabi-
lidade de transicao satisfazer esta equacao nao é suficiente para garantir que a distribuigao
de probabilidade de um estado qualquer do sistema tenda para p,. Barkema [7] apresenta

uma solucao bem detalhada que satisfaz uma condicao adicional
puP(p—v) =p,P(v — p). (2.4)

Essa é a chamada condigao de balango detalhado, que satisfaz a equagao (2.2) e nos diz
que na situagao de equilibrio, devemos ter o mesmo nimero de transi¢oes de p para v ou
na diregao contraria, de v para p .

Para que a distribuicao no equilibrio obedeca a distribuicao de Boltzmann, devemos
escolher p, como sendo a probabilidade de transigao, e esta deve obedecer a seguinte
equacao:

P(p—v) _DPv o—B(Bv—Ey)

P(v—pu)  pu

Satisfazendo as equagoes (2.1) e (2.5) a distribui¢do no equilibrio acontecera justa-

(2.5)

mente em uma distribuicao de Boltzmann.

2.3 Algoritmos

2.3.1 Introducao

Algoritmo é um procedimento que descreve uma sequéncia de passos a serem segui-
dos em ordem especifica para resolver um problema. Existe um algoritmo computacional
muito utilizado na area de fisica para realizar procedimentos que sao executados por um

computador, no qual estes procedimentos sao fundados em uma determinada linguagem
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que se comunica com o computador, determinando os calculos a serem realizados na exe-
cugao da simulagao.

Para realizar uma simulacao utilizando o MMC é necessario que o algoritmo complete
todos os processos descritos nas segoes anteriores fazendo com que a méquina calcule de
maneira correta e colete as informacgoes necessarias para o sistema estudado. Os algorit-
mos, na simula¢ao de Monte Carlo, podem ser classificados como locais (onde a atualiza-
gao dos estados ocorre sitio a sitio) ou globais (onde a atualizagdo dos estados ocorre em
aglomerados de sitios de uma s6 vez). Adiante serao apresentados dois algoritmos locais:

Metropolis e Banho Térmico, onde a atualizacao dos estados ocorre sitio a sitio.

2.3.2 Metropolis

Um dos algoritmos usados no método de Monte Carlo é o Algoritmo de Metrépolis, que
foi introduzido por Metropolis e colaboradores em 1953 [8]. No algoritmo de Metropolis,
configuragoes sao geradas de acordo com a distribuicao de Boltzmann, efetuando uma
sequéncia de sorteios aleatorios de transicoes entre estados, garantindo que a configuragao
final seja a de equilibrio.

Para determinar a probabilidade de transicao de uma dada configuragao é necessario
conhecer a chance de ocorréncia de todas as outras configuragoes. Vamos considerar duas

configuragoes 1 e v quaisquer, as probabilidades de transi¢ao sao dadas por

P(p—v) = BB se B, —E, >0, (2.6)

1 se E,=E,, (2.7)

onde £, e E, denotam respectivamente a energia de configuragao antiga e nova. Como
P(p — v) é uma grandeza diferente de zero para todos os estados p e v, a condigao de
ergodicidade é obedecida. Para AF = E, — E,, a nova configuragao tem uma energia mais
elevada e sua aceitacao deve obdecer a distribui¢ao de Boltzmann para AFE.

Utilizando o MMC para a construgao do algoritmo de Metropolis deve seguir as se-

guintes etapas:

e i)Escolher uma configuracao inicial aleatoria para os spins;

e ii)selecionar aleatoriamente um sitio da rede ;
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e iii)computar a diferenca de energia AE = E, — E,, resultante da mudanca do valor

do spin;

e iv)se AE < 0 a configuragao é aceita, mas se AE > 0 a configuragao deste estado

¢ menos provavel, segue-se para o proximo passo;

e v)calcular a probabilidade de transigao z, onde z = e(-PAE).

e vi)gerar um numero aleatoério r escolhido entre 0 e 1;
e vii)mudar o sinal se r<z, caso contrario permanece do jeito que esta;

e viii)guardar a configuracao gerada, escolhe um novo sitio e repetir o item ii .

Depois de realizar todas essas etapas para um grande ntmero de spins, pode-se calcular
as grandezas fisicas como: magnetizacao, calor especifico, susceptibilidade, etc, para fazer
uma média aritmética.

Para garantir a condi¢ao de ergodicidade e balanco detalhado, o tempo de simulacao
deve ser necessario e grande o suficiente para que a simulagao percorra a rede inteira.
Esse tempo é chamado de passo de Monte Carlo (MC), que realiza a visita em cada um
dos sitios da rede. Se for realizado um nimero pequeno de passos de MC, este violaré a
condicao de ergodicidade e nao sera possivel calcular a média aritmética. Estas médias

levarao a um grande erro na obtencao das grandezas de interesse.

2.3.3 Banho Térmico

O algoritmo Banho Térmico foi proposto em 1984 por S. German e D. German [9]. Este
algoritmo se baseia em determinar uma probabilidade de orientacao do spin de acordo com
a oritentacao de seus vizinhos, independente do estado atual. Na simulagao este algoritmo

escolhe um sitio, e a probabilidade deste sitio transitar de um estado para outro é

e BHai,
P(o;, — 0;,) = —Z g (2.8)
onde o; é o estado do sitioi, H = —Z oj — h, sendo h um campo externo e H é a soma da

j
contribui¢ao dos primeiros vizinhos do sitio i. Para que este algoritmo satisfaca o balanco

detalhado é neceséario que
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—BHo; —BHao;
6—1’ — eilBHU’L‘V 6—”’
> > e

o; ex?

Este algoritmo Banho Térmico apresenta uma condicao de ergodicidade, desde que seja

e~ PHay,

(2.9)

possivel chegar a qualquer configuragao de spins alternando individualmente os spins.

2.3.4 Equacgao Master

A equagao master governa a evolugao temporal dos processos estocasticos markovianos.
A probabilidade P(a,t) de encontrar um sistema no estado «, num determinado instante

de tempo t deve satisfazer a seguinte condigao

a /! /!
o Pl ) =T 1", (2.10)

onde a taxa de variacao da probabilidade T’ do estado « é dada por

T' =) P thw(e = a), (2.11)

onde w(a/ — «) é a probabilidade para que o sistema mude do estado o/ para o estado

a. A taxa de variagao da probabilidade T” do estado « deve satisfazer a condicao

T" = P(o,t) Y w(a = o). (2.12)
Portanto, a equacao mestra
2P(a t)=> [P(e/,hw(e/ = a) — P(a, thw(a — o)] (2.13)
8t 9 - I ) ) .

a/

Esta equaga@o nos fornece a taxa de mudanga na probabilidade P(a, t) devido as transi¢oes
de um estado o para o estado « (primeiro termo do somatoério) e devido as transi¢oes do
estado « para outro o’ (segundo termo do somatorio). Podemos verificar nesta equagao
uma propriedade bésica de um processo markoviano: conhecendo completamente o sistema

num instante, é possivel determinar o comportamento futuro.



Capitulo 3

Transicao de Fase e Fendmenos Criticos

3.1 Introducao

No universo, observamos que uma mesma substancia pode se apresentar de formas
diferentes na natureza. Existem materiais que apresenta mais de um dos estados, exem-
plo a 4dgua, que apresenta ponto de fusao e ebulicao proximos. Os pontos de fusao e de
ebulicao sao pontos criticos onde acontecem as mudancas entre estados, sendo esta mu-
danca conhecida como transicao de fase. A transicao de fase acontece quando alterando
as condigoes do sistema, ele passa de uma fase para outra com propriedades distintas.

Para entender os fenémenos criticos é necessario o estudo das transicoes de fases.
Paul Ehrenfest [10] propos que uma ordem de transi¢ao de fase seria dada pela ordem
da derivada da energia livre, em relacao aos parametros do sistema, que apresentasse
descontinuidade. Ehrenfest, classificou as transi¢oes de fase como sendo descontinua ou
continua. Nas transi¢oes de fase descontinua as mudancas ocorrem de maneira rapida,
como no caso da agua que passa do estado liquido para o estado so6lido, apresentam
uma descontinuidade na derivada primeira. Nas transicoes de fase continua as mudancas
ocorrem de maneira suave, apresentam uma singularidade na derivada segunda. A Figura
(3.1) mostra um grafico da pressao em fungao da temperatura, em que no ponto critico a
segunda derivada é nula, e ha uma transicao de fase de segunda ordem.

O problema fundamental na teoria das transicoes de fase é estudar o comportamento
do sistema nas vizinhangas do ponto critico. Este comportamento é definido pela natureza
das singularidades das fungoes termodindmicas no ponto critico. O estudo destas transi-

¢oes e fendmenos criticos tem aumentado ao longo dos tltimos 50 anos, e neste periodo

12
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Figura 3.1: Diagrama de fase.

somente algumas poucas solugoes exatas foram encontradas. Houve um aumento natural
na necessidade de solugoes aproximadas e investigagoes baseadas em técnicas numéricas
[11-13]. As propriedades nao analiticas de um sistema proximo a uma transigao de fase
de segunda ordem sao conhecidas como fendmenos criticos, e o ponto de transicao no

diagrama de fases é chamado de ponto critico.

3.2 Modelo de Ising

O modelo de Ising foi proposto em 1920 por Wilkhelm Lenz com o objetivo de estudar os
fenomenos magnéticos em certos materiais. Este modelo foi resolvido por seu estudante de
doutorado Ernest Ising [14] em 1925 para o caso unidimensional, o qual chegou & conclusao
que o modelo nao apresentava uma transi¢ao de fase, equivocadamente ele sugeriu que
em outras dimensoes o sistema também nao apresentava trasicao de fase. No entanto,
resultados de campo médio sugeriam a possibilidade de existir pelo menos uma transicao
de fase em dimensoes superiores. Mas em 1944 o noruegués Lars Osanger [15] resolveu
analiticamente o modelo de Ising e observou que o sistema apresentava uma transi¢cao
de fase para duas dimensoes, desde entao este tem se tornando base para o estudo de
fenémenos criticos e transicao de fase.

Através do modelo de Ising pode se obter as grandezas termodinamicas para uma ana-
lise de criticalidade. Para realizar as simula¢oes em redes quadradas utilizando o processo
markoviano e o MMC, consideramos que os spins nos sitios interagem com seus vizinhos

podendo se inverter ou ndo em uma dindmica, ilustrada na figura (3.2). Apods a reali-
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zacao de varios passos de Monte Carlo obtém-se as grandezas termodinamicas: energia,

magnetizagao e calor especifico.

> > -« >
> - +— <+ > | -
> | - - > > | -«
> | > > «— > >
-« <« < >

Figura 3.2: Sitios de spins formando uma rede quadrada, onde o estado do sitio é a

orientacao do spin. Os sitios das bordas, representam as condigoes de contorno da rede.

O modelo de Ising, é descrito pela seguinte Hamiltoniana

HIZ—JUZ‘UJ', (31)
Y]

onde J é a energia de interagao entre os primeiros vizinhos. A soma é realizada sobre todos

os pares de primeiros vizinhos i, j. A funcao de particao candnica é:

ZN = Ze_(BHUi), (32)

(o4

onde H é um campo externo e a soma é realizado sobre todas as variaveis de spin.

Na proximidade do ponto critico as grandezas possuem comportamentos criticos. As
grandezas termodinamicas sao obtidas através do estudo do fenémeno critico proximo ao
ponto critico. O valor da magnetizacao para sistemas magnéticos se anulam para T > T,
dando origem a fase desordenada e para 1" < T, a fase ordenada.

A magnetizacao de spin é dada pela seguinte equacao

M=> o (3.3)

Para obter a magnetizacao por sitio temos a seguinte equacgao
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m= (3.4)

onde N é o niimero de sitios e M é a contribuicao de todos os sitios do sistema.

A partir da magnetizacao obtém-se a susceptibilidade magnética

onde E ¢ a energia do sistema.

O cumulante de Binder de quarta ordem é utilizado para calcular a temperatura critica
do sistema. E expresso em funcéo da energia ou da magnetizacio. A equacio do cumulante
de Binder

4
uT)=1- %, (3.7)
onde (m),(m?) e (m*) sdo médias termodinamicas.

Essas variavéis sao fungoes da temperatura e obedecem as relagoes de escala de tama-

nho finito

X = L7 gyt, (3.9)
dU i
o = Lvg,(t). (3.10)

onde 3, v e v sao os expoentes criticos e g, gy, g, sao as funcoes de tamanho de escala

finitas.

3.3 Expoentes Criticos

Nas proximidades do ponto critico, diferentes sistemas comportam-se de modo seme-
lhante obedecendo a lei de poténcia cujos expoentes nao sao inteiros, os conhecidos ex-

poentes criticos|[16,17|. Para um determinado conjunto de expoentes criticos associamos
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uma classe de universalidade ao sistema, de forma que expoentes que apresentem o mesmo
conjunto de valores partilham a mesma classe de universalidade. Esta caracteristica dos
modelos de sistemas fisicos depende da dimensionalidade do espago em que o sistema
¢ tratado, do niimero de componentes do parametro de ordem do sistema e do alcance
das interacoes microscopicas no sistema. Esta universalidade dos expoentes sugere que
estamos lidando com uma classe de sistemas que apesar de diferencas estruturais, apre-
sentam um mesmo comportamento pertinente ao de sua classe [18]. Os expoentes criticos
foram definidos para estudar o comportamento singular das func¢oes termodinamicas. O

expoente critico associado a uma funcao termodindmica é dado por

) = f(e), (3.11)

T-T,

7 € considerado a medida da distancia de um ponto de temperatura T

onde £ =
qualquer até o ponto critico T, desde que T esteja na vizinhanga de T,, é definido como
In| f(e)]

A = lim — A 3.12
s =] (3.12)

assumindo que o limite existe. A forma mais explicita da relacao da fun¢ao com o expoente

critico é

fe) ~ el (3.13)

esta relagao é valida no limite que || — 0, quando o sistema encontra-se proximo ao
ponto critico.

As simulagoes de sistemas fisicos estao limitadas para um tamanho finito, fazendo com
que as fungoes termodindmicas apresentem uma dependéncia com o tamanho do sistema.
Esta relagao entre tamanho do sistema e o valor das grandezas fisicas surge da divergéncia
do comprimento de correlagao limitada pelo tamanho finito do sistema. Entao, para um

sistema unidimensional na regiao critica, temos que

E~ L lel™, (3.14)

de forma que

€] ~ L7, (3.15)
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Desta forma, obtemos as relagoes respectivamente da magnetizacao M e da susceptibili-

dade x, como func¢ao da temperatura e do tamanho da rede L

My ~ L8, (3.16)
i ~ L7, (3.17)

Determinando o valor da magnetizacao e da susceptibilidade no ponto critico para
sistemas com diferentes tamanhos, calculamos os valores dos expoentes 5/v e v/v. Para
alguns sistemas é possivel definir o chamado cumulante de quarta ordem de Binder [19].
Esta grandeza é definida de forma a nao depender do tamanho do sistema, ou seja, em
le| = 0, e de maneira que o expoente critico associado ao cumulante neste ponto seja nulo,

desta forma

U~ L° (3.18)
Ue=0)=U(e=0)=U". (3.19)

Esta propriedade do cumulante de quarta ordem de Binder é utilizada na obtencao do
valor do pardmetro critico no limite termodindmico (N — o). Neste limite, é possivel
mostrar que nas proximidades do ponto critico, as grandezas termodinamicas podem ser

reescritas em uma nova escala, ou seja, em termos de suas fungoes de escala

Mp(T) = L~ M(LY"e), (3.20)
xo(T) = D" (L7e), (3:21)
UL(T) = U(LY"¢). (3.22)

Este procedimento é chamado de escalamento de tamanho finito e quando ¢ =0, U, = U~
nao depende de qualquer expoente. No ponto critico, as curvas de Uy, possuem o mesmo
valor U* de forma que elas coincidem neste ponto. Nesta escala, as grandezas dependem,
do tamanho do sistema e das fungdes M (L"), x(L'*) e U(LY") que sdo chamadas
de fungoes universais de escala. Podemos escrever as fung¢oes universais de escala para

magnetizagao, para susceptibilidade e para o cumulante de Binder na seguinte forma
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M(LYe) = My(T)L™P/", (3.23)
X(LVYe) = x (T L, (3.24)
U(LY"e) = UL(T). (3.25)

Se os expoentes criticos referentes a transicao de fase forem conhecidos, entao nas proximi-
dades da transicao as curvas de magnetizagao e susceptibilidade apresentam um colapso
em termos das suas fungoes universais de escala. Este procedimento é chamado de data
colapse. E um método que possui alta sensibilidade ao valor dos expoentes criticos e ao
valor da temperatura critica, quanto melhor forem as estimativas para os valores dos ex-
poentes criticos e da temperatura critica, melhor seré o colapso das curvas. Neste método,
o cumulante de quarta ordem de Binder é definido de maneira a nao depender do tamanho
do sistema exatamente no ponto critico, ¢ uma maneira eficiente de determinar o valor do
ponto critico. Mais uma relagao entre expoentes criticos pode ser obtida a partir das leis
de escala [20]. O valor da temperatura critica num sistema de tamanho finito depende do

tamanho do sistema pela relacao

T.(L) =T, + bL'", (3.26)

onde T, é a temperatura critica do sistema e b é uma constante.



Capitulo 4

Redes

4.1 Redes Complexas

As redes complexas comegaram a surgir nos anos 60, com os trabalhos de Stanley Mil-
gram [21]. Em 1967, Jeffrey e Stanley Milgram realizaram um experimento com o objetivo
de fazer com que os moradores da cidade de Omaha enviassem cartas para os moradores
da cidade de Boston, de forma diretamente ou através de conhecidos. Inicialmente ele
acreditava que as cartas chegariam ao seu destino passando aproximadamente por 100
pessoas. Os resultados mostraram que das 160 cartas enviadas, 42 chegaram ao destino e
que estas cartas passaram em média por cinco a seis pessoas intermediarias [21]. Com este
experimento eles mostraram que as pessoas estariam vivendo em um "mundo pequeno". A
partir do efeito de mundo pequeno surgiram os modelos, de redes aleatérias desenvolvidas
em 1959 por Erdos e Renyi, as redes de mundo pequeno (small world) desenvolvida em
1998, por Watts e Strogatz e as redes de escala livre (scale-free) desenvolvida em 1999
por Albert e Barabasi.

As redes complexas ou grafos sao estruturas compostas por um conjunto de vértices
(nos) interligados por arestas. As arestas sao linhas que conectam dois vértices, e podem
ser direcionada, quando as conexoes entre os pares de vértices tem direcao e sentido, e
nao-direcionada quando as conexdes estao em varias diregoes. De acordo com [22-23| para
caracterizar as redes complexas sao necessérios fazer uso de trés medidas: a distribuicao

de grau, o menor caminho médio e o coeficiente de agregacao.

e Distribuicao de grau: ¢ o niimero de arestas conectadas a um vértice;

19
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e Menor caminho médio: é a média da menor distancia entre dois vértices;

e Coeficiente de agregacgao: considere o no i, conectado a k; arestas e k; conectado
a outros nos. Se os primeiros vizinhos do né i sao vizinhos entre si entao pode existir
,1)

no maximo ki(l—

5— arestas entre eles. Entao o coeficiente de agregagao de Cj é razao

entre o numero de arestas E; que existe entre os vizinhos do né i e o total de arestas

2F;

Ty €0 coeficiente de agregacao é a média dos
7 7

que existe entre eles. Assim C; =

valores C; sobre todos os nos da rede [23-24].

4.2 Rede “Small-World”

Em 1967, Jeffrey e Stanley Milgram realizaram um experimento com o objetivo de fazer
com que os moradores da cidade de Omaha enviassem cartas para os moradores da cidade
de Boston, de forma diretamente ou através de conhecidos. Inicialmente eles acreditavam
que as cartas chegariam ao seu destino passando aproximadamente por 100 pessoas. Os
resultados mostraram que das 160 cartas enviadas, 42 chegaram ao destino e que estas
cartas passaram em média por seis pessoas intermediarias [21]. Com este experimento eles
mostraram que as pessoas estariam vivendo em um "mundo pequeno".

Em 2003 Ducan J. Watts e Steven propuseram um modelo de rede de mundo-pequeno
com o objetivo de formar poucas conexoes entre cada individuo. Neste modelo a populacao
foi distribuida em redes regulares unidimensionais em que cada individuo entrava em
contato com os outros individuos da rede através de re-conexoes feitas a partir do valor
da probabilidade p.

A rede “Small-World” é construida a partir de uma rede regular com quatro vizinhos,

mais proximos, ligados a N nos e C vizinhos, sendo que a distribui¢ao do grau de conec-

log(N)
log(K)

7’@ =
tividade é igual P(K) ~ &% o menor caminho médio é L ~ e o coeficiente de

k!

agregacao C, > K /N ~ 1. Nesta rede cada no é reconectado aleatoriamente com n ares-

tas com probabilidade p. Neste processo, o nimero de nés que sao reconectados sao iguais

a ’%. Quando p=0 a rede é regular (nao recebeu nenhuma ligagdo de longo alcance),

quando (0 < p < 1) a rede é de mundo pequeno (existem ligagoes de curto alcance) e

quando p = 1, a rede é aleatoria (existem ligagdes de longo alcance), como mostra a figura

(4.1).
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Figura 4.1: Rede “Small-World”

4.3 Rede de Voronoi-Delaunay

4.3.1 Introdugao

Em 1908, George Feodosevich Voronoi definiu os diagramas de Voronoi, ap6s estudos
de Descartes e Dirichlet. O Diagrama de Voronoi tem sido muito utilizado em diversas
disciplinas porque se constitui de uma logica matemaética ttil e bastante similar a vérios
padroes organicos encontrados na natureza. Por esse processo a divisao do espago segue
uma regra simples: dado um conjunto de pontos quaisquer, devem ser feitas as divisoes
organizadas entre eles, de modo que haja uma regiao para cada ponto e cujo limite ¢é a
metade da distancia entre seu vizinho, formando assim poligonos convexos. Esses pontos
sao ligados por meio de segmentos de reta (formando tridngulos) e depois sao feitas suas
mediatrizes [25].

Dispostas em conjunto, essas mediatrizes delimitam a forma geométrica convexa co-
nhecida como Diagrama de Voronoi. A Figura (4.2) mostra a tesselacao de Voronoi que ¢
uma estrututra geométrica da triangulacao de Delaunay.

O algoritmo utilizado para construir uma rede de Delaunay é de Frieberge Ren. Para
utilizar este algoritmo é necesséario desenhar D pontos aleatérios, chamados de sitios da
rede, sao distribuidos aleatoriamente seguindo a distribuicao de Poisson em uma rede
de tamanho L x L. Os pontos sao conectados segundo a regra de Voronoi-Delaunay. A
triangulacao de Delaunay do espago com N, pontos, N, arestas e IV; triangulos ¢ descrita

pela seguinte equacao
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Figura 4.2: O lado esquerdo diagrama de Voronoi e o lado direito triangulacao de Delaunay.

N, — N,+ N, = x. (4.1)

Considerando y = 2, temos uma topologia de esfera, para y = 0, temos uma topologia de

torus, que obedece a seguinte regra 2N, = 3V; para a triangulacao, logo substituindo na

equagao acima temos N; = 2N, e N, = 3N,,.



Capitulo 5

Modelo do Voto da Maioria

5.1 Introducao

O modelo do Voto da Maioria, ¢ um modelo que simula a dindmica da mudanga de
opiniao de uma populagao. Este modelo baseia-se na hipotese que a opg¢ao de escolha que
um individuo tem, num dado instante de tempo, depende da escolha que a maioria dos
seus vizinhos possui neste instante.

O modelo do Voto da Maioria (MVM) é definido em uma rede onde cada sitio da rede
estd conectado & um spin que pode assumir valores o; = 1 ou 0; = —1. Considerando
um grupo de individuos no qual cada individuo possui sua propria opiniao sobre deter-
minado assunto: favoravel ou contraria. Com o passar do tempo devido & interagao com
os vizinhos préximos, os individuos vao mudando de opiniao. Cada individuo passa a ser
a favor ou contra se a maioria dos seus vizinhos, for favoravel ou contraria ao assunto.
Existem individuos que agem contrariamente & opiniao da maioria dos individuos na sua
vizinhanga. No caso em que o individuo tem a opiniao diferente da maioria dos seus vi-
zinhos, foi introduzido [26] um parametro de ruido q que corresponde a probabilidade de
um sitio assumir um estado contrario ao da maioria de seus vizinhos.

Este modelo é representado pela seguinte equacgao

P(o) = 51— 0:.5(3" 03)(1 — 20) (5.1

onde S(x) é uma fungéo sinal para x # 0 e é zero se x = 0, j denota os vizinhos proximos
do sitio i e q é o parametro de ruido. O paradmetro de ruido q atua no sistema como

uma espécie de temperatura, sugerindo uma desordem. Nao somente isto, q é o fator do

23



CAPITULO 5. MODELO DO VOTO DA MAIORIA 24

modelo do Voto da Maioria que induz a transicao de fase do sistema. Partindo de um
estado desordenado, permitimos que o sistema evoluisse no espago de configuragoes, de
acordo com a taxa de transigao (5.1), até que o sistema atinja um estado estacionario,

cuja natureza ¢é caracterizada de acordo com o valor do ruido q. Obtemos:

e ¢ = 0, todos os sitios estarao no mesmo estado, seja ele +1 ou -1. Todos tem a

mesma opiniao.

e 0 < ¢ < q.,a maioria dos sitios estd num dos estados +1 ou -1, o restante aponta

na direcao contréaria.

® ¢ > q., metade dos sitios se encontra num estado enquanto a outra metade esté no

estado contrério, quer dizer metade é favoravel e a outra metade é contraria.

O modelo do Voto da Maioria ¢ um modelo de nao equilibrio definido pela dindmica
estocastica com regras locais e simetria de spin up e down, definido por uma rede regular
quadrada que apresenta transicao de fase de segunda ordem observada através dos ex-
poentes criticos 8, v e v que caracterizam o sistema na vizinhanga da transicao de fase,
idéntico aos expoentes criticos de equilibrio do modelo Ising. O MVM foi estudado em
diversos tipos de redes dentre elas a rede de Barabasi-Albert, “Small-World”, Voronoi-
Delaunay, etc. O MVM estudado por Lima em rede de Barabasi-Albert direcionada e
nao direcionada apresenta expoentes criticos diferentes do modelo Ising, e estes depen-
dem do valor médio de conectividade K das redes de Barabasi-Albert direcionadas(abd)
e unidirecionada (abu) e a transi¢ao de fase é observada nesses sistemas.|27-28|

O MVM estudado por Campos et al.[29] em rede direcionada “Small-World” apresen-
tam expoentes criticos que dependem da probabilidade de religacao, possuem interagoes
de longo alcange e grau de desordem . Lima et al.[30] estudaram o modelo do voto da-
maioria em rede aleatéria de Voronoi-Delaunay com condig¢ao de contorno periédica, no
qual estas redes possuem desordem natural em suas conexdes. Grinstein argumentou que
sistemas fora do equilibrio com simetria up-down em uma rede regular quadrada caem na
classe de universalidade do modelo de Ising no equilibrio [31].

Com o objetivo de conhecer o comportamento do sistema, calculamos algumas quan-
tidades que podem caracterizar o estado em que o mesmo se encontra. Estas quantidades
dependem do estado do sistema, logo sao fungdes do parametro q. Definimos a magneti-

zagao do modelo do voto da maioria como
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m(q) = (|ml), (5:2)

Outra grandeza importante para a descricao completa do sistema é a variancia do
parametro de ordem do sistema. Para o modelo do voto da maioria, a variancia é dada

pela susceptibilidade

x(q) = N(m?) = (|ml)”, (5.3)
E o cumulante de quarta ordem de Binder é definido como

(m*)

U(q)zl—W.

(5.4)

que é uma grandeza particularmente relevante na determinacao do valor do ruido critico g..
Todas as quantidades anteriores sao fungoes do parametro de ruido e satisfazem relagoes

especificas de escalamento de tamanho finito.



Capitulo 6

Resultados e Discussoes

6.1 Modelo e Simulacao

Este trabalho tem o objetivo de estudar o modelo do Voto da Maioria em rede dire-
cionada “Small-World-Voronoi-Delaunay” com probabilidade de religacao direcionada p.
Para uma boa avaliagao da influéncia as probabilidades utilizadas foram p=0.1, 0.3, 0.5,
0.7e0.9.

O estudo foi feito por meio de simulacao computacional usando o algoritmo de Monte
Carlo, iniciando com a construgao de Voronoi-Delaunay, criando a rede aleatéria no qual
indicard as posigoes dos sitios, que sao ligadas por vizinhos mais proximos tanto por
ligacoes de curto alcance quanto de longo alcance. Considerando um sitio i, retiramos as
ligacoes que retornariam a ele e direcionamos com probabilidade p para um sitio qualquer.
Este direcionamento é feito por acaso levando a possibilidade dos sitios, terem ligagoes
de curto e longo alcance. Este procedimento ¢é realizado em toda a rede deixando com a
densidade p de ligagoes redirecionadas.

O MVM em rede direcionada Small-World-Voronoi-Delaunay (SWVD) definidas pela
variavel o cujo os valores sao -1 ou +1, situada em cada sitio da rede com N = L x L,
sitios onde L é o lado da rede. A evolucao do sistema é governada pela dinadmica do spin

girar com uma probabilidade de Glauber Pg

Pq = ; 1—o0;.5 ZO'j tanh(pr)], (6.1)

onde Br = e o somatorio é sobre todos os vizinhos j do sitio 7, S assume valores de

KT’

-1 e +1. Aqui, T representa a temperatura social ou ruido do modelo. Para cada rotacao

26
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do spin i, determinamos o sinal da maioria dos seus vizinhos.

Nos simulamos sobre 6 tamanhos diferentes de rede de acordo com o nimero total
de sitios N = 5000, 10000, 20000, 40000, 60000 e 80000. Para cada tamanho de rede
foram realizadas 20 simulagoes independentes, garantidas pelo uso de diferentes passos de
Monte Carlo. Destas realizagoes foram retiradas as médias para a obtencao das grandezas:
magnetizagao, susceptibilidade e cumulante de quarta ordem de Binder. Cada sitio da rede
se conectava aleatoriamente com 3 a 17 vizinhos. Antes da termalizagao do sistema todos
os spins estavam para cima, apos 100000 passos de Monte Carlo e tempo de relaxacao de
50000 MCS o sistema comegou a evoluir.

No estudo do modelo do voto da maioria por simulacao computacional, através do
Método de Monte Carlo obtém-se médias para a obtencao das propriedades macroscopicas.

A magnetizagao por spin é dada pela seguinte equagao

P
1

N Y

m (6.2)

onde N é o niimero de sitios e E o; € a contribuicao de todos os sitios do sistema.

1
Para calcular a média da magnetizacao m por sitio

M(T) = (Im]). (6.3)
A partir da magnetizagao se obtem a susceptibilidade
X(T) = N((m?) — (m)*). (6.4)

O cumulante de quarta ordem de Binder [32] é utilizado para calcular a temperatura

critica do sistema. A equacao do cumulante de quarta ordem de Binder

(m*)
3(m?2)?’

onde (m),(m?) e (m*) sdo médias termodinamicas.

U(T)=1-— (6.5)

Essas variavéis sao fungoes da temperatura e obedece as relagoes de escala de tamanho

finito

M = L7 g,(t), (6.6)
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v = L7 g,(), (6.7
= Lha(t), (6.9)

onde 3, v e 7 sao os expoentes criticos € gn,, gy, g, sao as funcoes de tamanho de escala

finitas.

6.2 Simulacao em rede de Voronoi-Delaunay

As Figuras 6.1 e 6.2 mostram o comportamento da magnetizacao M versus a tempera-
tura T, e da susceptibilidade y versus a temperatura T, respectivamente, onde simulamos
com todos os tamanhos de rede escolhidos, porém mostramos apenas o tamanho N =
80000 sitios. As curvas sao para as probabilidades de religacao p = 0.1, 0.3, 0.5, 0.7 e 0.9.
O comportamento das curvas na Figura 6.1 mostra que podemos inferir que o valor da
temperatura aumenta de acordo com o valor de p, quanto maior o valor de p maior é a

temperatura que leva o sistema do estado ordenado para o estado desordenado.
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Figura 6.1: Curvas da magnetizacao para tamanho N = 80000 sitios com probalidades

diferentes.

A Figura 6.2 mostra grafico da susceptibilidade versus a temperatura, mostra que

quanto maior o valor de p, maior é a temperatura.
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Figura 6.2: Curvas da susceptibilidade para tamanho N = 80000 sitios com probabilidades

diferentes.

A Figura 6.3 mostra o comportamento da magnetizacao M versus temperatura T para
diferentes tamanhos de rede com probabilidade de religacao p=0.5. Podemos concluir, em
termos de opiniao, que inicialmente ha uma concordancia geral (unanimidade), ou seja,
para T"— 0, M — 1. Esta opiniao é cada vez menos aceita & medida que aumentamos a
temperatura T, pois é facil perceber um decaimento aproximadamente linear para valores
pequenos da temperatura T, onde nao existe dependéncia com o valor do tamanho do
sistema. Toda a regiao do grafico que compreende as proximidades da transicao de fase
e apos ela depende significativamente do tamanho do sistema. Uma vez que nao hé des-
continuidade do parametro de ordem na transicao, o sistema apresenta uma transicao de

fase de segunda ordem.
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Figura 6.3: Magnetizacao em funcao de T para varios tamanhos de redes com N = 5000,
N = 10000, N = 20000, N = 400000, N = 60000 e N = 80000 sitios e probabilidade de

religacao p = 0.5.

A Figura 6.4 mostra o comportamento da susceptibilidade versus temperatura para
véarios parametros usados na Fig 6.3. O grafico mostra um comportamento tipico de tran-
sicao de fase de segunda ordem, exibindo um méaximo na temperatura critica. As curvas
de susceptibilidade apresentam maximos nos valores criticos da temperatura T e sao ca-

racteristicos de transigoes de fase de segunda ordem.
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Figura 6.4: Susceptibilidade em funcao de T para vérios tamanhos de redes com N =

5000, N = 10000, N = 20000, N = 400000, N = 60000 e N = 80000 sitios e probabilidade

de religagao p=0.5.

Para estimar a temperatura critica, calculamos o cumulante de quarta ordem de Bin-

der. Essas quantidades sao independentes do tamanho do sistema e devem se interceptar a

temperatura critica. A Figura 6.5 mostra a fun¢ao do cumulante de quarta ordem de Bin-

der. Pela propria definicao do cumulante, este é o iinico ponto onde o valor da temperatura

critica nao depende do tamanho do sistema. Com a intercepcao das linhas encontramos a

temperatura critica do sistema, e observamos também que neste ponto todos os tamanhos

possuem a mesma temperatura.
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Figura 6.5: Cumulante de quarta-ordem de Binder em fungao de T para vérios tamanhos
de redes com N = 5000, N = 10000, N = 20000, N = 400000, N = 60000 e N = 80000
sitios e probabilidade de religacao p = 0.5.

O expoente do comprimento de correlagdo pode ser estimado a partir de T,(L) =
T. +bL~'" em que T.(L) é a temperatura pseudo-critica para o tamanho de rede L. T,
é a temperatura critica no limite termodinamico, e b é uma constante nao-universal. Na
Figura 6.6 mostramos o grafico de In[T.(L) — T.] em fungdo de L para vérios valores de

p. Este grafico é uma lei de escala utilizados para determinar o expoente critico 1/v.



CAPITULO 6. RESULTADOS E DISCUSSOES 34

2.5

=N
(39
=
=
4+
[=2)
B
=]
n
n
(39
L
=
n
=}

Figura 6.6: In[7,.(L) — T,] em funcdo de L para varios valores de p.As linhas continuas

sao ajustes lineares.

Na figura 6.7 e 6.8, respectivamente, mostramos o logaritmo da magnetizagao e
susceptibilidade do logaritmo de L, utilizados para calcular respectivamente os expoentes

criticos /v e /v. Observamos que os expoentes /v e /v sdo independentes de p.
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Figura 6.7: Grafico do logaritmo do médulo da magnetizacao versus o logaritmo de L. As

linhas continuas sao os melhores ajustes lineares.

Com base nos resultados das Figuras 6.7 e 6.8, construimos a Tabela 6.3 a partir das

linearizacoes para o logaritmo da magnetizacao e para o logaritmo da susceptibilidade,

quando mantemos a temperatura T fixa, enquanto variamos o valor p=0.1, 0.3, 0.5, 0.7 e

0.9.

Comparando os expoentes criticos encontrados nos trabalhos de Ediones et al [33] e

Edina et al [34] (veja Tabelas 6.1 e 6.2) com os expoentes criticos encontrados no nosso

trabalho (veja Tabela 6.3), podemos observar que os expoentes criticos encontrados em

nosso trabalho nao pertencem a mesma classe de universalidade do modelo de Ising.
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Figura 6.8: Grafico do logaritmo da susceptibilidade em T, em funcao do logaritmo de L.

Tabela 6.1: Os expoentes criticos para o modelo Ising em rede direcionada Small-World-

Voronoi-Delaunay com probabilidade p, 7 /v

LnL

max

54

sao resultados para a susceptibilidade

magnética maxima. As barras de erro sdo apenas estatisticas.

p || 1/v Blv v/v v/ v
0.1 || 1.036(19) | 0.489(8) | 1.003(11) | 1.001(13)
0.2 || 1.098(82) | 0.538(68) | 1.016(11) | 1.016(5)
0.3 || 1.009(49) | 0.463(4) | 0.924(98) | 1.012(3)
0.4 || 0.886(8) | 0.491(9) | 1.017(14) | 1.012(8)
0.5 || 0.987(64) | 0.494(10) | 0.998(18) | 1.005(66)
0.6 || 0.927(92) | 0.486(10) | 1.042(13) | 1.004(7)
0.7 || 1.107(60) | 0.486(10) | 1.016(13) | 1.003(10)
0.8 || 0.972(57) | 0.493(16) | 1.018(23) | 1.021(7)
0.9 || 1.032(66) | 0.471(12) | 1.038(16) | 0.994(69)
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Tabela 6.2: Os expoentes criticos para o modelo do voto da maioria em rede direcionada

Small-World com probabilidade p, 1/v, 8/v, v/v e v/v™*. As barras de erro sao apenas

estatisticas.
| 1/v Blv /v v/
0.1 || 0.122(3) | 0.836(223) | 0.423(17) | 1.178(13) | 1.214(39)
0.3 || 0.149(3) | 1.059(208) | 0.419(21) | 1.148(5) | 1.152(28)
0.5 || 0.160(2) | 1.010(52) | 0.441(12) | 1.116(5) | 1.120(25)
0.8 || 0.164(2) | 1.248(158) | 0.436(9) | 1.149(5) | 1.117(23)
1.0 || 0.165(2) | 1.032(81) | 0.415(18) | 1.139(8) | 1.122(25)

Tabela 6.3: Os expoentes criticos para o modelo do voto da maioria em rede direcionada
Small-World-Voronoi-Delaunay com probabilidade p, T., 1/v, B/v, v/v e v/v™**. As

barras de erro sao apenas estatisticas.

p | T 1/v Blv v/v v/
0.1 || 1.5902(4) | 0.973(2) | 0.492(6) | 1.016(7) | 1.006(1)
0.3 || 1.6665(4) | 1.044(5) | 0.470(4) | 1.043(5) | 1.001(2)
0.5 || 1.7180(4) | 0.977(3) | 0.492(5) | 1.012(6) | 0.992(2)
0.7 || 1.7478(4) | 1.060(4) | 0.477(5) | 1.012(3) | 0.992(2)
0.9 || 1.7624(4) | 0.955(4) | 0.490(4) | 1.013(3) | 0.996(2)

Na fig. 6.9 plotamos o gréafico do In Y4, versus o In L. O ajuste linear desses dados

da v/v™** da susceptibilidade maxima como fun¢ao de In L para varios valores de p.
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Figura 6.9: Grafico do logaritmo da susceptibilidade méxima em funcao do logaritmo de

L.

Valores mais precisos dos expoentes criticos para o nosso modelo foram obtidos a
partir do colapso de dados para as curvas de magnetizacao e susceptibilidade, como mostra
as Figuras 6.10 e 6.11 para probabilidade de religacao p=0.5. Neste casos, vemos que as
estimativas dos indices dos expoentes criticos /v e /v estdao em boa concordanica para
todos os tamanhos de rede. Os mesmos resultados qualitativos sao obtidos para outros

valores de p.
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Figura 6.10: Grafico data colapso da magnetizagao.
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Figura 6.11: Gréfico data colapso da susceptibilidade.
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Conclusao

Através das simulagoes realizadas utilizando o método de Monte Carlo para varios
tamanhos de rede e probabilidades de religagao p = 0.1,0.3,0.5,0.7,0.9, observamos que
para o modelo do voto da maioria em rede direcionada “Small-World-Voronoi-Delaunay”
o sistema apresenta uma transicao de fase de segunda ordem. Estudos anteriores nos
mostram que no modelo do voto da maioria em rede small-world indicam que o valor da
temperatura critica, sao fungoes crescentes da probabilidade de religacao p.

Usando a analise de escala de tamanho finito, calculamos os expoentes criticos as-
sociados a magnetizacao, susceptibilidade e cumulante de quarta ordem de Binder para
diversos valores de probabilidade p. Onde, observamos que os valores das razoes dos expo-
entes /v, v/v e 1/v (veja Tab. 6.1) sdo independentes dos valores das probabilidades p de
religacoes e também sao diferentes dos expoentes do modelo de Ising em duas dimensoes
e nao pertencem a mesma classe de universalidade do modelo de Ising. Nossos resultados,
também estao de acordo com os resultados de Ediones et al [33] para o modelo de Ising

nas redes direcionada “Small-World-Voronoi-Delaunay”.
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