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Resumo

Este trabalho apresenta uma proposta de abordagem do contetido de Analise Combi-
natoria para o Ensino Médio com o objetivo de auxiliar no desenvolvimento cognitivo
estrutural do raciocinio combinatério. Buscou-se por meio do dominio dos principios
fundamentais criar estruturas estratégicas de resolugoes. Em meio as permutagoes, em
especial abordamos os Lemas de kaplansky e uma variagdo do mesmo. Por fim, sugerimos
uma sequéncia de problemas ordenados de acordo com seu grau de dificuldade, onde as
resolucoes nao advém de uma aplicacao direta de uma determinada férmula, assim, o aluno
é estimulado a criar uma linha de raciocinio, tornando-os mais ativos no processo de analise.

Palavras-chave: Anélise Combinatéria. Principios Fundamentais da contagem. Permu-
tacdo. Problemas Combinatorios. Lemas de kaplansky.



Abstract

This work presents a proposal about the approach of the Combinatorics content to high
school with the purpose of offering a support in the structural cognitive development of
Combinatorial Reasoning. We searched through the mastery of the basic principles to
create strategic structures resolutions. Among the permutations, we dealt with Kaplansky’s
Theorem and a variation of it. Finally, we suggest a series of orderly problems according
to their degree of difficulty, where the resolutions do not result from a direct application
of a certain formula. So, the students are encouraged to create a line of reasoning, making
them more active in the analysis process.

Keywords: Combinatorics. Basic Principles of counting. Permutation. Combinatorial
problems. Kaplansnky Theorem.
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Introducao

As raizes da andlise combinatoéria originaram-se na antiguidade com a necessidade
de solucionar os primeiros problemas de contagem, a saber, o Stomachion, um dos mais
antigos quebra-cabegas geométricos do mundo, que foi inventado por Arquimedes, consiste
em um quadrado dividido em 14 partes irregulares. O objetivo desse quebra-cabeca
é embaralhar as pecgas e depois junta-las novamente para formar um quadrado, isto é,
uma ferramenta de entretenimento, aliando o lddico aos conhecimentos matematicos,
promovendo assim o aprimoramento destes. Muitos problemas que foram estudados no
passado, seja para diversao ou por seu apelo estético, hoje sdo de grande importancia na

ciéncia pura e aplicada.

Uma das razoes para esse crescimento é o grande impacto que os computadores tem
em nossa sociedade, com base em programas de algoritmos conseguem resolver problemas
em grande escala, que anteriormente nao seria possivel. Esses programas muitas vezes
utilizam o conhecimento combinatorio. Outra razao para tal feito, é a sua aplicabilidade a
outras areas do conhecimento, suas ideias e técnicas de analise atuam em diversas ciéncias,
como as sociais, as bioldgicas, teoria da informagao e tantas outras. Esses e outros aspectos

tornam o estudo da Andlise Combinatoria uma ferramenta mais abrangente.

Mesmo a andlise combinatéria sendo uma poderosa ferramenta de andlise de
estruturas e relagoes discretas, no entanto, sua abordagem no Ensino Médio a torna
uma disciplina obsoleta, ja que o uso mecanizado de férmulas abusivas nas resolugoes
de problemas, limita o aluno a resolver apenas questoes diretas, na qual sua tnica
preocupacao seria a mera substituicao de dados em férmulas pre-estabelecidas, assim
sua praticidade nao passaria de um mero desenvolvimento algébrico e perderia sua real

versatilidade.(MORGADO et al., 2006).

Os problemas de contagem sao de suma importancia para um bom desenvolvimento
tanto cognitivo quanto estrutural, vinculados a uma base de dados. Os Pardmetros
Curriculares Nacionais destacam, entre outros conteidos, a importancia dos problemas de

contagem e combinatérios no Ensino Médio.

As habilidades de descrever e analisar um grande ntmero de dados,
realizar inferéncias e fazer predi¢oes com base numa amostra de populacao,



aplicar as idéias de probabilidade e combinatéria a fené6menos naturais
e do cotidiano sao aplicagoes da Matematica em questdes do mundo
real que tiveram um crescimento muito grande e se tornaram bastante
complexas. Técnicas e raciocinios estatisticos e probabilisticos sdo, sem
divida, instrumentos tanto das ciéncias da Natureza quanto das Ciéncias
Humanas. Isto mostra como serd importante uma cuidadosa abordagem
dos conteudos de contagem, estatistica e probabilidades no Ensino Médio...
(PCN, 1998, p.257).

A explanac¢do da Anélise Combinatéria por meio de féormulas ou padronizagoes
de resolugoes, além de limitar o campo de visao do préprio professor de matematica, faz
com que 0 mesmo permaneca em uma zona teoricamente confortavel, mas é notério que
a aprendizagem em si, nao é alcancada a partir desse comportamento, ja que o aluno é
condicionado a nao ter subsidios préprio de andalise. Dessa forma, torna-se necessario uma
ruptura nesse método de ensino, implementando situagoes problemas que levem os alunos
a buscarem estratégias estruturais préprias para cada circunstancia provindas do universo

combinatoério. Os PCN (1998, p. 266) orientam:

Nao somente em Matematica, mas até particularmente nessa disciplina,
a resolucdo de problemas é uma importante estratégia de ensino. Os
alunos confrontados com situac¢des-problema, novas mas compativeis
com os instrumentos que ja possuem ou que possam adquirir no pro-
cesso, aprendem a desenvolver estratégia de enfrentamento, planejando
etapas, estabelecendo relacoes, verificando regularidades, fazendo uso
dos préprios erros cometidos para buscar novas alternativas; adquirem
espirito de pesquisa, aprendendo a consultar, a experimentar, a orga-
nizar dados, a sistematizar resultados, a validar solucoes; desenvolvem
sua capacidade de raciocinio, adquirem auto-confianca e sentido de res-
ponsabilidade; e finalmente, ampliam sua autonomia e capacidade de
comunicacdo e de argumentacao.

Com base no PNLD(Plano Nacional do Livro Didético) verifica-se que os livros
didaticos do Ensino Médio abordam a Analise Combinatéria no 2° Ano, sendo que boa parte
dos autores a deixam em uma sequéncia didatica ndo muito favoravel a seu desenvolvimento,
pois evidenciam seu uso nos ultimos capitulos, o que acarreta na mesma, uma analise
superficial em detrimento da proximidade do final do ano letivo. Para maiores informacoes

referentes as resenhas das colegoes dos livros didéticos, segure-se consultar a referéncia [1].

Segundo S. S. Fonseca et al (2014), cada contelddo possui sua relevancia, cabe ao
professor identificar no seu trabalho pedagodgico a sequéncia dos contetidos que atenda as
especificidades de sua turma. Caso ele use o livro de forma linear, essa sequéncia didatica

podera comprometer o seu trabalho na abordagem da Analise Combinatoria.



O ensino da Analise Combinatoria deve-se nortear em torno dos principios funda-
mentais de contagem, ja que este é a base do raciocinio combinatério. As orientagoes
Educacionais Complementares aos Pardmetros Curriculares Nacionais, os PCN+(BRASIL.

Ministério da Educagao, 2016, p. 126 ) orientam:

A Contagem, ao mesmo tempo que possibilita uma abordagem mais
completa da probabilidade por si s6, permite também o desenvolvimento
de uma nova forma de pensar em Matematica denominada raciocinio
combinatoério. Ou seja, decidir sobre a forma mais adequada de organizar
numeros ou informacoes para poder contar os casos possiveis ndo deve
ser aprendido como uma lista de férmulas, mas como um processo que
exige a construgdo de um modelo simplificado e explicativo da situagao.
As férmulas devem ser consequéncia do raciocinio combinatério desen-
volvido frente Matemética a resolucdo de problemas diversos e devem ter
a funcao de simplificar calculos quando a quantidade de dados é muito
grande.

Em vista disso, este trabalho tem como objetivo mostrar a importancia do apren-
dizado da estrutura de raciocinio por tras da férmula elaborada. Esse conhecimento
dara ao aluno uma liberdade para um desenvolvimento estrutural, desprendendo-o da
mecanizagao de féormulas. Para esse fim focaremos na estrutura de alguns Problemas
Combinatoérios mediante o principio multiplicativo e permutacoes, procurando vincular os
mesmos a uma simbologia recorrente ao problema proposto. Entretanto, essa ferramenta

auxiliara no desenvolvimento cognitivo da Anélise Combinatéria no Ensino Médio.

Buscando-se um melhor aproveitamento no estudo cognitivo da Anélise Com-
binatoria, neste trabalho abordamos, no capitulo 1, o estudo intuitivo dos principios
fundamentais da contagem que é a raiz dos problemas combinatérios, no capitulo 2 faremos
o estudo das permutagdes por meio de defini¢oes e sua grande importancia na demonstragao
de algumas expressoes conhecidas, ja que o desenvolvimento estrutural pra se chegar a uma
expressao é construido de modo engenhoso e esse processo contribui para o desenvolvimento
cognitivo. No capitulo 3 exibiremos solug¢oes de algumas questoes, selecionadas de livros
didaticos nacionais, olimpiadas de matematica e algumas questoes de exames de admissao
do ITA que nao sdo estudados com frequéncia no ensino médio, apenas no ensino superior,

mas suas estruturas de desenvolvimento utiliza principios bésicos.



1

Principios Fundamentais

Antes de iniciar a analise quantitativa dos eventos combinatorios, torna-se necessario

uma abordagem qualitativa, ja que esta dara suporte as tomadas de decisoes que ocorrem

no decorrer das resolugoes dos problemas de contagem.

1.1

Como diferenciar tomada de decisoes e conjuntos
de outros?

Para Oliveira (2010), esta é sem divida uma das mais importantes perguntas que

devem ser respondidas na abordagem de qualquer problema de andlise combinatoria. Por

nao ser na maioria dos casos uma pergunta de tao simples resposta, ele evidencia alguns

critérios que devem ser cuidadosamente observados quando uma questao de combinatoéria

for proposta. Os quais seguem abaixo:

i

Quando os elementos sao iguais:

Suponha que vocé tem seis livros iguais de matematica e deseja escolher uma certa
quantidade para doar a uma biblioteca. Note que, independentemente dos livros
que escolha, todas as colegoes de trés livros que vocé pode montar sao idénticas,
ja que o que diferencia uma doagdo da outra é quantidade de objetos (livros) que
serao entregues a biblioteca, e nao a troca de um livro por outro, pois os livros sao
idénticos. Assim vocé pode doar um livro, dois livros, trés livros, quatro livro, cinco

livros ou seis livros, neste caso existe 6 maneiras de fazer a doacao.

Quando a ordem dos elementos interessa:

Sempre deve-se analisar se a ordem com que os elementos sao escolhidos interferem
ou nao no resultado final, para um melhor entendimento, suponha uma lanchonete
que dispoe de cinco tipos de frutas distintas: f1, f2, f3, f4 € f5. deseja-se preparar

uma salada de frutas contendo trés dessas frutas, nota-se que se forem escolhidas



as frutas fi, fo e f4, independente da ordem que essas frutas sdo escolhidas, temos
como resultado final a mesma mistura, pois o que diferencia uma salada da outra
nao ¢ a ordem como os elementos sao escolhidos, mas sim a substituicao do elemento
do conjunto por outro distinto. Por outro lado, se vocé deseja montar ntimeros de
dois algarismos distintos utilizando os algarismos 1, 2, 3 e 4, vocé tem duas tomadas
de decisao que sao as escolhas do algarismo das unidades e das dezenas, escolhendo
2 e 3 para compor esse numero temos que, o 2 ocupando a unidade possui um valor
relativo diferente caso ele ocupasse a dezena, os niimeros formados seriam 32 e 23,
respectivamente. Do exposto acima, nota-se que a diferenciacao se a ordem dos

elementos interessa ou nao, ficara a cargo da analise cuidadosa do problema exposto.

iii) Quando nao é informado se os elementos sio distintos:
Em certos casos nao se informa se os elementos em andlise sdo distintos ou néo,
mas na maioria dos casos basta olhar pro problema e fazer uma analise sucinta. Ao
vivenciar o problema sera notorio ao leitor a distingao dos elementos, ja que este

serd um elemento ativo na situacao problema.

1.2 Quando uma decisao deve ser tomada antes da
outra?

Suponha que vocé deseja contar a quantidade de niimeros pares de trés algarismos
distintos, para tal feito, serd necessario dividir o problema em trés etapas, escolher o
algarismo das unidades, das dezenas e centenas. Digamos que vocé resolva iniciar pelo o
algarismo das centenas, depois das dezenas e por fim o das unidades. Note que deixando
por tltimo o algarismo das unidades, este por sua vez se tornarda um problema, ja que suas
opcoes depende das duas primeiras tomadas de decisao. por exemplo, se for escolhido 4
para o algarismo das centenas e 6 para as dezenas, restara apenas trés possibilidades para
o algarismo das unidades: 0, 2 ou 8. Por outro lado, se for escolhido dois nimeros impares,
um para centena e o outro para as dezenas, temos agora cinco possibilidades para a escolha
do algarismo das unidades: 0, 2, 4, 6 ou 8. A variacao do niimero de possibilidades das
unidades se deu por causa da grande influéncia que as dezenas e as centenas tem nas

decisoes da unidade.

Com base no exposto acima, em um problema de contagem é interessante comecar

analisando as decisoes que possuem menos(ou nenhuma) influéncia nas decisdes futuras,



para facilitar os critérios de contagem.(OLIVEIRA, 2010)

Lima(2006, p. 87) enfatiza a tomada de decisao em um problema de contagem
da seguinte forma:“ Pequenas dificuldades adiadas costumam se transformar em imensas
dificuldades. Se uma das decisdes a serem tomadas for mais restrita que as demais, essa é
a decisao que deve ser tomada em primeiro lugar.” Entretanto, as tomadas de decisao em
um problema combinatoério é uma espécie de mecanismo interligado no nivel do problema,
ou seja, a complexidade dos problemas de contagem é construida muitas vezes no decorrer

da resolucao, em consequéncia das tomadas de decisao avulsas.

1.3 Meétodo direto da contagem

Método direto de contagem se baseia em fazer a contagem seguindo uma sequéncia
logica de forma que as decisdes a serem tomadas seguem uma estrutura encadeadas por
decisoes. Este método onde as decisoes sao agrupadas de forma estratégica s6 é vantajoso

quando o problema nao é particionado em extensas expressoes.

1.4 Método indireto da contagem

Imagine que vocé deseja quantificar algo que possui algumas restrigoes, a utilizacao
do método direto para solucionar tal acao, produzira varios processos, devido a quantidade
de restri¢coes necessarias. Por outro lado, se for mais acessivel, pode-se retirar algumas
das restri¢oes, contar o total da situagao que sobrou sem as restrigoes e depois subtrair
desta quantidade os casos que nao interessam. Este processo é o método indireto da
contagem, alguns autores denominam como Principio da subtragao. Por exemplo, digamos
que deseja-se calcular a quantidade de palavras com quatro letras que contenha pelo menos
uma consoante. Observe que é muito melhor procurar o total de palavras de quatro letras
e logo apoés retirar todas as palavras que nao aparecem consoante(apenas por vogais) do
que particionar o problema em quatro partes, as quais seriam palavras formadas de quatro

letras com exatamente uma, duas, trés e quatro consoante.



1.5 Principios fundamentais da contagem

1.5.1 Principio da Soma

Suponha que um conjunto S ¢ dividido em partes duas a duas disjuntas Sy, S5, ..., Sp,.
O ntmero de objetos em S pode ser determinado calculando o nimero de objetos em cada

uma das partes, e somando os nimeros assim obtidos:

|S| = |S1] + [Sa| + ... + |Sm]

Uma outra formulagdo do principio da soma é como se segue:

Definicao 1.1. Se uma decisio A pode ser tomada de x maneiras, a decisdo B pode ser
tomada de y maneiras e as decisoes sao independentes, entdo o numero de maneiras de se

tomarem as decisoes A ou B € X +y.

A aplicacao do principio da adi¢ao, nos ajuda a particionar o problema em partes
menores mutuamente exclusivos, que garanta todas as possibilidades e que seja de facil
contagem, mas essa particao dever ser feita de forma estratégica, ja que se vocé particionar

em grande quantidade, isto é basicamente o mesmo que listar todos os objetos de S.

Exemplo 1. Suponha que desejamos encontrar o nimero de diferentes cursos oferecidos
pela Universidade X. Vamos particionar os cursos de acordo com seus respectivos depar-
tamento, sendo que um curso seja oferecido por wm unico departamento, o numero de
cursos oferecido pela Universidade € igual a soma do nimero de cursos oferecido por cada

departamento.

Exemplo 2. Um estudante deseja cursar matemdtica ou Biologia, mas nao ambos. Se
ha quatro cursos de matemdtica e trés cursos de Biologia para que o aluno escolha, em

sequida, o estudante pode escolher um curso para estudar de 4 4+ 3 =7 maneiras.

1.5.2 Principio da multiplicacao

Seja S um conjunto de pares ordenados (a,b) de objetos, onde o primeiro objeto
a vem de um conjunto de tamanho p, e para cada escolha de objeto a ha ¢ opcoes para

objeto b. Em seguida, o tamanho de § é p x ¢:



S| =pxq

O principio da multiplicacao ¢ uma consequéncia do principio da adicao. Seja
a1, ag, .., a, as p possiveis escolhas para o objeto a, particionemos S em Si, .Sy, ..., S, onde
S; é o conjunto de pares ordenados em S com o primeiro objeto a;, (i = 1,2,...,p). O

tamanho de cada S; é ¢, dai, pelo principio da adigao.

|S| = |S1] + |Sa| + .. + 1S,

p parcelas

—_—
=q+qg+..+¢q

=pXxq.

O principio multiplicativo pode ser caracterizado da seguinte maneira:

Definicao 1.2. Se na primeira tarefa tem p modos de ser executada e, nao importando
o resultado da primeira tarefa, uma sequnda tarefa tem q modos, entdo as duas tarefas

realizadas simultaneamente tem p X q.

Tal principio pode ser generalizado para n conjuntos, desde que as escolhas em

cada conjunto seja independente do outro.

Exemplo 3. Com 5 homens e 4 mulheres de quantos modos se pode formar um casal?
note que hd 2 tarefas diferentes (nao importa qual ordem tomarmos estas tarefas), sele-
cionar um homem (5 maneiras), selecionar wma mulher (4 maneiras). Pelo principio da

multiplicacao hd 4 x 5 = 20 modos de formar um casal.

Exemplo 4. Determinar o nimero de inteiros positivos que sio fatores do niimero 23-3%-5
Os numeros 2, 3 e 5 sao primos. Pelo teorema fundamental da aritmética cada fator é
da forma 2®-3%-57, onde 0 < a<3,0< <2e0<v<1, noentanto temos trés
tarefas, selecionar o valor de a (4 maneiras) de B (3 maneiras) e vy (2 maneiras), como

as escolhas sao simultaneas, pelo principio da multiplicacdo hd 4 x 3 X 2 = 24 maneiras.

Exemplo 5. Quantos numeros de dois digitos tem digitos distintos e diferente de zero?

Solugdo 1:
Um nidmero de dois algarismos AB pode ser associado a um par ordenado (a,b), onde
a representa o algarismo das dezenas e b os das unidades, como exigéncia, o nimero

formado nao pode conter o algarismo zero e a tem que ser diferente de b, sendo assim, hd



9 (1, 2, 3,..., 8 9) op¢coes para escolha para a, uma vez feito isso, restam 8 opgoes para b,
como tomada a primeira decisdo hda sempre 8 maneiras para a sequnda tomada de decisdo,

logo pelo principio da multiplicagdo hd 9 X 8 = 72 niumeros.

Solucdao 2:
Uma outra forma de obter o resultado é analisando que hd 90 nimeros (10, 11, 12, ...,
98, 99) inteiros de dois algarismos, mas entre eles hd 9 niumeros (11, 22, 33, ..., 99) que
contém dois algarismos iquais e 9 nimeros que contem o zero (10, 20, ... , 90). Logo hd

90 — 9 — 9 = 72 numeros.

Com base no exposto acima, note que pode haver mais de uma forma de se resolver
um determinado problema de contagem, o segundo método foi desenvolvido por meio
da exclusdo de subconjuntos indesejados do conjunto universo ( conjunto de todos os
nimeros de dois digitos ). Este segundo desenvolvimento é associado ao Método indireto

de contagem, ja Brualdi o classifica como Principio da Subtracao.

1.5.2.1 Algumas observagoes sobre o Principio da Mul-
tiplicacao

i) Ordem das decisoes
O enunciado do principio multiplicativo tras consigo embutido a ordem como as
decisoes sao tomadas, sendo necessario tomar uma decisao por vez, a ordem das
decisoes ¢é levada em consideracao. Entretanto, ha casos em que a ordem das
decisbes interessa e em outros nao. No exemplo 3 a ordem embutida nas decisoes é
irrelevante, tanto faz escolher primeiramente o homem ou a mulher. Por outro lado,
se fosse proposto pra escolher duas mulheres das quatro existentes, pelo principio
multiplicativo acreditasse que o total de maneiras seria igual a 4 x 3 = 12 (4
possibilidades pra primeira decisao e restando assim 3 mulheres para a segunda
tomada de decisdo ), o que nao é correto, uma vez que dentre essas 12 maneiras hé
escolhas que tem a mesma representacgao, os pares ordenados (mulher 2, mulher 4) e
(mulher 4, mulher 2) neste problema tem a mesma representatividade. Note que a
aplicacao do principio multiplicativo gerou o dobro do valor procurado, sendo assim,

o nimero de maneiras de escolher duas mulheres ¢ igual a 12/2 = 6.

Entretanto, O bom senso é crucial para uma analise eficaz na distin¢ao se a ordem

das decisoes é ou nao irrelevante, esse fato esta de forma implicita na circunstancia
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do problema sugerido.

ii) Nao tomar as decisGes em paralelo
Uma vez tomadas as decisdes em paralelo, ou seja, de forma isolada, a quantidade
de maneiras resultantes pelo processo do principio multiplicativo podera ser maior
que o valor procurado, isso acontecera quando uma tomada de decisao reduz as
possibilidades da tomada de decisao seguinte, em consequéncia das restri¢oes inerentes

de cada situagao proposta.

iii) O principio multiplicativo pode ser generalizado para uma quantidade

finita de decisoes

iv) A importancia do dominio dos principios da Soma e da Multiplicagao

Expressoes conhecidas como as permutagoes, arranjos e combinacoes, nos possibili-
tam em certa forma uma grande reducao nas expressoes necessarias para obtermos
as respostas nas questoes de analise combinatoria. No entanto as demonstragoes
dessas expressoes estao vinculadas ao uso dos principios da adi¢do e multiplicagao.
Segundo Oliveira (2010, p.58)“[...] qualquer situacdo de contagem pode ser resolvida
pela aplicagao correta (geralmente em conjunto) dos principios da adi¢ao e multi-
plicagao.” Portanto, o pleno dominio dos principios fundamentais da contagem é
essencial para o desenvolvimento das resolu¢oes de qualquer problema de contagem,

desde as simples até as mais complexas.

Este capitulo enfatiza a grande importancia do estudo dos principios fundamentais
da contagem de forma qualitativa, seu uso de forma eloquente capacita o aluno a desenvolver
estratégias proprias, lhe permitindo uma liberdade nas resolu¢ées dos problemas de
contagem, ja que todas as expressoes elaboradas no estudo da Anéalise Combinatoria tem
como base do seu desenvolvimento a aplicacao conjunta dos principios fundamentais de
contagem. Além do que, ha problemas que mesmo que vocé aplique as expressoes pré
existentes de forma direta, nao é garantido o éxito, pois os problemas mais elaborados
exigem uma analise qualitativa, na qual o aluno s6 adquire com o pleno dominio dos

principios fundamentais.
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2 Permutacoes

2.1 Fatorial

A multiplicacdo de niimeros naturais consecutivos é bastante frequente na Analise
combinatoéria, e algumas dessas multiplicagdes envolvem muitos fatores, para simplificar o
processo do produto de n por todos os nimeros naturais ndo nulos menores que n usaremos

o simbolo n!(lemos:"n fatorial ").

Definicao 2.1. Fatorial de um niumero natural é uma funcao matemdtica definida da
sequinte maneira:

ol=1;

1 =1;

nl=1-2-3-4-...-n;

2.2 Permutacoes

Considere que vocé possui n objetos e deseja coloca-los em uma ordem qualquer. A

quaisquer possibilidades de colocar os n elementos em ordem da-se o nome de permutacao.

Por exemplo, trés candidatos, A, B e C disputam uma eleicdo e nao houve empate.
Considerando como resultado a sequéncia 1?*, 2* e 3* colocados. Uma das possiveis
permutagoes (ou seja, uma das possiveis maneiras de coloca-los em ordem de colocagao )

destes candidatos ¢ C B A.

2.2.1 Numeros de Permutacgoes de elementos distintos

Ao formar os nimeros naturais de quatro algarismos distintos com os os algarismos
1, 3, 5 e 7, estamos formando todos os agrupamentos ordenados desses quatro algarismos

tomados quatro a quatro. Enumerando-os, de forma organizada, chegamos aos seguintes
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numeros:

1357 1375 1537 1573 1735 1753
3157 3175 3517 3571 3715 3751
5137 5173 5317 5371 5713 5731
7135 7153 7315 7351 7513 7531

Logo, ha 24 niimeros de quatro algarismos distintos formados a partir de 1, 3, 5 e
7, ou seja, com quatro elementos distintos a quantidade de permutacoes desses elementos

dispostos em uma fila é igual a 24.

Definicao 2.2. Dados os n elementos I = {ay,as,as,...,a,}, chama-se permutacdo

stmples dos n elementos de I todas as possibilidades de agrupamentos desses n elementos.

O simbolo P, significa a quantidade de permutacoes simples de n elementos distin-
tos. O problema anterior pode ser resolvido sem precisar dispor todas as permutagoes,
basta utilizar o principio multiplicativo, que segue: Cada agrupamento ¢ formado por
quatro algarismos distintos, para a escolha do primeiro algarismo temos inicialmente 4
possibilidades e para a escolha do segundo algarismo temos 3 possibilidades e para a
escolha do terceiro algarismo temos 2 possibilidades e para a escolha do quarto algarismo
1 possibilidade, pelo principio da multiplicagdo, existem Py =4-3-2-1 = 24 permutagoes

simples, esquematizado na figura 1:

possibilidade(s)
e ol
4 g oL g s

=2
1° elemento /T\ /r\
2° elemento

3° elemento
4% elemento

4

Figura 1: Esquema de possibilidades 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

A idéia anterior pode ser generalizada para n elementos distintos. Suponhamos que
existam n elementos distintos, para determinarmos todas as permutagoes possiveis de P,,
aplicaremos o mesmo esquema adotado anteriormente, para a escolha do primeiro algarismo
temos n possibilidades e para a escolha o segundo algarismo temos n-1 possibilidades e
para a escolha do terceiro n-2 possibilidades, assim sucessivamente, até a escolha do n°

algarismo, onde hé 1 possibilidade, conforme a figura abaixo:
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Pelo exposto acima, P, =n-(n—1)-(n—2)-...- 1 = n! permutagoes simples para

n elementos distintos. Assim:

P, =n!

possibilidade(s)

+ N1 ¢+ n-

=n
1° elemento fr\ /I\ 4\
2° glemento n® elemento

3° elemento
4° elemento

Figura 2: Esquema de possibilidades 2

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.2.2  Permutacoes com elementos repetidos

A quantidade de formas distintas que uma pessoa pode expor 5 bolas em uma
fila, sendo 3 bolas pretas e 2 bolas brancas, sabendo que o que diferencia uma bola da
outra é apenas a cor. Note que esta permutagao linear nao pode ser calculada de forma
direta pela expressao Ps = 5! = 120 isso porque hé elementos que ao se permutarem entre
si representa a mesma permutacao (disposigao), ja que as bolas das mesmas cores sao
totalmente idénticas, permuta-las entre si nao acarretara em uma nova exposicao. Veja a

figura 3.

00000 00000
00000 00000
00000 00000
00000 00000
00000 00000

Figura 3: Disposicoes das bolas

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim, existem 10 permutagdes simples das cinco bolas. A redugdo de 120 para 10 se deve
pelo fato de que as permutacoes das bolas de mesma cor ndo contam como permutacoes
distintas, como ha trés bolas pretas e duas bolas brancas, temos P3 =3/ =6e P, =2! =2

permutacgoes, respectivamente. Desta maneira, cada exposicao das bolas é contado 6-2 = 12
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(principio da multiplicagdo) vezes se considerdssemos que as bolas fossem de cores distintas.
5! 120

= — =10.
3! 2! 12

Generalizando, se desejarmos permutar n elementos, em que x; deles sdo iguais, x

Por isso, a quantidade de permutagoes das cinco bolas ¢ igual a

deles sao iguais, ..., z, deles sao iguais, o nimero de permutagoes é:

n!

(1) (z2))...(z,))

P TLyT2yeeesTr
n

No proximo topico aplicaremos as nogoes basicas de permutacao com repeticao nas
demonstragoes dos Lemas de Kaplansky. Mesmo sendo abordado com maior frequéncia
apenas no Ensino Superior, nada impede de estudarmos no Ensino Médio, ja que o
seu desenvolvimento abrange conhecimentos bésicos da combinatoria e serd de grande
valia para os alunos no aprimoramento das etapas do desenvolvimento l6gico processual,
propiciando ao mesmo uma liberdade de construgao em uma questdao onde o raciocinio

dedutivo se sobrepoe a mera aplicacao de féormulas.

2.3 Os Lemas de Kaplansky

2.3.1 Primeiro Lema de Kaplansky

De quantas maneiras podemos formar um subconjunto de 3 elementos a partir
do conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6} no qual nao existam nimeros consecutivos? Enumerando
encontramos 4 possibilidades,veja a seguir: {1, 3, 5}, {1, 3, 6}, {1, 4, 6}, {2, 4, 6}. Devemos
organizar um raciocinio para evitarmos uma exaustao, caso a questao proposta seja extensa
e enumerar todas as suas solugoes possiveis nao seja mais vantajosa. Analisemos o seguinte

raciocinio:

Marcaremos com o simbolo + a posi¢do dos niimeros que formam o subconjunto
desejado e deixaremos os demais com o simbolo - para indicar a auséncia no subconjunto,

Ccomo segue:

{1, 3, 5} ...representagdo: + - + - + -
{1, 3, 6} ...representagdo: + - + - - +
{2, 3, 5} ...representa¢ao: - + + - + -

Observacao 2.1. observe que o no ultimo caso acima nao serve, pois 2 e 3 sao consecutivos,

entdo perceba que dois sinais + juntos representam numeros consecutivos.
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No entanto, cada permutacao dos seis simbolos sera vinculado a um tinico sub-
conjunto contendo exatamente trés elementos, mas como a restricao de que nao pode
haver dois simbolos + consecutivos, ja que esta representa um subconjunto que apresenta
nimeros consecutivos. Desse modo, o total de subconjuntos desejados é o mesmo que
resolver o seguinte problema: De quantos modos podemos permutar 6 simbolos, sendo 3

sinais + e 3 sinais - de modo que nao haja 2 sinais + juntos?

Para garantir que nao vai haver sinais 4+ consecutivos, inicialmente devemos fixar

todos os sinais - da seguinte forma:

D—0—-0-10

O simbolo ) representa os espacos vazios disponiveis para ser introduzidos os trés

simbolos 4+, vejamos algumas disposigoes:

) — + — + — + representa — + — + —+ representa { 2, 4, 6 }
+ —+ — () — 4 representa + — + — —+ representa { 1, 3, 6 }

Perceba que apos a fixacao dos simbolos —, as resolucoes passaram a ser garantida
apenas pela permutacao de 4 simbolos, sendo 3 simbolos + e 1 simbolo (). logo todos os
subconjuntos de 3 elementos desejados dar-se por permutagao com repeticao dada por

4!
Pi== =4

Para generalizar podemos usar o mesmo raciocinio na resolugao do seguinte pro-
blema: De quantas maneiras podemos formar subconjuntos de p elementos a partir de { 1,
2, 3,..., n} de modo que nestes subconjuntos nao existam nimeros consecutivos? Neste caso
temos n simbolos, sendo p sinais 4+ e (n — p) sinais —, fixando todos os sinais —, teremos
(n —p) + 1 espagos livres , consequentemente cada espaco sera representado pelo simbolo ()
onde p deles serdo substituidos pelo simbolo +, restando assim [(n—p)+1]—p = (n+1)—2p
simbolos (). Note que pra existir solucdo a quantidade de espacos vazios tem que ser
maior ou igual que a quantidade de simbolos +, ouseja (n —p)+1>p=n-+1> 2p.

Logo a resolugao deste problema dar-se pela permutacao com repetigao de (n — p) + 1

Pp,(nJrl)pr

simbolos, sendo p simbolos + e (n+41)—2p simbolos () e isso pode ser calculado de (n—p)+1

Primeiro Lema de Kaplansky:

Seja f(n, p) o niimero de possibilidades de escolher um subconjunto com p elementos
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do conjunto { 1, 2, 3, 4, ..., n} de modo que nao haja nimeros consecutivos. Isso pode ser

feito de P(p (D=2 odos distintos, ou seja,

n—p)+1

,(n+1)—2
f(nvp) = P(I;lgp)+)1 8

2.3.2 Segundo Lema de Kaplansky

Analisemos o seguinte problema que apareceu no vestibular do IME ( Instituto

Militar de Engenharia ):

Problema 1. 12 cavaleiros estdo sentados em torno de uma mesa redonda. Cada

um dos 12 cavaleiros considera seus vizinhos como rivais. Deseja-se formar um grupo de

cinco cavaleiros para libertar uma princesa. Nesse grupo nao podera haver cavaleiros rivais.

Determine de quantas maneiras é possivel escolher esse grupo.

Solucgao:

Numerando os cavaleiros de 1 a 12, separemos o problema em dois casos:

i)

Um cavaleiro especifico participa. Sem perda de generalidade, vamos supor o cavaleiro
12.

Como o cavaleiro 12 participa, por consequéncia o 11 e o 1 ndo podem participar do
grupo que tem o cavaleiro 12, pois eles sao vizinhos e, pelo enunciado sao inimigos.
Desse modo ha quatro vagas para distribuir dentre os cavaleiros de niimero 2, 3,
4,5,6, 7,8 9 e 10 de modo que nao tenhamos dois vizinhos. Usaremos o mesmo
raciocinio usado no Primeiro Lema.

Sao nove simbolos, sendo quatro simbolos + e cinco simbolos —, sabemos que nao
podemos ter dois simbolos + juntos ja que isso configuraria soldados consecutivos,
desse modo ha seis espagos vazios nos quais quatro deles serdo substituidos pelos
simbolos +, restando assim qu'atro simbolos + e dois simbolos () para permutarmos
entre si, logo temos Pi? = 4'6'2'

para participa do grupo que tem o cavaleiro 12 como integrante.

= 15 maneiras de escolher os quatro companheiros

O cavaleiro 12 nao participa.

Neste caso, devemos escolher 5 cavaleiros dentre todos os outros 11 (1, 2, 3,4, 5, 6, 7,
8,9, 10 e 11 ), como teremos que escolher cinco (simbolizados por +) e restarao seis
(simbolizados por -), perceba que o modo de resolugao deste caso é uma aplicagao
direta do primeiro Lema de Kaplansky, entao seguindo o mesmo raciocinio no final

teremos uma permutacao de sete simbolos, sendo cinco simbolos + e dois simbolos
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7!
0, o que acarreta em P2? = B9l 21 formas diferentes.

Logo, temos 15+ 21 = 36 formas distintas de escolher 5 dentre os 12 cavaleiros com

as restricoes impostas pelo problema.

Agora, usando mesmo raciocinio, vamos determinar a soluc¢ao do seguinte problema:

Problema 2. Tendo em vista que os elementos do conjunto A = {1,2,...,n}

estejam dispostos ao longo de um circulo, como indica a figura 4. De quantas maneiras

podemos formar um subconjunto com p elementos a partir do conjunto A, de modo que

dois elementos do subconjunto nao sejam nimeros consecutivos?

Figura 4: Disposi¢oes em circulo

Fonte: Oliveira (2010).

Solugao:

Nesse caso, 1 e n sdo elementos consecutivos. Separemos em dois casos:

i)

O elemento 1 figura no subconjunto com p elementos:

Como os nimeros 2 e n sao consecutivos ao numero 1, entdao devemos escolher p — 1
elementos dentre os niimeros 3, 4, ..., n - 1 de modo que elementos consecutivos
nao participe. Para tanto usaremos o mesmo esquema dos sinais utilizados no
problema dos cavaleiros, entao pelo 1° Lema de Kaplansky, fazendon — n —3 e

p — p — 1. Portanto, o nimero de subconjuntos em que figura o elemento 1 é igual

—1,[(n—3)+1]—2(p—1) “1n-2
a Pl = P

O elemento 1 nao figura no subconjunto com p elementos:
Como o niimero 1 nao participa, devemos escolher p elementos dentre os niimeros 2,

3, ..., n -1 de modo que elementos consecutivos nao participe. Pelo primeiro Lema
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de Kaplansky, fazendo n — n — 1. Portanto, o nimero de subconjuntos em que nao

J(n=1)4+1]-2p n—2
PP P _ Pﬁfp p

figura o elemento 1 é igual a [(n—1)—p]+1

Portanto, de i) e ii) segue que a solugao desse problema proposto é dada por:

p—1,n—2p p,n—2p (n—p—1)! (n—p)!
Frpmr T+ Py = p—1D! (n—=2p)!  p'-(n—2p)!
_ pln—p—1!+(n—p)
p'-(n—2p)!
_ pln—p-D+(n—p-(n—p—-1)
pl(n — 2p)!
_ (n=p=D1'-[p+(n—p)
pl(n — 2p)!

(n—p—-1!'n (n—p)
plin—2p)  (n—p)
n_ (n—p)
(n—p) pl(n—2p)!

Segundo Lema de Kaplansky:
Seja g(n, p) o nimero de possibilidades de escolher um subconjunto com p elementos do

conjunto {1, 2, 3, 4, ...n}, sabendo que os elementos 1 e n sdo consecutivos, de modo

n n—op)!
que nao haja nimeros consecutivos. Isso pode ser feito de = . |( P) ' modos
(n—p) pl(n—2p)!

— |
distintos, ou seja,| g(n,p) = = ip) . pf(:i _Z;)p.)l

2.3.3 Além do Lema de Kaplansky

De quantos modos podemos selecionar um subconjunto com 4 elementos do conjunto
A ={1,2,3,4,...,12} de modo que eles se diferem de ao menos 37 Para entendermos
melhor o enunciado, imagine que o niimero 5 foi escolhido para participar desse subconjunto,
por consequéncia os dois nimeros anteriores (3 e 4 ) e os dois nimeros posteriores (6
e 7) ndao podem participar desse subconjunto, ou seja, se um nimero x participar os
numeros x — 2,z — 1, + 1 e x + 2 nao podem participar desse subconjunto. Utilizaremos
o mesmo procedimento dos simbolos utilizados anteriormente, ou seja, o sinal de + e —
representaram respectivamente a presenca e a auséncia do niimero no subconjunto em

formagao, como segue:

{1, 4, 7, 10} ...representacao: + - - + - -+ - -+ - -
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{2, 5, 8, 11} ...representacao: - + - - + - - + - - + -
{1, 5,9, 12} ...representacao: + --- +---+-- +
{1, 5, 7, 12} ...representacao: + ---+-+----+

Observagao 2.2. O quarto caso do esquema acima ndao serve, pois 5 e 7 nao diferem ao
menos 3, entao perceba que a menor quantidade sinais - permitidos entre 0s sinais + € no

minimo 2.

A configuracao minima que garante a menor diferenga permitida no subconjunto é
+ — — 4+ — — 4+ — —+, entretanto, ainda falta complementar a configuracdo acima dois
sinais —, entao o problema da quantidade de subconjuntos se resume na seguinte pergunta:

De quantas formas diferente pode-se permutar 6 sinais, sendo 4 sinais + e 2 sinais - ?.

A resolucao desta pergunta soluciona a primeira, devido a fixagdo dos dois sinais
- entre os sinais +. Sendo assim, cada posicionamento dos dois sinais - restantes de

ante dos sinais +, formara os subconjuntos desejados, como segue no esquema a baixo:

Conf.min.

-+ —-——FU+—-++—+ =+-——4+—-—+—-——+ = {1,5,8,12}
Conf.min.

-+ - —F U +——F++ = +————+——+——+ = {1,6,9,12}
Conf.min.

F——F——F——F U —++++— = —F——+——+——+— = {2,5,8, 11}

42 O

Logo a quantidade de subconjuntos é Py~ = 19 = 15
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3 Atividade Proposta

No capitulo anterior, vimos que o segundo Lema de Kaplansky é obtido por um
processo evolutivo do primeiro Lema, é notério que o pleno dominio no processo de
demonstracao do Primeiro Lema ¢é crucial para o desenvolvimento cognitivo dedutivo do
Segundo Lema. Neste capitulo, apresentaremos alguns problemas com resolugoes, os quais
apresentam um crescimento evolutivo em sua solucao. Essa selegdo tem como objetivo
desenvolver no aluno a percep¢ao de que estruturas primitivas sao eixos que servem de

base para solucionar problemas mais abrangentes.

Problema 1. (OBM-2001 - modificada) O matemético excéntrico Jones, especia-
lista em Teoria dos Nés, tem uma bota com 5 pares de furos pelos quais o cadarco deve
passar. Para nao se aborrecer, ele gosta de diversificar as maneiras de passar o cadargo

pelos furos, obedecendo sempre as seguintes regras:
e O cadarco deve formar um padrao simétrico em relagao ao eixo vertical;

e O cadarco deve passar exatamente uma vez por cada furo, sendo indiferente se

ele o faz por cima ou por baixo;

e O cadarco deve comegar e terminar nos dois furos superiores e deve ligar direta-
mente (isto é, sem passar por outros furos) os dois furos inferiores.

Representamos a seguir algumas possibilidades.

SRR

Figura 5: Modelo de disposicao de cadargo

Fonte: Oliveira (2010).

Qual é o nimero total de possibilidades que o mateméatico tem para amarrar seu cadarco,

obedecendo as regras acima?



21

Observagao: Maneiras como as exibidas a seguir devem ser consideradas iguais, isto

é, deve ser levada em conta apenas a ordem na qual o cadarco passa pelos furos.

Figura 6: Modelos iguais
Fonte: Oliveira (2010).

Solucao:

Este problema serd dividido em duas etapas(a escolha da linha e logo apds o furo
dessa linha), inicialmente enumera-se a linha onde estao os furos superiores por linha 1, a
linha dos furos imediatamente abaixo de linha 2 e assim sucessivamente até a linha 5. Note
que ap0Os o preenchimento de um furo em cada linha, a volta pelos furos que sobraram ja
estdo definidas e terd uma tinica maneira de preenche-los, devido a simetria. Uma outra
observacao importante é que a linha 5 sera o ponto de inicio da formagao da simetria, ja
que o cadarco tem que passar pelos dois orificios simultaneamente, sendo assim, partindo
do primeiro orificio da esquerda da primeira linha temos abaixo, as linhas 2, 3, 4 para
decidirmos a sequéncia de preenchimentos, a 5* linha por sua vez fixa e sempre serd a
ultima a ser escolhida, neste caso ha P3; = 3! = 6 maneiras, em cada linha deve-se decidir
entre os dois orificios (esquerda e direita), como hé 4 linhas abaixo da primeira temos

2% = 16. Pelo principio da multiplicag¢do h4 6 - 16 = 96 maneiras.

Problema 2. (Uerj) Um painel de iluminagdo possui nove se¢oes distintas, e cada
uma delas acende uma luz de cor vermelha ou azul. A cada segundo, sao acesas, ao acaso,
duas se¢bes de uma mesma cor e uma terceira de outra cor, enquanto as seis demais
permanecem apagadas.

Observe quatro diferentes possibilidades de iluminagao do painel:

Figura 7: Painéis

Fonte: Pena (2016).
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O tempo minimo necessario para a ocorréncia de todas as possibilidades distintas de
iluminacao do painel, apds seu acionamento, ¢ igual a x minutos e y segundos, sendo

y < 60 . Os valores respectivos de x e y sao:
Solucao:

Primeiramente devemos escolher as trés luzes que irao se acender, depois escolhe-se
as cores com as quais serao pintadas, note que este problema se resume em duas etapas.

Primeira tomada de decisao: escolher 3 luzes do painel para acender.

Figura 8: Luzes acesas

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pela figura acima, temos uma permutacao de 9 luzes, sendo 3 acesas e 6 apagadas, logo héa
9!
3,6 _ _
B =ge =
Segunda tomada de decisao: pintar os trés espagos selecionados.

. ~ i . 7 7
Duas azuis e vermelho, sio P? = % = 3 maneiras, consequentemente ha também 3
maneiras com duas cores vermelhas e uma azul, logo o total de modos de colorir os trés

espacos sao 6.

Pelo principio da multiplicagao ha 84 - 6 = 504 modos de iluminar o painel,
como cada mudanca corresponde a 1 segundo, temos 504 segundos que corresponde a 8min

e 24s. Assim x =8 e y = 24.

Problema 3. A figura abaixo representa 17 ruas que se cortam perpendicularmente,

sendo oito verticais.

Figura 9: Ruas

Fonte: Oliveira (2010).
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Quantos caminhos minimos uma pessoa pode percorrer para ir do ponto A ao ponto
B:
a) sem restrigoes?
b) sem passar por C?7
c) sem passar por C e D?

d) sem passar por C ou D?

Solucgao:
a) A abordagem inicial do problema terd como base de andlise a estrutura de alguns
percursos, afim de encontrarmos um padrao que garanta uma visao geral do problema

proposto, lembrando que nao ha restrigdes. Observe a seguinte figura:

B

_

—>—>w

trajeto 1

trajeto 2

—

A

Figura 10: Percurso

Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que as duas trajetérias sao distintas, e a segunda se originou a partir da primeira
com a permutacao das setas vermelha e verde, além disso, perceba que em ambos ha uma
mesma quantidade de setas, 7 horizontais e 8 verticais totalizando 15 setas. Entao cada
permutacao feita de uma seta horizontal com uma vertical originard um novo percurso,

15!
= 6435

desse modo estamos de ante de uma permutagao com repeticao, logo ha P175’8 = gl

percursos.

b) Agora temos uma restri¢ao, nao podemos passar por C. Fazer diretamente o que a
questao quer nao é vantajoso ja que teriamos que resolver o problema em varias etapas,
entdo a melhor forma de resolver esse problema é utilizando o método indireto da

contagem. Primeiro calculemos o que o enunciado nao quer, que é a quantidade de
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percurso que passa por C, para facilitar dividimos a figura 9 em duas partes, veja a

figura 11.

AT

Figura 11: Percurso reduzido

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe que o problema ficou dividido em duas tarefas, a primeira decisao ¢ ir

de A até C e logo imediatamente de C até B. Usando o mesmo procedimento da letra

8!
a) temos de A até C 8 setas, sendo 4 horizontais e 4 verticais, logo ha Pgl A= 4 = 70

possibilidades, ja para ir de C até B temos 7 setas, sendo 3 horizontais e 4 verticais, logo
’ 3,4 _ 7’
ha B = g

simultanea, pelo principio da multiplicacao existem 70 x 35 = 2450 modos de ir de A

= 35 possibilidades, como as duas tarefas devem ser realizadas de forma

até B passando por C, mas como nao queremos que isso ocorra, pelo método indireto da

contagem, temos 6435 — 2450 = 3985 caminhos.

c) Agora temos 3 tomadas de decisoes, ir de A até C (70 possibilidades), de C até D (1
possibilidade) e por ultimo de D a B, temos que permutar 6 setas, sendo trés horizontais
e trés verticais, ou seja, existem PG?’ 3 = ﬁ = 20 caminhos. Consequentemente, pelo
método indireto de contagem, temos 6435 — 70 - 1 - 20 = 6435 — 1400 = 5035 caminhos.

d) Inicialmente vamos calcular o nimero de caminhos de A até B passando Por D.

Como de A até D temos 9 setas, sendo 4 horizontais e 5 verticais, o total de caminhos

4 4.5 | . , ~ . ~

é Py’ = 4?—5, = 126. Os caminhos de D até B sdao equivalentes a permutagao de 6 setas,
. . .. . 33 | .

sendo 3 horizontais e 3 verticais, assim, temos Py = % = 20 caminhos. O percurso de

A até B foi dividido em duas tomada de decisdes simultaneas, de A até D e de D até B,
dessa forma pelo principio da multiplicagcao temos 126 - 20 = 2520 caminhos. Para
encontrar o nimero de maneiras para ir de A até B passando por C ou D devemos somar
o numero de maneiras de ir de A até B passando por C e ir de A até B passando por D
e subtrair desta soma o nimero de caminhos de ir de A até B passando C e D, ou seja,
n(C'UD) =n(C)+n(D)—n(CnN D)= 2450 + 2520 — 1400 = 3570 maneiras. Como o
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problema pede a quantidade de caminhos que nao passa por C ou D, pelo método indireto

da contagem 6435 — 3570 = 2865 caminhos sem passar por C ou D.

Problema 4. (IME-96) E dado um tabuleiro quadrado 4x4. Deseja-se atingir
o quadrado inferior direito a partir do quadrado superior esquerdo. Os movimentos

permitidos sao os representados pelas setas:

NI

Figura 12: Tabuleiro 4x4
Fonte: Oliveira (2010).

De quantas maneiras isto é possivel ?
Solucgao:

Esta questao é semelhante a anterior, com a unica diferenca de que agora sera
acrescentado o movimento na diagonal. Entao agora teremos movimentos na horizontal(H),
vertical(V) e na diagonal(D). Para facilitar o raciocinio combinatério com a implementagao

do movimento na diagonal, analisemos alguns percursos expostos na figural3.

1> [P
\V/ A
W

percurso 1 percurso 2

Figura 13: Percurso 4x4

Fonte: Elaborada pelo autor.

O percurso 1 foi construido apenas com movimentos na horizontal e na vertical, enquanto

no percurso 2 foi feito com a substitui¢do de dois movimentos(H e V) por um movimento
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na diagonal(D), entao, cada movimento na diagonal substitui dois movimentos, sendo
um na vertical e outro na horizontal. Com base no exposto, vamos separar a analise
desta questao em casos tendo como base as implementagoes gradativa das diagonais nos
movimentos, que seguem:

i) Nenhuma diagonal:

Os caminhos sdo compostos por 3 movimentos na horizontal(H) e 3 movimentos

na vertical(V). O que acarreta na permutagao das letras HHHVVV. Assim, temos Pg’ S

6!

I8 = 20 caminhos.

ii) Uma diagonal:

Os caminhos sdo compostos por 2 movimentos na horizontal(H), 2 na vertical(V)
e 1 na diagonal(D). O que acarreta na permutagao das letras HHVVD. Assim, temos
P2 = 2,5—'2, = 30 caminhos.
iii) Duas diagonais:

Os caminhos sao compostos por 1 movimento na horizontal(H), 1 na vertical(V)
e 2 na diagonal(D). O que acarreta na permutacao das letras HVDD. Asiim, temos
P} = 4 = 12 caminhos.
iv) Trés diagonais:

Os caminhos serdo representados apenas por movimentos na diagonal(D), evidente-
mente s6 ha 1 caminho.

Pelo Principio da Soma temos 20 + 30 + 12 + 1 = 63 caminhos possiveis.

Problema 5. No diagrama abaixo calcule de quantas formas é possivel mover o
boneco da posicao A até a posicao B, andando sempre um quarteirdo por vez, apenas para

o norte ou para o leste.

oooooo
ooCJoo
oooooo
oooooo
Oooooo
jujs]sls]a)=

A E—

o —

Figura 14: Diagrama
Fonte: Oliveira (2010).
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Solucgao:

Esta questao possui um diferencial em relacao as anteriores, exige uma analise mais
cautelosa devido um de seus quarteiroes ser divergente dos demais, no setor que o contem
perde-se um movimento na vertical, nesse caso é necessario a divisao do problema em
casos, ja que nao temos a homogeneidade entre os quarteirdes, para tal procedimento o

campo visual serd o ponto de partida para o desenvolvimento do raciocinio logico.

Primeiramente divide-se o problema em setores, tendo como base o quarteirao
o qual possui a divergéncia, apods feito isso, os demais casos sdo construidos de forma

sequencial que garanta a inclusao de todos os quarteirdes nas possiveis trajetérias. Que

seguem :

DDDqEE DOesmsEl (EO00o0O0 Dmmqam
L0 L_Tie] ®] BECJO0 EOC0O0 OOCoeE
EEOOO00| (| emoooo| (mooooo| joooboo
mm0oo0o| |meoooo| |=mooccool Y Reeyo0n
EEOOOO Emlo000 m[OO000O HEEODO
FE0000| |@e=oooco| |(®oco0d) | @seiood
000 0|= m ooooo® Oogoooo

Ooj®® OO 0w -

NoooOEs| (1goo0o0®E| jo00o00o0

AEEE00 oDooodm| ‘|oooooo

=] =] & 1|1 1 [CIOICIOICHE Bl e

FeEE00| | pssE@ED 5 & Bl & B =]

Figura 15: Quarteirbes por setores

Fonte: Elaborada pelo autor.

i) Primeiro setor: saindo de A até B passando por C e D.

Para ir de A até C, tem-se 2 quarteiroes na horizontal e 4 na vertical, assim o total

. ;A2 , .
de caminhos é Py’ = 15, de C até D tem apenas um movimento, consequente-

~ 412
mente 1 maneira, ja de D pra B, tem-se 2 quarteirGes na horizontal e 2 na vertical, assim

ha P42’2 =591 6 maneiras. Logo, pelo Principio multiplicativo temos 15-1-6 = 90

maneiras de ir de A até B passando apenas pelo setor destacado.
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ii) Segundo setor: saindo de A até B passando por E.

Para ir de A até E, tem-se 2 quarteiroes na horizontal e 5 na vertical, assim o total
7!
) L P52
de caminhos é P;* = 9]
e 1 na vertical, assim hd Ps = 5 maneiras. Logo, pelo Principio multiplicativo temos

21-5=105

= 21, para ir de E a B, tem-se 4 quarteirdes na horizontal

iii) Terceiro setor: saindo de A até B passando por F.

Para ir de A até F, tem-se 1 quarteirao na horizontal e 6 na vertical, assim o total
de caminhos é P? = 7, para ir de f até B, s6 hd 1 caminho na horizontal. Logo, pelo

Principio multiplicativo temos 7 -1 = 7 maneiras de ir de A até B passando por f.

iv) Quarto setor: saindo de A até B passando por G e H.

Para ir de A até G, tem-se 3 quarteirdes na horizontal e 3 na vertical, assim o total

) 6! , s
de caminhos é P63 = T 20, de C até D tem apenas uma trajetoria, consequentemente
1 maneira, ja de h pra B, tem-se 2 quarteiroes na horizontal e 2 na vertical, assim ha
P42’2 =5 '2‘ = 6 maneiras. Logo, pelo Principio multiplicativo temos 20 -1 -6 = 120

maneiras de ir de A até B passando apenas pelo setor destacado.

v) Quinto setor: saindo de A até B passando por 1.

Para ir de A até i, tem-se 4 quarteirdes na horizontal e 3 na vertical, assim o total

7!
de caminhos é P74 - TR 35, para ir de i a B, tem-se 2 quarteirdoes na horizontal e
N . 5!

. . J P32
3 na vertical, assim ha P5" = s5r-5

temos 35 - 10 = 350

maneiras. Logo, pelo Principio multiplicativo

vi) Sexto setor: saindo de A até B passando por J.

Este setor é semelhante ao item ii), consequentemente ha 105 maneiras de se fazer

€Sse percurso.

vii) Sétimo setor: saindo de A até B passando por L.

Este setor é semelhante ao item iii), consequentemente hd 7 maneiras de se fazer

€Sse percurso.
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Por fim, pelo principio da adigao temos como resultado final a soma de todos
os itens 90 + 105 + 7 4+ 120 + 350 4 105 + 7 = 784 maneiras distintas de ir de A até B

usando os movimentos permitidos.

Problema 6. (AFA) Lancando-se 4 dados, sucessivamente, o nimero de maneiras
de se obter soma 7 é:
a) 20 b) 24 c) 72 d) 216

Solucgao:

Em um dado convencional o menor valor que pode sair é 1, entdao a soma minima
que esses dados podem resultar é 4, mas o problema quer que a soma seja 7, no entanto
restam 7 — 4 = 3 pontos para distribuir entre os quatro dados, para tal situacdo usaremos
as seguintes representacoes: dy + dy + ds + dy = 7 em que d; sao os dados langados, onde
1 <i<4. 0O simbolo e representa uma unidade e equivale a um ponto, e os simbolos +

separam cada lancamento. Assim temos:
Conf.min.

etoetete=4|/oeteett+ — eetoeeteoete = d =2dy=3,dz=1ed;=1

Conf.min.

etetoete—=4|)+oeeet+ — oetoeeetoete = d =1dy=4d3=1edy=1

Conf.min.

eteoetete=4Joet+t+te+te — eefteoetoeetee = d=2dy=1,d3=2¢eds=2

Com base no exposto acima, tem-se uma parte fixa e uma outra complementar, note
que a quantidade de resultados possiveis apés as combinagoes dos dados da-se unicamente
pela permutacao da parte complementar ( dy + dy + ds + dy = 3 ) , representada por 6
simbolos, sendo 3 simbolos (e) e 3 simbolos (+). Logo a quantidade de maneiras de se

obter 7 é P = 2 =20, letra a).

Problema 7 Calcular o nimero de solugoes inteiras naturais da inequagao x+y+z <

Solucgao:

Como estamos trabalhando somente com varidveis naturais, temos que o sistema
linear x +y + 2 < 5 é equivalente a v + y + 2 < 4. Analisemos as possiveis somas:
x +y + z = 0 neste caso, ha uma sobra de 4 unidades para obter a soma maxima, que é 4.
x4+ y+ z = 1 neste caso ha uma sobra de 3 unidades.
T + Yy + z = 2 neste caso hd uma sobra de 2 unidades.
x + y + 2z = 3 neste caso hd uma sobra de 1 unidade.

x4+ y + z = 4 neste caso nao ha sobra.

Note que a solucgao final é dada pela uniao de todas as solu¢oes das somas acima, e
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as variaveis x, y e z assumem valores naturais menores ou iguais a 4, chamemos de s a
variavel que representara a sobra deixada em cada caso, consequentemente f assume todos
os valores naturais menores ou iguais a 4, dessa forma, resolver x +y + z < 5 é 0 mesmo
que resolver x + y + z + s = 4. segue:

|+ |+ |+ representa x=1,y=1lz=1les=1 r+y+z=23, sobra 1
|+ ++ representa x =2,y =0,z2=0es =2 r4+y+z=2 sobra 2
|+ |+ ||+ representa x=1lLy=1z=2es=0 r+y+z=4 sobra 0

7!

EETRRRE

. . - .. pd3
Com base no exposto acima, a quantidade de solugdes naturais é P, =
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4 Consideracoes Finais

O presente trabalho apresentou uma proposta de abordagem de Anélise Com-
binatéria no ensino médio, mostrando a importancia dos principios fundamentais de
contagem no ambito do desenvolvimento das estruturas cognitivas presente no raciocinio

combinatorio.

Abordou-se os Lemas de Kaplansky com o uso de estruturas simbdlicas, onde as
permutacoes destas, foram trabalhadas de forma estratégicas, evitou-se assim o uso da
combinagao, pois o intuito desse trabalho é despertar a construcao do processo em si, e
os Lemas possuem uma conectividade, garantindo assim um desenvolvimento ascendente.
Por tanto, este trabalho é uma ferramenta complementar para o professor utilizar em sua

abordagem, de preferéncia no inicio da explanac¢ao do contetdo.

Os problemas presentes, foram selecionados a partir de questoes que evidenciam
uma mesma linha de raciocinio, mas com dificuldades evolutivas, pois dessa maneira
espera que se viabilize aos alunos a oportunidade de descobrirem padroes, modelando-os

na resolucao de questoes mais complexas.

Dessa forma, almeja-se que o ensino da Anéalise Combinatoéria seja desafiador e ao
mesmo tempo prazeroso, onde o aluno molde e nao seja moldado, que cada problema seja

uma base para a solucao dos demais problemas.



1]

32

Referéncias

BRASIL. Ministério da Educacdo. Secretaria de Educacao Béasica. Fundo Na-
cional de Desenvolvimento da Educacao. Guia de livros didaticos PNLD
2015 - Ensino Médio : Matemédtica. Brasilia: MEC /SEB. Disponivel
em <http://www.fnde.gov.br/programas/livro-didatico/guias-do-pnld /item/5940-
guia-pnld-2015> Acesso em 17 de jul.2016.

BRASIL. Ministério da Educacao. Secretaria de Educacao Basica.Parametros Cur-
riculares Nacionais : Matematica. Brasilia: MEC /SEB, 1998. Disponivel em
<http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/ciencian.pdf> Acesso em 04 jul.2016.

BRASIL. Ministério da Educacao. Secretaria de Educacao Basica. Orientagoes Ed-
ucacionais Complementares aos Parametros Curriculares Nacionais :Ciéncias da
Natureza, Matemética e suas tecnologias Brasilia: MEC /SEB, 1998. Disponivel em
<http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/cienciasNatureza.pdf> Acesso em 04
jul.2016.

BRUALDI, Richard A. Introductory Combinatorics. 5* ed. Pearson, 2010.

FONSECA, S.S. et al. Uma reflexao sobre o conteiido analise combinatéria em dois

livros didéticos do ensino médio. In: Scientia Plena, vol. 10, num. 04. 2014.

Futuro Militar, Anélise Combinatéria - outros métodos de contagem. Disponivel em
<http://www.futuromilitar.com.br/portal/attachments/article/83 /analise__combina-

toria_ime_teoria_romulo_ garcia.pdf> Acesso em 04 jul. 2016.

LIMA, Elon Lages et al. A Matematica do Ensino Médio. Volume 2. 6* ed.
Colecao do Professor de Matematica. Rio de Janeiro: SBM, 2006.

MORGADO, A. C. O. et al. Analise combinatéria e probabilidade. Rio de
Janeiro: SBM, 2006. (Colegao do Professor de Matematica).

OLIVEIRA, Marcelo Rufino de; Carneiro, Manoel Leite. Cole¢cao Elementos da
matematica, 3: sequéncias, analise combinatdéria, matriz. 3* ed. Fortaleza:

VestSeller, 2010.



33

[10] PENA, Marcelo. Pré-universitario: anual, volume 2: matematica. fortaleza:

FB Editora, 2016.





