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Resumo

O objetivo desse trabalho é estudarmos o controle hierárquico para uma equação da

onda via estratégia de Stackelberg - Nash. Além disso, apresentaremos a existência,

unicidade e regularidade de soluções para o problema proposto.

Palavras-chave: Controle hierárquico, Estratégia de Stackelberg - Nash, Controlabi-

lidade Aproximada, Sistema Otimizado.



Abstract

The purpose of this work is study the hierarchic control for a wave equation via

Stackelberg - Nash. Moreover, we present the existence, uniqueness and regularity of

solutions to the proposed problem.

Keywords: Hierarchic Control, Stackelberg - Nash Strategies, Approximate control-

lability, Optimality System.
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Notações e Simbologias

As simbologias abaixo são utilizadas no decorrer do texto.

• (., .) denota o produto interno em L2;

• |.| denota a norma em L2;

• ((., .)) denota o produto interno em H1
0 ;

• ||.|| denota a norma em H1
0 ;

• 〈., .〉 quando não especi�cado, denota diferentes pares de dualidades;

• ∇u =
(
∂u
∂x1
, ∂u
∂x2
, ..., ∂u

∂xn

)
denota o gradiente da função u;

• ∆u =
n∑
i=1

∂2u
∂x2

i
denota o operador Laplaciano da função u;

• q.s. - quase sempre;

• ↪→ denota a imersão contínua;

• c
↪→ denota a imersão compacta;

• C quando não especi�cada, é uma constante positiva e arbitrária;

• ′ = ∂

∂t
;

• L(X, Y ) denota o e espaço dos operadores lineares e contínuos de X em Y ;

• D(f) denota o domínio de f .



Introdução

Este trabalho aborda inicialmente um estudo sistemático da Equação da Onda Linear,

envolvendo os conceitos de solução forte, solução fraca, regularidade escondida da solução

fraca e o conceito de solução ultra-fraca onde nos baseamos no livro[23], e também um

estudo de controle hierárquico para a equação da onda via estratégia de Stackelberg -

Nash.

Problemas de otimização aparecem com bastante frequência em uma série de proble-

mas de ciências da engenharia e economia. Muitos modelos matemáticos são formulados

em termos de problemas de otimização envolvendo um único objetivo, minimizar custos

ou maximizar o lucro, etc. Em situações mais realistas e relevantes, diversos objetivos

(em geral con�itantes) devem ser considerados.

Em um problema clássico de controle mono-objetivo para um sistema modelado por

uma equação diferencial, existe um controle v, atuando na equação e tentando atingir

um objetivo pré-determinado, geralmente consistindo em minimizar um funcional J(.).

Quando não existe uma restrição no espaço de controle e o funcional J satisfaz algumas

hipóteses adequadas, existe uma única solução u para o problema de controle, a qual é

determinada pela condição de optimalidade ∇J(u) = 0.

Em um problema de controle multi-objetivo existe mais do que um objetivo; possi-

velmente mais que um controle atuando sobre a equação. Agora, em contraste com o

caso de um único objetivo, existem várias estratégias de forma a escolher os controles,

dependendo da natureza do problema.

Estas estratégias podem ser cooperativas (quando os controles cooperam entre eles,

a �m de alcançar os objetivos), não-cooperativas, hierárquicas, etc. Equilíbrio de Nash

de�ne uma estratégia de otimização não-cooperativa múltiplo-objetiva, inicialmente pro-

posto por Nash [28]. Desde que teve origem na teoria dos jogos e economia, a noção de

3



jogador é frequentemente utilizado. Para um problema de otimização com G objetivos

(ou funcionais Ji a ser minimizados), uma estratégia de Nash consiste em ter G jogadores

(ou controles vi), cada um deles otimizando seu próprio critério. No entanto, cada joga-

dor tem que otimizar seu critério, uma vez que todos os outros critérios são �xados pelo

resto dos jogadores. Quando nenhum jogador pode melhorar ainda mais o seu critério,

isso quer dizer que o sistema atingiu um estado de equilíbrio de Nash. Existem outras

estratégias para otimização multiobjetiva, como a estratégia de Pareto (cooperativo) [30]

e a estratégia de Stackelberg (hierárquico) [32], etc.

Alguns trabalhos anteriores sobre as estratégias para o controle de equações diferen-

ciais parcias são os seguintes. Nos artigos de Lions [18], [21], o autor dá alguns resultados

sobre a estratégia de Pareto e estratégias de Stackelberg, respectivamente. No artigo de

Díaz-Lions [5], os autores provam um resultado de controlabilidade aproximada para um

sistema seguindo a estratégia de Stackelberg-Nash. Este resultado baseia-se na existên-

cia e unicidade de um equilibrio de Nash, que é provado pelos autores para alguns casos

particulares satisfazendo algumas restrições.

Neste trabalho, estudamos a estratégia de Stackelberg para a equação da onda, con-

siderando um equilíbrio de Nash multi-objetivo (não necessariamente cooperativa) para

os "jogadores seguidores"(como é chamado no campo da economia) e um problema ideal

para o jogador líder com objetivo de obter controlabilidade aproximada. Nossa motivação

é baseada no trabalho Lions [14].

Quando em 1990, durante as Jornadas Hispano-Francesas sobre Controle de Sistemas

Distribuídos, Jacques Louis Lions1 introduziu, pela primeira vez, o conceito de controla-

bilidade aproximada para equação linear do calor [17], criou-se assim uma imensa gama

de problemas relacionados com o conceito de controlabilidade aproximada.

Formalizemos agora alguns desses conceitos. Consideremos a equação linear do calor∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ut −∆u = h1w em Q = Ω× (0, T )

u = 0 em Σ = ∂Ω× (0, T )

u(x, 0) = u0(x) em Ω,

(0.1)

onde Ω é um domínio limitado do RN , N ≥ 1, com fronteira ∂Ω de classe C2 e T > 0.

Em (0.1) ut denota
du

dt
, u = u(x, t) é o estado a ser controlado, h = h(x, t) é o controle

1
J.L.Lions 1928-2001
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e 1w é a função característica de w, onde w é um subconjunto aberto não vazio de Ω.

Notemos que o controle atua no interior de Ω.

Assumindo que u0 ∈ L2(Ω) e h ∈ L2(Q), o sistema (0.1) admite uma única solução

u ∈ C([0, T ];L2(Ω))∩L2(0, T ;H1
0 (Ω)). Consideremos o conjunto de estados admissíveis:

RNL(T ) =
{
uh(T ) : uh é solução de (0.1) com h ∈ L2(Q)

}
.

Alguns problemas de controlabilidade podem ser formulados como se segue:

(i) O sistema (0.1) é dito aproximadamente controlável se RNL(T ) é denso em L2(Ω)

para todo u0 ∈ L2(Ω).

(ii) O sistema (0.1) é dito exatamente controlável se RNL(T ) = L2(Ω) para todo u0 ∈
L2(Ω).

(iii) O sistema (0.1) é dito nulo controlável ou controlável a zero se 0 ∈ RNL(T ) para

todo u0 ∈ L2(Ω).

O sistema (0.1) é aproximadamente controlável para todo subconjunto aberto não

vazio ω de Ω e T > 0. Para mostrar isto, aplica-se o Teorema de Hahn Banach ou então

se segue uma abordagem variacional desenvolvida em Lions [17]. Em ambos os casos, a

controlabilidade aproximada é reduzida a uma propriedade de continuação única para o

sistema adjunto de (0.1): 
− ϕt −∆ϕ = 0 em Q

ϕ(x, t) = 0 em ∂Ω× (0, T )

ϕ(x, T ) = ϕ0 em Ω.

(0.2)

Mais precisamente, controlabilidade aproximada vale para o sistema (0.1) se, e so-

mente se, a seguinte propriedade de unicidade é verdadeira: Se ϕ é solução de (0.2) e

ϕ = 0 em ω × (0, T ) então, necessariamente, ϕ ≡ 0 em Ω× (0, T ), isto é, ϕ0 = 0.

A questão é que os teoremas de continuação única dependem da natureza do pro-

blema estudado. Para tal, muitos autores tem conseguido teoremas de continuação única

para diversos problemas, entre as quais pode-se citar, teorema da continuação de Mi-

zohata [27], quando os coe�cientes do operador que aparecem no sistema são analíticos.

5



Quando os coe�cientes do operador são funções limitadas e mensuráveis, a controlabili-

dade aproximada foi investigada, entre outros autores, por C. Fabre [8], onde se prova a

propriedade de continuação única para equações relacionadas com o sistema de Navier-

Stokes. A mesma generalização da continuação única de Mizohata pode ser encontradas

em Saut-Scheurer [31].

Desde a publicação do artigo [17], a controlabilidade aproximada tem sido motivo de

estudo de muitos autores, entre os quais podemos citar : Fabre-Lebeau [9], Fabre [8],

Fabre-Puel-Zuazua [10], Fernandez-Zuazua [11], Zuazua [35].

No artigo de Díaz-Lions [5], estuda-se o controle hierárquico para um sistema dis-

tribuído (no qual o estado é de�nido pela solução de uma equação de difusão). Eles

admitem que se pode agir sobre o sistema por uma hierarquia de controles. Existe um

controle global v, o qual é chamado de líder e existem N controles locais w1, . . . , wN que

são os seguidores. Os seguidores, assumindo que o líder fez a escolha de sua estratégia

(política), procuram um equilíbrio de Nash de suas funções custos e então o líder v faz sua

escolha �nal para todo o sistema, procurando atingir um estado ideal uT num tempo T

por meio de um controle aproximado. Essa é a conhecida estratégia de Stackelberg-Nash.

Em resumo, o trabalho está dividido da seguinte forma:

No capítulo 1 apresentamos os resultados preliminares, essenciais ao desenvolvimento

do nosso trabalho.

No capítulo 2 resultados de existência, unicidade e regularidade de soluções são estu-

dados.

Finalmente, no capítulo 3 apresentamos resultados sobre controle hierárquico para

equação da onda.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo apresentamos alguns resultados necessários para que o leitor possa ter

uma melhor compreensão dos conteúdos abordados no capítulo seguinte.

1.1 Tópicos de Análise Funcional

1.1.1 Convergência Fraca e Fraca Estrela

De�nição 1.1 (Convergência Fraca) Sejam E um espaço de Banach e (uν)ν∈N uma

sequência de E. Então uν ⇀ u se, e somente se, 〈ϕ, uν〉 → 〈ϕ, u〉, para todo ϕ ∈ E ′.

De�nição 1.2 (Convergência Fraca Estrela) Sejam E um espaço de Banach,

ϕ ∈ E ′ e (ϕν)ν∈N uma sequência de E ′. Dizemos que ϕν
∗
⇀ ϕ fraca estrela se, e so-

mente se, 〈ϕν , u〉 → 〈ϕ, u〉, para todo u ∈ E.

De�nição 1.3 De�nimos por σ(E,E ′) a topologia fraca de E induzida por E ′.

Proposição 1.1 Sejam E um espaço de Banach e (xn)n∈N uma sequência em E. Então:

(i) Se xn ⇀ x em σ(E,E ′) então 〈f, xn〉 → 〈f, x〉, ∀f ∈ E ′;

(ii) Se xn → x forte então xn ⇀ x fracamente na topologia σ(E,E ′);

(iii) Se xn ⇀ x em σ(E,E ′) e se fn → f fortemente em E ′ (isto é, ‖fn − f‖E′ → 0)

então 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Demonstração: Brezis ([4], p. 58). �
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1.1 Tópicos de Análise Funcional

1.1.2 Espaços Separáveis e Re�exivos

De�nição 1.4 Dizemos que um espaço métrico E é separável se existe um subconjunto

D ⊂ E enumerável e denso.

De�nição 1.5 Sejam E um espaço de Banach e J a injeção canônica de E em E ′′.

Dizemos que E é re�exivo quando J(E) = E ′′.

Quando o espaço E é re�exivo identi�camos implicitamente E e E ′′ (com ajuda do

isomor�smo J).

Teorema 1.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Sejam E um espaço de Banach e E ′ o

seu dual topológico. Então o conjunto

BE′ = {f ∈ E ′; ‖f‖ ≤ 1} é compacto na topologia fraca estrela.

Demonstração: Brezis ([4], p. 66). �

Teorema 1.2 Sejam E um espaço de Banach separável e E ′ o seu dual topológico. Então

o conjunto

BE′ = {f ∈ E ′; ‖f‖ ≤ 1} é metrizável na topologia fraca estrela.

Reciprocamente, se BE′ é metrizável na topologia fraca estrela, então E é separável.

Demonstração: Brezis ([4], p.74). �

Corolário 1.1 Sejam E um espaço Banach separável e (fn)n∈N uma sequência limitada

em E ′. Então existe uma subsequência (fnk
)k∈N de (fn)n∈N tal que converge na topologia

fraca estrela.

Demonstração: Brezis ([4], p. 76). �

Teorema 1.3 Seja E um espaço de Banach re�exivo e suponhamos que a sequência

(fk)k∈N ⊂ E é limitada. Então existe uma subsequência (fkj)j∈N de (fk)k∈N e f ∈ E tal

que

fkj ⇀ f.

Demonstração: Evans ([7], p. 639). �
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1.1 Tópicos de Análise Funcional

1.1.3 Convexidade e Otimização

Teorema 1.4 Seja F : D ⊆ H −→ R um funcional de�nido em um subconjunto D de

um espaço de Hilbert H. Suponha que F tem as seguintes propriedades:

(i) D é um subconjunto convexo fechado não vazio do espaço de Hilbert H;

(ii) F é sequencialmente semi-contínuo inferiormente;

(iii) Se D é ilimitado, então F é fracamente coercivo.

Então o problema de minimzação

F (u) = min
v∈D

F (v) (1.1)

tem uma solução e esta será única se adicionarmos a hipótese de F for estritamente

convexo.

Demonstração: Zeidler ( [34], p. 54). �

Teorema 1.5 (Fenchel - Rochafellar) Suponha que A ∈ L(X, Y ) onde X e Y são

espaços de Hilbert e que ϕ : X −→ R ∪ {∞} e ψ : Y −→ R ∪ {∞} são funcionais

não-triviais convexos e semicontínuos inferiormente. Suponha que exista x ∈ Dom(ϕ) ∩
Dom(ψ) tal que ϕ é contínua em x e ψ é contínua em Ax. Então

inf
x∈X

[ϕ(x) + ψ(Ax)] = − inf
q∈Y ∗

[ϕ∗(A∗q) + ψ∗(−q)] = −min
q∈Y ∗

[ϕ∗(A∗q) + ψ∗(−q)],

onde ϕ∗ é a adjunta de ϕ e é dada por

ϕ∗(p) = sup
x∈X

[〈p, x〉 − ϕ(x)]

Demonstração: Brezis ( [4], p. 15). �

Proposição 1.2 (Caracterização de Solução) Suponhamos que N = N1 +N2 e que

N1 e N2 são funcionais convexos e semi-contínuos inferiormente de um subconjunto con-

vexo C em R, com N1 sendo gâteaux-diferenciável com derivada N ′1. Então, se µ ∈ C,
as condições são equivalentes:
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1.2 Teoria das Distribuições Escalares

(i) µ é solução do problema

inf
µ∈C

N(µ)

(ii)
〈
N ′1(µ), ξ − µ

〉
+N2(ξ)−N2(µ) ≥ 0 ∀ ξ ∈ C;

(iii)
〈
N ′1(ξ), µ− ξ

〉
+N2(µ)−N2(ξ) ≥ 0 ∀ ξ ∈ C.

Demonstração: Ekeland ([6], p. 38). �

Teorema 1.6 (Critério de Densidade) Seja D um subconjunto de um espaço de Hil-

bert H. Então, as seguintes condições são equivalentes:

(i) D gera um subespaço que é denso em H;

(ii) Todo funcional linear contínuo f em H que se anula em D é identicamente nulo em

H.

Demonstração: Aubin ([1], p. 30). �

1.2 Teoria das Distribuições Escalares

De�nição 1.6 Sejam Ω ⊂ Rn um aberto limitado e ϕ : Ω ⊂ Rn → R uma função

contínua. Denomina-se suporte de ϕ ao fecho em Ω do conjunto dos pontos x tais que

ϕ (x) 6= 0. Simbolicamente,

supp (ϕ) = {x ∈ Ω;ϕ (x) 6= 0}
Ω
.

De�nição 1.7 Denota-se por C∞0 (Ω) o espaço vetorial das funções contínuas e in�nita-

mente deriváveis em Ω com suporte compacto em Ω.

O espaço C∞0 (Ω) é de grande importância para o nosso estudo, visto que estamos inte-

ressados em estudar funcionais lineares contínuos de�nidos em C∞0 (Ω).

De�nição 1.8 Dizemos que uma sequência (ϕν)ν∈N de funções em C∞0 (Ω) converge para

ϕ em C∞0 (Ω) quando forem satisfeitas as seguintes condições:
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1.2 Teoria das Distribuições Escalares

i) Existe um conjunto compacto K ⊂ Ω tal que

supp (ϕ) ⊂ K e supp (ϕν) ⊂ K, ∀ ν ∈ N

ii) Dαϕν −→ Dαϕ uniformemente em K para todo multi-índice α.

O espaço vetorial C∞0 (Ω) munido da noção de convergência de�nida acima será re-

presentada por D (Ω) e é denominado de espaço das funções testes .

Denomina-se distribuição escalar sobre Ω a toda forma linear T : D (Ω) −→ R contí-

nua com respeito a topologia de D (Ω). Isto signi�ca que T satisfaz as seguintes condições:

i) T (αϕ+ βψ) = αT (ϕ) + βT (ψ), ∀ϕ, ψ ∈ D (Ω), ∀α, β ∈ R

ii) T é contínua, isto é, se uma sequência (ϕν)ν∈N converge em D (Ω) para ϕ ∈ D (Ω),

então,

T (ϕν) −→ T (ϕ) em R.

O valor da distribuição T na função teste ϕ será representado por 〈T, ϕ〉. Equipa-se
o espaço vetorial das distribuições escalares da seguinte noção de convergência:

Considera-se o espaço de todas as distribuições sobre Ω. Neste espaço, dizemos que

a sequência (Tν)ν∈N converge para T , quando a sucessão 〈Tν , ϕ〉ν∈N converge para 〈T, ϕ〉
em R para toda ϕ ∈ D (Ω).

O conjunto das distribuições escalares sobre Ω é um espaço vetorial real, o qual denota-

se por D′(Ω), é chamado espaço das distribuições escalares sobre Ω. Com o intuito de

estudarmos os espaços de Sobolev, introduz-se o conceito de derivada distribuicional para

objetos de D′ (Ω). A motivação no conceito de derivada fraca e posteriormente o conceito

de derivada distribuicional dada por Sobolev, se deve a fórmula de integração por partes

de Cálculo, sendo este conceito generalizado para distribuições quaisquer em D′ (Ω).

Dada uma distribuição T emD′ (Ω) e dado ummulti-índice α ∈ Nn de�ni-se a derivada

distribucional de ordem α de T como sendo a forma linear e contínua DαT : D (Ω)→ R

dada por

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T,Dαϕ〉 , para todo ϕ ∈ D (Ω) .

Segue-se da de�nição acima que cada distribuição T sobre Ω possui derivadas de todas

as ordens. Notemos que a aplicação

Dα : D′ (Ω)→ D′ (Ω) . (1.2)
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1.3 Os Espaços Lp(Ω)

é linear e continua no sentido da convergência de�nida em D′ (Ω). Isto signi�ca que se

lim
v→∞

Tv = T em D′ (Ω) então lim
v→∞

DαTv = DαT em D′ (Ω) . (1.3)

1.3 Os Espaços Lp(Ω)

Nesta seção, serão dadas algumas de�nições e propriedades elementares dos espaços

Lp(Ω).

De�nição 1.9 Sejam Ω ⊆ Rn um subconjunto aberto e p ∈ R com 1 ≤ p <∞. De�nimos

Lp(Ω) = {f : Ω→ R; f mensurável e |f |p ∈ L1(Ω)}.

O espaço Lp(Ω) com 1 ≤ p <∞ é um espaço de Banach equipado com a norma

‖f‖Lp(Ω) =
[ ∫

Ω

|f(x)|pdx
]1/p

.

De�nição 1.10 Seja Ω ⊆ Rn um subconjunto aberto. De�nimos

L∞(Ω) = {f : Ω→ R; f mensurável e ∃ Cconstante tal que |f(x)| ≤ C q.s em Ω}.

O espaço L∞(Ω) é um espaço de Banach equipado com a norma

‖f‖L∞(Ω) = inf{C : |f(x)| ≤ C q.s em Ω}.

Teorema 1.7 (Desigualdade de Young) Sejam p > 1 e q > 1 tal que
1

p
+

1

q
= 1.

Então,

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq, ∀a ≥ 0 e ∀b ≥ 0.

Demonstração: Brezis ([4], p. 92). �

Teorema 1.8 (Desigualdade de Hölder) Sejam as funções f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lq(Ω)

com 1 ≤ p ≤ ∞ e q o expoente conjugado de p; isto é 1
p

+ 1
q

= 1. Então fg ∈ L1(Ω) e∫
Ω

|fg|dx ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω).

12
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Demonstração: Brezis ([4], p. 92). �

De�nição 1.11 Dizemos que uma função f : Ω → R é localmente integrável em Ω,

quando f é integrável à Lebesgue em todo compacto K ⊂ Ω. O espaço das funções

localmente integravéis é denotado por L1
loc

(Ω). Em símbolos temos que

f ∈ L1
loc

(Ω)⇔
∫
K

|f |dx <∞, para todo compacto K ⊂ Ω.

As distribuções que aparecem com mais frequência são aquelas de�nidas a partir de

funções localmente integráveis.

Exemplo 1.1 Seja u ∈ L1
loc

(Ω) e de�namos Tu : D (Ω)→ R por

〈Tu, ϕ〉 =

∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx

Nestas condições Tu é uma distribução escalar sobre Ω.

De fato, não é di�cil mostrarmos a linearidade de Tu, pois segue da linearidade da integral.

Resta provarmos que Tu é contínua.

Seja uma sequência (ϕν)ν∈N de funções testes sobre Ω convergindo em D (Ω) para

uma função teste ϕ. Então, temos

|〈Tu, ϕν〉 − 〈Tu, ϕ〉| = |〈Tu, ϕν − ϕ〉|

=

∣∣∣∣∫
Ω

u(x)(ϕν − ϕ)(x)dx

∣∣∣∣
≤

∫
Ω

|u(x)(ϕν − ϕ)(x)|dx

≤ sup |ϕν − ϕ|
∫

Ω

|u(x)|dx→ 0,

pois ϕν → ϕ uniformemente.

A distribução Tu assim de�nida é dita �gerada pela função localamente integrável u"e,

usando o Lema de Du Bois Raymond, tem-se que Tu é univocamente determinada por

u, no seguinte sentido: Tu = Tv se, e somente se, u = v quase sempre em Ω. Neste

sentido identi�camos u com a distribuição Tu e o espaço L1
loc

(Ω) das funções localmente

integráveis pode ser visto como parte do espaço das distribuições D′ (Ω)

Lema 1.3.1 (Du Bois Raymond) Seja u ∈ L1
loc(Ω). Então Tu = 0 se, e somente se,

u = 0 quase sempre em Ω.
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1.4 Espaços de Sobolev

Demonstração: Medeiros, L. A e Milla Miranda, M. ([24], p. 12). �

Observação 1.1 Outro resultado interessante é que a derivada de uma função L1
loc

(Ω),

não é em geral uma função de L1
loc

(Ω).

Tal fato, motivará a de�nição de uma classe signi�cativa de espaços de Banach de

funções conhecidas sob a denominação de Espaços de Sobolev.

1.4 Espaços de Sobolev

Como vimos na seção anterior, toda função u ∈ Lp(Ω) possui derivadas distribucionais

de todas as ordens. Entretanto, as derivadas de u nem sempre são também funções de

Lp(Ω).

1.4.1 Os Espaços Wm,p(Ω)

Chamaremos multi-índice a toda n-upla α = (α1, α2, ..., αn) de números naturais.

Dado um multi-índice α, de�nimos a ordem |α| de α por |α| = α1 + α2 + ... + αn, e

representamos por Dα o operador derivação

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

.

De�nição 1.12 Sejam Ω um aberto do Rn, 1 ≤ p ≤ ∞ e m ∈ N. O espaço de Sobolev

que denotamos por Wm,p(Ω), é o espaço vetorial das (classes de) funções em Lp(Ω) cujas

derivadas distribucionais de ordem α pertencem a Lp(Ω), para todo multi-índice α com

|α| ≤ m. Simbolicamente escrevemos:

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω) para todo α tal que |α| ≤ m}.

O espaço Wm,p(Ω) com 1 ≤ p <∞ é um espaço de Banach equipado com a norma

‖u‖Wm,p(Ω) =
( ∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu(x)|pdx
)1/p

.
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1.4 Espaços de Sobolev

Também Wm,∞(Ω) é um espaço de Banach com a norma

‖u‖Wm,∞(Ω) =
∑
|α|≤m

sup
Ω

ess|Dαu(x)|.

No caso p = 2, o espaço Wm,p(Ω) será representado por Hm(Ω) que é um espaço de

Hilbert, cujo produto interno e a correspondente norma induzida em Hm(Ω) são dadas,

respectivamente, por

〈u, v〉Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

〈Dαu,Dαv〉L2(Ω) e ‖u‖Hm(Ω) =
( ∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu(x)|2dx
)1/2

.

Agora apresentaremos algumas desigualdades de Sobolev que nos ajudarão a alcançar os

objetivos propostos.

Corolário 1.2 Sejam Ω um subconjunto aberto do Rn de classe C1 com fronteira limi-

tada Γ e 1 ≤ p ≤ ∞. Então:

Se n > pm, então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), onde q ∈
[
1, np

n−mp

]
.

Se n = pm, então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), para todo q ∈ [1,+∞).

Se n = 1 e m ≥ 1, então Wm,p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

E todas estas injeções são contínuas. Além disso, se p > n tem-se para todo u ∈ W 1,p(Ω)

|u(x)− u(y)| ≤ C‖u‖W 1,p|x− y|α q.s. x, y ∈ Ω,

onde α = 1− (N/p) e C depende apenas do Ω, p e n. Em particular W 1,p(Ω) ↪→ C(Ω).

Demonstração: Brezis ([4], p. 285). �

Teorema 1.9 (Rellich�Kondrachov) Seja Ω um subconjunto limitado do Rn de classe

C1 com fronteira Γ regular. Então:

Se n > pm, então Wm,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω), para todo q ∈

[
1, 2n

n−2m

)
.

Se n = pm, então Wm,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω), para todo q ∈ [1,+∞).

Se pm > n, então Wm,p(Ω)
c
↪→ C(Ω), onde k é um inteiro não negativo tal que

k < m− (n/p) ≤ k + 1.

Em particular, W 1,p(Ω)
c
↪→ Lp(Ω) com injeção compacta para todo p ( e para todo n).
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Demonstração: Brezis ([4], p. 285). �

Teorema 1.10 (Gauss-Green) Se u ∈ C1(Ω), então

∫
Ω

uxidx =

∫
Γ

uνidΓ (i = 1, 2, ..., n).

Demonstração: Brezis ([4]). �

Teorema 1.11 (Fórmulas de Green)

(i) Se γ ∈ H2(Ω), então∫
Ω

∇γ ∇u dx = −
∫

Ω

u ∆γ dx+

∫
∂Ω

∂γ

∂ν
u ds, ∀u ∈ H1(Ω).

(ii) Se u, γ ∈ H2(Ω), então∫
Ω

(u ∆ γ − γ ∆u ) dx =

∫
∂Ω

(
u
∂γ

∂ν
− γ ∂u

∂ν

)
ds.

Demonstração: Brezis ([4], p. 296). �

Teorema 1.12 (Representação de Riesz) Sejam 1 < p < ∞ e ϕ ∈ (Lp)′. Então

existe um único u ∈ Lq onde 1

p
+

1

q
= 1 tal que

〈ϕ, f〉 =

∫
uf, ∀f ∈ Lp.

Além disso, vale

||u||Lq = ||ϕ||(Lp)′ .

Demonstração: Brezis ([4], p. 97). �

Teorema 1.13 (Teorema do Traço) A aplicação linear

u 7→ (γ0u, γ1u, ..., γm−1u) =
(
u|Γ,

∂u

∂ν

∣∣∣
Γ
, ...,

∂m−1

∂νm−1

∣∣∣
Γ

)
de D(Ω) em

m−1∏
j=0

Wm−j− 1
p
,p(Γ), prolonga-se, por continuidade, a uma aplicação linear,

contínua e sobrejetiva de Wm,p(Ω) em
m−1∏
j=0

Wm−j− 1
p
,p(Γ).

Demonstração: Evans ([7], p. 258). �
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1.4 Espaços de Sobolev

Teorema 1.14 (Regularidade) Considere Ω ⊂ Rn um conjunto aberto limitado com

fronteira Γ de classe C2. Sejam f ∈ L2(Ω) e u ∈ H1
0 (Ω) tal que∫

Ω

∇u∇φ+

∫
Ω

uφ =

∫
Ω

fφ, ∀φ ∈ H1
0 (Ω).

Então u ∈ H2(Ω) e ||u||H2(Ω) ≤ C|f |L2(Ω), onde C é uma constante que só depende de Ω.

Demonstração: Brezis([4], p. 298). �

1.4.2 Os Espaços Wm,p
0 (Ω) e W−m,q(Ω)

Observemos que, embora o espaço vetorial das funções testes u, v ∈ D (Ω) seja denso

em Lp(Ω) para 1 ≤ p <∞, em geral, ele não é denso em Wm,p(Ω). Isto acontece porque

a norma de Wm,p(Ω) é �bem maior"que a norma de Lp(Ω) e é por isso que Wm,p(Ω)

possui menos sequências convergentes. Isto motivou a de�nição dos espaços Wm,p
0 (Ω)

como segue:

De�nição 1.13 Seja Ω um subconjunto aberto de Rn. De�nimos

Wm,p
0 (Ω) = D (Ω)

Wm,p(Ω)
.

No caso p = 2, o espaço Wm,p
0 (Ω) será representado por Hm

0 (Ω).

Teorema 1.15 (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos que Ω seja um subconjunto

aberto e limitado de Rn e 1 ≤ p <∞. Então existe uma constante C (dependendo de Ω

e p) tal que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω), para todo u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Demonstração: Ver Brezis ([4], p. 290). �

Observação 1.2 Em particular, a expressão ‖∇u‖Lp(Ω) é uma norma no espaçoW 1,p
0 (Ω),

equivalente a norma ‖u‖W 1,p(Ω). Em H1
0 (Ω) tem-se o produto interno

((u, v)) =
n∑
i=1

∫
Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx,

que induz a norma ‖∇u‖L2(Ω), equivalente a norma ‖u‖H1(Ω).
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1.5 Os Espaços Lp (0, T ;X)

Demonstração: Brezis ([4], p. 290). �

Os espaços Wm,p
0 (Ω) e, em particular, os espaços Hm

0 (Ω), desempenham um papel

fundamental na Teoria dos Espaços de Sobolev e por conseguinte na Teoria das EDP's.

Se 1 ≤ p <∞ e o número q é o expoente conjugado de p, isto é
1

p
+

1

q
= 1, então repre-

sentamos por W−m,q(Ω) o dual topológico de Wm,p
0 (Ω) e por H−m(Ω) o dual topológido

de Hm
0 (Ω). Em outras palavras, se f pertence a H−m(Ω) então f é um funcional linear

limitado sobre Hm
0 (Ω).

De�nição 1.14 Se f ∈ H−1(Ω) a norma é de�nida como sendo

‖f‖H−1(Ω) = sup{〈f, u〉; para todo u ∈ H1
0 (Ω) com ‖u‖H1

0 (Ω) ≤ 1}.

Observação 1.3 Em particular, as conclusões do Corolário (1.2) é válido para o espaço

W 1,p
0 (Ω) com um subconjunto arbitrário aberto Ω de Rn. Analogamente, a conclusão do

Teorema (1.9) é válido para W 1,p
0 (Ω) com um subconjunto arbitrário Ω aberto e limitado

de Rn.

Demonstração: Brezis ([4], p. 290). �

1.5 Os Espaços Lp (0, T ;X)

Nesta seção, estenderemos as noções de mensurabilidade e integrabilidade para fun-

ções

f : [0, T ] −→ X,

onde T > 0 e X é um espaço de Banach real com a norma ‖.‖.

De�nição 1.15 Denota-se por Lp (0, T ;X), com 1 ≤ p ≤ ∞ o espaço vetorial das (clas-

ses de) funções u : (0, T ) −→ X fortemente mensuráveis com valores em X e tais que

se 1 ≤ p < ∞ a função t 7→ ‖u (t)‖pX é integrável à Lesbegue em (0, T ) e se p = ∞ a

função t 7→ ‖u (t)‖X ∈ L∞ (0, T ).

O espaço Lp (0, T ;X) é um espaço completo com a norma dada por

‖u‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

‖u (t)‖pX dt
)1/p

, se 1 ≤ p <∞.
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Se p =∞ a norma acima é substituída por

‖u‖L∞(0,T ;X) = sup ess
0<t<T

‖u (t)‖X = inf{C > 0 : ||u(t)||X ≤ C q.s em Ω}.

Apenas no caso em que p = 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço L2(0, T ;X) é um

espaço de Hilbert, cujo produto interno é dado por

〈v, u〉L2(0,T ;X) =

∫ T

0

〈v (t) , u (t)〉X dt.

QuandoX é re�exivo e separável e 1 < p <∞, então Lp (0, T ;X) é um espaço re�exivo

e separável, cujo dual topológico se identi�ca ao espaço de Banach Lp
′
(0, T ;X ′), onde p

e p′ são índices conjugados, isto é, 1
p

+ 1
p′

= 1. Mais precisamente, temos

[
Lp(0, T ;X)

]′ ≈ Lp
′
(0, T,X ′).

A dualidade entre esses espaços é dada na forma integral por

〈v, u〉Lp′ (0,T ;X′)×Lp(0,T ;X) =

∫ T

0

〈v (t) , u (t)〉X′×X dt.

No caso p = 1, o dual topológico do espaço L1 (0, T ;X) se identi�ca ao espaço

L∞ (0, T ;X ′), ou seja, [
L1(0, T ;X)

]′ ≈ L∞(0, T,X ′).

De�nição 1.16 Seja v ∈ L1(0, T ). Dizemos que s ∈ (0, T ) é um ponto de Lebesgue de

v, se para todo h > 0 tal que ]s− h, s+ h[⊂ (0, T ) então

lim
h→0

1

2h

∫ s+h

s−h
v(ξ)dξ = v(s)

De�nição 1.17 Denota-se por C ([0, T ] ;X), com T > 0 o espaço de Banach das funções

contínuas u : [0, T ] −→ X munido da norma da convergência uniforme

‖u‖C([0,T ];X) = max
0≤t≤T

‖u (t)‖X <∞.

Teorema 1.16 Sejam X e Y espaços de Hilbert tal que X ↪→ Y e f ∈ Lp(0, T ;X), f ′ ∈
Lp(0, T ;Y ), 1 ≤ p ≤ ∞, então f ∈ C0([0, T ];Y ).
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1.6 Distribuições Vetoriais

Demonstração: Brezis ([3]).

Lema 1.5.1 Sejam X um espaço de Banach, f ∈ Lp(0, T ;X) e f ′ ∈ Lp(0, T ;X) com

1 ≤ p ≤ ∞, então

f ∈ C([0, T ];X).

(Possivelmente rede�nidas sobre um conjunto de medida nula.)

Demonstração: Lions ([20], p. 7). �

Teorema 1.17 Seja X um espaço de Hilbert e u ∈ L2(0, T ;X). Então existe um único

funcional f ∈ H−1(0, T ;X) que veri�ca

〈f, θψ〉 = (〈u′, θ〉, ψ)X ∀ θ ∈ D(0, T ) e ψ ∈ X.

Baseado nisto, identi�camos f com u′. Por esta razão, diremos que se u ∈ L2(0, T ;X)

então u′ ∈ H−1(0, T ;X).

Demonstração: Pathak ([29]).

1.6 Distribuições Vetoriais

Seja um número real T > 0 e X um espaço de Banach real com a norma ‖.‖

De�nição 1.18 Uma distribuição vetorial sobre (0, T ) com valores em X, é uma função

f : D (0, T )→ X linear e contínua. O conjunto dessas transformações lineares é chamado

Espaço das Distribuições Vetoriais sobre (0, T ) com valores em X e é denotado por

D′(0, T ;X) = L(D (0, T ) ;X).

De�nição 1.19 Seja f ∈ D′ (0, T ;X). A derivada de ordem n é de�nida como sendo a

distribuição vetorial sobre (0, T ) com valores em X dada por〈
dnf

dtn
, ϕ

〉
= (−1)n

〈
f,
dnϕ

dtn

〉
, ∀ϕ ∈ D (0, T ) .

Observação 1.4 Se a função f pertence ao espaço Lp(0, T ;X) com 1 ≤ p ≤ ∞, então

de�ne uma distribuição que denotamos pela mesma função f e é dada por

f(ϕ) =

∫ T

0

f(t)ϕ(t)dt, para todo ϕ ∈ D (0, T ) ,

com valor integrável em X.
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Demonstração: Lions ([20], p. 7). �

1.7 Resultados Importantes

Nesta seção, apresentamos alguns resultados importantes que serão utilizados nesta

dissertação.

1.7.1 Funções Próprias e Decomposição Espectral

Teorema 1.18 Assumimos Ω um subconjunto aberto e limitado de Rn. Existe uma

sequência de números reais (λm)m∈N donde

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ . . . ,

e

λm →∞ quando m→∞.

E uma base Hilbertiana (wj)j∈N de L2(Ω) tais que wj ∈ H1
0 (Ω) −∆wj = λjwj em Ω

wj = 0 sobre Γ,

para j = 1, 2 . . .

Diz-se que os números (λm) são os autovalores de −∆ (com a condição de Dirichlet) e

que as (wj)j∈N são as funções próprias associadas.

Demonstração: Evans ([7], p. 335) ou Medeiros ([25], p. 134). �

1.7.2 O Teorema de Carathéodory

Sejam D um subconjunto aberto de Rn+1 cujos elementos são denotados por (x, t)

onde x ∈ Rn e t ∈ R e f : D → Rn. Dizemos que f satisfaz as condições de Carathéodory

sobre D quando:

• f (x, t) é mensurável em t para cada x �xo;

• f (x, t) é contínua em x para cada t �xo;
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• Para cada compacto K em D existe uma função real integrável mK (t) tal que

|f (x, t)| ≤ mK (t) para todo (x, t) ∈ K.

De�nição 1.20 Uma solução no sentido estendido do problema de Cauchy x′ = f(x, t)

x(t0) = x0;

é uma função φ(t) absolutamente contínua tal que para algum β real vale

i) (φ(t), t) ∈ D para todo t ∈ [t0 − β, t0 + β];

ii) φ′(t) = f(t, φ(t)) para todo t ∈ [t0− β, t0 + β], exceto em um conjunto de medida

de Lebesgue zero.

Consideremos o retângulo

R =
{

(x, t) ∈ Rn+1; |t− t0| ≤ a, |x− x0| ≤ b
}
,

com a, b > 0. Então, valem os seguintes resultados:

Teorema 1.19 (Carathéodory) Seja f : R → Rn satisfazendo as condições de Ca-

rathéodory sobre R. Então sobre algum intervalo |t− t0| ≤ β (β > 0) existe uma solução

no sentido estendido do problema de valor inicial x′ = f(x, t)

x(t0) = x0;

Demonstração: Medeiros, L. A e Rivera, P. H. ([26], p. 156). �

Corolário 1.3 Sejam D um subconjunto aberto de Rn+1 e f satisfazendo as condições

de Carathéodory sobre D. Então o problema x′ = f(x, t)

x(t0) = x0;

tem solução para qualquer (t0, x0) ∈ D.

Demonstração: Medeiros, L. A e Rivera, P. H. ([26], p. 159). �
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Teorema 1.20 Sejam D um subconjunto aberto limitado e conexo em Rn+1, f uma

função que satisfaz as duas primeiras condições de Carathéodory sobre D e suponhamos

que exista uma função integrável m(t) tal que |f(t, x)| ≤ m(t) para todo (t, x) ∈ D. Seja

ϕ uma solução de

x′ = f(t, x) para quase todo t em I,

sobre o intervalo aberto (a, b). Então

i) existe ϕ(a+ 0) e ϕ(b− 0), onde ϕ(a+ 0) e ϕ(b− 0) são os prolongamentos laterais

de ϕ a esquerda de a e a direita b respectivamente;

ii) se (b, ϕ(b − 0)) ∈ D então ϕ pode ser prolongada até (a, b + δ] para algum δ.

Resultado análogo para a;

iii) ϕ(t) pode ser prolongada até um intervalo (γ, ω) tal que (γ, ϕ(γ+ 0)), (ω, ϕ(ω− 0))

pertencem a ∂D (∂D fronteira de D);

iv) se f pode estender-se a D sem que ele perca suas propriedades então ϕ(t) pode ser

prolongada até um intervalo [γ, ω] tal que (γ, ϕ(γ + 0)), (ω, ϕ(ω − 0)) ∈ ∂D.

Demonstração: Medeiros, L. A e Rivera, P. H. ([26], p. 159). �

Corolário 1.4 (Prolongamento de Solução) Sejam D = B×[0, T ] , com 0 < T <∞,

B = {x ∈ Rn; |x| ≤ b}, b > 0 e a função f nas condições do Teorema 1.20. Seja φ (t)

uma solução de  x′ = f(x, t)

x(0) = x0 e |x0| ≤ b.

Suponhamos que em qualquer intervalo I onde φ (t) está de�nida tem-se |φ (t)| ≤ M ,

para todo t ∈ I, M independente de t e M < b. Então φ tem um prolongamento até

[0, T ].

Demonstração: Medeiros, L. A e Rivera, P. H. ([26], p. 164). �
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1.7 Resultados Importantes

1.7.3 Desigualdade de Gronwall

Lema 1.7.1 (Gronwall) Sejam m ∈ L1(0, T ;R), m ≥ 0 q.s em (0, T ), a ≥ 0 constante

real e g ∈ L∞(0, T ), g ≥ 0 em (0, T ) tal que

1

2
g(t)2 ≤ 2a2 + 2

∫ t

0

m(s)g(s)ds ∀t ∈ (0, T ).

Então,

g(t) ≤ 2

(
a+

∫ t

0

m(s)ds

)
em (0, T ).

Demonstração: Medeiros, L.A ([22], p. 76). �

1.7.4 O Teorema da Unicidade de Holmgren

Teorema 1.21 (Teorema da Unicidade de Holmgren) Sejam Ω1 ⊂ Ω2 conjuntos

abertos e convexos do IRn e P (D) um operador diferencial com coe�cientes constantes

tal que todo plano característico Π com respeito a P (D) que satisfaz Π∩Ω2 6= ∅ também

satisfaz Π ∩ Ω1 6= ∅. Então, para a solução u ∈ D′(Ω2) da equação P (D)u = 0 tal que

u = 0 em Ω1 também satisfaz u = 0 em Ω2.

Demonstração: Hörmander ([12], p. 129). �

Proposição 1.3 Seja T > 2d(Ω,Γ0), onde d(Ω,Γ0) = sup
x∈Ω

d(x,Γ0). Então qualquer

solução fraca ψ do problema ∣∣∣∣∣∣ ψ
′′ −∆ψ = 0 em Q

ψ = 0 sobre Σ

tal que
∂ψ

∂ν
= 0 sobre Σ0 = Γ0 × (0, T ) ⊂ Σ com Γ0 6= ∅ implica que ψ ≡ 0.

Demonstração: Lions ( [16], p. 92). �
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Capítulo 2

Existência, Unicidade e Regularidade

de Soluções

Neste capítulo estudaremos a existência, unicidade e regularidade de soluções para

um problema misto associado a equação da onda.

Seja Ω um subconjunto aberto e limitado do IRn com fronteira Γ su�cientemente

regular. Denotaremos por ν o vetor normal unitário exterior a Γ, e para um número real

T > 0, seja Q = Ω× (0, T ) ⊂ IRn+1 o cilindro com fronteita lateral Σ = Γ× (0, T ).

Problema: Dados φ0, φ1 e f , encontrar uma função numérica φ : Ω × [0, T ] −→ R

que satisfaça 

φ′′ −∆φ = f em Q

φ = 0 sobre Σ

φ(., 0) = φ0, φ′(., 0) = φ1 em Ω

(2.1)

2.1 Solução Forte

Nesta seção provaremos a existência e unicidade da solução para o problema (2.1),

quando φ0, φ1 e f são dados bastantes regulares.
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2.1 Solução Forte

De�nição 2.1 Dizemos que uma função φ : Q −→ R é solução forte do problema (2.1)

quando:

φ ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)) (2.2)

φ′ ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) (2.3)

φ′′ ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) (2.4)

φ′′ −∆φ = f, q.s em Q (2.5)

φ(·, 0) = φ0, φ′(·, 0) = φ1 em Ω. (2.6)

O resultado que nos garante a existência e a unicidade da solução forte para o pro-

blema (2.1) é enunciado como segue:

Teorema 2.1 (Solução Forte) Sejam φ0 ∈ H1
0 (Ω)∩H2(Ω), φ1 ∈ H1

0 (Ω) e f ∈ L1(0, T ;H1
0 (Ω)).

Então existe uma única solução forte para o problema (2.1).

Demonstração: Para mostrarmos a existência usaremos o método de Faedo-Galerkin

que consiste em três etapas:

1. Construção de soluções aproximadas em um espaço de dimensão �nita;

2. Obtenção de estimativas a priori para as soluções aproximadas;

3. Passagem ao limite das soluções aproximadas.

Para provarmos a unicidade, usaremos o método da energia.

• Existência

Soluções Aproximadas

Consideremos {wj}j uma base ortonormal em L2(Ω), formada pelos autovetores do

operador −∆, ou seja, cada wj é solução do problema espectral:

((wj, v)) = λj(wj, v), ∀v ∈ H1
0 (Ω).

A existência dessa base é garantida pelo Teorema Espectral. Seja Vm = [w1, w2, ..., wm]

o subespaço m-dimensional do H1
0 (Ω)∩H2(Ω), gerado pelos m-primeiros vetores da base

{wj}j. O problema aproximado consiste em determinar funções φm(t) : [0, tm)→ Vm tais

que
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2.1 Solução Forte

φm(x, t) =
m∑
j=1

gjm(t)wj(x),

onde os gjm(t) são soluções do sistema de equações diferenciais ordinárias:
(φ′′m(t), v) + ((φm(t), v)) = (f(t), v), ∀v ∈ Vm,
φm(0) = φ0

m(x) −→ φ0 forte em H1
0 (Ω) ∩H2(Ω),

φ′m(0) = φ1
m(x) −→ φ1 forte em H1

0 (Ω).

(2.7)

As convergências anteriores têm sentido, pois o conjunto formado pelas combinações

lineares de elementos de {wm;m ∈ N} é denso em H1
0 (Ω) ∩H2(Ω).

Mostremos que para cada m ∈ N �xado o sistema (2.7) tem solução no intervalo

[0, tm] com tm < T . De fato, fazendo v = wi em (2.7)1 temos que

(φ′′m(t), wi) + ((φm(t), wi)) = (f(t), wi),

isto é,

(
m∑
j=1

g′′jm(t)wj, wi) + ((
m∑
j=1

gjm(t)wj, wi)) = (f(t), wi).

Pela linearidade do produto interno, resulta que

m∑
j=1

g′′jm(t)(wj, wi) +
m∑
j=1

gjm(t)((wj, wi)) = (f(t), wi).

Como para cada i = 1, ...,m temos que wi é solução do problema espectral, (wj, wi) =

0 se i 6= j e (wj, wi) = 1 se i = j, segue que

g′′im(t) + λigim(t) = (f(t), wi), i = 1, ...,m

que é um sistema de m equações diferenciáveis ordinárias de segunda ordem com coe�ci-

entes constantes λi.

Agora, como

φm(0) = φ0
m =

m∑
j=1

gjm(0)wj e φ′m(0) = φ1
m =

m∑
j=1

g′jm(0)wj,

tomando o produto interno em L2(Ω) destas expressões com wi, obtemos

(φm(0), wi) = (φ0
m, wi) = gjm(0),
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2.1 Solução Forte

(φ′m(0), wi) = (φ1
m, wi) = g′jm(0).

Daí, temos o problema de valor inicial
g′′im(t) + λigim(t) = (f(t), wi)

gjm(0) = (φ0
m, wi)

g′jm(0) = (φ1
m, wi).

Observemos que g′′im(t) + λigim(t) = (f(t), wi), i = 1, ...,m pode se visto na forma

matricial da seguinte forma
g′′1m(t)

g′′2m(t)
...

g′′mm(t)

+


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · λm




g1m(t)

g2m(t)
...

gmm(t)

 =


(f(t), w1)

(f(t), w2)
...

(f(t), wm)

 .

Considerando

Y (t) =


g1m(t)

g2m(t)
...

gmm(t)

 , λ =


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · λm

 e M =


(f(t), w1)

(f(t), w2)
...

(f(t), wm)

 ,

obtemos Y ′′(t) + λY (t) = M . Assim, o problema de valor inicial é equivalente a:
Y ′′(t) = −λY (t) +M

Y (0) = Y0

Y ′(0) = Y1

Agora, considerando

Z(t) =

 Y (t)

Y ′(t)


2m×1

,

temos

Z ′(t) =

 Y ′(t)

Y ′′(t)

 =

 Y ′(t)

−λY (t) +M

 =

 Y ′(t)

−λY (t)

+

 0̄

M


=

 0 Im

−λ 0

 Y (t)

Y ′(t)

+

 0̄

M

 ,
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2.1 Solução Forte

onde Im é a identidade m×m, 0 é a matriz nula m×m e 0̄ é a matriz nula m× 1.

Seja

F1(Z, t) =

 0 Im

−λ 0

Z e F2(Z, t) =

 0̄

M

 ,
então encontrar solução para o problema de valor inicial anterior é equivalente a resolver

o seguinte sistema: 
Z ′ = F1(Z, t) + F2(Z, t),

Z(0) =

 Y0

Y1

 = Z0.

Mostremos que esse sistema está nas condições de Carathéodory. Com efeito, seja

G = U × [0, T ], onde U = {x ∈ R2m; || x ||≤ b, b > 0}. Então,

• Fixando Z, temos que F1(Z, t) não depende de t e F2(Z, t) é mensurável, pois

f ∈ L1(0, T ;H1
0 (Ω)). Logo F1(Z, t) + F2(Z, t) é mensurável em t para Z �xo.

• Fixando t, F1(Z, t) é uma transformção linear e F2(Z, t) não depende de Z, logo é

constante , e assim F1(Z, t) + F2(Z, t) é contínua.

• Como Z varia em U e sendo U limitado, então existe uma constante C tal que

|| F1 ||R2m≤ C. As entradas de F2(Z, t) são funções integráveis em [0, T ], pois as m

primeiras entradas são nulas e as m últimas entradas são em valor absoluto, iguais

a |(f(t), wj)|. Além disso,

|(f(t), wj)| =
∣∣∣ ∫

Ω

f(t)wjdx
∣∣∣ ≤ ∫

Ω

|f(t)||wj|dx

≤ 1

2

∫
Ω

|f(t)|2dx+
1

2

∫
Ω

|wj |2 dx <∞.

Assim, ||F2(Z, t)||R2m ≤ max
1≤j≤m

|(f(t), wj)| = mB(t), para todo compacto B contido em

G. Logo ||F1 + F2||R2m ≤ ||F1||R2m + ||F2||R2m ≤ C +mB(t) = MB(t).

Portanto pelo corolário (1.3), o sistema possui solução em [0, tm], com tm < T , e pelo

corolário (1.4) essa solução pode ser estendida a todo intervalo [0, T ] como consequência

das estimativas a priori que faremos a seguir.

Estimativa I. Fazendo v = 2φ′m(t) ∈ Vm em (2.7)1, obtemos

(φ′′m(t), 2φ′m(t)) + ((φm(t), 2φ′m(t))) = (f(t), 2φ′m(t)).
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2.1 Solução Forte

Observemos que,

(φ′′m(t), 2φ′m(t)) = 2(φ′′m(t), φ′m(t)) =
d

dt
(φ′m(t), φ′m(t)) =

d

dt
|φ′m(t)|2

e

((φm(t), 2φ′m(t))) = 2((φ′m(t), φm(t))) =
d

dt
((φm(t), φm(t))) =

d

dt
||φm(t)||2.

Assim, resulta que
d

dt
|φ′m(t)|2 +

d

dt
||φm(t)||2 = (f(t), 2φ′m(t)). (2.8)

Integrando (2.8) de 0 a t, obtemos

|φ′m(t)|2 + ||φm(t)||2 = |φ1
m|2 + ||φ0

m||2 + 2

∫ t

0

(f(s), φ′m(s))ds. (2.9)

Utilizando as Desigualdades de Cauchy-Schwartz, Hölder e Young, segue que

2

∫ t

0

(f(s), φ′m(s))ds ≤ 2

∫ t

0

|(f(s), φ′m(s))|ds

≤ 2

∫ t

0

|f(s)||φ′m(s)|ds

≤ 2
(∫ t

0

|f(s)|ds
) 1

2
(∫ t

0

|f(s)||φ′m(s)|2ds
) 1

2

≤
∫ t

0

|f(s)|ds+

∫ t

0

|f(s)||φ′m(s)|2ds.

Substituindo a última desigualdade em (2.9), obtemos

|φ′m(t)|2 + ||φm(t)||2 ≤ |φ1
m|2 + ||φ0

m||2 +

∫ t

0

|f(s)|ds+

∫ t

0

|f(s)||φ′m(s)|2ds. (2.10)

Assim, pela hipótese sobre f e pelas convergências (2.7)1 e (2.7)3, então de (2.10) vale

|φ′m(t)|2 + ||φm(t)||2 ≤ C +

∫ t

0

|f(s)|(|φ′m(s)|2 + ||φm(s)||2)ds, (2.11)

onde C independe de m e t. Aplicando o Lema (1.7.1) em (2.11), obtemos

|φ′m(t)|2 + ||φm(t)||2 ≤ C, (2.12)

onde C independe de m e t. Logo, pelo corolário (1.4) podemos estender a solução para

todo o intervalo [0, T ].

Estimativa II. Fazendo v = −2∆φ′m(t) ∈ Vm em (2.7)1, temos

(φ′′m(t),−2∆φ′m(t)) + ((φm(t),−2∆φ′m(t))) = (f(t),−2φ′m(t)),
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2.1 Solução Forte

ou seja,
d

dt
||φ′m(t)||2 +

d

dt
|∆φm(t)|2 = 2((f(t), φ′m(t))). (2.13)

Integrando de 0 a t, onde t ≤ T , segue que

||φ′m(t)||2 + |∆φm(t)|2 = ||φ1
m||2 + |∆φ0

m|2 + 2

∫ t

0

((f(s), φ′m(s)))ds. (2.14)

Utilizando as Desigualdades de Cauchy-Schwartz, Hölder e Young, resulta que

2

∫ t

0

((f(s), φ′m(s)))ds ≤ 2

∫ t

0

|((f(s), φ′m(s)))|ds

≤ 2

∫ t

0

||f(s)|| ||φ′m(s)||ds

≤ 2
(∫ T

0

||f(s)||ds
) 1

2
(∫ t

0

||f(s)|| ||φ′m(s)||2ds
) 1

2

≤
∫ T

0

||f(s)||ds+

∫ t

0

||f(s)|| ||φ′m(s)||2ds.

Substituindo a última desigualdade em (2.14), e considerando a hipótese sobre f , (2.7)2, (2.7)3

segue que

||φ′m(t)||2 + |∆φm(t)|2 ≤ ||φ1
m||2 + |∆φ0

m|2 +

∫ T

0

||f(s)||ds (2.15)

+

∫ t

0

||f(s)|| ||φ′m(s)||2ds ≤ C +

∫ t

0

||f(s)|| ||φ′m(s)||2ds

Aplicando o lema (1.7.1), temos

||φ′m(t)||2 + |∆φm(t)|2 ≤ C, (2.16)

onde C > 0 independe de m e t.

Passagem ao limite. Por (2.12) e (2.16), temos que

(φm) é limitado em L∞(0, T ;H1
0 (Ω)), (2.17)

(φ′m) é limitado em L∞(0, T ;H1
0 (Ω)), (2.18)

(∆φm) é limitado em L∞(0, T ;L2(Ω)). (2.19)

Observe que temos as seguintes identi�cações,

[L1(0, T ;H−1(Ω))]′ ≈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)),

[L1(0, T ;L2(Ω))]′ ≈ L∞(0, T ;L2(Ω)).
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2.1 Solução Forte

Agora, por (2.17) − (2.19) e também por L1(0, T ;H−1(Ω)) e L1(0, T ;L2(Ω)) serem se-

paráveis, temos, pelo corolário (1.1), a existência de uma subsequência de (φm), ainda

denotada da mesma maneira, tal que

φm
∗
⇀ φ em L∞(0, T ;H1

0 (Ω)), (2.20)

φ′m
∗
⇀ α em L∞(0, T ;H1

0 (Ω)), (2.21)

∆φm
∗
⇀ β em L∞(0, T ;L2(Ω)). (2.22)

Mostraremos agora que α = φ′ e β = ∆φ. De fato, temos por (2.20) que φm −→ φ

em D′(Q) e como o operador derivação é contínuo em D′(Q), então

φ′m −→ φ′ em D′(Q), (2.23)

∆φm −→ ∆φ em D′(Q). (2.24)

Por (2.21)-(2.24) e pela unicidade do limite, segue que

φ′m
∗
⇀ φ′ em L∞(0, T ;H1

0 (Ω)), (2.25)

∆φm
∗
⇀ ∆φ em L∞(0, T ;L2(Ω)). (2.26)

Consideremos em (2.7), v ∈ D(Q) e, em seguida, multiplicando (2.7)1 por θ ∈ D(0, T )

e integrando de 0 a T, obtemos∫ T

0

(φ′′m(t), v)θ(t)dt+

∫ T

0

((φm(t), v))θ(t)dt =

∫ T

0

(f(t), v)θ(t)dt.

Observemos que ((φm(t), v)) = λm(φm(t), v) = (−∆φm(t), v). Portanto,∫ T

0

(φ′′m(t), v)θ(t)dt−
∫ T

0

(∆φm(t), v)θ(t)dt =

∫ T

0

(f(t), v)θ(t)dt. (2.27)

Notemos que∫ T

0

(φ′′m(t), v)θ(t)dt =

∫ T

0

d

dt
(φ′m(t), v)θ(t)dt = −

∫ T

0

(φ′m(t), v)θ′(t)dt,

e por (2.25), temos que

−
∫ T

0

(φ′m(t), v)θ′(t)dt −→ −
∫ T

0

(φ′(t), v)θ′(t)dt. (2.28)
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2.1 Solução Forte

Também por (2.26), vale que

−
∫ T

0

(∆φm(t), v)θ(t)dt −→ −
∫ T

0

(∆φ(t), v)θ(t)dt. (2.29)

Fazendo m→∞ em (2.27) e usando (2.28) e (2.29), obtemos

−
∫ T

0

(φ′(t), v)θ′(t)dt−
∫ T

0

(∆φ(t), v)θ(t)dt =

∫ T

0

(f(t), v)θ(t)dt,

que é equivalente a

−
∫ T

0

∫
Ω

φ′(x, t)v(x)θ′(t)dxdt−
∫ T

0

∫
Ω

∆φ(x, t)v(x)θ(t)dxdt

=

∫ T

0

∫
Ω

f(x, t)v(x)θ(t)dxdt.

(2.30)

Seja β(x, t) = v(x)θ(t) ∈ D(Q). Portanto,

−
∫ T

0

∫
Ω

φ′(x, t)β′(x, t)dxdt−
∫ T

0

∫
Ω

∆φ(x, t)β(x, t)dxdt =

∫ T

0

∫
Ω

f(x, t)β(x, t)dxdt.

Observemos que

−
∫ T

0

∫
Ω

φ′(x, t)β′(x, t)dxdt = −〈φ′, β′〉D′(Q),D(Q) =
〈 d
dt
φ′, β

〉
D′(Q),D(Q)

= 〈φ′′, β〉D′(Q),D(Q).

Assim, temos

〈φ′′, β〉D′(Q),D(Q) =

∫
Q

(f(x, t) + ∆φ(x, t))β(x, t)dxdt.

Dessa forma, a distribuição φ′′ é de�nida por f + ∆φ ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) e∫
Q

[φ′′(x, t)−∆φ(x, t)− f(x, t)]β(x, t)dxdt = 0,∀β ∈ D(Q). (2.31)

Logo, pelo lema (1.3.1), segue que

φ′′ −∆φ = f q.s em Q.

�

Condições Iniciais.

• φ(0) = φ0
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2.1 Solução Forte

Pelo teorema(1.14) temos φ ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω)) e φ′ ∈ L∞(0, T ;H1

0 (Ω)), então

pelo Teorema (1.16), segue que φ ∈ C0([0, T ];H1
0 (Ω)) e assim faz sentido φ(·, 0). De

(2.25), resulta que∫ T

0

(φ′m(t), v)θ(t)dt −→
∫ T

0

(φ′(t), v)θ(t)dt, ∀v ∈ H1
0 (Ω)

onde θ ∈ C1([0, T ]), com θ(0) = 1 e θ(T ) = 0. Logo,∫ T

0

d

dt
(φm(t), v)θ(t)dt −→

∫ T

0

d

dt
(φ(t), v)θ(t)dt. (2.32)

Integrando por partes, temos

− (φ0
m, v)−

∫ T

0

(φm(t), v)θ′(t)dt −→ −(φ(0), v)−
∫ T

0

(φ(t), v)θ′(t)dt. (2.33)

Como, por (2.20), temos∫ T

0

(φm(t), v)θ′(t)dt −→
∫ T

0

(φ(t), v)θ′(t)dt,

concluimos de (2.33), que

(φ0
m, v) −→ (φ(0), v),∀v ∈ H1

0 (Ω)

Por outro lado, de (2.7)2, segue que

(φ0
m, v) −→ (φ0, v), ∀v ∈ H1

0 (Ω).

Dessa forma podemos concluir que φ0 = φ(0).

• φ′(0) = φ1

Como φ′ ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) e φ′′ ∈ L1(0, T ;L2(Ω)), então pelo Teorema (1.16), temos

que φ′ ∈ C0([0, T ];L2(Ω)), e assim faz sentido calcular φ′(·, 0). Multiplicando (2.7)1 por

θδ ∈ H1(0, T ), de�nida por

θδ(t) =


−t
δ

+ 1, se 0 ≤ t ≤ δ

0, se δ ≤ t ≤ T

e integrando de 0 a T, obtemos∫ T

0

(φ′′m(t), v)θδ(t)dt+

∫ T

0

(−∆φm(t), v)θδ(t)dt =

∫ T

0

(f(t), v)θδ(t)dt.
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2.1 Solução Forte

Integrando por partes o primeiro termo, segue que

(−φ1
m, v) +

1

δ

∫ δ

0

(φ′m(t), v)dt+

∫ δ

0

(−∆φm(t), v)θδ(t)dt =

∫ T

0

(f(t), v)θδ(t)dt.

Fazendo m → ∞ na última igualdade e observando as convergências (2.7)3, (2.25) e

(2.26), temos

(−φ1, v) +
1

δ

∫ δ

0

(φ′(t), v)dt+

∫ δ

0

(−∆φ(t), v)θδ(t)dt =

∫ T

0

(f(t), v)θδ(t)dt. (2.34)

Agora, fazendo δ → 0, concluimos que

(−φ1, v) + (φ′(0), v) = (−φ1 + φ′(0), v) = 0, ∀v ∈ L2(Ω),

ou seja, φ1 = φ′(0).

• Unicidade

Suponhamos que φ e φ são duas soluções nas condições do Teorema (2.1). Então

ρ = φ− φ satisfaz

ρ ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω))

ρ′ ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω))

ρ′′ ∈ L1(0, T ;L2(Ω))

ρ′′ −∆ρ = 0, q.s em Q

ρ(·, 0) = 0, ρ′(·, 0) = 0 em Ω.

Logo faz sentido a seguinte equação∫
Q

ρ′′ρ′dxdt−
∫
Q

∆ρρ′dxdt = 0

Assim, usando a primeira fórmula de Green e integração por partes obtemos

1

2

d

dt
(|ρ′(t)|2 + ||ρ||2) = 0,

e portanto, ρ = 0, ou seja, φ = φ. �

Teorema 2.2 ( Desidualdade da Energia) Se φ é solução forte do problema (2.1),

então

||φ′(t)||+ |∆φ(t)|2 ≤ ||φ1||2 + |∆φ0|2 + 2

∫ t

0

((f(s), φ′(s)))ds em [0, T ] (2.35)
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2.1 Solução Forte

Demonstração: Considerando em (2.7) v = −2∆φ′m(t) ∈ Vm, obtemos

(φ′′m(t),−2∆φ′m(t)) + ((φm(t),−2∆φ′m(t))) = (f(t),−2φ′m(t)),

ou seja,
d

dt
||φ′m(t)||2 +

d

dt
|∆φm(t)|2 = 2((f(t), φ′m(t)))

Integrando a última igualdade de 0 a t ≤ T obtemos

||φ′m(t)||2 + |∆φm(t)|2 = ||φ1
m||2 + |∆φ0

m|2 + 2

∫ t

0

((f(s), φ′m(s)))ds (2.36)

Multiplicando ambos os lados de (2.36) por θ ∈ D(0, T ) e integrando de 0 a T , temos∫ T

0

||φ′m(t)||2θ(t)dt+

∫ T

0

|∆φm(t)|2θ(t)dt =

∫ T

0

||φ1
m||2θ(t)dt

+

∫ T

0

|∆φ0
m|2θ(t)dt+ 2

∫ T

0

(∫ t

0

((f(s), φ′m(s)))ds
)
θ(t)dt

(2.37)

Pelas convergências em (2.25) e (2.26) temos, pelo teorema (1.3), que∫ T

0

||φ′(t)||2θ(t)dt ≤ lim

∫ T

0

||φ′m(t)||2θ(t)dt (2.38)

e ∫ T

0

|∆φ(t)|2θ(t)dt ≤ lim

∫ T

0

|∆φm(t)|2θ(t)dt. (2.39)

Tomando lim em ambos os lados de (2.37) e tendo em conta (2.7)2, (2.7)3, (2.25),

(2.26), (2.38), (2.39) e que limµ+ limυ ≤ lim(µ+ υ), segue que∫ T

0

||φ′(t)||2θ(t)dt+

∫ T

0

|∆φ(t)|2θ(t)dt ≤
∫ T

0

||φ1||2θ(t)dt

+

∫ T

0

|∆φ0|2θ(t)dt+ 2

∫ T

0

(∫ t

0

((f(s), φ′(s)))ds
)
θ(t)dt.

(2.40)

Substituindo θ, em (2.40), por uma função θh ∈ D(0, T ), de�nida por

θh(t) =

 θ(t), em (s− h, s+ h) ⊂ (0, T )

0, em (0, T )− (s− h, s+ h)

e dividindo ambos os lados por 2h > 0 e fazendo h→ 0, obtemos

lim
h→0

1

2h

∫ s+h

s−h
||φ′(t)||2θ(t)dt+ lim

h→0

1

2h

∫ s+h

s−h
|∆φ(t)|2θ(t)dt

≤ lim
h→0

1

2h

∫ s+h

s−h
||φ1||2θ(t)dt+ lim

h→0

1

2h

∫ s+h

s−h
|∆φ0|2θ(t)dt

+2 lim
h→0

1

2h

∫ s+h

s−h

(∫ t

0

((f(s), φ′(s)))ds
)
θ(t)dt

e, portanto usando a de�nição(1.16) temos a desigualdade de energia (2.35). �
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2.1 Solução Forte

Corolário 2.1 Se φ é solução forte do problema (2.1), então

||φ′(t)||+ |∆φ(t)| ≤ C
(
||φ1||+ |∆φ0|+

∫ T

0

||f(s)||ds
)

em [0, T ] (2.41)

Demonstração: Seja φ a solução forte do problema (2.1). Então do Teorema (2.2),

segue que(
||φ′(t)||+ |∆φ(t)|

)2

≤ 2
(
||φ1||+ |∆φ0|

)2

+ 4

∫ t

0

||f(s)||(||φ′(s)||+ |∆φ(s)|)ds.

Tomando g(t) = ||φ′(t)||+ |∆φ(t)|, a = ||φ1||+ |∆φ0| e m(s) = 2||f(s)||, obtemos que

1

2
g(t)2 ≤ g(t)2 ≤ 2a2 + 2

∫ t

0

m(s)g(s)ds em [0, T ].

Pelo Lema (1.7.1), resulta que

g(t) ≤ 2
(
a+

∫ t

0

m(s)ds
)

em [0, T ]

o que implica na desigualdade (2.41). �

Teorema 2.3 (Regularidade da Solução Forte) A solução forte φ de (2.1) pertence

a classe

φ ∈ C0([0, T ];H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)) ∩ C1([0, T ];H1

0 (Ω)) (2.42)

Demonstração: A solução forte é o limite fraco de uma sequência de aproximações da

forma

φm(x, t) =
m∑
j=1

gj(t)wj(x), (2.43)

onde os gj(t), 1 ≤ j ≤ m são soluções do sistema de equações diferenciais ordinárias

g′′j (t) + λjgj(t) = (f, wj), 1 ≤ j ≤ m (2.44)

com as condições iniciais

gj(0) = (φ0, wj) e g′j(0) = (φ1, wj). (2.45)

Agora aplicaremos o Método de Variações de Constantes de Lagrange (ver [13]).

A solução geral da equação homogênea associada a (2.44) é da forma:

gjh(t) = (φ0, wj)cos(
√
λjt) +

1√
λj

(φ1, wj)sen(
√
λjt).
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2.1 Solução Forte

Calculando o Wronskiano W , obtemos

W =

∣∣∣∣∣∣ gj1(t) gj2(t)

g′j1(t) g′j2(t)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ cos(
√
λjt) sen(

√
λjt)

−
√
λjsen(

√
λjt)

√
λjcos(

√
λjt)

∣∣∣∣∣∣ =
√
λj

Assim, temos uma solução particular de (2.44) da forma

gjp(t) =

∫ t

0

sen(
√
λjt)cos(

√
λjs)− cos(

√
λjt)sen(

√
λjt)√

λj
(f(s), wj)ds

=
1√
λj

∫ t

0

(f(s), wj)sen(
√
λj(t− s))ds.

Portanto a solução de (2.44) com dados iniciais (2.45) é dada por

gj(t) = gjh(t) + gjp(t) = (φ0, wj)cos(
√
λjt) +

1√
λj

(φ1, wj)sen(
√
λjt)

+
1√
λj

∫ t

0

(f(s), wj)sen(
√
λj(t− s))ds,

para 1 ≤ j ≤ m. Logo substituindo em (2.43), a solução aproximada é dada por

φm(x, t) =
m∑
j=1

[
(φ0, wj)cos(

√
λjt) +

1√
λj

(φ1, wj)sen(
√
λjt)

+
1√
λj

∫ t

0

(f(s), wj)sen(
√
λj(t− s))ds

]
wj(x)

Encontrada explicitamente, a expressão da solução aproximada, passemos a provar a

regularidade (2.42).

• φ ∈ C0([0, T ];H1
0 (Ω) ∩H2(Ω))

Mostraremos que (φm)m∈N é uma sequência de Cauchy em C0([0, T ];H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω)).

De fato, considerando m,n ∈ N com m > n, temos

||φm(t)− φn(t)||2H1
0 (Ω)∩H2(Ω) =

∣∣∣∣∣∣ m∑
i=n+1

gi(t)wi(x)
∣∣∣∣∣∣2
H1

0 (Ω)∩H2(Ω)
=
∣∣∣ m∑
i=n+1

gi(t)∆wi(x)
∣∣∣2.

Sendo −∆wi = λiwi e {wi}i uma base ortonormal em L2(Ω), pelo Teorema de Pitágoras,

obtemos

||φm(t)− φn(t)||2H1
0 (Ω)∩H2(Ω) =

∣∣∣ m∑
i=n+1

gi(t)λiwi(x)
∣∣∣2 =

m∑
i=n+1

|gi(t)λi|2
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2.1 Solução Forte

Analisando o último termo da igualdade anterior, deduzimos

|gi(t)λi|2 =
∣∣∣(φ0, wi)λicos(

√
λit) +

λi√
λi

(φ1, wi)sen(
√
λit)

+
λi√
λi

∫ t

0

(f(s), wi)sen(
√
λi(t− s))ds

∣∣∣2
≤

(
|(φ0, wi)λicos(

√
λit)|+

∣∣∣ λi√
λi

(φ1, wi)sen(
√
λit)

∣∣∣
+

∣∣∣ λi√
λi

∫ t

0

(f(s), wi)sen(
√
λi(t− s))ds

∣∣∣)2

≤
(
|(φ0, wi)λi|+

∣∣∣ λi√
λi

(φ1, wi)
∣∣∣+
∣∣∣ λi√
λi

∫ t

0

(f(s), wi)ds
∣∣∣)2

.

Aplicando a desigualdade (a+ b)2 ≤ 2a2 + 2b2 duas vezes, obtemos

|gi(t)λi|2 ≤ 4|(φ0, wi)λi|2 + 4
∣∣∣ λi√
λi

(φ1, wi)
∣∣∣2 + 2

(∫ T

0

∣∣∣(f(s), wi)
λi√
λi

∣∣∣ds)2

. (2.46)

Como {wi}i é uma base ortonormal em L2(Ω), então
{wi
λi

}
i
e
{ wi√

λi

}
i
são bases

ortonormais em H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω) e H1

0 (Ω) respectivamente. Mais ainda, pode-se provar

que
{wi
λi

}
i
é completo em H1

0 (Ω)∩H2(Ω). Suponhamos f regular. Logo pela identidade

de Parseval, obtemos

||φ0||2H1
0 (Ω)∩H2(Ω) =

∞∑
i=1

∣∣∣((φ0,
wi
λi

))
H1

0 (Ω)∩H2(Ω)

∣∣∣2 e ||φ1||2H1
0 (Ω) =

∞∑
i=1

∣∣∣((φ1,
wi√
λi

))
H1

0 (Ω)

∣∣∣2.
Como ((

φ0,
wi
λi

))
H1

0 (Ω)∩H2(Ω)
=
(

∆φ0,
∆wi
λi

)
= −

(
∆φ0,

λiwi
λi

)
= −(∆φ0, wi)

e ((
φ1,

wi√
λi

))
H1

0 (Ω)
=
(
∇φ1,

∇wi√
λi

)
= −

(
φ1,

∆wi√
λi

)
=
(
φ1,

λiwi√
λi

)
= (φ1, wi)

λi√
λi

deduzimos que

m∑
i=n+1

|(∆φ0, wi)|2 → 0 e
m∑

i=n+1

∣∣∣(φ1, wi)
λi√
λi

∣∣∣→ 0, quando m,n→∞. (2.47)

Notemos agora que sendo f(s) ∈ H1
0 (Ω), temos

f(s) =
∞∑
i=1

((
f(s),

wi√
λi

)) wi√
λi
,
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2.1 Solução Forte

donde

||f(s)||2H1
0 (Ω) =

∣∣∣∣∣∣ ∞∑
i=1

((
f(s),

wi√
λi

)) wi√
λi

∣∣∣∣∣∣2 =
∞∑
i=1

∣∣∣(f(s), wi)
λi√
λi

∣∣∣2.
Como consideramos f regular, ou seja, f ∈ C0([0, T ];H1

0 (Ω)), aplicando a desigual-

dade de Cauchy-Schwarz, obtemos(∫ T

0

∣∣∣(f(s), wi)
λi√
λi

∣∣∣ds)2

≤ T

∫ T

0

∣∣∣(f(s), wi)
λi√
λi

∣∣∣2ds.
Portanto o último termo do lado direito de (2.46) pode ser visto como

m∑
i=n+1

(∫ T

0

∣∣∣(f(s), wi)
λi√
λi

∣∣∣ds)2

≤ T

∫ T

0

m∑
i=n+1

∣∣∣(f(s), wi)
λi√
λi

∣∣∣2ds→ 0, (2.48)

quando m,n→∞.

Assim por (2.47) e (2.48), deduzimos de (2.46) que

m∑
i=n+1

|gi(t)λi|2 → 0, quando m,n→∞.

e portanto, a sequência (φm)m∈N é tal que

||φm − φn||2C0([0,T ];H1
0 (Ω)∩H2(Ω)) = max

0≤t≤T
||φm(t)− φn(t)||2H1

0 (Ω)∩H2(Ω) → 0,

quando m,n→∞, ou seja, (φm)m∈N é uma sequência de Cauchy em C0([0, T ];H1
0 (Ω) ∩

H2(Ω)), e assim (φm)m∈N é convergente e seu limite é a solução forte φ ∈ C0([0, T ];H1
0 (Ω)∩

H2(Ω)).

• φ′ ∈ C0([0, T ];H1
0 (Ω)).

A derivada de (2.43) com respeito a t é

φ′m(x, t) =
m∑
i=1

g′i(t)wi(x),

onde

g′i(t) = −(φ0, wi)
√
λisen(

√
λit) + (φ1, wi)cos(

√
λit) +

∫ t

0

(f(s), wi)cos(
√
λi(t− s))ds.

Suponhamos m > n com m,n ∈ N. Logo,

||φ′m(t)− φ′n(t)||2 =
∣∣∣∣∣∣ m∑
i=n+1

g′i(t)wi(x)
∣∣∣∣∣∣2 =

∣∣∣ m∑
i=n+1

g′i(t)∇wi(x)
∣∣∣2.

40



2.2 Solução Fraca

Aplicando o teorema de Pitágoras, obtemos

||φ′m(t)− φ′n(t)||2 =
m∑

i=n+1

|g′i(t)
√
λi|2.

Usando os mesmos argumentos da primeira parte, para o termo de lado direito da igual-

dade anterior, obtemos

|g′i(t)
√
λi|2 ≤ 4 | (φ0, wi)λi |2 +4|(φ1, wi)

√
λi|2 + 2

(∫ T

0

∣∣∣(f(s), wi)
√
λi

∣∣∣ds)2

.

Observemos que

(φ0, wi) = (∆φ0, wi); (φ1, wi)
√
λi = (φ1, wi)

λi√
λi

; (f(s), wi)
√
λi = (f(s), wi)

λi√
λi
.

Logo pelos mesmos argumentos usados para obter (2.47) e (2.48), deduzimos que

m∑
i=n+1

|g′i(t)
√
λi|2R → 0, quando m,n→∞,

e (φ′m)m∈N é tal que

||φ′m − φ′n||2C0([0,T ];H1
0 (Ω)) = max

0≤t≤T
||φ′m(t)− φ′n(t)||2 → 0, quando m,n→ 0,

ou seja, (φ′m)m∈N é uma sequência de Cauchy em C0([0, T ];H1
0 (Ω)) e segue que φ′ ∈

C0([0, T ];H1
0 (Ω)). �

2.2 Solução Fraca

Nesta seção o objetivo é considerar o problema (2.1) com dados iniciais φ0, φ1 e f

menos regulares. A solução obtida com essa pouca regularidade sobre os dados, será

denominada solução fraca .

Teorema 2.4 (Solução Fraca) Sejam φ ∈ H1
0 (Ω), φ1 ∈ L2(Ω) e f ∈ L1(0, T ;L2(Ω)).

Então existe uma única função φ : Q→ R tal que

φ ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)), (2.49)

φ′ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), (2.50)

φ′′ ∈ L1(0, T ;H−1(Ω)), (2.51)
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2.2 Solução Fraca

d

dt
(φ′, v) + ((φ, v)) = (f, v),∀ v ∈ H1

0 (Ω) em D′(0, T ), (2.52)

φ′′ −∆φ = f em L1(0, T ;H−1(Ω)), (2.53)

φ(0) = φ0, φ′(0) = φ1. (2.54)

Demonstração: A existência da solução fraca será provada por aproximação de uma

sequência de soluções fortes encontradas na seção anterior.

• Existência

Dados {φ0, φ1, f} ∈ {H1
0 (Ω), L2(Ω), L1(0, T ;L2(Ω))}, como H1

0 (Ω)∩H2(Ω) ↪→ H1
0 (Ω),

H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) e C0([0, T ];C1(Ω)) ↪→ L1(0, T ;L2(Ω)) temos que existem sequências

(φ0
m), (φ1

m) e (fm) em H1
0 (Ω)∩H2(Ω), H1

0 (Ω) e C0([0, T ];C1(Ω)) respectivamente tais que∣∣∣∣∣∣∣∣
φ0
m(x)→ φ0 forte em H1

0 (Ω),

φ1
m(x)→ φ1 forte em L2(Ω),

fm → f forte em L1(0, T ;L2(Ω)).

(2.55)

Para cada m ∈ N, o Teorema (2.1) nos garante a existência de uma única função

φm : Q→ R tal que

φm ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)), (2.56)

φ′m ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)), (2.57)

φ′′m ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), (2.58)

φ′′m −∆φm = fm q.s em Q, (2.59)

φm(0) = φ0
m, φ

′
m(0) = φ1

m em Ω. (2.60)

Como

(φ′′m(t), v) + ((φm(t), v)) = (fm(t), v)),∀ t ∈ (0, T ) e ∀v ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), (2.61)

tomando v = 2φ′m(t), obtemos

2(φ′′m(t), φ′m(t)) + 2((φm(t), φ′m(t))) = 2(fm(t), φ′m(t)),

ou seja,
d

dt
(|φ′m(t)|2 + ||φm(t)||2) = 2(fm(t), φ′m(t)).
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2.2 Solução Fraca

Integrando de 0 a t, obtemos

|φ′m(t)|2 + ||φm(t)||2 = |φ1
m|2 + ||φ0

m||2 + 2

∫ t

0

(fm(t), φ′m(t))dt. (2.62)

Utilizando as desigualdades de Cauchy-Scharwz, Hölder e Young, resulta que

|φ′m(t)|2 + ||φm(t)||2 ≤ |φ1
m|2 + ||φ0

m||2 +

∫ T

0

|fm(t)|dt+

∫ t

0

|fm(s)||φ′m(s)|2ds.

Portanto, pelas convergências dadas em (2.55), segue que

|φ′m(t)|2 + ||φm(t)||2 ≤ C +

∫ t

0

|fm(s)||φ′m(s)|2ds,

e pelo Lema (1.7.1), obtemos

|φ′m(t)|2 + ||φm(t)||2 ≤ C, (2.63)

onde C > 0 independe de m e t. Assim,

(φm) é limitada em L∞(0, T ;H1
0 (Ω)), (2.64)

(φ′m) é limitada em L∞(0, T ;L2(Ω)). (2.65)

Pelo corolário (1.1), existe uma subsequência de (φm) ainda denotada da mesma forma,

tal que

φm
∗
⇀ φ em L∞(0, T ;H1

0 (Ω)), (2.66)

φ′m
∗
⇀ φ′ em L∞(0, T ;L2(Ω)). (2.67)

Multiplicando (2.61) por θ ∈ D(0, T ) e integrando de 0 a T , temos∫ T

0

(φ′′m(t), v)θ(t)dt+

∫ T

0

((φm(t), v))θ(t)dt =

∫ T

0

(fm(t), v)θ(t)dt.

Observemos que,∫ T

0

(φ′′m(t), v)θ(t)dt =

∫ T

0

d

dt
(φ′m(t), v)θ(t)dt = −

∫ T

0

(φ′m(t), v)θ′(t)dt.

Assim, usando (2.66) e (2.67), ∀ θ ∈ D(0, T ) e v ∈ H1
0 (Ω), obtemos que

−
∫ T

0

(φ′(t), v)θ′(t)dt+

∫ T

0

((φ(t), v))θ(t)dt =

∫ T

0

(f(t), v)θ(t)dt. (2.68)
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2.2 Solução Fraca

Logo,

〈(φ′(t), v), θ′(t)〉D′(Ω),D(Ω) + 〈((φ(t), v)), θ(t)〉D′(Ω),D(Ω) = 〈(f(t), v), θ(t)〉D′(Ω),D(Ω),

ou seja,〈 d
dt

(φ′(t), v) + ((φ(t), v))− (f(t), v), θ(t)
〉

= 0,∀ θ ∈ D(0, T ) e ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Assim,

d

dt
(φ′(t), v) + ((φ(t), v)) = (f(t), v), em D′(0, T ) ∀ v ∈ H1

0 (Ω).

Considerando, em particular, v ∈ D(Ω), temos

〈φ′′, v〉D′(Ω),D(Ω) − 〈∆φ, v〉D′(Q),D(Q) = 〈f, v〉 em D′(0, T ), (2.69)

ou seja,

〈φ′′ −∆φ− f, v〉D′(Q),D(Q) = 0 em D′(0, T ), ∀ v ∈ D(Ω).

Logo,

φ′′ −∆φ = f em D′(Q). (2.70)

Como ∆ ∈ L(H1
0 (Ω);H−1(Ω)) e φ ∈ L∞(0, T ;H1

0 (Ω)), então ∆φ ∈ L∞(0, T ;H−1(Ω)).

Assim,

φ′′ = f + ∆φ ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) + L∞(0, T ;H−1(Ω)) ⊂ L1(0, T ;H−1(Ω)).

Portanto,

φ′′ −∆φ = f em L1(0, T ;H−1(Ω)). (2.71)

Condições Iniciais

Por (2.49)-(2.51) e o Teorema (1.16), temos que φ ∈ C0([0, T ];L2(Ω)) e φ′ ∈
C0([0, T ];H−1(Ω)), e assim faz sentido o cálculo de φ e φ′ em t = 0. A demonstração de

(2.54) segue usando o mesmo argumento da Seção (2.1).

• Unicidade

Para provarmos a unicidade da solução fraca φ do problema (2.1), utilizaremos o

método devido a Visik-Ladyzhenskaya [33].
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2.2 Solução Fraca

Suponhamos que existem duas soluções fracas φ e φ do problema (2.1). Seja w = φ−φ.
Logo w é solução fraca do problema:∣∣∣∣∣∣∣∣

w′′ −∆w = 0 em Q,

w = 0 sobre Σ,

w(0) = 0, w′(0) = 0 em Ω.

Assim, w ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)), w′ ∈ L1(0, T ;H−1(Ω)) e w′′ ∈ L1(0, T ;H−1(Ω)). Logo

não é possível considerar 〈w′′(t), w′(t)〉, dualidade entre H−1(Ω) e H1
0 (Ω). Dessa forma

precisamos de�nir uma nova função ψ, de modo a fazer sentido a dualidade acima.

Seja 0 < s < T. De�namos

ψ(t) =

 −
∫ s

t

w(r)dr, 0 < t < s

0, s ≤ t ≤ T.

Portanto, ψ ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) e faz sentido, a dualidade 〈w′′(t)−∆w(t), ψ(t)〉. Assim,∫ T

0

〈w′′(t), ψ(t)〉dt+

∫ T

0

〈−∆w(t), ψ(t)〉dt = 0 (2.72)

Seja w1(l) =

∫ l

0

w(r)dr. Então ψ(t) = w1(t)− w1(s) e ψ′(t) = w′1(t) = w(t). Logo,∫ s

0

〈w′′(t), ψ(t)〉dt = (w′(t), ψ(t))
∣∣∣s
0
−
∫ s

0

(w′(t), ψ′(t))dt = (w′(s), ψ(s))− (w′(0), ψ(0))

−
∫ s

0

(w′(t), ψ′(t))dt = −
∫ s

0

1

2

d

dt
|w(t)|2dt = −1

2
|w(s)|2

e ∫ T

0

〈−∆w(t), ψ(t)〉dt =

∫ s

0

((w(t), ψ(t)))dt =

∫ s

0

1

2

d

dt
||ψ(t)||2dt

=
1

2
||ψ(s)||2 − 1

2
||ψ(0)||2 = −1

2
||ψ(0)||2.

Logo aplicando as duas últimas igualdades em (2.72), obtemos:

|w(s)|2 + ||ψ(0)||2 = 0,∀s ∈ [0, T ].

Então w ≡ 0 e, portanto, φ = φ. �

De�namos a energia E(t) do sistema (2.1) como sendo

E(t) =
1

2
(|φ′(t)|2 + ||φ(t)||2). (2.73)

Para essa energia, temos o seguinte resultado:
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2.2 Solução Fraca

Teorema 2.5 (Desigualdade de Energia) Se φ é solução fraca do problema (2.1),

então

E(t) ≤ E0 +

∫ t

0

(f(s), φ′(s))ds q.s em [0, T ], (2.74)

onde E0 = E(0).

Demonstração: Utilizando as convergências (2.66) e (2.67) em (2.62) e o mesmo argu-

mento aplicado na prova do Teorema (2.2) podemos concluir que a desigualdade (2.74)

é válida. �

Corolário 2.2 Se φ é solução fraca de (2.1), então

|φ′(t)|+ ||φ(t)|| ≤ C
(
|φ1|+ ||φ0||+

∫ T

0

|f(s)|ds
)

em [0, T ].

Demonstração: Usa-se o mesmo argumento do Corolário (2.1). �

Teorema 2.6 (Regularidade da Solução Fraca) A solução fraca φ do problema (2.1)

tem a seguinte regularidade:

φ ∈ C0([0, T ];H1
0 (Ω)) ∩ C1([0, T ];L2(Ω)). (2.75)

Demonstração: Seja (φv)v∈N uma sequência de soluções fortes que aproxima a solução

fraca φ. Logo se m,n ∈ N com m > n, temos por (2.59) que

(φ′′m(t)− φ′′n(t), v)) + ((φm(t)− φn(t), v)) = (fm(t)− fn(t), v), ∀ v ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)).

Tomando v = φ′m(t)− φ′n(t), segue que

d

dt
(|φ′m(t)− φ′n(t)|2 + ||φm(t)− φn(t)||2) ≤ |(fm(t)− fn(t), φ′m(t)− φ′n(t))|

≤ |fm(t)− fn(t)|(|φ′m(t)− φ′n(t)|+ ||φm(t)− φn(t)||).

Integrando a última desigualdade de 0 a t, obtemos

|φ′m(t)− φ′n(t)|2 + ||φm(t)− φn(t)||2 ≤ |φ1
m − φ1

n|2 + ||φ0
m − φ0

n||2

+

∫ t

0

|fm(t)− fn(t)|(|φ′m(t)− φ′n(t)|+ ||φm(t)− φn(t)||)dt

Daí tem-se que

1

2
(|φ′m(t)− φ′n(t)|+ ||φm(t)− φn(t)||)2 ≤ 2(|φ1

m − φ1
n|+ ||φ0

m − φ0
n||)2
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2.3 Regularidade Escondida das Soluções Fracas

+2

∫ T

0

|fm(t)− fn(t)|(|φ′m(t)− φ′n(t)|+ ||φm(t)− φn(t)||)dt

Pelo lema (1.7.1), temos

|φ′m(t)−φ′n(t)|+||φm(t)−φn(t)|| ≤ 2
(
|φ1
m−φ1

n|+||φ0
m−φ0

n||+
∫ t

0

|fm(s)−fn(s)|ds
)
. (2.76)

Usando as convergências (2.55) em (2.76) podemos concluir que, quando m,n → ∞,

temos que

||φm − φn||C0([0,T ];H1
0 (Ω)) = max

0≤t≤T
||φm(t)− φn(t)|| → 0

e

|φ′m − φ′n|C0([0,T ];L2(Ω)) = max
0≤t≤T

|φ′m(t)− φ′n(t)| → 0.

Logo, (φv)v∈N e (φ′v)v∈N são sequências de Cauchy em C0([0, T ];H1
0 (Ω)) e C0([0, T ];L2(Ω)),

respectivamente. Assim,

φv → α forte em C0([0, T ];H1
0 (Ω))

e

φ′v → β forte em C0([0, T ];L2(Ω)).

Como convergência forte implica em convergência fraco - estrela, temos pelas convergên-

cias (2.66) e (2.67) e pela unicidade do limite que α = φ e β = φ′. Portanto, temos a

regularidade (2.75) para φ. �

2.3 Regularidade Escondida das Soluções Fracas

Nesta seção estudaremos a regularidade da derivada normal da solução fraca φ na

fronteira Σ do cilindro Q. Consideremos φ solução fraca do problema (2.1) como visto

na seção 2.2. Como L∞(0, T ;L2(Ω) ↪→ L2(0, T ;L2(Ω)) temos pelo teorema (1.17)que se

φ′ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) então φ′′ ∈ H−1(0, T ;L2(Ω)). Assim,

−∆φ = f − φ′′ ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) +H−1(0, T ;L2(Ω)).

Quando Γ é regular, isto implica que

φ ∈ L1(0, T ;H2(Ω)) +H−1(0, T ;H2(Ω))
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2.3 Regularidade Escondida das Soluções Fracas

e a derivada normal de φ tem a seguinte regularidade:

∂φ

∂ν
∈ L1(0, T ;H

1
2 (Γ)) +H−1(0, T ;H

1
2 (Γ)). (2.77)

O objetivo desta seção é mostrarmos que ∂φ
∂ν

pertence a seguinte classe:

∂φ

∂ν
∈ L2(Σ). (2.78)

Notemos que a regularidade (2.78) não provém das propriedades da solução fraca φ dada

pelo Teorema (2.4). Por esta razão ela é chamada de Regularidade Escondida. Esta

denominação foi introduzida por Lions [15], quando o autor estudou um problema misto

associado à equação da onda semilinear. Antes de enunciarmos o principal resultado

desta seção, provaremos alguns resultados essenciais para a obtenção de (2.78).

Lema 2.3.1 Seja ν = (ν1, ν2, ..., νn) o campo de vetores normais exteriores a Γ. Então

existe um campo vetorial h = (h1, h2, ..., hn) ∈ [C1(Ω)]n tal que hi = νi sobre Γ, para

i = 1, 2, ..., n.

Demonstração: Pelo teorema (1.9), temos queHm(Ω) ↪→ C1(Ω), param > 1+n
2
. Sendo

o operador traço γ0 : Hm(Ω)→ Hm− 1
2 (Γ) sobrejetivo, portanto para cada νk ∈ Hm− 1

2 (Γ),

existe hk ∈ Hm(Ω) tal que γ0(hk) = νk. �

Lema 2.3.2 Se φ ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω), então

∂φ

∂xi
= νi

∂φ

∂ν
sobre Γ (2.79)

e

|∇φ|2 =
(∂φ
∂ν

)2

. (2.80)

Demonstração: Para provarmos (2.79), mostraremos que∫
Γ

∂φ

∂xi
θdΓ =

∫
Γ

νi
∂φ

∂ν
θdΓ,∀ θ ∈ D(Γ). (2.81)

Consideremos β ∈ C2(Ω) tal que γ0(β) = θ, ou seja, β = θ sobre Γ. A função β existe

devido a imersão Hm(Ω) ↪→ C2(Ω), para m > 2 + n
2
e o teorema (1.13).

Seja (hk)1≤k≤n o campo vetorial do lema (2.3.1). Portanto, hj = νj e pelo teorema

(1.10), temos ∫
Ω

∂

∂xi

∂

∂xj
(φhjβ)dx =

∫
Γ

νi
∂(φhjβ)

∂xj
dΓ (2.82)
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2.3 Regularidade Escondida das Soluções Fracas

Obteremos agora as expressões para as integrais em (2.82).

Aplicando o teorema (1.10) na primeira integral de (2.82) e tendo em conta que

hj = νj e β = θ, temos∫
Ω

∂

∂xj

∂

∂xi
(φhjβ)dx =

∫
Γ

νj
∂

∂xi
(φhjβ)dΓ =

∫
Γ

∂φ

∂xi
θν2

j dΓ. (2.83)

Somando j de 1 a n na integral do lado direito de (2.83), resulta que

n∑
j=1

∫
Γ

∂φ

∂xi
θν2

j dΓ =

∫
Γ

∂φ

∂xi
θdΓ.

Assim, obtemos a seguinte igualdade relacionada ao primeiro membro de (2.82):

n∑
j=1

∫
Ω

∂

∂xi

∂

∂xj
(φhjβ)dx =

∫
Γ

∂φ

∂xi
θdΓ. (2.84)

Por outro lado, como φ ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω), então∫

Γ

νi
∂(φhjβ)

∂xj
dΓ =

∫
Γ

νi
∂φ

∂xj
(hjβ)dΓ =

∫
Γ

νi
∂φ

∂xj
νjθdΓ. (2.85)

Observemos que, somando j de 1 a n no último termo de (2.85), obtemos

n∑
j=1

∫
Γ

νi
∂φ

∂xj
νjθdΓ =

∫
Γ

νi
∂φ

∂ν
θdΓ. (2.86)

Logo,
n∑
j=1

∫
Γ

νi
∂(φhjβ)

∂xj
dΓ =

∫
Γ

νi
∂φ

∂ν
θdΓ. (2.87)

Assim de (2.82), temos

n∑
j=1

∫
Ω

∂

∂xi

∂

∂xj
(φhjβ)dx =

n∑
j=1

∫
Γ

νi
∂(φhjβ)

∂xj
dΓ,

e por (2.84) e (2.87), obtemos ∫
Γ

∂φ

∂xi
θdΓ =

∫
Γ

νi
∂φ

∂ν
θdΓ.

Para provarmos (2.80), notemos que(∂φ
∂ν

)2

=
n∑
i=1

νi
∂φ

∂xi
νi
∂φ

∂xi
=

n∑
i=1

( ∂φ
∂xi

)2

= |∇φ|2,

ou seja, |∇φ|2 =
(∂φ
∂ν

)2

. �
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Lema 2.3.3 Seja (qk)1≤k≤n um campo vetorial tal que qk ∈ C1(Ω) para 1 ≤ k ≤ n. Se

(φm)m∈N é uma sequência de soluções fortes do problema (2.1), então para cada m ∈ N,

temos

1

2

∫
Σ

qkνk

(∂φm
∂ν

)2

dΓdt =
(
φ′m(t), qk

∂φm(t)

∂xk

)∣∣∣T
0

+
1

2

∫
Q

∂qk
∂xk

[|φ′m|2 − |∇φm|2]dxdt

+

∫
Q

∂qk
∂xj

∂φm
∂xk

∂φm
∂xj

dxdt−
∫
Q

fmqk
∂φm
∂xk

dxdt.

(2.88)

Demonstração: Para cada m ∈ N, seja φm solução forte do problema (2.1). Então,

qk
∂φm
∂xk

∈ L2(Q), e assim faz sentido a seguinte equação:

∫
Q

φ′′mqk
∂φm
∂xk

dxdt−
∫
Q

∆φmqk
∂φm
∂xk

dxdt =

∫
Q

fmqk
∂φm
∂xk

dxdt. (2.89)

Analisaremos as integrais que aparecem do lado esquerdo da equação (2.89).

• Análise de
∫
Q

φ′′mqk
∂φm
∂xk

dxdt.

Observemos que∫ T

0

∫
Ω

φ′′mqk
∂φm
∂xk

dxdt =
(∫

Ω

qk
∂φm
∂xk

φ′mdx
)∣∣∣T

0
−
∫ T

0

∫
Ω

φ′mqk
∂φ′m
∂xk

dxdt

=
(
φ′m, qk

∂φm
∂xk

)∣∣∣T
0
− 1

2

∫
Q

qk
∂

∂xk
(φ′m)2dxdt

(2.90)

e

−1

2

∫
Q

qk
∂

∂xk
(φ′m)2dxdt =

1

2

∫
Q

∂

∂xk
qk(φ

′
m)2dxdt− 1

2

∫
Q

∂

∂xk
[qk(φ

′
m)2]dxdt,

que por sua vez, segue do teorema (1.10), que

1

2

∫
Q

∂

∂xk
[qk(φ

′
m)2]dxdt =

1

2

∫
Σ

qk(φ
′
m)2νkdΓdt = 0,

visto que φ′m(t) ∈ H1
0 (Ω). Portanto,

− 1

2

∫
Q

qk
∂

∂xk
(φ′m)2dxdt =

1

2

∫
Q

∂

∂xk
qk(φ

′
m)2dxdt. (2.91)

Substituindo (2.91) em (2.90), segue que∫ T

0

∫
Ω

φ′′mqk
∂φm
∂xk

dxdt =
(
φ′m, qk

∂φm
∂xk

)∣∣∣T
0

+
1

2

∫
Q

∂

∂xk
qk(φ

′
m)2dxdt (2.92)
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• Análise de
∫
Q

∆φmqk
∂φm
∂xk

dxdt

Aplicando o teorema (1.10), temos

−
∫
Q

∆φmqk
∂φm
∂xk

dxdt = −
∫

Σ

∂φm
∂ν

qk
∂φm
∂xk

dΓdt+

∫
Q

∇φm · ∇
(
qk
∂φm
∂xk

)
dxdt (2.93)

A segunda integral do lado direito de (2.93) pode ser vista como sendo∫
Q

∇φm · ∇
(
qk
∂φm
∂xk

)
dxdt =

∫
Q

∂φm
∂xi

qk
∂

∂xi

(∂φm
∂xk

)
dxdt

+

∫
Q

∂φm
∂xi

∂qk
∂xi

∂φm
∂xk

dxdt =
1

2

∫
Q

qk
∂

∂xk

(∂φm
∂xi

)2

dxdt+

∫
Q

∂φm
∂xi

∂qk
∂xi

∂φm
∂xk

dxdt.
(2.94)

Por (2.80) e pelo teorema (1.10), obtemos

1

2

∫
Q

qk
∂

∂xk

(∂φm
∂xi

)2

dxdt =
1

2

∫
Q

qk
∂

∂xk
|∇φm|2dxdt

=
1

2

∫
Σ

qk|∇φm|2νkdΓdt− 1

2

∫
Q

∂qk
∂xk
|∇φm|2dxdt.

Dessa forma (2.94), torna-se∫
Q

∇φm · ∇
(
qk
∂φm
∂xk

)
dxdt =

1

2

∫
Σ

qk|∇φm|2νkdΓdt− 1

2

∫
Q

∂qk
∂xk
|∇φm|2dxdt

+

∫
Q

∂φm
∂xi

∂qk
∂xi

∂φm
∂xk

dx.dt
(2.95)

Substituindo (2.95) em (2.93), segue que

−
∫
Q

∆φmqk
∂φm
∂xk

dxdt = −
∫

Σ

∂φm
∂ν

qk
∂φm
∂xk

dΓdt+
1

2

∫
Σ

qk|∇φm|2νkdΓdt

−1

2

∫
Q

∂qk
∂xk
|∇φm|2dxdt+

∫
Q

∂φm
∂xi

∂qk
∂xi

∂φm
∂xk

dxdt.
(2.96)

Pelo lema (2.3.2), a primeira integral do lado direito de (2.96) vale

−
∫

Σ

∂φm
∂ν

qk
∂φm
∂xk

dΓdt = −
∫

Σ

qk

(∂φm
∂ν

)2

νkdΓdt,

e a segunda integral do mesmo lado vale

1

2

∫
Σ

qk|∇φm|2νkdΓdt =
1

2

∫
Σ

qk

(∂φm
∂ν

)2

νkdΓdt.

Portanto, (2.96) torna-se

−
∫
Q

∆φmqk
∂φm
∂xk

dxdt = −1

2

∫
Σ

qk

(∂φm
∂ν

)2

νkdΓdt− 1

2

∫
Q

∂qk
∂xk
|∇φm|2dxdt

+

∫
Q

∂φm
∂xi

∂qk
∂xi

∂φm
∂xk

dxdt.
(2.97)

Substituindo (2.92) e (2.97) em (2.89), vale (2.88). �

Agora passemos ao principal resultado desta seção.
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2.3 Regularidade Escondida das Soluções Fracas

Teorema 2.7 (Regularidade Escondida) Se φ é solução fraca do problema (2.1),

então
∂φ

∂ν
∈ L2(Σ). (2.98)

Além disso, existe uma constante C > 0 tal que∫
Σ

(∂φ
∂ν

)2

dΓdt ≤ C
(
E0 +

∫ T

0

|f(s)|ds
)
, (2.99)

onde E0 é de�nido como no Teorema (2.5).

Demonstração: Seja q = h o campo vetorial do lema (2.3.1) (qk = νk sobre Γ), que

substituindo no lema (2.3.3), segue que

1

2

∫
Σ

(∂φm
∂ν

)2

dΓdt =
(
φ′m(t), hk

∂φm(t)

∂xk

)∣∣∣T
0

+
1

2

∫
Q

∂hk
∂xk

[|φ′m|2 − |∇φm|2]dxdt

+

∫
Q

∂hk
∂xj

∂φm
∂xk

∂φm
∂xj

dxdt−
∫
Q

fmhk
∂φm
∂xk

dxdt.
(2.100)

Agora obteremos as estimativas para todos os termos que aparecem do lado direito da

igualdade (2.100).

Utilizando as Desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young, e observando que hk ∈
C1(Ω) e

∣∣∣∂φm(t)

∂xk

∣∣∣ ≤ |∇φm(t)| obtemos

∣∣∣(φ′m(t), hk
∂φm(t)

∂xk

)∣∣∣T
0

∣∣∣ ≤ 2 sup
0≤t≤T

∣∣∣(φ′m(t), hk
∂φm(t)

∂xk

)∣∣∣ ≤ C sup
0≤t≤T

Em(t), (2.101)

onde Em(t) é a energia associada a φm, ou seja,

Em(t) =
1

2

∫
Ω

(|φ′m(t)|2 + |∇φm(t)|2)dx.

Temos ainda que

1

2

∣∣∣ ∫
Q

∂hk
∂xk

[
|φ′m|2 − |∇φm|2

]
dxdt

∣∣∣ ≤ C

2

∫
Ω

(
|φ′m|2 + |∇φm|2|

)
dx ≤ CEm(t), (2.102)

∣∣∣ ∫
Q

∂hk
∂xj

∂φm
∂xk

∂φm
∂xj

dxdt
∣∣∣ ≤ C

2

∫
Ω

(
|φ′m|2 + |∇φm|2|

)
dx ≤ CEm(t), (2.103)

e como fm ∈ C0([0, T ];C1(Ω)), obtemos∣∣∣ ∫
Q

fmhk
∂φm
∂xk

dxdt
∣∣∣ ≤ C

n∑
k=1

∫
Ω

(∂φm
∂xk

)2

dx ≤ CEm(t) (2.104)
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2.3 Regularidade Escondida das Soluções Fracas

Das desigualdades (2.100)-(2.104), deduzimos que

1

2

∫
Σ

(∂φm
∂ν

)2

dΓdt ≤ CEm(t), (2.105)

e pelo teorema (2.5), temos

1

2

∫
Σ

(∂φm
∂ν

)2

dΓdt ≤ C
(
E0m +

∫ T

0

|fm(s)|ds
)
, (2.106)

onde

E0m = Em(0) =
1

2

∫
Ω

(
|φ1
m|2 + |∇φ0

m|2
)

)dx.

Portanto
(∂φm
∂ν

)
m∈N

é uma sequência limitada em L2(Σ), assim pelo Teorema(1.3) e a

proposição (1.1) existe uma subsequência representada da mesma forma, tal que

∂φm
∂ν

∗
⇀ χ em L2(Σ) (2.107)

e

|χ|L2(Σ) ≤ lim
∣∣∣∂φm
∂ν

∣∣∣
L2(Σ)

. (2.108)

Dessa forma, por (2.55), (2.105) e (2.108), para concluirmos a demonstração do teo-

rema, resta-nos provar que χ = ∂φ
∂ν
. Com efeito, inicialmente observe que

−∆φm = fm − φ′′m em D′(0, T ;H−1(Ω)). (2.109)

Sendo fm ∈ C0([0, T ];C1(Ω)) e φ′m ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), então pelo teorema (1.14), existem

zm, wm ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)), tais que∣∣∣∣∣∣ −∆wm = fm e ||wm||L2(0,T ;H2(Ω)) ≤ C|fm|L2(Q),

−∆zm = φ′m e ||zm||L2(0,T ;H2(Ω)) ≤ C|φ′m|L2(Q).
(2.110)

Substituindo (2.110) em (2.109), temos

−∆φm = −∆wm − (−∆zm)′ em D′(0, T ;H−1(Ω)). (2.111)

Multiplicando ambos os lados de (2.111) por θ ∈ D(0, T ) e em seguida, integrando de 0

a T , segue que

−
∫ T

0

∆φmθdt = −
∫ T

0

∆wmθdt−
∫ T

0

(−∆zm)′θdt em H−1(Ω),
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2.3 Regularidade Escondida das Soluções Fracas

isto é,

−
∫ T

0

∆φmθdt = −
∫ T

0

∆wmθdt−
∫ T

0

∆zmθ
′ dt em H−1(Ω). (2.112)

Como ∆ ∈ L(H1
0 (Ω), H−1(Ω)), então

−∆
(∫ T

0

φmθdt
)

= −∆
(∫ T

0

wmθdt+

∫ T

0

zmθ
′dt
)
,

e pela unicidade do problema de Dirichlet (teorema 1.14), obtemos∫ T

0

φmθdt =

∫ T

0

wmθdt+

∫ T

0

zmθ
′dt em H−1(Ω),∀ θ ∈ D(0, T ),

isto é, ∫ T

0

φmθdt =

∫ T

0

wmθdt−
∫ T

0

z′mθdt em H−1(Ω),∀ θ ∈ D(0, T ),

ou seja,

φm = wm − z′m em D′(0, T ;H−1(Ω)). (2.113)

Como zm ∈ L2(0, T ;H2(Ω)), então z′m ∈ H−1(0, T ;H2(Ω)) e γ1(z′m) ∈ H−1(0, T ;H
1
2 (Γ)).

Portanto, sendo [γ1(zm)]′ = [γ1(z′m)] temos,

γ1(φm) = γ1(wm)− [γ1(zm)]′ em H−1(0, T ;H
1
2 (Γ)). (2.114)

Como (fm)m∈N é limitada em L2(Q), segue por (2.110)1 que ||wm||L2(0,T ;H2(Ω)) é limitada.

Logo existe uma subsequência (wm)m∈N, ainda denotada por (wm)m∈N, tal que

wm ⇀ φ em L2(0, T ;H2(Ω)).

Sendo w ∈ L1(0, T ;H1
0 (Ω)∩H2(Ω)), solução do problema −∆w = f , como fm → f forte

em L1(0, T ;L2(Ω)) segue que fm ⇀ f em L1(0, T ;L2(Ω)). Pela linearidade do operador

Laplaciano temos que −∆wm ⇀ −∆φ, e como −∆wm = fm obtemos que −∆φ = f , e

pela unicidade do problema −∆w = f segue que φ = w. Da continuidade do operador

traço γ1, temos

γ1(wm) ⇀ γ1(w) em L2(0, T ;H
1
2 (Γ)). (2.115)

Por (2.110)2 como φ′m ⇀ φ′ em L2(Q) por um argumento similar, existe uma subsequência

de (zm)m∈N, ainda denotada com o índice m, tal que

γ1(zm) ⇀ γ1(z) em L2(0, T ;H
1
2 (Γ)),
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2.4 Solução Ultra Fraca

e assim,

[γ1(zm)]′ ⇀ [γ1(z)]′ em H−1(0, T ;H
1
2 (Γ)), (2.116)

onde z ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)) é a única solução de −∆z = φ′. Como ∆φ = f − φ′′

em D′(0, T ;H−1(Ω)) então φ = −w − z′ e

γ1(φ) = −γ1(w)− γ1(z′) em H−1(0, T ;H
1
2 (Γ)). (2.117)

Dessa forma , de acordo com (2.114)-(2.117), obtemos

γ1(φm) = −γ1(wm)− [γ1(zm)]′ ⇀ −γ1(w)− [γ1(z)]′ = γ1(φ) (2.118)

em H−1(0, T ;H
1
2 (Γ)).

Por (2.107), (2.118) e a unicidade do limite, concluimos que χ =
∂φ

∂ν
, conforme

queríamos. �

2.4 Solução Ultra Fraca

Nesta seção estudaremos a existência, unicidade e regularidade da solução para o

problema de valor na fronteira não homogêneo
z′′ −∆z = 0 em Q,

z = v sobre Σ,

z(0) = z0, z′(0) = z1 em Ω,

(2.119)

quando os dados inciais z0 e z1 são menos regulares que os considerados na seção (2.2).

Por esta razão a solução será denominada de solução ultra fraca. Primeiramente de�-

niremos o conceito de solução para (2.119) por meio do Método de Transposição (ver

[19]). Devido ao método utilizado, a solução é também conhecida como solução por

transposição.

Multiplicando ambos os lados de (2.119)1 por uma função θ = θ(x, t), x ∈ Ω, t ∈
(0, T ) e integrando formalmente em Q, obtemos∫ T

0

∫
Ω

z′′θdxdt−
∫ T

0

∫
Ω

∆zθdxdt = 0 (2.120)
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2.4 Solução Ultra Fraca

Fazendo integração por partes em t, temos∫
Ω

θ(x, T )z′(x, T )dx−
∫

Ω

θ(x, 0)z′(x, 0)dx−
∫

Ω

θ′(x, T )z(x, T )dx

+

∫
Ω

z(x, 0)θ′(x, 0)dx+

∫ T

0

∫
Ω

zθ′′dxdt−
∫ T

0

∫
Ω

∆zθdxdt = 0.
(2.121)

Pelo teorema (1.11), resulta que

−
∫ T

0

∫
Ω

∆zθdxdt = −
∫ T

0

∫
Ω

z∆θdxdt+

∫ T

0

∫
Γ

z
∂θ

∂ν
dΓdt−

∫ T

0

∫
Γ

θ
∂z

∂ν
dΓdt. (2.122)

Substituindo (2.122) em (2.121), segue que∫ T

0

∫
Ω

z(θ′′ −∆θ)dxdt+

∫
Ω

z′(x, T )θ(x, T )dx−
∫

Ω

z′(x, 0)θ(x, 0)dx

−
∫

Ω

z(x, T )θ′(x, T )dx+

∫
Ω

z(x, 0)θ′(x, 0)dx−
∫ T

0

∫
Γ

θ
∂z

∂ν
dΓdt

+

∫ T

0

∫
Γ

z
∂θ

∂ν
dΓdt = 0.

(2.123)

Como não temos informação sobe z(x, T ), z′(x, T ) e
∂z

∂ν
, então escolhamos θ = θ(x, T )

tal que θ(x, T ) = θ′(x, T ) = 0 em Ω e θ(x, t) = 0 sobre Σ. Assim, obtemos∫ T

0

∫
Ω

z(θ′′ −∆θ)dxdt−
∫

Ω

z′(x, 0)θ(x, 0)dx+

∫
Ω

z(x, 0)θ′(x, 0)dx

+

∫ T

0

∫
Γ

z
∂θ

∂ν
dΓdt = 0

(2.124)

Como z(x, 0) = z0 e z′(x, 0) = z1, então de (2.124) resulta que

〈z, θ′′ −∆θ〉 = −〈z0, θ′(0)〉+ 〈z1, θ(0)〉 −
〈∂θ
∂ν
, z
〉
, (2.125)

onde 〈·, ·〉 representa diferentes pares de dualidade.

A de�nição de solução ultra fraca será dada como sendo um funcional de�nido pela

expressão (2.125). Para isso, é natural escolhermos θ = θ(x, t) como solução do seguinte

problema: 
θ′′ −∆θ = f em Q,

θ = 0 sobre Σ,

θ(T ) = 0, θ′(T ) = 0 em Ω.

′

(2.126)

Tomando f ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) e considerando a mudança de variável t por T − t, o
sistema (2.126) é um caso particular do problema estudado na seção (2.2) (solução fraca).

Portanto pelo corolário (2.2) e dos teoremas (2.6) e (2.7), podemos concluir que

||θ′(t)||L∞(0,T ;L2(Ω)) + ||θ(t)||L∞(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ C||f ||L1(0,T ;L2(Ω)), (2.127)
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2.4 Solução Ultra Fraca

θ ∈ C0([0, T ];H1
0 (Ω)) ∩ C1([0, T ];L2(Ω)), (2.128)

∂θ

∂ν
∈ L2(Σ) (2.129)

e ∣∣∣∣∣∣∂θ
∂ν

∣∣∣∣∣∣
L2(Σ)

≤ C||f ||L1(0,T ;L2(Ω)). (2.130)

Como consequência de (2.128), temos que θ′(0) ∈ L2(Ω), θ(0) ∈ H1
0 (Ω). Assim, para

que o lado direito de (2.125) faça sentido, é su�ciente escolhermos

z0 ∈ L2(Ω), z1 ∈ H−1(Ω) e v ∈ L2(Σ). (2.131)

Portanto, observando a expressão (2.125), podemos de�nir o funcional

S : L1(0, T ;L2(Ω))→ R

dado por

〈S, f〉 = −(z0, θ′(0)) + 〈z1, θ(0)〉 −
∫

Σ

∂θ

∂ν
vdΓdt, (2.132)

para toda solução θ do problema (2.126).

Das estimativas (2.127) e (2.130), resulta de (2.132) que

|〈S, f〉| ≤ |z0||θ′(0)|+ ||z1||H−1(Ω)||θ(0)||+
∣∣∣∣∣∣∂θ
∂ν

∣∣∣∣∣∣
L2(Σ)
||v||L2(Σ)

≤ C
(
|z0|+ ||z1||H−1(Ω) + ||v||L2(Σ)

)
||f ||L1(0,T ;L2(Ω)).

(2.133)

Portanto, o funcional S é uma forma linear e contínua, isto é, S ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)). Além

disso

||S||L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ C(|z0|+ ||z1||H−1(Ω) + ||v||L2(Σ)) (2.134)

De�nição 2.2 Para (z0, z1, v) ∈ L2(Ω)×H−1(Ω)×L2(Σ), dizemos que z ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))

é solução ultra fraca (ou solução por transposição) de (2.119) se satisfaz a identidade∫
Q

zfdxdt = −(z0, θ′(0)) + 〈z1, θ(0)〉 −
∫

Σ

∂θ

∂ν
vdΓdt, (2.135)

para todo f ∈ L1(0, T ;L2(Ω)), com θ solução do problema (2.126).

Teorema 2.8 (Existência e Unicidade) Existe somente uma solução ultra fraca z do

problema misto não-homogêneo (2.119). Além disso, existe uma constante C = C(T ) > 0

tal que

||z||L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ C(|z0|+ ||z1||H−1(Ω) + ||v||L2(Σ)). (2.136)
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Demonstração: A existência da solução fraca é uma consequência de (2.132), (2.133) e

o Teorema (1.12) para funções de L∞(0, T ;L2(Ω)). A unicidade é uma consequência do

Lema (1.3.1). A desigualdade (2.136), segue (2.134). �

Agora mostraremos alguns resultados essenciais para obtermos a regularidade da so-

lução ultra fraca.

Lema 2.4.1 Consideremos o sistema (2.119) com dados regulares, ou seja, quando

z0 ∈ H1
0 (Ω), z1 ∈ L2(Ω) e v ∈ H2

0 (0, T ;H
3
2 (Γ)). (2.137)

Então existe uma única solução fraca z de (2.119) na classe

z ∈ C0(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ C1([0, T ];L2(Ω)) (2.138)

Além disso, z é uma solução ultra fraca de (2.119).

Demonstração: Seja w ∈ H2
0 (0, T ;H2(Ω)) tal que w = v sobre Σ. A existência de w é

garantida pelo Teorema(1.13). Observemos que w′′ e ∆w são objetos de L2(0, T ;L2(Ω))

pois w ∈ H2
0 (0, T ;H2(Ω)).

Consideremos o problema misto∣∣∣∣∣∣∣∣
u′′ −∆u = −w′′ + ∆w em Q

u = 0 sobre Σ

u(0) = z0, u′(0) = z1 em Ω.

(2.139)

Desde que −w′′ + ∆w ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), z0 ∈ H1
0 (Ω) e z1 ∈ L2(Ω), segue do teorema

(2.4) que (2.139) tem uma única solução fraca u. Além disso, pelo teorema (2.6), a

solução u pertence à classe

u ∈ C0([0, T ];H1
0 (Ω)) ∩ C1([0, T ];L2(Ω)).

Por de�nição da solução fraca, u satisfaz

d

dt
(u′(t), ψ) + ((u(t), ψ)) = (−w′′ + ∆w,ψ) em D′(0, T ), ∀ψ ∈ H1

0 (Ω).

Portanto, z = u+ w satisfaz

d

dt
(z′, ψ) + ((z, ψ)) = 0 em D′(0, T ), ∀ψ ∈ H1

0 (Ω).

58



2.4 Solução Ultra Fraca

Além disso z = v sobre Σ, z(0) = z0 e z′(0) = z1 em Ω. Assim z ∈ C0([0, T ];H1
0 (Ω)) ∩

C1([0, T ];L2(Ω)) é a única solução fraca do problema (2.119).

Mostraremos agora que z é também solução ultra fraca de (2.119). De fato, seja

f ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) e consideremos a sequência (fm)m∈N com fm ∈ L1(0, T ;H1
0 (Ω)) tal

que

fm → f em L1(0, T ;L2(Ω)). (2.140)

Consideremos os seguintes problemas
θ′′m −∆θm = fm em Q,

θm = 0 sobre Σ,

θm(T ) = 0, θ′m(T ) = 0 em Ω

(2.141)

e 
θ′′ −∆θ = f em Q,

θ = 0 sobre Σ,

θ(T ) = 0, θ′(T ) = 0 em Ω.

(2.142)

Pela regularidade de fm e f , segue que existe solução forte θm de (2.141) e solução fraca

θ de (2.142). Além disso,

θm ∈ C0([0, T ];H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)) ∩ C1([0, T ];H1

0 (Ω)). (2.143)

Assim θm− θ é solução fraca de (2.142). Então mudando t por T − t, temos pelo teorema

(2.5) e o teorema (2.7) que

|θ′m(T − t)− θ′(T − t)|2 + ||θm(T − t)− θ(T − t)||2 +
∣∣∣∣∣∣∂θm
∂ν
− ∂θ

∂ν

∣∣∣∣∣∣2
L2(Σ)

≤ C||fm − f ||L1(0,T ;L2(Ω)),
(2.144)

para todo 0 ≤ t ≤ T . Tomando t = T e fazendom→∞, obtemos da última desigualdade

que ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
θm(0)→ θ(0) em H1

0 (Ω)

θ′m(0)→ θ′(0) em L2(Ω)
∂θm
∂ν
→ ∂θ

∂ν
em L2(Σ).

(2.145)

Sendo z uma solução fraca, faz sentido 〈z′′(t)−∆z(t), θm(t)〉 dualidade entre H−1(Ω)

e H1
0 (Ω). Então pelos mesmos argumentos usados para obter (2.125) temos∫

Q

zfmdxdt = −(z0, θ′m(0)) + 〈z′, θm(0)〉 −
∫

Σ

∂θm
∂ν

νdΓdt. (2.146)
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Tomando o limite em (2.146), quando m→∞, e observando as convergências (2.140) e

(2.145), segue que z é solução ultra fraca do problema (2.119), como queríamos demons-

trar. �

Observação 2.1 Notemos que, para toda f ∈ W 1,1
0 (0, T ;L2(Ω)), vale

〈z′, f〉 = −
∫ T

0

(z, f ′)dt. (2.147)

Assim, da Desigualdade de Cauchy - Schwarz, obtemos de (2.147) que

||z′||W−1,∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ ||z||L∞(0,T ;L2(Ω)), (2.148)

para toda solução fraca z de (2.119).

Lema 2.4.2 Seja z solução ultra fraca do problema (2.119). Então z′ ∈ W−1,∞(0, T ;L2(Ω)).

Demonstração: Sendo z solução ultra fraca temos que z ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)). Em parti-

cular, z ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) que implica z′ ∈ H−1(0, T ;L2(Ω)). Como H1
0 (0, T ;L2(Ω)) ↪→

W 1,1
0 (0, T ;L2(Ω)) consideremos f em W 1,1

0 (0, T ;L2(Ω)) e a sequência (fm)m∈N de funções

fm ∈ H1
0 (0, T ;L2(Ω)) tal que

fm → f em W 1,1
0 (0, T ;L2(Ω)). (2.149)

Temos por (2.147) e (2.148) para fm em lugar de f e tomando limite quando m → ∞,

que z′ ∈ W−1,∞(0, T ;L2(Ω)). �

Consideremos f ∈ W 1,1
0 (0, T ;H1

0 (Ω)). De (2.147) e pela de�nição de solução ultra

fraca (De�nição 2.2) segue que

〈z′, f〉 = −
∫
Q

zf ′dxdt = (z0, θ′(0))− 〈z1, θ(0)〉+

∫
Σ

∂θ

∂ν
dΓdt, (2.150)

para toda solução θ do problema∣∣∣∣∣∣∣∣
θ′′ −∆θ = f ′ em Q,

θ = 0 sobre Σ,

θ(T ) = 0, θ′(T ) = 0 em Ω.

(2.151)

Lema 2.4.3 Seja θ a solução de (2.151). Então existe uma constante C > 0 tal que

|θ′(0)|+ ||θ(0)||+
∣∣∣∣∣∣∂θ
∂ν

∣∣∣∣∣∣
L2(Σ)

≤ C||f ||L1(0,T ;H1
0 (Ω)) (2.152)

para toda f ∈ W 1,1
0 (0, T ;H1

0 (Ω)).
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2.4 Solução Ultra Fraca

Demonstração: Consideremos o problema∣∣∣∣∣∣∣∣
w′′ −∆w = f em Q

w = 0 sobre Σ

w(T ) = 0, w′(T ) = 0 em Ω

(2.153)

para f ∈ W 1,1
0 (0, T ;H1

0 (Ω)). Do corolário (2.1) e do teorema (2.3), segue que

w ∈ C0([0, T ];H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)) ∩ C1([0, T ];H1

0 (Ω)) (2.154)

e

||w′||L∞(0,T ;H1
0 (Ω)) + ||w||L∞(0,T ;H1

0 (Ω)∩H2(Ω)) ≤ C||f ||L1(0,T ;H1
0 (Ω)). (2.155)

Seja w′ = θ. Então θ é solução do sistema (2.151), pois θ veri�ca a equação (2.151)1,

θ(t) = w′(T ) = 0 e θ′(T ) = w′′(T ) = ∆w(T ) = 0, visto que f ∈ W 1,1
0 (0, T ;H1

0 (Ω)).

Portanto |θ′(0)|+ ||θ(0)|| = |w′′(0)|+ ||w′(0)|| = |∆w(0)|+ ||w′(0)||. Segue de (2.155) que

|θ′(0)|+ ||θ(0)|| ≤ C||f ||L1(0,T ;H1
0 (Ω)) (2.156)

Assim, para obtermos a desigualdade (2.152) é su�ciente estimarmos
∣∣∣∣∣∣∂θ
∂ν

∣∣∣∣∣∣
L2(Σ)

por

||f ||L1(0,T ;H1
0 (Ω)). Para isto, reescrevamos a identidade (2.88) para θ solução de (2.151) e

qk = hk. Assim,

1

2

∫
Σ

(∂θ
∂ν

)2

dΓdt = −
(
θ′(0), hk

∂θ(0)

∂xk

)
+

1

2

∫
Q

∂hk
∂xk

(|θ′|2 − |∇θ|2)dxdt

+

∫
Q

∂hk
∂xj

∂θ

∂xk

∂θ

∂xj
dxdt−

∫
Q

f ′hk
∂θ

∂xk
dxdt

(2.157)

Como hk
∂θ

∂xk
∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), segue que hk

∂θ′

∂xk
∈ W−1,∞(0, T ;L2(Ω)). Então

−
∫
Q

f ′hk
∂θ

∂xk
dxdt =

∫
Q

fhk
∂θ′

∂xk
dxdt =

〈
hk
∂θ′

∂xk
, f
〉

(2.158)

Sendo f ∈ H1
0 (Ω) e θ′ = w′′ = ∆w + f, obtemos∫

Q

fhk
∂θ′

∂xk
dxdt = −

∫
Q

∂

∂xk
(fhk)θ

′dxdt = −
∫
Q

∂f

∂xk
hk∆wdxdt

−
∫
Q

∂f

∂xk
hkfdxdt−

∫
Q

∂hk
∂xk

f∆wdxdt−
∫
Q

∂hk
∂xk

f 2dxdt
(2.159)

Temos ainda que

−
∫
Q

∂f

∂xk
hkfdxdt = −1

2

∫
Q

hk
∂f 2

∂xk
dxdt =

1

2

∫
Q

∂hk
∂xk

f 2dxdt (2.160)
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2.4 Solução Ultra Fraca

Substituindo (2.160) em (2.159) e o resultado em (2.158), segue

−
∫
Q

f ′hk
∂θ

∂xk
dxdt = −

∫
Q

∂f

∂xk
hk∆wdxdt−

∫
Q

∂hk
∂xk

f∆wdxdt− 1

2

∫
Q

∂hk
∂xk

f 2dxdt (2.161)

Sabemos que

1

2

∫
Q

∂hk
∂xk

(|θ′|2 − |∇θ|2)dxdt =
1

2

∫
Q

∂hk
∂xk

(|∆w|2 + 2f∆w + |f |2 − |∇θ|2)dxdt. (2.162)

Substituindo (2.161) e (2.162) em (2.157) temos

1

2

∫
Σ

(∂θ
∂ν

)2

dΓdt = −
(
w′(0), hk

∂w′(0)

∂xk

)
+

1

2

∫
Q

∂hk
∂xk
|∆w|2dxdt

−1

2

∫
Q

∂hk
∂xk
|∇w′|2 dxdt−

∫
Q

∂f

∂xk
hk∆wdxdt+

∫
Q

∂hk
∂xj

∂w′

∂xk

∂w′

∂xj
dxdt.

(2.163)

Aplicando a estimativa (2.155) do lado direito de (2.163) e observando que hk ∈ C1(Ω), 1 ≤
k ≤ n, obtemos ∫

Σ

(∂θ
∂ν

)2

dΓdt ≤ C||f ||L1(0,T ;H1
0 (Ω)). (2.164)

De (2.156) e (2.164) segue a prova do lema. �

Teorema 2.9 (Regularidade da Solução Ultra Fraca) A solução ultra fraca z de

(2.119) pertence à classe

z ∈ C0([0, T ];L2(Ω)) ∩ C1([0, T ];H−1(Ω)). (2.165)

Além disso, existe uma constante C > 0 tal que

||z||L∞(0,T ;L2(Ω)) + ||z′||L∞(0,T ;H−1(Ω)) ≤ C
(
|z0|+ ||z1||H−1(Ω) + ||v||L2(Σ)

)
.

Demonstração: Dividiremos a prova em duas etapas.

• Primeira Etapa (Regularidade para z)

Dados z0 ∈ L2(Ω), z1 ∈ H−1(Ω) e v ∈ L2(Σ), como as imersões H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω),

L2(Ω) ↪→ H−1(Ω) e H1
0 (0, T ;H

3
2 (Γ)) ↪→ L2(Σ) são densas temos que existem sequências

(z0
m)m∈N, (z

1
m)m∈N e (vm)m∈N em H1

0 (Ω), L2(Ω) e H1
0 (0, T ;H

3
2 (Γ)) respectivamente, tais

que ∣∣∣∣∣∣∣∣
z0
m → z0 em L2(Ω),

z1
m → z1 em H−1(Ω),

vm → v em L2(Σ).

(2.166)
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2.4 Solução Ultra Fraca

Seja zm ∈ H1
0 (0, T ;H2(Ω)) tal que zm = vm sobre Σ. Para cada m ∈ N, consideremos o

problema misto não homogêneo∣∣∣∣∣∣∣∣
z′′m −∆zm = 0 em Q,

zm = vm sobre Σ,

zm(0) = z0
m, z

′
m(0) = z1

m em Ω.

(2.167)

Pelo lema (2.4.1), segue que a solução ultra fraca zm de (2.167) pertence à classe

zm ∈ C0([0, T ];H1
0 (Ω)) ∩ C1([0, T ];L2(Ω)). (2.168)

Sendo z solução ultra fraca de (2.119), com dados {z0, z1, v} ∈ L2(Ω)×H−1(Ω)×L2(Σ),

então zm−z é também solução ultra fraca de (2.119) com dados z0
m−z0, z1

m−z1 e vm−v.

Da estimativa (2.136), temos

||zm − z||L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ C
(
|z0
m − z0|+ ||z1

m − z1||H−1(Ω) + ||vm − v||L2(Σ)

)
.

Fazendo m→∞ na última desigualdade e usando (2.166), obtemos

zm → z em L∞(0, T ;L2(Ω)).

Como zm ∈ C0([0, T ];L2(Ω)), então z ∈ C0([0, T ];L2(Ω)).

• Segunda Etapa (Regularidade para z′)

De (2.150) e o lema (2.4.3), obtemos

|〈z′, f〉| ≤ C
(
|z0|+ ||z1||H−1(Ω) + ||v||L2(Σ)

)
||f ||L1(0,T ;H1

0 (Ω)). (2.169)

Como W 1,1
0 (0, T ;H1

0 (Ω)) é denso em L1(0, T ;H1
0 (Ω)) segue que a desigualdade (2.169) é

verdadeira para todo f ∈ L1(0, T ;H1
0 (Ω)). Portanto,

z′ ∈ L∞(0, T ;H−1(Ω)) (2.170)

e

||z′||L∞(0,T ;H−1(Ω)) ≤ C
(
|z0|+ ||z1||H−1(Ω) + ||v||L2(Σ)

)
. (2.171)

Notemos que (2.170) e (2.171) são válidos para toda solução ultra fraca de (2.119).
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2.4 Solução Ultra Fraca

Consideremos (zm) a sequência de soluções fracas nas condições da etapa anterior.

Logo zm − z é solução ultra fraca de (2.119) e por (2.171) temos

||z′m − z′||L∞(0,T ;H−1(Ω)) ≤ C
(
|z0
m − z0|+ ||z1

m − z1||H−1(Ω) + ||vm − v||L2(Σ)

)
.

Dessa forma, fazendo m→∞, concluimos que

z′m → z′ em L∞(0, T ;H−1(Ω)). (2.172)

Como zm é também solução fraca, então z′m ∈ C0([0, T ];H−1(Ω)), por (2.172), segue

z′ ∈ C0([0, T ];H−1(Ω)),

e portanto, temos provado o resultado. �
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Capítulo 3

Controle Hierárquico para Equação da

Onda

3.1 Formulação do Problema

Seja Γ0 um subconjunto de Γ com medida positiva. Dado T > 0, consideremos o

cilíndro de�nido por Q = Ω× (0, T ).

Sua fronteira lateral é de�nida por Σ = Σ0 ∪ Σ∗0 com

Σ0 = Γ0 × (0, T ) e Σ∗0 = Σ\Σ0.

Consideremos o seguinte sistema∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

v′′ −∆v = 0 em Q

v(y, t) =


w sobre Σ0

0 sobre Σ∗0

v(y, 0) = v0(y), v′(y, 0) = v1(y) em Ω,

(3.1)

onde v(y, t) é a solução da equação de estado, w = w(y, t) é a função controle e (v0(y), v1(y)) ∈
L2(Ω)×H−1(Ω).

De�nição 3.1 Dizemos que (3.1) é aproximadamente controlável se, para todo ε > 0 e

{v0, v1} ∈ L2(Ω)×H−1(Ω), existe w ∈ L2(Σ0), tal que a solução v = v(y, t, w) do sistema
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3.1 Formulação do Problema

(3.1) com dados iniciais {v0, v1} = {0, 0}, satisfaz

||{v(T ), v′(T )} − {v0, v1}||L2(Ω)×H−1(Ω) ≤ ε.

Consideremos {v0, v1} ∈ L2(Ω)×H−1(Ω) e denotemos BX(C, r) a bola em um espaço

X com centro C e raio r. Provar que o sistema (3.1) é aproximadamente controlável é

equivalente a mostrar que para quaisquer α0, α1 > 0, existe w ∈ L2(Σ0), tal que a solução

v de (3.1) satisfaz

v(T ) ∈ BL2(Ω)(v
0, α0) e v′(T ) ∈ BH−1(Ω)(v

1, α1).

Nosso estudo foi motivado no trabalho de J.-L. Lions [14], onde o autor investiga

questão similar do controle hierárquico para a equação (3.1), utilizando a estratégia de

Stackelberg no caso de domínios dependendo do tempo.

Como em [14], dividiremos Σ0 em duas partes disjuntas

Σ0 = Σ1 ∪ Σ2, (3.2)

e consideremos

w = {w1, w2}, wi = função controle em L2(Σi), i = 1, 2. (3.3)

Também podemos escrever

w = w1 + w2,

com

Σ1 = Σ2 = Σ0. (3.4)

Portanto, o sistema (3.1) pode ser reescrito como sendo∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

v′′ −∆v = 0 em Q

v(y, t) =


w1 sobre Σ1

w2 sobre Σ2

0 sobre Σ∗0

v(y, 0) = v0(y), v′(y, 0) = v1(y) em Ω.

(3.5)

Na decomposição de (3.2) e (3.3), estabelecemos uma hierarquia. Pensamos w1 como

sendo o controle líder e w2 como sendo o seguidor, sempre na terminologia de Stackelberg.
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3.1 Formulação do Problema

• Funcionais custos no cilindro Q. Associado a solução v = v(y, t) de (3.5),

consideremos o funcional (secundário)

J2(w1, w2) =
1

2

∫∫
Q

(v(w1, w2)− v2)2 dydt+
σ

2

∫
Σ2

w2
2 dΣ, (3.6)

e o funcional (principal)

J(w1) =

∫
Σ1

w2
1 dΣ, (3.7)

onde σ é uma constante positiva e v2 é uma função dada em L2(Q).

Observação 3.1 Para cada v0 ∈ L2(Ω), v1 ∈ H−1(Ω) e wi ∈ L2(Σi), i = 1, 2 existe exa-

tamente uma solução v de (3.5) no sentido de uma transposição, com v ∈ C
(
[0, T ];L2(Ω))∩

C1
(
[0, T ];H−1(Ω)) (ver teorema (2.8)). Em particular, o funcional custo J2 e J estão

bem de�nidos.

O problema de controle que consideraremos é o seguinte: o seguidor w2 assume que o

líder w1 tem feito uma escolha de sua estratégia (política). Em seguida, tenta encontrar

um equilíbrio para seu custo J2, isto é, ele procura um controle w2 = F(w1) (dependendo

de w1) satisfazendo

J2(w1, w2) ≤ J2(w1, ŵ2), ∀ ŵ2 ∈ L2(Σ2). (3.8)

O controle w2, solução de (3.8), é chamado de Equilíbrio de Nash para seu custo

J2 e ele depende de w1 (conforme [2]).

Observação 3.2 Em outras palavras, se o líder w1 faz uma escolha, então o seguidor

w2 também faz uma escolha, dependendo de w1, que torna mínimo seu custo J2, isto é,

J2(w1, w2) = inf
ŵ2∈L2(Σ2)

J2(w1, ŵ2). (3.9)

Isso é equivalente a (3.8). Esse processo é chamado estratégia de Stackelberg - Nash

(conforme Díaz e Lions [5]).

Após isso, consideremos o estado v (w1,F(w1)) dado pela solução de∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

v′′ −∆v = 0 em Q

v(y, t) =


w1 sobre Σ1

F(w1) sobre Σ2

0 sobre Σ∗0

v(y, 0) = v0(y), v′(y, 0) = v1(y) em Ω.

(3.10)
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3.1 Formulação do Problema

Encontraremos um controle ótimo w1 tal que

J(w1,F(w1)) = inf
w1∈L2(Σ1)

J(w1,F(w1)), (3.11)

sujeito a restrição de controlabilidade aproximada do tipo

(v(y, T ;w1,F(w1)), v′(y, T ;w1,F(w1))) ∈ BL2(Ω)(v
0, α0)×BH−1(Ω)(v

1, α1). (3.12)

Para explicitar esse problema ótimo, iremos considerar os seguintes sub-problemas:

• Problema 1 Fixado qualquer controle w1, encontrar o controle seguidor w2 =

F(w1) (dependendo de w1), associado a solução v de (3.5) satisfazendo a condição (3.9)

(equilíbrio de Nash) relacionado a J2 de�nido em (3.6).

• Problema 2 Assumindo a existência e unicidade do equilíbrio de Nash w2 , mostrar

que quando w1 varia em L2(Σ1), as soluções (v(y, t;w1, w2), v′(y, t;w1, w2)) da equação

(3.5), avaliadas em t = T , ou seja , (v(y, T ;w1, w2), v′(y, T ;w1, w2)), geram um subcon-

junto denso de L2(Ω)×H−1(Ω).

Observação 3.3 Para efeitos de controle aproximado, pela linearidade do sistema (3.5),

podemos assumir, sem perda de generalidade, que v0 = v1 = 0.

Lembremos que nosso problema inicial eram os controles w1, w2 atuarem tal que a

função v, única solução de (3.5), atinja no tempo T um estado ideal (v0, v1) ∈ L2(Ω) ×
H−1(Ω) com funcional custo de�nido por (3.6).

Assim, �xado (v0, v1) ∈ L2(Ω) × H−1(Ω), os controles w1, w2 deverão atuar tal que

a única solução v de (3.5), avaliada em t = T , atinja o estado ideal (v0, v1). Isso será

feito no sentido da controlabilidade aproximada. De fato, é su�ciente provar que se w2,

dependendo de w1, é o único equilíbrio de Nash para o funcional custo (3.6), então temos

controlabilidade aproximada. Isso signi�ca que se existe o único equilíbrio de Nash e v

é a única solução de (3.5), então o conjunto gerado por (v(y, T ;w1, w2), v′(y, T ;w1, w2))

é um subconjunto denso em L2(Ω) ×H−1(Ω), isto é , aproxima (v0, v1). Esse problema

será estudado na seção 3.3, isto é, após acharmos o equilíbrio de Nash (Seção 3.2) para

cada w1, encontraremos um controle ótimo w1 tal que

J(w1) = inf
w1

J(w1) (3.13)

sujeito a restrição de controlabilidade aproximada do tipo

(v(y, T ;w1, w2), v′(y, T ;w1, w2)) ∈ BL2(Ω)(v
0, α0)×BH−1(Ω)(v

1, α1). (3.14)

68



3.2 Equilíbrio de Nash

3.2 Equilíbrio de Nash

Nessa seção, �xado qualquer controle w1 ∈ L2(Σ1), determinaremos a existência e

unicidade da solução para o problema

inf
w2∈L2(Σ2)

J2(w1, w2), (3.15)

e uma caracterização dessa solução em termos de um sistema adjunto, para em seguida,

obtermos o sistema otimizado para o controle seguidor w2.

O problema (3.15) admite uma única solução

w2 = F(w1). (3.16)

Com efeito, para a solução do problema (3.15), minimizaremos o funcional J2 fazendo

uso do teorema 1.4.

Seja

Uad = {(v, w2) ∈ L2(Q)× L2(Σ2) : v solução de (3.5)} ⊂
(
L2(Q)

)2

e

J2(v, w2) : Uad −→ R

de�nido por (3.6). Escrevemos v = v(w1, w2).

Então,

(a) Pela Observação (3.1) temos que Uad é não vazio e sendo Uad um subespaço de um

espaço de Hilbert, então Uad é convexo. É claro também, que Uad é um subespaço

de dimensão �nita de um espaço de Hilbert, e assim Uad é fechado.

(b) J2 é fracamente coercivo.

De fato, usando a desigualdade triangular, temos

||v − v2||L2(Q) ≥
∣∣||v||L2(Q) − ||v2||L2(Q)

∣∣
e como v2 é �xo, segue que

lim
||v||

L2(Q)
→∞

||w2||L2(Σ2)
→∞

J2(v, w2) =
1

2

∣∣∣∣(v − v2)
∣∣∣∣2
L2(Q)

+
σ

2
||w2||2L2(Σ2) →∞.

Logo, segue a coercividade fraca de J2.
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3.2 Equilíbrio de Nash

(c) J2 é fracamente sequencialmente semi-contínuo inferiormente.

Com efeito, sejam duas sequências (vn, wn2 ) ∈ Uad tais que

vn ⇀ v em L2(Q)

wn2 ⇀ w2 em L2(Σ2)

Portanto, conforme Brezis [4], temos

lim
n→∞

inf
1

2

∣∣∣∣(vn − v2)
∣∣∣∣
L2(Q)

≥ 1

2

∣∣∣∣(v − v2)
∣∣∣∣
L2(Q)

e

lim
n→∞

inf ||wn2 ||L2(Σ2) ≥ ||w2||L2(Σ2)

Agora,

lim
n→∞

inf J2(vn, wn2 ) = lim
n→∞

inf

{
1

2

∣∣∣∣(vn − v2)
∣∣∣∣2
L2(Q)

+
σ

2
||wn2 ||2L2(Σ2)

}
≥ lim

n→∞
inf

{
1

2

∣∣∣∣(vn − v2)
∣∣∣∣2
L2(Q)

}
+ lim

n→∞
inf
{σ

2
||wn2 ||2L2(Σ2)

}
≥ 1

2

∣∣∣∣(v − v2)
∣∣∣∣2
L2(Q)

+
σ

2
||w2||2L2(Σ2)

= J2(v, w2),

ou seja,

lim
n→∞

inf J2(vn, wn2 ) ≥ J2(v, w2),

o que caracteriza a semi-continuidade fraca inferior.

(d) J2 é estritamente convexo.

De fato, sejam λ ∈ (0, 1) e (v, w2), (ṽ, w̃2) ∈ Uad com (v, w2) 6= (ṽ, w̃2). Escrevendo

v2 como

v2 = λ v2 + (1− λ)v2,
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3.2 Equilíbrio de Nash

temos

J2[λ(v, w2) + (1− λ)(ṽ, w̃2)] = J2[λ v + (1− λ)ṽ, λw2 + (1− λ)w̃2]

=
1

2

∫ T

0

∫
Ω

[λ v + (1− λ)ṽ − v2]2dy dt+
σ

2

∫
Σ2

[λw2 + (1− λ)w̃2]2dΣ

=
1

2

∫ T

0

∫
Ω

[λ v + (1− λ)ṽ − λv2 − (1− λ)v2]2dy dt

+
σ

2

∫
Σ2

[λw2 + (1− λ)w̃2]2dΣ

=
1

2

∫ T

0

∫
Ω

[λ(v − v2) + (1− λ)(ṽ − v2)]2dy dt

+
σ

2

∫
Σ2

[λw2 + (1− λ)w̃2]2dΣ.

(3.17)

Analisando a última igualdade do lado direito de (3.17), obtemos

1

2

∫ T

0

∫
Ω

[λ(v − v2) + (1− λ)(ṽ − v2)]2dy dt

+
σ

2

∫
Σ2

[λw2 + (1− λ)w̃2]2dΣ

=
λ2

2

∫ T

0

∫
Ω

(v − v2)2dy dt

+λ(1− λ)

∫ T

0

∫
Ω

(v − v2)(ṽ − v2)dy dt︸ ︷︷ ︸
(∗)

+
(1− λ)2

2

∫ T

0

∫
Ω

(ṽ − v2)2dy dt+
σ λ2

2

∫
Σ2

w2
2 dΣ

+σ λ(1− λ)

∫
Σ2

w2w̃2 dΣ︸ ︷︷ ︸
(∗∗)

+
σ(1− λ)2

2

∫
Σ2

w̃2
2 dΣ.

(3.18)

Vamos majorar (∗) e (∗∗) usando a desigualdade de Young. Aplicando a desigual-

dade de Young na expressão (∗) e depois multiplicando o resultado por λ(1−λ) > 0,

obtemos

λ(1− λ)

∫ T

0

∫
Ω

(v − v2)(ṽ − v2)dydt

<
λ(1− λ)

2

∫ T

0

∫
Ω

(v − v2)2dydt+
λ(1− λ)

2

∫ T

0

∫
Ω

(ṽ − v2)2dydt

(3.19)

Novamente aplicando a desigualdade de Young na expressão (∗∗) e depois multi-
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3.2 Equilíbrio de Nash

plicando o resultado por σλ(1− λ) > 0, obtemos

σ λ(1− λ)

∫
Σ2

w2w̃2 dΣ <
σ λ(1− λ)

2

∫
Σ2

w2
2 dΣ +

σ λ(1− λ)

2

∫
Σ2

w̃2
2 dΣ. (3.20)

Substituindo (3.19) e (3.20) no lado direito de (3.17), obtemos a desigualdade estrita

J2[λ(v, w2) + (1− λ)(ṽ, w̃2)] <
λ2

2

∫ T

0

∫
Ω

(v − v2)2dy dt

+
λ(1− λ)

2

∫ T

0

∫
Ω

(v − v2)2dy dt+
λ(1− λ)

2

∫ T

0

∫
Ω

(ṽ − v2)2dy dt

+
(1− λ)2

2

∫ T

0

∫
Ω

(ṽ − v2)2dy dt+
σλ2

2

∫
Σ2

w2
2 dΣ +

σλ(1− λ)

2

∫
Σ2

w2
2 dΣ

+
σλ(1− λ)

2

∫
Σ2

w̃2
2 dΣ +

σ(1− λ)2

2

∫
Σ2

w̃2
2 dΣ =

λ

2

∫ T

0

∫
Ω

(v − v2)2dy dt

+
σλ

2

∫
Σ2

w2
2 dΣ +

(1− λ)

2

∫ T

0

∫
Ω

(ṽ − v2)2dy dt+
σ(1− λ)

2

∫
Σ2

w̃2
2 dΣ

= λ

[
1

2

∫ T

0

∫
Ω

(v − v2)2dy dt+
σ

2

∫
Σ2

w2
2 dΣ

]
+(1− λ)

[
1

2

∫ T

0

∫
Ω

(ṽ − v2)2dy dt+
σ

2

∫
Σ2

w̃2
2 dΣ

]
= λ J2(v, w2) + (1− λ)J2(ṽ, w̃2),

ou seja,

J2[λ(v, w2) + (1− λ)(ṽ, w̃2)] < λJ2(v, w2) + (1− λ)J2(ṽ, w̃2).

Portanto, existe uma única solução w2 para o problema (3.15). Como para cada w1

dado encontramos uma única solução w2, podemos relacionar uma dependência entre w1

e w2 de forma que w2 = F(w1).

Agora, dado w1, calcularemos a derivada de Gateaux do funcional J2(v;w2) e igualare-

mos a zero, encontrando assim a equação de Euler-Lagrange associada ao

problema (3.15).
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3.2 Equilíbrio de Nash

Com efeito, sejam θ1 ∈ L2
(
Ω× (0, T )

)
e θ2 ∈ L2

(
Σ2

)
. Para ε > 0, temos

J ′2(v, w2) = lim
ε→0

1

ε

{
J2(v + εθ1, w2 + εθ2)− J2(v, w2)

}
=

lim
ε→0

1

ε

{
1

2

∫ T

0

∫
Ω

(v + εθ1 − v2)2dy dt+
σ

2

∫
Σ2

(w2 + εθ2)2dΣ−

1

2

∫ T

0

∫
Ω

(v − v2)2dy dt− σ

2

∫
Σ2

w2
2 dΣ

}

= lim
ε→0

1

ε

{
1

2

∫ T

0

∫
Ω

[
(v − v2)2 + 2εθ1(v − v2) + ε2θ2

1

]
dy dt+

σ

2

∫
Σ2

(w2 + εθ2)2dΣ

− 1

2

∫ T

0

∫
Ω

(v − v2)2dy dt− σ

2

∫
Σ2

w2
2 dΣ

}
= lim

ε→0

1

ε

{
1

2

∫ T

0

∫
Ω

(v − v2)2dy dt

+ ε

∫ T

0

∫
Ω

(v − v2)θ1dy dt+
1

2
ε2

∫ T

0

∫
Ω

θ2
1dy dt+

σ

2

∫
Σ2

w2
2dΣ + εσ

∫
Σ2

w2θ2dΣ

+
σ

2
ε2

∫
Σ2

θ2dΣ− 1

2

∫ T

0

∫
Ω

(v − v2)2dy dt− σ

2

∫
Σ2

w2
2 dΣ

}

=

∫ T

0

∫
Ω

(v − v2)θ1dy dt+ σ

∫
Σ2

w2θ2dΣ.

Assim, a equação de Euler-Lagrange para (3.6) é dada por∫ T

0

∫
Ω

(v − v2)v̂dy dt+ σ

∫
Σ2

w2ŵ2dΣ = 0, (3.21)

∀ ŵ2 ∈ L2(Σ2), onde v̂ é solução do sistema∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

v̂′′ −∆v̂ = 0 em Ω× (0, T )

v̂ =


0 sobre Σ1

ŵ2 sobre Σ2

0 sobre Σ\ (Σ1 ∪ Σ2)

v̂(y, 0) = 0, v̂′(y, 0) = 0 em Ω.

(3.22)

Para obtermos o sistema otimizado, precisamos do sistema adjunto relacionado a

(3.22).

Para isso, multipliquemos (3.22)1 por uma função p = p(y, t), y ∈ Ω, t ∈ (0, T ), e

integramos o resultado obtido de 0 até T . Mais precisamente, temos∫ T

0

p v̂′′dt−
∫ T

0

p∆v̂ dt = 0.
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3.2 Equilíbrio de Nash

Usando integração por partes, obtemos

p(T ) v̂′(T )− p(0) v̂′(0)− p′(T ) v̂(T ) + p′(0) v̂(0) +

∫ T

0

v̂ p′′ dt−
∫ T

0

p∆v̂ dt = 0.

Integrando a expressão acima em Ω, resulta que∫
Ω

p(T ) v̂′(T ) dy −
∫

Ω

p(0) v̂′(0) dy −
∫

Ω

p′(T ) v̂(T ) dy +

∫
Ω

p′(0) v̂(0) dy

+

∫ T

0

∫
Ω

v̂ p′′ dy dt−
∫ T

0

∫
Ω

p∆v̂ dy dt = 0

(3.23)

Pela primeira fórmula de Green, temos

−
∫

Ω

p∆v̂ dy =

∫
Ω

∇v̂∇p dy −
∫
∂Ω

∂v̂

∂ν
p dΓ. (3.24)

Usando novamente a primeira fórmula de Green, obtemos∫
Ω

∇v̂∇p dy = −
∫

Ω

v̂∆p dy +

∫
∂Ω

v̂
∂p

∂ν
dΓ. (3.25)

Substituindo (3.25) em (3.24), segue que

−
∫

Ω

p∆v̂ dy = −
∫

Ω

v̂∆p dy +

∫
∂Ω

v̂
∂p

∂ν
dΓ−

∫
∂Ω

∂v̂

∂ν
p dΓ.

Assim,

−
∫ T

0

∫
Ω

p∆v̂ dy dt = −
∫ T

0

∫
Ω

v̂∆p dy dt+

∫
Σ

v̂
∂p

∂ν
dΣ−

∫
Σ

∂v̂

∂ν
p dΣ. (3.26)

Substituindo (3.26) em (3.23) e usando (3.22)3 obtemos∫
Ω

p(T ) v̂′(T ) dy −
∫

Ω

p′(T ) v̂(T ) dy +

∫ T

0

∫
Ω

v̂ p′′ dy dt−
∫ T

0

∫
Ω

v̂∆p dy dt

+

∫
Σ

v̂
∂p

∂ν
dΣ−

∫
Σ

∂v̂

∂ν
p dΣ = 0

(3.27)

Como não temos informação sobre v̂(y, T ) e v̂′(y, T ), então assumiremos que p(y, T ) =

p′(y, T ) = 0 em Ω e p(y, t) = 0 sobre Σ, o que juntamente com a separação da fronteira

em (3.27), nos dá∫
Ω

p(T ) v̂′(T )︸ ︷︷ ︸
= 0

dy −
∫

Ω

p′(T ) v̂(T )︸ ︷︷ ︸
= 0

dy +

∫ T

0

∫
Ω

v̂ p′′ dy dt−
∫ T

0

∫
Ω

v̂∆p dy dt

+

∫
Σ1

∂p

∂ν
v̂︸︷︷︸

= 0

dΣ +

∫
Σ2

∂p

∂ν
v̂ dΣ−

∫
Σ

p
∂v̂

∂y︸︷︷︸
= 0

dΣ = 0.
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3.2 Equilíbrio de Nash

Assumindo que

p′′ −∆ p = v − v2,

obtemos da expressão acima que∫ T

0

∫
Ω

(v − v2)v̂ dy dt+

∫
Σ2

∂p

∂ν
ŵ2 dΣ = 0. (3.28)

Considerando p como solução do sistema adjunto associado∣∣∣∣∣∣∣∣
p′′ −∆ p = v − v2 em Q

p(T ) = p′(T ) = 0 em Ω

p = 0 sobre Σ

e observando que v̂ é solução de (3.22), temos que∫ T

0

∫
Ω

(p′′ −∆ p)v̂ dy dt+

∫
Σ2

∂p

∂ν
ŵ2 dΣ = 0. (3.29)

De (3.21) e (3.29), obtemos∫
Σ2

(
σ w2 −

∂p

∂ν

)
ŵ2 dΣ = 0 ∀ ŵ2 ∈ L2(Σ2),

donde

w2 =
1

σ

∂p

∂ν
sobre Σ2. (3.30)

Em resumo, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 3.1 Para cada w1 ∈ L2(Σ1) existe um único equilíbrio de Nash w2 no sentido

de (3.9). Além disso, o seguidor w2 é dado por

w2 = F(w1) =
1

σ

∂p

∂ν
sobre Σ2, (3.31)

onde {v, p} é a única solução do sistema otimizado∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

v′′ −∆ v = 0 em Q

p′′ −∆ p = v − v2 em Q

v =


w1 sobre Σ1

1

σ

∂p

∂ν
sobre Σ2

0 sobre Σ∗0

p = 0 sobre Σ

v(0) = v′(0) = 0 em Ω

p(T ) = p′(T ) = 0 em Ω.

(3.32)
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Naturalmente {v, p} depende de w1:

{v, p} = {v(w1), p(w1)}. (3.33)

3.3 Controlabilidade Aproximada

Como temos provado a existência, unicidade e a caracterização do controle seguidor

w2, o líder w1 deseja agora que a solução v e v′, avaliada no tempo t = T, esteja o mais

próximo possível de (v0, v1). Isso será possível se o sistema (3.32) for aproximadamente

controlável. Estamos procurando

inf
1

2

∫
Σ1

w2
1 dΣ (3.34)

onde w1 está sujeito

(v(T ;w1), v′(T ;w1)) ∈ BL2(Ω)(v
0, α0)×BH−1(Ω)(v

1, α1), (3.35)

assumindo que tal w1 existe, α0, α1 números reais positivos arbitrariamente pequenos e

{v0, v1} ∈ L2(Ω)×H−1(Ω).

Podemos reescrever (3.35) como sendo∣∣∣∣∣∣ v(T ;w1) ∈ v0 + α0BL2(Ω)

v′ (T ;w1) ∈ v1 + α1BH−1(Ω)

(3.36)

Para estudarmos (3.34), suponhamos que

T > 2d(Ω,Γ0), onde d(Ω,Γ0) = sup
x∈Ω

d(x,Γ0). (3.37)

Agora, mostraremos que no caso (3.4), o seguinte teorema é verdadeiro:

Teorema 3.2 Assumamos que vale (3.37). Sejam w1 ∈ L2(Σ1) e w2 um equilíbrio de

Nash no sentido de (3.9). Então as funções (v(T ), v′(T )) = (v(., T, w1, w2), v′(., T, w1, w2)),

onde v é solução do sistema (3.5), geram um subconjunto denso de L2(Ω)×H−1(Ω).

Demonstração: Decompomos a solução {v, p} de (3.32) por∣∣∣∣∣∣ v = v0 + g

p = p0 + q,
(3.38)
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onde v0 é solução de ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

v′′0 −∆ v0 = 0 em Q

v0 =


0 sobre Σ1

1

σ

∂p0

∂ν
sobre Σ2

0 sobre Σ∗0

v0(0) = v′0(0) = 0 em Ω,

(3.39)

p0 satisfaz ∣∣∣∣∣∣∣∣
p′′0 −∆ p0 = v0 − v2 em Q

p0 = 0 sobre Σ

p0(T ) = p′0(T ) = 0 em Ω,

(3.40)

e {g, q} em (3.38) satisfazem ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

g′′ −∆ g = 0 em Q

g =


w1 sobre Σ1

1

σ

∂q

∂ν
sobre Σ2

0 sobre Σ∗0

g(0) = g′(0) = 0 em Ω,

(3.41)

e ∣∣∣∣∣∣∣∣
q′′ −∆ q = g em Q

q = 0 sobre Σ

q(T ) = q′(T ) = 0 em Ω.

(3.42)

De�namos o operador

A : L2(Σ1) −→ H−1(Ω)× L2(Ω)

w1 7−→ Aw1 =
{
g′(T ;w1),−g(T ;w1)

}
.

(3.43)

Observemos que A ∈ L
(
L2(Σ1), H−1(Ω)× L2(Ω)

)
.

Usando (3.38) e (3.43), temos que (3.36) pode ser escrito como sendo

Aw1 ∈
{
v1 − v′0(T,w1) + α1BH−1(Ω),−v0 + v0(T,w1) + α0BL2(Ω)

}
(3.44)

Seja f = {f 0, f 1} ∈ H1
0 (Ω)× L2(Ω) e introduzamos estados adjuntos ϕ e ψ de�nidos
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como solução única de ∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ′′ −∆ϕ = ψ em Q

ϕ = 0 sobre Σ

ϕ(T ) = f 0, ϕ′(T ) = f 1 em Ω.

(3.45)

com ψ satisfazendo ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ′′ −∆ψ = 0 em Q

ψ =


0 sobre Σ1

1

σ

∂ϕ

∂ν
sobre Σ2

0 sobre Σ∗0

ψ(0) = ψ′(0) = 0 em Ω.

(3.46)

Multiplicando (3.46)1 por q, solução de (3.42), e integrando o resultado de 0 até T ,

obtemos ∫ T

0

ψ′′ qdt−
∫ T

0

∆ψ qdt = 0.

Usando integração por partes, resulta que

q(T )ψ′(T )− q(0)ψ′(0)− q′(T )ψ(T ) + q′(0)ψ(0) +

∫ T

0

ψ q′′ dt−
∫ T

0

∆ψ q dt = 0.

Integrando a expressão acima em Ω, obtemos∫
Ω

q(T )ψ′(T )dy −
∫

Ω

q(0)ψ′(0)dy −
∫

Ω

q′(T )ψ(T )dy +

∫
Ω

q′(0)ψ(0)dy

+

∫ T

0

∫
Ω

ψ q′′ dy dt−
∫ T

0

∫
Ω

∆ψ q dy dt = 0.

De (3.42)3 e (3.46)3, a última expressão torna-se∫ T

0

∫
Ω

ψ q′′ dy dt−
∫ T

0

∫
Ω

∆ψ q dy dt = 0. (3.47)

Um cálculo análogo como em (3.24)�(3.26), a última igualdade acima resulta em∫ T

0

∫
Ω

ψ q′′ dy dt−
∫ T

0

∫
Ω

∆ q ψ dy dt+

∫
Σ

∂q

∂ν
ψ dΣ−

∫
Σ

q
∂ψ

∂ν
dΣ = 0,

o que juntamente com (3.42)2, tem-se∫ T

0

∫
Ω

ψ q′′ dy dt−
∫ T

0

∫
Ω

∆ q ψ dy dt+

∫
Σ

∂q

∂ν
ψ dΣ = 0.
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Separando a integral sobre a fronteira na última igualdade acima, segue que∫ T

0

∫
Ω

ψ(q′′ −∆ q) dy dt+

∫
Σ1

∂q

∂ν
ψ dΣ +

∫
Σ2

∂q

∂ν
ψ dΣ = 0. (3.48)

Substituindo (3.42)1 e (3.46)2 em (3.48), resulta que∫ T

0

∫
Ω

g ψ dy dt+
1

σ

∫
Σ2

∂q

∂ν

∂ϕ

∂ν
dΣ = 0,

ou seja, ∫ T

0

∫
Ω

g ψ dy dt = − 1

σ

∫
Σ2

∂q

∂ν

∂ϕ

∂ν
dΣ (3.49)

Por outro lado, multiplicando (3.45)1 por g, solução de (3.41), integrando o resultado

obtido em ambos os membros em Ω× (0, T ) e �nalmente, usando integração por partes,

resulta que∫
Ω

g(T )ϕ′(T ) dy −
∫

Ω

g(0)ϕ′(0) dy −
∫

Ω

g′(T )ϕ(T ) dy +

∫
Ω

g′(0)ϕ(0) dy

+

∫ T

0

∫
Ω

g′′ ϕdy dt−
∫ T

0

∫
Ω

∆ϕ g dy dt =

∫ T

0

∫
Ω

ψ g dy dt.

De (3.41)3 e (3.45)3, a última igualdade acima torna-se

(
g(T ), f 1

)
− 〈g′(T ), f 0〉H−1(Ω)×H1

0 (Ω) +

∫ T

0

∫
Ω

g′′ ϕdy dt

−
∫ T

0

∫
Ω

∆ϕ g dy dt =

∫ T

0

∫
Ω

g ψ dy dt.

(3.50)

Um cálculo análogo como em (3.24)�(3.26), a última igualdade acima resulta em

(
g(T ), f 1

)
− 〈g′(T ), f 0〉H−1(Ω)×H1

0 (Ω) +

∫ T

0

∫
Ω

g′′ ϕdy dt−
∫ T

0

∫
Ω

ϕ∆g dy dt

+

∫
Σ

ϕ
∂g

∂ν
dΣ−

∫
Σ

∂ϕ

∂ν
g dΣ =

∫ T

0

∫
Ω

g ψ dy dt,

isto é, (
g(T ), f 1

)
− 〈g′(T ), f 0〉H−1(Ω)×H1

0 (Ω) +

∫ T

0

∫
Ω

(
g′′ −∆ g

)
ϕdy dt

+

∫
Σ

ϕ
∂g

∂ν
dΣ−

∫
Σ

∂ϕ

∂ν
g dΣ =

∫ T

0

∫
Ω

g ψ dy dt,

que juntamente com (3.41)1 e (3.45)2, vem(
g(T ), f 1

)
− 〈g′(T ), f 0〉H−1(Ω)×H1

0 (Ω) −
∫

Σ

∂ϕ

∂ν
g dΣ =

∫ T

0

∫
Ω

g ψ dy dt. (3.51)
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Agora, separando a integral com termos de fronteira em (3.51) e combinando com

(3.49), obtemos(
g(T ), f 1

)
− 〈g′(T ), f 0〉H−1(Ω)×H1

0 (Ω) −
∫

Σ1

∂ϕ

∂ν
g dΣ−

∫
Σ2

∂ϕ

∂ν
g dΣ = − 1

σ

∫
Σ2

∂q

∂ν

∂ϕ

∂ν
dΣ,

que novamente combinando agora com (3.41)2, obtemos(
g(T ), f 1

)
− 〈g′(T ), f 0〉H−1(Ω)×H1

0 (Ω) −
∫

Σ1

∂ϕ

∂ν
w1 dΣ− 1

σ

∫
Σ2

∂q

∂ν

∂ϕ

∂ν
dΣ

= − 1

σ

∫
Σ2

∂q

∂ν

∂ϕ

∂ν
dΣ,

ou seja,

−
∫

Σ1

∂ϕ

∂ν
w1 dΣ = 〈g′(T ), f 0〉H−1(Ω)×H1

0 (Ω) −
(
g(T ), f 1

)
. (3.52)

De�namos a dualidade entre H−1(Ω)× L2(Ω) e H1
0 (Ω)× L2(Ω) por〈{

g′(T ),−g(T )
}
,
{
f 0, f 1

}〉
= 〈g′(T ), f 0〉H−1(Ω)×H1

0 (Ω) −
(
g(T ), f 1

)
.

Assim, podemos escrever (3.52) por〈〈
Aw1, f

〉〉
= −

∫
Σ1

∂ϕ

∂ν
w1 dΣ,

onde
〈〈
., .
〉〉

denota a dualidade entre os espaços H−1(Ω)× L2(Ω) e H1
0 (Ω)× L2(Ω).

Agora recorrendo ao resultado do Teorema 1.6, se〈〈
Aw1, f

〉〉
= 〈g′(T ), f 0〉H−1(Ω)×H1

0 (Ω) −
(
g(T ), f 1

)
= 0

para todo w1 ∈ L2(Σ1), então
∂ϕ

∂ν
= 0 sobre Σ1. (3.53)

Portanto, no caso da hipótese (3.4), segue de (3.46)2 e (3.53) que

ψ = 0 sobre Σ. (3.54)

Combinando (3.54) e (3.46), temos∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ′′ −∆ψ = 0 em Q

ψ = 0 sobre Σ

ψ(0) = ψ′(0) = 0 em Ω,

(3.55)
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que pela unicidade de solução, vem que

ψ ≡ 0. (3.56)

Substituindo (3.56) em (3.45)1, obtemos∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ′′ −∆ϕ = 0 em Q

ϕ = 0 sobre Σ

ϕ(T ) = f 0, ϕ′(T ) = f 1 em Ω.

(3.57)

Pelo Teorema da Unicidade de Holmgren (conforme Teorema 1.21) e para o uso explícito

dele feito aqui (conforme proposição 1.3) , temos

ϕ = 0 em Q,

e portanto de (3.57)3, implica que

f 0 = f 1 = 0,

e assim, pelo Teorema (1.6), a demonstração esta concluída. �

3.4 Sistema de Otimilidade para o Líder

Graças aos resultados obtidos na Seção 3.2, podemos encontrar para cada w1, o equilí-

brio de Nash w2 associado a solução v de (3.5). Mostraremos a existência de um controle

líder w1 solução do seguinte problema:

inf
w1∈Uad

J(w1), (3.58)

onde Uad é o conjunto de controles admissíveis

Uad = {w1 ∈ L2(Σ1); v solução de (3.5) satisfazendo (3.35)}. (3.59)

Com isso, o seguinte resultado é verdadeiro:

Teorema 3.3 Assumamos que (3.4) e (3.37) são satisfeitas. Então o controle líder ótimo

w1 é dado por

w1 = −∂ϕ
∂ν

sobre Σ1
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3.4 Sistema de Otimilidade para o Líder

em que ϕ é dado pela solução única {ϕ, ψ, v, p} do sistema otimizado∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ′′ −∆ϕ = ψ em Q

ψ′′ −∆ψ = 0 em Q

v′′ −∆ v = 0 em Q

p′′ −∆ p = v − v2 em Q

ϕ = 0 sobre Σ

ψ =


0 sobre Σ1

1

σ

∂ϕ

∂ν
sobre Σ2

0 sobre Σ∗0

v =


−∂ϕ
∂ν

sobre Σ1

1

σ

∂p

∂ν
sobre Σ2

0 sobre Σ∗0

p = 0 sobre Σ

ϕ(., T ) = f 0, ϕ′(., T ) = f 1 em Ω

v(0) = v′(0) = 0 em Ω

p(T ) = p′(T ) = 0 em Ω

(3.60)

e {f 0, f 1} ∈ H1
0 (Ω)× L2(Ω) é de�nido como solução única da desigualdade variacional〈

v′(T, f)− v1, f̂ 0 − f 0
〉
H−1(Ω)×H1

0 (Ω)
−
(
v(T, f)− v0, f̂ 1 − f 1

)
+α1

(
||f̂ 0|| − ||f 0||

)
+ α0

(
|f̂ 1| − |f 1|

)
≥ 0, ∀ f̂ = {f̂ 0, f̂ 1} ∈ H1

0 (Ω)× L2(Ω),

(3.61)

onde em (3.61) escrevemos v(T, f) para explicitar o fato que a solução {ϕ, ψ, v, p} de

(3.60) depende de f .

Demonstração: Introduzamos dois funcionais próprios convexos

F1 : L2(Σ1) −→ R ∪ {∞}

e

F2 : H−1(Ω)× L2(Ω) −→ R ∪ {∞}

como sendo

F1(w1) =
1

2

∫
Σ1

w2
1 dΣ, ∀w1 ∈ L2(Σ1) (3.62)
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3.4 Sistema de Otimilidade para o Líder

e

F2(Aw1) = F2

(
{g′(T,w1),−g(T,w1)}

)
=


0, se

 g′(T ) ∈ v1 − v′0(T,w1) + α1BH−1(Ω),

−g(T ) ∈ −v0 + v0(T,w1)− α0BL2(Ω),

∞, caso contrário.

(3.63)

Observemos também que por (3.43) e (3.52) podemos de�nir explicitamente o

operador adjunto A∗.

De fato, ∀w1 ∈ L2(Σ1), temos

−
∫

Σ1

∂ϕ

∂ν
w1 dΣ =

〈
g′(T ), f 0

〉
H−1(Ω)×H1

0 (Ω)
−
(
g(T ), f 1

)
=
〈
〈{g′(T ),−g(T )︸ ︷︷ ︸

= Aw1

}, {f 0, f 1︸ ︷︷ ︸
= f

}〉
〉

=
〈
〈Aw1, f〉

〉
=
(
w1, A

∗f
)
L2(Σ1)

=

∫
Σ1

A∗fw1 dΣ.

Então, A∗ é dado por

A∗ : H1
0 (Ω)× L2(Ω) −→ L2(Σ1)

(f 0, f 1) 7−→ A∗f = − ∂ϕ
∂ν
,

(3.64)

em que ϕ é dada em (3.45).

Com essas notações, juntamente com o fato da imagem do operador A ser densa em

H−1(Ω)× L2(Ω), encontrar (3.34) é equivalente∣∣∣∣ Encontrar inf
w1∈L2(Σ1)

[F1(w1) + F2(Aw1)]. (3.65)

Aplicando o teorema 1.5 ao problema (3.65) com X = L2(Σ1), Y = H−1(Ω)×L2(Ω),

ϕ = F1 : L2(Σ1) −→ R ∪ {∞} e ψ = F2 : H−1(Ω)× L2(Ω) −→ R ∪ {∞}, obtemos

• Para

{
g′
(
T,w1,F(w1)

)
,−g

(
T,w1,F(w1)

)}
∈ H−1(Ω)×L2(Ω), existe w1 ∈ L2(Σ1)
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de modo que Aw1 =
{
g′(T,w1),−g(T,w1)

}
satisfaz

Aw1 ∈
{
v1 − v′0(T,w1) + α1BH−1(Ω),−v0 + v0(T,w1) + α0BL2(Ω)

}
⇒

F2(Aw1) = 0.

Logo,

w1 ∈ Dom(F1) ∩ Dom(F2 ◦ A). (3.66)

• Temos também que F1 é contínuo em w1.

De fato, seja |wn1 − w1|L2(Σ1) → 0. Assim, temos

|F1(wn1 )− F1(w1)| = 1

2

∣∣∣∣∫
Σ1

(wn1 )2dΣ−
∫

Σ1

w2
1dΣ

∣∣∣∣
=

1

2

∣∣∣∣∫
Σ1

wn1 (wn1 − w1)dΣ +

∫
Σ1

w1(wn1 − w1)dΣ

∣∣∣∣
≤ 1

2

∣∣∣∣∣
(∫

Σ1

(wn1 )2dΣ

)1/2

∫
Σ1

(wn1 − w1)2dΣ︸ ︷︷ ︸
→0


1/2

+

∫
Σ1

(wn1 − w1)2dΣ︸ ︷︷ ︸
→0


1/2(∫

Σ1

w2
1dΣ

)1/2
∣∣∣∣∣,

o que implica em

|F1(wn1 )− F1(w1)| → 0,

o que caracteriza a continuidade de F1 em w1.

Então, temos

infw1∈L2(Σ1)[F1(w1) + F2(Aw1)] =

− min
(f̂0,f̂1)∈H1

0×L2(Ω)
[F ∗1
(
A∗({f̂ 0, f̂ 1})

)
+ F ∗2

(
− {f̂ 0, f̂ 1}

)
].

(3.67)

Observemos que

F ∗1 (w1) = F1(w1), (3.68)
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visto que,

F ∗1 (w1) = sup
w1∈L2(Σ1)

{
(w1, w1)L2(Σ1) − F1(w1)

}
= sup

w1∈L2(Σ1)

{∫
Σ1

w2
1 dΣ− 1

2

∫
Σ1

w2
1 dΣ

}
= sup

w1∈L2(Σ1)

{
1

2

∫
Σ1

w2
1 dΣ

}
= F1(w1), ∀w1 ∈ L2(Σ1).

Temos também que ∀ f̂ = {f̂ 0, f̂ 1} ∈ H1
0 (Ω)× L2(Ω),

F ∗2 ({f̂ 0, f̂ 1})

= sup
Aw1∈H−1(Ω)×L2(Ω)

{〈
〈{g′(T ),−g(T )}, {f̂ 0, f̂ 1}〉

〉
− F2(Aw1)

}
= sup

Aw1∈H−1(Ω)×L2(Ω)

{〈
g′(T ), f̂ 0

〉
H−1(Ω)×H1

0 (Ω)
−
(
g(T ), f̂ 1

)
− F2(Aw1)

}
= sup

(γ1,γ0)∈BH−1(0,1)×BL2(0,1)

{〈
v1 − v′0(T ) + α1γ1, f̂0

〉
H−1(Ω)×H1

0 (Ω)

−
(
v0 − v0(T )− α0γ0, f̂

1
)}

= −
(
v0 − v0(T ), f̂ 1

)
+ 〈v1 − v′0(T ), f̂ 0〉H−1(Ω)×H1

0 (Ω)

+α1 sup
γ1∈BH−1(0,1)

〈γ1, f̂
0〉H−1(Ω)×H1

0 (Ω) + α0 sup
γ0∈BL2(0,1)

(
γ0, f̂

1
)

=
(
v0(T )− v0, f̂ 1

)
+ 〈v1 − v′0(T ), f̂ 0〉H−1(Ω)×H1

0 (Ω) + α1||f̂ 0||+ α0|f̂ 1|.

(3.69)

Por (3.64), temos

A∗(f̂) = −∂ϕ̂
∂ν
, (3.70)

e usando (3.68), obtemos

F ∗1
(
A∗{f̂ 0, f̂ 1}

)
= F ∗1

(
−∂ϕ̂
∂ν

)
= F1

(
−∂ϕ̂
∂ν

)
=

1

2

∫
Σ1

(
∂ϕ̂

∂ν

)2

dΣ,

com
∂ϕ̂

∂ν
∈ L2(Σ1). Portanto, (3.67) é equivalente a

inf
w1∈L2(Σ1)

[F1(w1) + F2(Aw1)] =

= − min
f̂∈H1

0 (Ω)×L2(Ω)

{
1

2

∫
Σ1

(
∂ϕ̂

∂ν

)2

dΣ +
(
v0 − v0(T ), f̂ 1

)
(3.71)

− 〈v1 − v′0(T ), f̂ 0〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω) + α1||f̂ 0||+ α0|f̂ 1|

}
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em que ϕ é dada em (3.45). Sendo assim, (3.71) é o problema dual de (3.34).

Fazendo

η0 = v0 − v0(T )

η1 = v1 − v′0(T ),

e considerando a dualidade entre H−1(Ω)× L2(Ω) e H1
0 (Ω)× L2(Ω), temos〈

〈{−η1, η0}, {f̂ 0, f̂ 1}〉
〉

= (η0, f̂ 1)− 〈η1, f̂ 0〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω). (3.72)

Então, associamos a solução do problema dual do lado direito de (3.71) à minimização

do funcional

Θ : H1
0 (Ω)× L2(Ω) −→ R

de�nido por

Θ
(
{f̂ 0, f̂ 1}

)
=

1

2

∫
Σ1

(
∂ϕ̂

∂ν

)2

dΣ +
〈
〈{−η1, η0}, {f̂ 0, f̂ 1}〉

〉
+ α1||f̂ 0||+ α0|f̂ 1|. (3.73)

Assim, temos

inf
[
F1(w1) + F2(Aw1)

]
= − min

f̂∈H1
0 (Ω)×L2(Ω)

Θ
(
{f̂ 0, f̂ 1}

)
. (3.74)

Agora, tomando 0 < ε = min{α0, α1} e usando a norma do grá�co, reescrevemos o

funcional (3.73) como sendo

Θ
(
{f̂ 0, f̂ 1}

)
=

1

2

∫
Σ1

(
∂ϕ̂

∂ν

)2

dΣ +
〈
〈{−η1, η0}, {f̂ 0, f̂ 1}〉

〉
+ε
∣∣∣∣(f̂ 0, f̂ 1)

∣∣∣∣
H1

0 (Ω)×L2(Ω)
.

(3.75)

Pelo teorema 1.4, temos que o funcional de�nido em (3.75) atinge um mínimo f̂ ∈
H1

0 (Ω) × L2(Ω), solução do problema dual (3.73), e este é único, pois o funcional Θε é

estritamente convexo.

De fato, sejam ({f̂ 0, f̂ 1}, {g0, g1}) ∈ (H1
0 (Ω)× L2(Ω))

2. Pelos mesmos argumentos

utilizados na prova da convexidade estrita do funcional (3.6), temos

Θε

[
λ{f̂ 0, f̂ 1}+ (1− λ){g0, g1}

]
= λΘε

(
{f̂ 0, f̂ 1}

)
+ (1− λ)Θε

(
{g0, g1}

)
− λ(1− λ)

2

∫
Σ1

∣∣∣∣∂ϕ̂∂ν − ∂ϕ

∂ν

∣∣∣∣2 dΣ.
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Portanto, para {f̂ 0, f̂ 1} 6= {g0, g1} e λ ∈ (0, 1), obtemos

Θε

[
λ{f̂ 0, f̂ 1}+ (1− λ){g0, g1}

]
< λΘε

(
{f̂ 0, f̂ 1}

)
+ (1− λ)Θε

(
{g0, g1}

)
.

Assim, provamos que o funcional Θε tem um único mínimo f̂ ∈ H1
0 (Ω) × L2(Ω) que

é solução do problema dual (3.73). Portanto, de (3.34) e (3.71), segue que

inf
w1∈L2(Σ1)

∫
Σ1

w2
1dΣ = − min

f̂∈H1
0 (Ω)×L2(Ω)

{
1

2

∫
Σ1

(
∂ϕ̂

∂ν

)2

dΣ +
(
v0 − v0(T ), f̂ 1

)
−〈v1 − v′0(T ), f̂ 0〉H−1(Ω)×H1

0 (Ω) + α1||f̂ 0||+ α0|f̂ 1|
}
,

(3.76)

restrito a (3.36).

Seja então f̂ = {f̂ 0, f̂ 1} a única solução do seguinte problema dual:

− min
f̂∈H1

0 (Ω)×L2(Ω)

{
1

2

∫
Σ1

(A∗f̂)2dΣ +
〈
〈{−η1, η0}, {f̂ 0, f̂ 1}〉

〉
+ α1||f̂ 0||+ α0|f̂ 1|

}
, (3.77)

onde A∗f̂ é dada em (3.70).

Façamos µ = f̂ , ξ = f e N = Θ com∣∣∣∣∣∣∣
N1 =

1

2

∫
Σ1

(A∗f̂)2dΣ

N2 =
〈
〈{−η1, η0}, {f̂ 0, f̂ 1}〉

〉
+ α1||f̂ 0||+ α0|f̂ 1|.
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Agora, temos〈
N ′1(ξ), µ− ξ

〉
=
〈
N ′1(f), f̂ − f

〉
=

d

dλ
N1

(
f + λ(f̂ − f)

) ∣∣∣∣∣
λ=0

=
d

dλ

[
1

2

∫
Σ1

(
A∗(f + λ(f̂ − f)

)2

dΣ

]∣∣∣∣∣
λ=0

=
1

2

[ ∫
Σ1

2
(
A∗(f + λ(f̂ − f)

)
A∗(f̂ − f)dΣ

]∣∣∣∣∣
λ=0

=

[ ∫
Σ1

(A∗f + λA∗f̂ − λA∗f)(A∗f̂ − A∗f)dΣ

]∣∣∣∣∣
λ=0

=

∫
Σ1

A∗f(A∗f̂ − A∗f)dΣ

=

∫
Σ1

∂ϕ

∂ν

(
∂ϕ̂

∂ν
− ∂ϕ

∂ν

)
dΣ.

Pela proposição 1.2, obtemos a desigualdade variacional∫
Σ1

∂ϕ

∂ν

(
∂ϕ̂

∂ν
− ∂ϕ

∂ν

)
︸ ︷︷ ︸

∗∗

dΣ +
〈
〈{−η1, η0}, {f̂ 0, f̂ 1}〉

〉
+ α1||f̂ 0||

+α0|f̂ 1| −
〈
〈{−η1, η0}, {f 0, f 1}〉

〉
− α1||f 0|| − α0|f 1| ≥ 0.

(3.78)

Analisemos o termo (∗∗) em (3.78). Notemos que, por (3.52) com

w1 = −∂ϕ
∂ν
,

obtemos ∫
Σ1

(
∂ϕ

∂ν

)2

dΣ =
〈
g′(T ), f 0

〉
H−1(Ω)×H1

0 (Ω)
−
(
g(T ), f 1

)
. (3.79)

Também, ∫
Σ1

∂ϕ

∂ν

∂ϕ̂

∂ν
dΣ =

〈
g′(T ), f̂ 0

〉
H−1(Ω)×H1

0 (Ω)
−
(
g(T ), f̂ 1

)
. (3.80)

Portanto, de (3.79) e (3.80), segue que∫
Σ1

∂ϕ

∂ν

(
∂ϕ̂

∂ν
− ∂ϕ

∂ν

)
dΣ = −

(
g(T ), f̂ 1 − f 1

)
+
〈
g′(T ), f̂ 0 − f 0

〉
H−1(Ω)×H1

0 (Ω)
. (3.81)
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Substituindo (3.81) em (3.78), obtemos

−
(
g(T ), f̂ 1 − f 1

)
+
〈
g′(T ), f̂ 0 − f 0

〉
H−1(Ω)×H1

0 (Ω)
−
〈
η1, f̂ 0

〉
H−1(Ω)×H1

0 (Ω)

+
(
η0, f̂ 1

)
+
〈
η1, f 0

〉
H−1(Ω)×H1

0 (Ω)
−
(
η0, f 1

)
+ α1

(
||f̂ 0|| − ||f 0||

)
+ α0

(
|f̂ 1| − |f 1|

)
≥ 0.

Assim,

−
(
g(T ), f̂ 1 − f 1

)
+
〈
g′(T ), f̂ 0 − f 0

〉
H−1(Ω)×H1

0 (Ω)
−
〈
η1, f̂ 0 − f 0

〉
H−1(Ω)×H1

0 (Ω)

+
(
η0, f̂ 1 − f 1

)
+ α1

(
||f̂ 0|| − ||f 0||

)
+ α0

(
|f̂ 1| − |f 1|

)
≥ 0,

ou seja,〈
g′(T )− η1, f̂ 0 − f 0

〉
H−1(Ω)×H1

0 (Ω)
−
(
g(T )− η0, f̂ 1 − f 1

)
+ α1

(
||f̂ 0|| − ||f 0||

)
+α0

(
|f̂ 1| − |f 1|

)
≥ 0.

Portanto,〈
g′(T )− v1 + v′0(T ), f̂ 0 − f 0

〉
H−1(Ω)×H1

0 (Ω)
−
(
g(T ) + v0(T )− v0, f̂ 1 − f 1

)
+α1

(
||f̂ 0|| − ||f 0||

)
+ α0

(
|f̂ 1| − |f 1|

)
≥ 0,

isto é, 〈
v′0(T ) + g′(T )− v1, f̂ 0 − f 0

〉
H−1(Ω)×H1

0 (Ω)
−
(
v0(T ) + g(T )− v0, f̂ 1 − f 1

)
+α1

(
||f̂ 0|| − ||f 0||

)
+ α0

(
|f̂ 1| − |f 1|

)
≥ 0, ∀ f̂ ∈ H1

0 (Ω)× L2(Ω).

Agora, tomando

v = v0 + g

como em (3.38)1, a prova está concluída. �
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