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Resumo

Neste trabalho estudamos a Trivialidade Bilipschitz de famı́lias de germes de funções ana-
lı́ticas, bem como a influência da Filtração de Newton para que ocorra a Trivialidade Bilipschitz.
Usamos a existência de soluções de campos de vetores controlados para obter estimativas do
valor da filtração de Newton de aplicações polinômiais θ : Rn → Rp para que as deformações
ft = f + t · θ sejam trivialmente bilipschitz onde f : Rn → Rp é um germe de aplicação polino-
mial satisfazendo uma condição especı́fica com relação à algum Poliedro de Newton.

Palavras-Chave: Singularidades, Poliedro de Newton, Funções Bi-Lipschitz.



Abstract

In this work, it was studied the Bilipschitz Triviality of germ families regarding analytical
functions as well as Newton Filtration influence on such trivialities. It was used the solution
of controlled vectors field to estimate values of Newton Filtration of polynomials applications
θ : Rn → Rp in order to have deformations ft = f + t · θ being trivial bilipschitz where
f : Rn → Rp is a germ of polynomial application satisfying a specific condition with regard to
some Newton polyhedral.



Introdução

Inicialmente introduzimos conceitos preliminares de anéis de polinômios e módulos com
o intuito de tornar o texto mais acessı́vel e didático para uma primeira leitura por alunos de
graduação. Este capı́tulo pode ser omitido, se necessário, partindo se assim do capı́tulo que
trata de uma introdução à Teoria de Singularidades onde definimos os conceitos de germes
de aplicações suaves, ação de grupos, a R-equivalência de germes em ε0n,p e caracterizamos os
polinômios quase-homogêneos.

Além disso, definimos o conceito de Poliedro de Newton de um germe analı́tico

f : Rk → R, f =

∞∑
n∈Nk

anx
k com xn = xn1

1 · xn2
2 · · ·xnk

k e an ∈ R.

Em seguida definimos a função controle ρ(x) associada a f , com o objetivo de averiguar as
implicações que a Filtração de Newton têm sobre alguns germes de função analı́tica.

Finalmente introduzimos o conceito da bilipschitz-R-Equivalência e da trivialidade bilips-
chitz, mostrando por fim uma condição suficiente para que esta última ocorra em germes poli-
nomiais. Na artigo de Fernandes e Ruas [16] os autores encontram uma condição, a saber

a+ 2b+ 3c ≥ 17,

para que no exemplo de Briançon-Speder [17] a famı́lia

ft(x, y, z) = f(x, y, z) + t · xaybzc

seja trivialmente bilipschitz. Através do resultado principal desta dissertação mostraremos ca-
sos que não satisfazem a condição acima, mas que a famı́lia ainda seja trivialmente bilipschitz.
Citaremos algumas situações que não satisfazem o teorema principal deste trabalho, mas que
satisfazem a condição a+ 2b+ 3c ≥ 17 aumentando a extensão de famı́lias trivialmente bilips-
chitz conhecidas.

Deixamos em Apêndice a demonstração da existência do campo de vetores utilizado no re-
sultado principal, bem como outros resultados que consideramos importantes mas que podem
ser suprimidos, com o intuito de dar fluidez ao texto.
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1.2 Módulos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2 Introdução a Teoria das Singularidades 16
2.1 Germes de Aplicações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.2 Jatos de Germes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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Capı́tulo 1

Conceitos Preliminares

O objetivo desta seção é familiarizar o leitor com os elementos de álgebra comutativa, re-
quisitos necessários para o entendimento dos capı́tulos seguintes.

1.1 Anéis de Polinômios

Definição 1.1.1 Seja(A,+, ·) um anel comutativo. Um polinômio numa variável sobre A é uma
sequência (a0, a1, ..., an, ...), onde ai ∈ A para todo ı́ndice e onde ai ̸= 0 somente para um número
finito de ı́ndices.
Seja A = { polinômios em uma variável sobre A}. No conjunto A, definimos as operações:

⊕ : A×A → A
((a0, a1, ..., an, ...), (b0, b1, ..., bn, ...)) 7→ (a0 + b0, a1 + b1, ..., an + bn, ...)

⊙ : A×A → A
((a0, a1, ..., an, ...), (b0, b1, ..., bn, ...)) 7→ (c0, c1, ..., cn, ...)

onde

c0 = a0b0
c1 = a0b1 + a1b0
...
cn = a0bn + a1bn−1 + a2bn−2 + · · ·+ an−1b1 + anb0
...

A verificação de que (A,⊕,⊙) é um anel é relativamente simples e por isso será omitida.
Temos que o elemento neutro aditivo é o elemento (0, 0, · · · , ), o elemento neutro multiplicativo
é o elemento (1, 0, · · · , 0) e o inverso de (a0, a1, · · · , an, · · · ) com respeito à ⊕ é o elemento
(−a0,−a1, · · · ,−an, · · · ).

A multiplicação de A é comutativa, pois a multiplicação de A é comutativa e usando as
definições de ⊕ e ⊙ temos que:

(0, ..., 0, an︸︷︷︸
lugar n+1

, 0, ...) = (an, 0, 0, ...)⊙ (0, ..., 0, 1︸︷︷︸
lugar n+1

, 0, ...)

e que
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(0, ..., 0, 1︸︷︷︸
lugar n+1

, 0, ...) = (1, 0, 0, ...)n

portanto

(a0, a1, · · · , an, · · · ) = (a0, 0, 0, · · · )⊕ [(a1, 0, 0, · · · )⊙ (0, 1, 0, 0, · · · )]⊕

⊕[(a2, 0, 0, · · · )⊙ (0, 1, 0, 0, · · · )2]⊕ · · · ⊕ [(an, 0, 0, · · · )⊙ (0, 1, 0, 0, · · · )n].

Convencionando x para o elemento (0, 1, 0, · · · ), ai para o elemento (ai, 0, 0, · · ·), além de +
e · para ⊕ e ⊙ respectivamente, quando não houver confusão em qual anel está se realizando a
operação. Podemos escrever, desta forma, o elemento

(a0, a1, · · · , an, · · · ) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n

onde aixi = ai ⊙ xi. Desta forma o anel

A =

{ ∞∑
i=1

aix
i | n ∈ N e ai ∈ A

}
.

é o anel de polinômios numa variável sobre A o qual será denotado por A[x].

Definição 1.1.2 Seja A um anel e seja f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n ∈ A[x] com an ̸= 0. O inteiro n

se chama grau de f(x). O coeficiente an se chama coeficiente lı́der de f(x). Quando o coeficiente lı́der
for igual a 1, o polinômio f(x) é dito mônico.

Por indução, podemos definir o anel de polinômios em k variáveis sobre o anel A do se-
guinte modo:

A[x1, x2, · · · , xn] = {A[x1, x2, · · · , xn−1]} [xn]

Da comutatividade de A, temos que a ordem das variáveis também é comutativa, por exemplo
A[x1, x2] = A[x2, x1].

Definição 1.1.3 Um ideal P em A é dito primo se P ̸= A e se xy ∈ P ⇒ x ∈ P ou y ∈ P .

Definição 1.1.4 Um ideal M é dito maximal se M ̸= A e se não existe ideal I tal que M ⊂ I ⊂ A.
Então M = I ou I = A

Equivalentemente temos:

P é primo ⇔ A/P é um domı́nio de integridade; M é maximal ⇔ A/M é um corpo.

Lema 1.1.5 (Lema de Zorn)(ver Dugundji [3], pag. 31-32): Seja Σ um conjunto parcialmente orde-
nado tal que toda cadeia em Σ possui uma cota superior. Então Σ possui um elemento maximal.

Teorema 1.1.6 Todo anelA não-nulo, comutativo e com a unidade 1, têm pelo menos um ideal maximal.

Demonstração: Seja Ω o conjunto de todos os ideais diferentes de A, ou seja,

Ω = {I ⊂ A | I ̸= A} .

11



Note que 0 ∈ Ω, então Ω ̸= ∅ e Ω com a relação de inclusão é parcialmente ordenado.
Seja {Iα}α∈L uma cadeia em Ω e Σ =

∪
α∈L

Iα. Afirmamos que Σ é ideal de A, pois dados

x, y ∈ Σ, temos que existem α , β ∈ L tais que x ∈ Iα e y ∈ Iβ . Desta forma temos x + y ∈
Iα
∪
Iβ ⊂ Σ. Além disso dados a ∈ Aex ∈ Σ existe α ∈ L, tal que x ∈ Iα, portanto ax ∈ Iα e

consequentemente ax ∈ Σ.

�

Atente que Iα ⊂ Σ, ∀α ∈ L e que Σ ⊂ Ω, pois Σ ̸= A já que 1 ̸∈ Σ, visto que isto implicaria
1 ∈ Iα para algum α ∈ L. Desta forma temos que Σ é cota superior de Ω. Logo, pelo Lema de
Zorn existe M ∈ Ω elemento maximal. Como M é ideal e elemento maximal pela relação de
inclusão, temos que M é um ideal maximal.

Corolário 1.1.7 Seja A anel comutativo com a unidade. Se I ̸= A é um ideal de A, então existe um
ideal maximal de A que contém I, além disso, todo elemento não invertı́vel está contido em um ideal
maximal.

Demonstração: Consideremos o anel A/I. Temos pelo teorema 1.1.1 que A/I têm pelo menos
um ideal maximal. Seja M tal ideal, seus elementos são da forma x̄ = x+ I, note que M pode
ser visto como ideal de A ao se considerar para cada classe x̄ como a soma do elemento x com
todos os possı́veis elementos de I e se este não for maximal em A, então temos que existe um
N ideal de A que contém M. Mas isto significa que N + I = {z + i | z ∈ N e i ∈ I} é ideal de
A/I contendo M, contradizendo assim sua maximalidade em A/I. Logo este é maximal em A
e contém I. A outra parte do corolário é feita aplicando a primeira parte ao ideal gerado pelo
elemento não invertı́vel.

�

Definição 1.1.8 Um anel que possui apenas um ideal maximal é chamado de anel local.

Definição 1.1.9 Definimos o radical de Jacobson de um anel A, como sendo a interseção de todos os
ideais maximais de A, isto é,

Jac(A) :=
∩

M∈A
M

onde M é um ideal maximal de A.

Teorema 1.1.10 Seja A um anel comutativo com a unidade 1. Então se x ∈ A não for invertı́vel existe
um ideal maximal M de A que contém x.

Demonstração: Seja Ω o conjunto de todos os ideais próprios de A que contém x. Temos que
Ω com a relação de inclusão é parcialmente ordenado. Seja Σ =

∪
Iα onde Iα ∈ Ω para cada α,

temos Σ um ideal de A e cota superior de Ω, já que ∀α, x ∈ Iα ⇒ x ∈ Σ. Logo pelo Lema de
Zorn, Ω têm um elemento maximal M, que é um ideal maximal de A e contém x, concluindo a
demonstração.

�

Teorema 1.1.11 SejaA um anel comutativo com a unidade 1. Então x ∈ Jac(A) ⇔ 1−xy é invertı́vel
em A para todo y ∈ A.
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Demonstração: Suponha que x ∈ Jac(A) e que 1 − xy não é invertı́vel. Pelo Corolário 1.1.7
temos que 1 − xy está contido em um ideal maximal M. Mas x ∈ Jac(A) ⊆ M. Portanto
xy ∈ M, daı́ 1 = (1 − xy) + xy ∈ M o que é um absurdo. Reciprocamente, suponha que
(1− xy) é invertı́vel ∀y ∈ A e que x ̸∈ Jac(A), então x ̸∈ M para algum M maximal. Portanto
x̄ ∈ A/M é diferente de 0̄. Como M é maximal A/M é corpo, daı́ existe ȳ ∈ A/M tal que
x̄ · ȳ = 1̄, o que implica bar1− xy = 0̄ e daı́ temos que 1− xy não é invertı́vel.

�

Proposição 1.1.12 Seja A um anel e M um ideal próprio de A tal que todo x ∈ A−M é invertı́vel em
A. Então A é um anel local e M é um ideal maximal.

Demonstração: Seja I ideal de A, então I é composto de elementos não invertı́veis e daı́ temos
I ⊂M . Logo M é o único ideal maximal de A.

�

Proposição 1.1.13 Seja A um anel e M um ideal maximal de A, tal que todo elemento de 1+ M
= {1 + x;x ∈M } é invertı́vel em A. Então A é um anel local

Demonstração: Seja x ∈ A− M , uma vez que M é maximal o ideal gerado por x e por M é
igual a A, isto é, (x)+M = A. Daı́ existe y ∈ A e t ∈M, tais que xy+ t = 1, portanto xy = 1− t
e daı́ temos xy ∈ 1+M e pela hipótese xy é invertı́vel implicando que o próprio x é invertı́vel.
Pela proposição anterior temos que A é um anel local.

�

Definição 1.1.14 Sejam (A,+, ·) e (B,⊕,⊙) dois anéis. Uma aplicação f : A → B é um homomor-
fismo se ela satisfaz as condições seguintes:

i) f(x+ y) = f(x)⊕ f(y), para todo x, y ∈ A.

ii) f(x · y) = f(x)⊙ f(y), para todo x, y ∈ A.

iii) f(1A) = 1B .

Exemplos:

1. Id : (A,+, ·) → (A,+, ·), definido por Id(a) = a,∀a ∈ A é um homomorfismo chamado
de identidade.

2. Se I é um ideal de (A,+, ·) então ϕ : (A,+, ·) → (A/I,⊕I ,⊙I), definido por ϕ(a) = a+I, ∀
a ∈ A é um homomorfismo chamado de projeção canônica.

3. Se f : (A,+, ·) → (B,⊕,⊙) e g : (B,⊕,⊙) → (C,⊕o,⊙o) são homomorfismos, então
g ◦ f : (A,+, ·) → (C,⊕o,⊙o) é um homomorfismo.

Seja f : (A,+, ·) → (B,⊕,⊙) um homomorfismo de anéis. Temos a seguir algumas das
propriedades dos homomorfismos.

1) Seja kerf :={a ∈ A | f(a) = 0} ⊆ A. Então kerf é um ideal de A chamado de núcleo de
f ;

2) Seja Imf :={f(a) ∈ B | a ∈ A} ⊆ B. Então (Imf,⊕,⊙) é um anel chamado de imagem
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de f ;

3) f(0A) = 0B ;

4) f(−a) = −f(a), ∀a ∈ A;

5) f é injetiva se, e somente se, kerf = {0};

Se f for um homomorfismo bijetivo, dizemos que f é um isomorfismo.

Teorema 1.1.15 (Teorema dos isomorfismos)(ver Garcia [11], pag 29):
Seja f : (A,+, ·) → (B,⊕,⊙) um homomorfismo de anéis então a aplicação abaixo é um isomor-

fismo de anéis.

f̄ : (A/kerf,⊕,⊙) → (Imf,⊕,⊙)

ā 7→ f(a)

1.2 Módulos

Definição 1.2.1 Seja A um anel comutativo. Um A - módulo é par (M.µ) ondeM é um grupo abeliano
aditivo e µ é uma aplicação de A×M em M tal que, se nós escrevemos ax para µ(x+ y) com a ∈ A e
x ∈ M, as seguintes condições são satisfeitas:

a(x+ y) = ax+ ay,

(a+ b)x = ax+ bx,

(ab)x = a(bx)

1x = x

para a, b ∈ A e x, y ∈ M.

Exemplos:

1. Um ideal I de A é um A - módulo.

2. Seja K um corpo. Um K - espaço vetorial é um exemplo K - módulo.

3. Seja A = K [x] onde K é um corpo. A assim descrito é um K - módulo.

Definição 1.2.2 Sejam M,N A - módulos. Uma função f : M → N é um homomorfismo de A -
módulos (ou A - homomorfismo) se

f(x+ y) = f(x) + f(y)

f(ax) = a · f(x)

para todo a ∈ A e todo x, y ∈ M.

Definição 1.2.3 Um submódulo N de um A - módulo M é um subgrupo fechado com a multiplicação
de elementos de A, ou seja,

a · n ∈ N , ∀a ∈ A e ∀n ∈ N

14



Definição 1.2.4 Dados os elementos m1,m2, · · · ,mn do A-módulo M. Dizemos que

N = (m1,m2, · · · ,mn) = {a1m1 + · · ·+ anmn; ai ∈ A}

para todo i é o submódulo gerado por m1,m2, · · · ,mn;

Observação: Dado um A-módulo M, pode-se, analogamente ao caso de anéis, definir
núcleo e imagem por A-homomorfismo e estes são submódulos de M.

Definição 1.2.5 O grupo abeliano M/N com N submódulo de M com a estrutura definida por a(x+
N ) = ax +N é um módulo, denominado quociente de M por N . Com isto definimos o conúcleo de
um A-homomorfismo f : M → N por:

Coker(f) = N/Im(f )

que é um módulo quociente de N .

Se N ,P são submódulos de M, definimos (N : P) como sendo o conjunto de todos os
elementos a ∈ A tais que aP ⊆ N é um ideal de A. Em particular (0 : M) que é conjunto de
todos os elementos a ∈ A tais que aM ⊆ ′ é chamado de ideal anulador de M, denotado por:
Ann(M).

Proposição 1.2.6 (ver Atiah [4], pag 21) Seja M um A-módulo, seja α um ideal de A, e seja ϕ um
endomorfismo de A-módulos, tal que ϕ(M) ⊆ αM . Então ϕ satisfaz uma equação da forma

ϕn + a1ϕ
n−1 + · · ·+ an = 0

onde os termos ai pertencem a α.

Corolário 1.2.7 Seja M um A-módulo finitamente gerado e seja α um ideal de A tal que αM = M .
Então exite x ≡ 1(modα) tal que xM = 0.

Prova: Basta tomar ϕ como a identidade, x = 1 + a1 + · · ·+ an = 0.

Lema 1.2.8 (Lema de Nakayama): Seja M um A-módulo finitamente gerado e seja α um ideal de de
A contendo o Jac(A). Então αM=M implica M = 0.

Demonstração: Temos que M é finitamente gerado, α é um ideal de A, tal que αM=M . Então
existe x ∈ A; x ≡ 1(modα) e xM = 0. Por outro lado α ⊆ Jac(A). Daı́ 1 − x ∈ α ⊂ Jac(A),
decorrendo que 1− (1− x)y é inversı́vel ∀y ∈ A. Particularmente, tomando y = 1, temos:

1− (1− x) = x é inversı́vel.

Logo x−1xM =M = 0.

�
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Capı́tulo 2

Introdução a Teoria das Singularidades

2.1 Germes de Aplicações

Sejam X um espaço topológico, x ∈ X um ponto, Y um conjunto qualquer e

M = {(U, f) ; f : U → Y, é uma função, U vizinhança de x em X}.

Em M definimos a relação:

(U, f) ≈ (V, g) ⇔ existe W vizinhança de x em U
∩
V tal que f∣∣

W

≡ g∣∣
W

Observação: A relação, acima definida, é uma relação de equivalência e a classe de equivalência
da relação é chamada de germe da aplicação de X em Y no ponto x ∈ X . Usualmente denota-
remos a classe de equivalência (U, f) simplesmente por f .

Exemplo 1: Considere a função f (x) = x4−4
x2−2

. Veremos qual a classe de f no ponto x = 2012.

Primeiramente note que x4 − 4 =
(
x2 − 2

) (
x2 + 2

)
e que R −

{
−
√
2,
√
2
}

é aberto. Daı́(
R−

{
−
√
2,
√
2
}
, f
)
≈
(
U, x2 + 2

)
, para todo U ⊂ R aberto contendo x = 2012 e que não

contenha os pontos x = −
√
2 e x =

√
2.

Denotaremos por εxn,p ao conjunto de todos os germes de aplicações suaves f : U ⊂ Rn →
Rp no ponto x ∈ U , isto é, εxn,p = {(f, x) ; f : U ⊂ Rn → Rp, f suave em x ∈ U}.

Notações:

1. Em caso de x ser a origem de Rn usamos a notação εn,p.

2. Em caso de p = 1 usamos a notação εxn .

Observações:

1. Pode-se mostrar que εan é um anel comutativo com unidade e além disso os anéis εan e εbn
são isomorfos.

2. Podemos tomar εan,p = {f = (f1, f2, ..., fp) |fi ∈ εan} = εan × ... × εan, daı́ εan,p é um εan -
módulo livre.

Desta forma todo germe f ∈ εn,p com f(0) = 0 induz um homomorfismo f∗ : εp → εn pela
composição f∗(g) = g ◦ f .
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Definição 2.1.1 Definimos mn como o conjunto de todos os germes f ∈ εn tais que f(0) = 0.

Proposição 2.1.2 mn é o único ideal maximal de εn;

Demonstração: É fácil ver que mn é ideal de εn. Mostraremos que mn é maximal. De fato,
seja I ⊂ εn ideal tal que mn está contido propriamente em I . Logo, existe f ∈ I tal que f ̸∈mn.
Portanto f(0) ̸= 0 e daı́ a função f(x) ̸= 0 para alguma vizinhança V de 0. Logo, g(x) = 1

f(x)

está bem definida em V e além disso o produto dos germes f(x) · g(x) = 1 o que implica que
f é invertı́vel e consequentemente I = εn. Note que todo f ∈ εn−mn é invertı́vel, então pela
Proposicão 1.1.12 temos que mn é o único ideal maximal de εn.

�

Proposição 2.1.3 mk
n =mn × ... ×mn é gerado pelos monômios de grau k nas variáveis x1, x2, ..., xn.

Além disso, mk
n =

{
f ∈ εn;

∂(a)(f)
∂xa (0) = 0, 0 ≤ a < k

}
Demonstração: Para o caso de k = 1 devemos provar que mn = ⟨x1, · · · , xn⟩. Obviamente
⟨x1, · · · , xn⟩ ⊂mn, pois se g ∈ ⟨x1, · · · , xn⟩ ⇒ g(x) = x1h1(x)+· · ·+xnhn(x) ⇒ g(0) = 0 ⇒ g ∈
mn. Reciprocamente seja f ∈ mn um germe de função e considere uma vizinhança V da
origem, defina para cada x ∈ V a aplicação ϕx : R → R definida por ϕx(t) = f(tx). Pelo
Teorema Fundamental do Cálculo

∫ 1
0 ϕ

′
x(t)dt = ϕx(1)− ϕx(0).

Note que ϕx(0) = 0 e ϕx(1) = f(x), daı́

f(x) =
∫ 1
0

d[f(tx)]
dt dt =

∫ 1
0

(
n∑

i=1

xi ·
df(tx)

dxi

)
dt =

n∑
i=1

xi

[∫ 1

0

df

dxi
(tx)dt

]
= x1h1(x)+· · ·+xnhn(x)

onde hi(x) =
∫ 1
0

df
dxi

(tx)dt o que implica que f ∈ ⟨x1, · · · , xn⟩. Por indução temos que se o
resultado for válido para mk

n, então

mk+1
n = mk

n× mn = ⟨xk⟩ × ⟨x⟩

Garantindo a primeira parte do resultado.

A inclusão mk
n ⊂

{
f ∈ εn;

∂(a)(f)
∂xa (0) = 0, 0 ≤ a < k

}
torna-se trivial pelo que foi demons-

trado. Se f ∈
{
f ∈ εn;

∂(a)(f)
∂xa (0) = 0, 0 ≤ a < k

}
o polinômio de Taylor de f em torno da ori-

gem até a ordem k é nula, daı́ este polinômio é gerado pelos monômios de grau k, o que implica
que f ∈ mk

n concluindo assim a demonstração.

2.2 Jatos de Germes

Definição 2.2.1 Dado um germe f ∈ εn, definimos o k-jato de f na origem como sendo o polinômio de
Taylor de f , na origem, até a ordem k.

Notação: jkf(0) = f(0) + df(0) · x+ 1
2d

2f(0) · x2 + ...+ 1
k!d

kf(0) · xk.

Definição 2.2.2 Definimos o espaço dos k-jatos por:

Jk(n) =
{
jkf(0); f ∈ εn, f(0) = 0

}
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Proposição 2.2.3 Jk(n) é um espaço vetorial de dimensão finita. Além disso εn
mk+1

n
≃ Jk(n).

Demonstração: Mostraremos que Jk(n) é subespaço de mn. Sejam jkf(0),jkg(0) ∈ Jk(n) e
α ∈ R, temos que:

αjkf(0) + jkg(0) = αf(0) + αf ′(0)x+ · · ·+ α f (k)(0)
k! xk + g(0) + g′(0)x+ · · ·+ g(k)(0)

k! xk =

(αf(0) + g(0)) + (αf ′(0) + g′(0))x+ · · ·+ (α f (k)(0)
k! + g(k)(0)

k! )xk ∈ Jk(n)

pois é o k-jato da função αf+g e além disso f(0) = g(0) = 0, concluindo que Jk(n) é subespaço
vetorial de mn. Como a dimensão de mn é finita temos assim provado a primeira parte da
proposição.

Para provar a segunda parte definimos a função ϕk : εn → Jk(n) com ϕk(f) = jkf(0). A
aplicação ϕk está bem definida por conta da unicidade da expansão em série de Taylor de f em
torno da origem. Mostrando que ϕk é homomorfismo, sejam f, g ∈ εn temos que:

ϕk(f + g) = jk(f + g)(0) = (f(0) + g(0)) + (f ′(0) + g′(0))x+ · · ·+ (f (k)(0)+g(k)(0))
k! xk =

jk(f)(0) + jk(g)(0) = ϕk(f) + ϕk(g).

Analogamente se verifica para αf , com α ∈ R e f ∈ εn, concluindo que ϕk é homomorfismo.
Afirmamos também que ker(ϕk) = mk+1

n , de fato, seja f ∈ ker(ϕk) então jk(f)(0) = 0 o que

implica d(a)f(0)
dxa = 0 para todo a ∈ {0, 1, · · · , k} ⇒ f ∈ mk+1

n . Reciprocamente seja f ∈ mk+1
n

então d(a)

dxa (0) = 0 para todo a ∈ {0, 1, · · · , k} o que implica f ∈ ker(ϕk).
É fácil ver que ϕk é sobrejetora, logo pelo Teorema dos Isomorfismos temos εn

mk+1
n

≃ Jk(n).

�

Definição 2.2.4 Sejam G um grupo e C um conjunto qualquer. Uma ação do grupo G no conjunto C
é uma função

φ : G× C → C

tal que:

1. φ(e, c) = c para todo c ∈ C

2. φ(g1, φ(g2, c)) = φ(g1 · g2, c)

Uma ação define uma relação de equivalência em C da seguinte forma:

x, y ∈ C, x ∼ y ⇔ ∃g ∈ G tal que φ(g, x) = y

As classes de equivalências são chamadas de órbitas e denotadas por

G · c = {φ(g, c) ∈ C; g ∈ G} = {d ∈ C; d ∼ c} = {g · c; g ∈ G}

Exemplo 2: Sejam G um grupo e C um conjunto não-vazio qualquer. A função φ : G× C → C
dada por: φ(g, x) = x para todo x ∈ C e g ∈ G é uma ação de G sobre C chamada de ação trivial.

Exemplo 3: Sejam (H, ·) e (G, ∗) dois grupos, σ : H → G um homomorfismo de grupos. A
função φ : H ×G→ G definida por φ(a, x) = σ(a) ∗ x é uma ação de H sobre G.

Solução: Dados a, b ∈ H e x ∈ G temos que φ : (a, φ(b, x)) = σ(a) ∗ φ(b) ∗ x = σ(a · b) ∗ x =
φ(a · b, x). Portanto φ é uma ação de H em G.
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Definição 2.2.5 Denotamos por Rn o conjunto de todos os germes de aplicações h : Rn, 0 → Rn, 0 tal
que h é difeomorfismo local.

Notação: Rn = {h : Rn, 0 → Rn, 0;h difeomorfismo local}.

Para as definições a seguir consideraremos

ε0n,p = mn ·εn,p = ε0n,p = {f : Rn, 0 → Rp, 0; f é C∞}.

Definição 2.2.6 A R-Equivalência está relacionada à ação r : Rn × ε0n,p → ε0n,p dada por r(h, f) =
f ◦h−1. Ou seja, dois germes f, g ∈ ε0n,p estão relacionados (são R-equivalentes), se e somente se, existir
h ∈ R = Rn talque f ◦ h−1 = g. Isto é, o diagrama abaixo é comutativo.

Rn, 0
f−→ Rp, 0

h ↓
g

↗
Rn, 0

Notação: f R∼ g.

Exemplo 4: Pela Forma Local das Submersões, se f : Rp+k, 0 → Rp, 0 é tal que f ′(0) é so-
brejetiva, então existe um germe h ∈ Rp+k tal que f ◦ h(x, y) = x, (x, y) ∈ Rp × Rk.

2.3 Polinômios Quase-Homogêneos

Seja R [x1, ..., xn] o anel dos polinômios sobre R nas variávies x1, ..., xn.

Definição 2.3.1 Um polinômio p ∈ R [x1, ..., xn] é dito homogêneo de grau d quando todos os monômios
forem do tipo

x1
r1 · x2r2 · ... · xnrn ,

com r1 + ...+ rn = d.

Exemplo 5: p(x, y, z) = xyz + x2y + zx2 + z3 é homogêneo de grau 3 em R [x, y, z].

Se identificarmos o monômio x1r1 ·x2r2 · ... ·xnrn com a n-upla (r1, ..., rn) podemos caracteri-
zar um polinômio homogêneo de grau d como sendo o polinômio cujos monômios estão sobre
o hiperplano

x1 + ...+ xn = d

Exemplo 6: No polinômio p(x, y, z) = 5x3+xyz+3yz2+2z3 podemos identificar seus monômios
com os termos (3, 0, 0), (1, 1, 1), (0, 1, 2)e(0, 0, 3) os quais estão sobre o plano x+ y + z = 3.

Definição 2.3.2 Um polinômio p(x) =
∑
α∈ N

aα ·x1α1 ·x2α2 · ... ·xnαn é dito quase-homogêneo de pesos

(w1, w2, ..., wn) e grau pesado d quando para cada aα ̸= 0, w1α1 + w2α2 + ...+ wnαn = d.

Exemplo 7: p(x, y, z) = x15+x3y6+x2y2z3 é quase-homogêneo de pesos (1, 2, 3) e grau pesado
15.
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Proposição 2.3.3 Seja p(x) um polinômio quase-homogêneo do tipo (w1, ..., wn; d). Seja

w′ = mdc {w1, ..., wn}

então p(x) é quase-homogêneo do tipo
(
w1
w′ , ...,

wn
w′ ;

d
w′

)
.

Demonstração: Seja ak · x1α1 · x2α2 · ... · xnαn um monômio de p(x), então

w1α1 + w2α2 + ...+ wnαn = d.

Daı́,

w1
w′ α1 +

w2
w′ α2 + ...+ wn

w′ αn = d
w′ .

Concluindo assim a proposição.
Devido a Proposição 2.3.3, podemos supor a partir daqui que os pesos são primos entre si.

Fixados os pesos w1, ..., wn, associamos à estes a ação do grupo multiplicativo R∗ = R−{0} em
Rn por:

π : R∗ × Rn → Rn

(t, x) 7→ (tw1x1, t
w2x2, ..., t

wnxn)

(2.1)

com x = (x1, ..., xn).

Proposição 2.3.4 Um polinômio p(x) ∈ Rn [x1, ..., xn] é quase-homogêneo do tipo (w1, ..., wn; d) se, e
somente se, p(tx) = p (tw1x1, t

w2x2, ..., t
wnxn) = tdp(x).

Demonstração: Seja p(x) =
∑
aαx1

α1x2
α2 · · ·xnαn ∈ Rn [x1, ..., xn] um polinômio quase-homogêneo

do tipo (w1, ..., wn; d). Então w1α1 + w2α2 + · · ·+ wnαn = d e daı́

p(tx) = p (tw1x1, t
w2x2, ..., t

wnxn) =
∑
aα(t

w1x1)(t
w2x2) · · · (twnxn) =∑

aαt
w1α1+w2α2+···+wnαn · x1α1x2

α2 · · ·xnαn = td
∑
aαx1

α1x2
α2 · · ·xnαn = tdp(x).

Reciprocamente, suponha que p(tx) = tdp(x). Portanto

td
∑
aαx1

α1x2
α2 · · ·xnαn =

∑
aαt

w1α1+w2α2+···+wnαn · x1α1x2
α2 · · ·xnαn .

Logo

td = tw1α1+w2α2+···+wnαn ⇒ w1α1 + w2α2 + · · ·+ wnαn = d

Ou seja, p(x) é quase-homogêneo da forma (w1, ..., wn; d).

�

Proposição 2.3.5 Seja p(x) ∈ Rn [x1, ..., xn] um polinômio quase-homogêneo do tipo (w1, ..., wn; d),
então p(x) ∈ mn·Jp. Onde Jp =

⟨
∂p
∂x1

(x), ..., ∂p
∂xn

(x)
⟩

.

Demonstração: Para isso basta mostrarmos que w1x1
∂p
∂x1

+ ... + wnxn
∂p
∂xn

= d · p(x), pois da
proposição 2.1.3 temos mn gerado pelos monômios x1, ..., xn.

De fato, da proposição 2.3.4 temos p (tw1x1, t
w2x2, ..., t

wnxn) = tdp(x1, ..., xn). Derivando
em relação a t obtemos:
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n∑
i=1

wi
∂p
∂xi

(tx) · twi−1 · xi = d · td−1p(x)

fazendo t = 1 temos

d · p(x) =
n∑

i=1

wi
d · xi · ∂p

∂xi

Logo p(x) ∈ mn·Jp.

�
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Capı́tulo 3

Poliedro e Filtração de Newton

3.1 Poliedro de Newton

Definição 3.1.1 Considere f =

∞∑
n∈Nk

anx
n, uma função analı́tica onde xn = x1

n1 ...xk
nk e an ∈ R.

Definimos o suporte de f por:

supp f =
{
n ∈ Nk : an ̸= 0

}
Exemplo 8: Seja f = R3 → R tal que f (x, y, z) = x4 + xyz3 + xz + y4 + z5, temos o

supp f = {(4, 0, 0) , (1, 1, 3) , (1, 0, 1) , (0, 4, 0) , (0, 0, 5)}

Definição 3.1.2 Dizemos que f =

∞∑
n∈Nk

anx
n é cômodo se para qualquer i = 1, ..., k o monômio xini

aparece em f com coeficiente não-nulo.

Exemplo 9: Seja f = R3 → R tal que f (x, y, z) = x2 + y3 + z4 + xyz é cômodo enquanto o
polinômio g = R2 → R dado por g (x, y, z) = x5 + xy4 não é cômodo.

Definição 3.1.3 Seja f =
∑∞

n∈Nk anx
n ∈ R [[x1, ..., xk]], definimos o Poliedro de Newton de f como

sendo o fecho convexo em Rk
+ do conjunto ∪(

n+ Rk
+

)
onde n ∈ suppf\ {0}.

Notação: Γ+ (f).
O termo Rk

+ = {(x1, · · · , xn) ∈ R;xi ≥ 0, ∀i = 1, · · · , k} é usado para caracterizar o octante
positivo de Rk. Para ajudar a compreensão exemplificaremos através de uma figura como seria
o conjunto (3, 4) + R2

+.
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3

4

Exemplo 10: Seja f = R2 → R dada por f (x, y) = x6 + x4y + xy4 + y7 temos o poliedro de
Newton caracterizado pela figura a seguir.

7

4

1

1 4 6

Ou seja o poliedro de Newton Γ+ (f) neste caso pode ser pensado como a parte ilimitada
de R2

+ a partir dos segmentos de reta que ligam os pontos (6, 0) , (4, 1) , (1, 4) e (0, 7).

Definição 3.1.4 Definimos a Fronteira de Newton, ou Polı́gono de Newton, da série f na origem
como sendo a união das faces compactas do poliedro Γ+ (f), denotada por Γ (f).

Exemplo 11: Seja f (x, y) = x5 + xy2 + y6, temos o polı́gono de Newton dado como sendo a
união dos segmentos de reta que ligam os pontos (5, 0) , (1, 2) e (0, 6).

1

2

5

6
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Definição 3.1.5 Definimos a Parte Principal Newtoniana ou simplesmente Parte Principal do
polinômio f , como sendo o polinômio

f0 =
∑

n∈Γ(f)

anx
n.

A união de todos os segmentos de origem em 0 ∈ R e extremo sobre Γ (f) será denotada pela notação
Γ− (f).

Exemplo 12: Seja f (x, y) = x3 + x2y3 + y4 + xy, temos a parte principal Newtoniana dada por
g (x, y) = x3 + y4 + xy e Γ− (f) será dado de acordo com a figura a seguir:

1

1 3

4

Seja Γ+ ⊆ Rk um poliedro de Newton, dado um vetor v ∈ Rk
+ definiremos

l (v) = min
{⟨
v, x
⟩
;x ∈ Γ+

}
Definição 3.1.6 Uma face de Γ+ é um subconjunto da forma

∆(v) =
{
x ∈ Γ+;

⟨
v, x
⟩
= l (v) para algum v ∈ Rk

+\ {0}
}

Como v ∈ Rk
+ e x ∈ Γ+, temos que o menor valor que

⟨
x, v
⟩
−l(v) pode assumir é zero, logo⟨

x, v
⟩
= v1x1 + v2x2 + ...+ vkxk = l (v)

está contido no hiperplano perpendicular a v.

Dizemos que um vetor v ∈ Zk
+\ {0} é primitivo quando v é o vetor de menor comprimento

entre os vetores do conjunto {λv : λ ∈ R+} ∩
{
Zk
+\ {0}

}
. Além disso diremos que uma face

∆(v) têm dimensão d, 0 ≤ d ≤ k − 1 quando o menor subespaço afim que contém ∆(v) têm
dimensão d.

Definiremos C (∆) como sendo o cone convexo de vértice 0 e de base ∆, isto é, a reunião de
todas as semi-retas de Rk partindo da origem que passam por ∆ e consideraremos ∆ um po-
liedro compacto, convexo, de dimensão q (q entre 0 e k − 1) em Rk cujos vértices pertencem
a Zk. Chamamos a atenção para o fato de que para cada face as faces podem ter dimensões
distintas, por exemplo, no R3 as faces podem ter dimensões 0 (um vértice do poliedro), 1 ou 2
como vemos nas figuras a seguir:

24



3.2 Filtração de Newton

Definição 3.2.1 Seja R um anel comutativo com unidade qualquer, uma filtração sobre R é uma função

d : R→ R+
∪

{∞}

tal que:

• d (1) ≥ 0, d (0) = +∞;

• d (x+ y) ≥ min {d (x) , d (y)};

• d (x · y) ≥ d (x) + d (y).

Definição 3.2.2 Dizemos que uma filtração d é homogênea quando d (xq) = q · d (x) , ∀x ∈ R e para
qualquer q ∈ N.

Afirmação: Para cada face de dimensão máxima existe um único vetor primitivo que ∆ =
∆(v).
Demonstração: Seja Γ+(f) um poliedro de Newton em Rn

+, sabemos que o suporte de f é um
subconjunto de Zn. Um face ∆ compacta de dimensão máxima está contida em um hiper-
plano H ⊂ Rn, consideremos supp(f) = {(xi1, xi2, · · · , xin), i ∈ α} com α caracterizando os
monômios de f . Observe que uma face de dimensão máxima têm no mı́nimo n vértices.

Dessa forma podemos caracterizar n − 1 vetores linearmente independentes em H , com
entradas em Z, tomando v como o produto vetorial desses vetors, teremos v ortogonal a H ,
logo tome 1

λv ∈ Zn onde λ é o mdc das entradas de v.

�
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Feita essa afirmação, sejam v1, v2, · · · , vr os vetores primitivos correspondentes às faces de
dimensão k − 1 de Γ, tais que l (vj) ̸= 0 para todo j = 1, 2, · · · , r. Seja M o mı́nimo múltiplo
comum entre l (v1) , · · · , l (vr) ou qualquer outro múltiplo comum desses números. Para cada
j = 1, 2, · · · , r consideremos a aplicação linear

ϕ∆(vj) : R
k
+ → R+

dada por

ϕ∆(vj) (n) =
M

l(vj)

⟨
n, vj

⟩
Definimos assim a aplicação filtrante associada a Γ+ como a aplicação

ϕ : Rk
+ → R+

dada por ϕ (n) = min
{
ϕ∆(vj) (n) ; j = 1, 2, · · · , r

}
Observe que ϕ

∣∣
C(∆(vj))

(n) = ϕ∆(vj) (n) .

Definição 3.2.3 Chamamos filtração de Newton induzida por Γ+ a aplicação

d : R [x1, x2, · · · , xn] → R+ ∪ {+∞}

dada por

d (h) = min {ϕ (n) : n ∈ supp (h)}

quando h ̸= 0 e d(0) = +∞

Afirmação: A aplicação d assim definida é uma filtração.
Demonstração: Observemos que a unidade de R [x1, · · · , xk] é dada por 1 = x01 · · · · · x0k daı́

supp(1) = {(0, 0, · · · , 0)}. Logo

d(1) = min {ϕ(n);n ∈ supp(1)} = 0

De ϕ(0, · · · , 0) = min
{
ϕ∆(vj)(0, · · · , 0)

}
= min

{
M

l(vj)

⟨
(0, · · · , 0), vj

⟩}
= 0, satisfazendo a

primeira condição de filtração.

Mostraremos que d(f + g) ≥ min {d(f), d(g)}.

Tomando

f =
∑
i

aix
q1i
1 xq2i2 · · ·xqkik e g =

∑
j

bjx
m1j

1 x
m2j

2 · · ·xmkj

k

temos que supp(f + g) ⊂ supp(f) ∪ supp(g). Consideremos n ∈ supp(f) e m ∈ supp(g) tais
que d(f) = ϕ(n) e d(g) = ϕ(m) e sem perda de generalidade suponha d(f) ≥ d(g), então

d(f + g) = min {ϕ(α);α ∈ supp(f + g)} ≥ min {ϕ(α) : α ∈ supp(f) ou α ∈ supp(g)} =

= min {d(f), d(g)}
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como querı́amos mostrar. Resta-nos verificar a terceira e última condição para que d seja
filtração, ou seja, resta mostrar que d(f · g) ≥ d(f) + d(g).

Note que f · g =

(∑
i

aix
q1i
1 xq2i2 · · ·xqkik

)
·

∑
j

bjx
m1j

1 x
m2j

2 · · ·xmkj

k


Logo os elementos do supp(f · g) são somas de elementos do supp(f) com elementos do

supp(g), portanto

d(f · g) = min{ϕ(γ); γ ∈ supp(f · g)} = min{ϕ(α+ β);α ∈ supp(f) e β ∈ supp(g)} =

= min{ M
l(vj)

⟨
α, vj

⟩
+ M

l(vj)

⟨
β, vj

⟩
;α ∈ supp(f) e β ∈ supp(g)} ≥

≥ min{ M
l(vj)

⟨
α, vj

⟩
;α ∈ supp(f)}+ min{ M

l(vi)

⟨
β, vi

⟩
;β ∈ supp(g)} =

= min{ϕ(α);α ∈ supp(f)}+min{ϕ(β);β ∈ supp(g)} = d(f) + d(g).

Na desigualdade acima, a igualdade só ocorre quando o valor de ϕ(α) e ϕ(β) são obtidos
pelo mesmo vetor primitivo vj .

�

Consideremos a matriz A =
(
aij

)
, i = 1, · · · , n e j = 1, · · · ,m uma matriz de inteiros

não-negativos. Denotaremos as linhas e colunas da matriz A por

ai =
(
a1i , · · · , ami

)
e aj =

(
aj1, · · · , a

j
n

)
Ou seja,

A =


a11 a21 · · · am1
a12 a22 · · · am2
...

...
. . .

...
a1n a2n · · · amn


Dessa forma para p ∈ R denotaremos por pji = p·aji e pj = p·aj , além dissoA assim definida

é denominada matriz de vértices do suporte de f quando cada coluna da matriz A pertence ao
suporte de f , isto é, supp(f) = supp(A) =

{
aj , j = 1, · · · ,m

}
. Chamaremos a matriz A de

matriz de Newton de f quando A é uma matriz de vértices do suporte que gera o poliedro de
Newton de f , ou seja, a interseção de Γ+(f) com cada eixo coordenado é não-vazio, isto é, A
possui um bloco diagonal, por exemplo, para n = 2

A =

(
a11 0 · · · am1
0 a22 · · · am2

)
temos o polı́gono de Newton de ρ2p dado pela primeira figura da página a seguir.

A matriz de Newton A também pode ser chamada de matriz cômoda, pois um polinômio
que lhe é associado é um polinômio cômodo e no que segue, consideraremos Γ+(f) = Γ+(A) e
A uma matriz de vértices cômoda.

Exemplo 13: A seguir faremos um exemplo prático do cálculo da filtração de Newton de uma
matriz A. Considere a matriz de Newton
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A =

(
5 0 2
0 6 1

)
temos o polı́gono de Newton de A dado por:

Observe que cada face é dada por um polinômio quase homogêneo, a saber

p∆1(x, y) = x5 + x2y e p∆2(x, y) = y6 + x2y,

daı́ temos p∆1 do tipo (1, 3; 5) e p∆2 do tipo (5, 2; 12), de onde tiramos os vetores primitivos que
caracterizam cada face v∆1 = (1, 3) e v∆2 = (5, 2).

Calculando l(v∆1) e l(v∆2):

l(v∆1) = min{⟨(1, 3), (5, 0)⟩, ⟨(1, 3), (0, 6)⟩} = 5

l(v∆2) = min{⟨(5, 2), (5, 0)⟩, ⟨(5, 2), (0, 6)⟩} = 12

De onde temos M = 60 e a seguir calculamos a filtração de Newton:

ϕ(h) = min{ϕ∆1(h), ϕ∆2(h)} = min{60
5 ⟨(a, b), (1, 3)⟩,

60
12⟨(a, b), (5, 2)⟩} =

= {12a+ 36b, 25a+ 10b}

Definição 3.2.4 A função controle ρ(x) do Poliedro de Newton Γ+(f) é definida por

ρ(x) =

 m∑
j=1

x2p
j

 1
2p

=

 m∑
j=1

x
2pj1
1 · x2p

j
2

2 · · · · · x2p
j
n

n

 1
2p

onde p é tomado grande o suficiente para que os números 2pji são inteiros e ρ2p é um polinômio.
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Exemplo 14: Se a matriz A é da forma

A =

 8 0 0 5 3
0 l 0 0 1
0 0 l 2 3


temos o poliedro de newton Γ+(A) dado acima e a função controle deste poliedro é dada

por:

L

L

2

5

8

ρ(x1, x2, x3) =
(
x161 + x2l2 + x2l3 + x101 x

4
3 + x61x

2
2x

6
3

) 1
2 .

Definição 3.2.5 Seja f ∈ R[x1, x2, · · · , xna] um polinômio, d ∈ Q+ eA a matriz de Newton associada
a f , denotamos:

Γ+(ρ
d) = Γ+(dA)

Γ(ρd) = Γ(dA)

Definição 3.2.6 Seja f ∈ εn um germe de função analı́tica definido por

f(x) =
∑
v

cvx
v, onde v = (v1, · · · , vn)

Dizemos que f é uma A-forma de grau d se v ∈ Γ(ρd) para todo cv ̸= 0 na série de Taylor de f .

Ou seja, o polı́gono de Newton de f é paralelo ao polı́gono dado por ρ.
Exemplo 15: Considere

A =

(
4 0 1
0 5 3

)
então ρ(x, y) = (x8+y10+x2y6)

1
2 é a função controle associada e f(x, y) = x8+y10+x2y6 é uma

A-forma de grau 2 com Γ(ρ2) = {(8, 0), (0, 10), (2, 6)}. Note que para essa matrizA poderı́amos
ter tomado a função controle associada por

ρ(x, y) = | x |4 + | y |5 + | x |1| y |3

Definição 3.2.7 Seja f : Rn, 0 → R, 0 um germe de função analı́tica dado por

f(x) = Hd(x) + · · ·+Hd+l(x) + · · ·

onde Hi são A-formas de grau i. Dizemos que 0 é um ponto Γ+(ρ
d)-isolado de f , se para cada face

compacta ∆ de Γ(ρd), a equação

29



f∆(x) = 0

não têm solução em (R− {0})n.

Exemplo 16: Para A =

(
4 0 1
0 5 3

)
temos que f(x, y) = x8 + y10 + x2y6 admite 0 como ponto

Γ+(ρ
d)-isolado. De fato,

f∆1(x, y) = x8 + x2y6 = 0 se, e somente se x = 0 ou x = y = 0.

f∆2(x, y) = y10 + x2y6 = 0 se, e somente se y = 0 ou x = y = 0

Seja V ⊂ Rm um conjunto algébrico, isto é, o conjunto das raı́zes de um número finito de
equações polinômiais e U ⊂ Rm um aberto definido por um número finito de desigualdades
polinômiais, ou seja,

U = {x ∈ Rm; g1(x) > 0, · · · , gl(x) > 0}.

O conjunto U ∩ V é semi-algébrico, em outras palavras, U ∩ V é definido por um número
finito de equações e desigualdades polinômiais.

Lema 3.2.8 (Lema de Seleção de Curvas) Se U ∩ V contém pontos arbitrariamente próximos da
origem, isto é, 0 pertence ao fecho de U ∩ V , então existe uma curva analı́tica real p : [0, ϵ) → Rm com
p(0) = 0 e p(t) ∈ U ∩ V , ∀t > 0.

Fixada uma filtração, definimos os ideais finitamente gerados Ar = {g ∈ On; fil(g) ≥ r}
com On = {f : Rn, 0 → R, 0; f éC∞ ou f é analı́tica}. Seja λ : Rn, 0 → R, 0 uma função
analı́tica, se pudermos escrever

λ(t) = akt
k + ak+1t

k+1 + · · · , com ak ̸= 0

diremos que λ(t) é equivalente a tk e denotamos por λ(t) ≃ tk.

Lema 3.2.9 Seja f : Rn, 0 → R, 0 um germe de função analı́tica. Se supp(f) ∈ Γ+(ρ
d) então existe

c1 > 0 tal que, em uma vizinhança da origem

∥f(x)∥ ≤ c1ρ(x)
d

isto é, f(x)
ρ(x)d

é limitada.

Demonstração: É suficiente mostrar que para todo xa ∈ Γ+(ρ
d) existe um número real c > 0

tal que

ρd ≥ c · ∥xa∥

em uma vizinhança da origem, pois para todo germe analı́tico g : Rn, 0 → R, 0 cujo supp(g) ∈

Γ+(ρ
d) existem monõmios xγ1 , · · · , xγs ∈ Afil(ρd) tais que g(x) =

s∑
i=1

gi(x)x
γi e, portanto, basta

limitar cada gi em vizinhança da origem.
Suponhamos que para todo c > 0 e para toda vizinhança V da origem em Rn, existe x ∈ V

tal que ρd < c∥xa∥. Então, 0 pertence ao fecho do conjunto X = {(x, c); ρ(x)d < c∥xa∥}.
Note que X é semi-algébrico daı́ pelo Lema de Seleção da Curva existe uma curva analı́tica
γ : [0, ϵ) → X com γ(0) = 0, γ(t) = (λ1(t), · · · , λn(t), c(t)) e λ1(t) ≃ tα1 , · · · , λn(t) ≃ tαn e
c(t) ≃ tβ . Então, de ρd(γ(t)) < tβ∥λ(t)a∥, com λ(t) = (λ1(t), · · · , λn(t)) nos dando

30



∑
j

t2pα1a
j
1 · · · · · t2pαna

j
n

 d
2p

< tβ · tα1a1 · · · tαnan < tα1a1 · · · tαnan

portanto

∑
j

t2p⟨α,a
j⟩

 d
2p

< t⟨α,a⟩ e consequentemente ⟨α, a⟩ < infj
{
⟨α, d · aj⟩

}
pois esta-

mos trabalhando em vizinhanças da origem. Isto implica que a filtração de xa é menor que a
filtração de ρd o que contradiz o fato de xa ∈ Γ+(ρ

d).

�
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Lema 3.2.10 Seja f : Rn, 0 → R, 0 um germe de função analı́tica definido por

f(x) = Hd(x) + · · ·+Hd+l(x) + · · ·

Se f admite 0 como um ponto Γ+(ρ
d)-isolado, então existe um número real positivo c2 tal que

∥f(x)∥ ≥ c2 · ρ(x)d

em uma vizinhança da origem de Rn.

Demonstração: Fazendo a demonstração para o caso de duas variáveis (n = 2), isto é, Γ(ρd)
têm duas faces compactas de dimensão 1. Como f(x) = Hd(x) + · · ·+Hd+l(x) + · · · , tomamos
a função controle ρ tal que:

Γ(ρd) = Γ(f)

Daı́ tomamos o polı́gono de Newton Γ(ρd) cujo suporte será dado por:

supp(ρd) = {(a, 0), (b, c), (0, d)}

daı́

ρd(x) = | x1 |a + | x1 |b| x2 |c + | x2 |d

Suponha, por contradição, que para todo θ > 0 e para toda vizinhança V da origem, têm-se
x ∈ V tal que

∥ f(x) ∥< θρd(x)

isto é, a origem pertence ao fecho de

X = {(x, θ); | f(x) |< θ · ρd(x)}

Como X é semi-algébrico, do Lema de Seleção das Curvas, existe uma curva analı́tica

λ : [0, ϵ[→ X

tal que λ(0) = 0, λ(t) = (x1(t), x2(t), θ(t)) e que

x1(t) ∼ tα1 , x2(t) ∼ tα2 e θ(t) ∼ tβ

Daı́ ρd(λ(t)) = taα1+tbα1+cα2+tdα2 e consequentemente ρd(λ(t)) ∼ tA, comA = min{aα1, bα1+
cα2, dα2}

Como f é uma A-forma temos que f∆(x) é quase-homogêneo e como a equação f∆(x) = 0
não têm solução em

(
R2 − {0}

)
para qualquer face ∆ ∈ Γ+(ρ

d), então existe um número real
c1 > 0 (veja o lema 5.0.5 no anexo para mais detalhes) tal que

| f∆1(x) |≥ c1(| x1 |a + | x1 |b| x2 |c) (3.1)

quando x→ 0.
Note que ρd∆1

(x) =| x1 |a + | x1 |b · | x2 |c, daı́ ρd∆1
(x) ∼ tA1 com A1 = min{aα1, bα1 + cα2}.

Defina g(x) = f(x) − f∆1(x) e suponha, por contradição, que A < dα2, isto é, A =
min{aα1, bα1 + cα2, dα2}≠dα2, podemos escolher h suficientemente pequeno tal que A <
(d− h)α2

Logo o poliedro de Newton Γ+(g
2) ⊂ Γ+(| x1 |2a + | x1 |2b · | x2 |2c + | x2 |2d) daı́ pelo

Lema anterior temos

| g(x) |≤ c1
2

(
| x1 |a + | x1 |b · | x2 |c + | x2 |d−h

)
(3.2)
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2c

2d

2b 2a

2(d−h)

fazendo q(x1, x2) =| x1 |a + | x1 |b · | x2 |c + | x2 |d−h. Notamos que q(λ(t)) ∼ tA e como
λ(t) ⊂ X têm-se

| f(λ(t)) |≤ θ(t)ρd(λ(t)) (3.3)

Como estamos trabalhando em vizinhanças da origem 3.3 implica que

O(f) ≥ O(θ(t) · ρd(λ(t)))

isto é, O(f ◦ λ) ≥ O(θ(t)) + O(ρd ◦ λ) o que implica O(f ◦ λ) ≥ β + A. Onde O(f ◦ λ) = α ⇔
f ◦ λ ≃ tα.

De 3.1 temos, novamente por estarmos em vizinhanças da origem, que O(f∆1 ◦ λ) ≤ A e de
3.2 O(g ◦ λ) ≥ A.

Daı́ como f(λ(t)) = g(λ(t)) + f∆1(λ(t)), temos

O(f ◦ λ) = min{O(g ◦ λ), O(f∆1 ◦ λ)} < A

Contradição. Fazendo o mesmo raciocı́nio para os casos: a · α1 < A e b · α1 + c · α2 teremos
contradições semelhantes, portanto

A = a · α1 = b · α1 + c · α2 = d · α2

Observe que a equação da face ∆1 é dada por α1 ·x1+α2 ·x2 = A, porém d·α2 = A, portanto
d · α2 ∈ ∆1 o que contradiz o fato de termos duas faces compactas distintas.

�
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Capı́tulo 4

Trivialidades Bilipschitz

O problema da trivialização de famı́lias de germes de apliações é um dos grandes pontos
de investigação na teoria de Singularidades, H. Soares em [15] utiliza a técnica de construção
de campos de vetores controlados para obter resultados sobre a C l − R− trivialidade para
germes de aplicações quase-homogêneas. Tal técnica pode ser aplicada para a caracterização
da trivialidade bilipschitz e com o uso dela buscaremos neste capı́tulo, obter uma condição
suficiente para a trivialidade bilipschitz de famı́lias de germes de funções suaves.

4.1 A Trivialidade Bilipschitz

Definição 4.1.1 Seja λ ∈ R um número positivo. Uma função ϕ : U ⊂ Rn → Rp é chamada λ -
Lipschitz se satisfaz:

∥ ϕ(x)− ϕ(y) ∥≤ λ ∥ x− y ∥, ∀x, y ∈ U.

Um germe de aplicação h : Rn, 0 → Rn, 0 é dito bilipschitz quando h é lipschitz com inversa
lipschitz, ou equivalentemente, se existem constantes positivas λ1, λ2 tais que

λ1 ∥ x− y ∥≤∥ h(x)− h(y) ∥≤ λ2 ∥ x− y ∥

.

Definição 4.1.2 Sejam f, g : Rn, 0 → Rp, 0 germes de aplicações diferenciáveis. Dizemos que f e g
são bilipschitz-R-equivalentes se existir um germe de aplicação bilipschitz h : Rn, 0 → Rn, 0 tal que
g(h(x)) = f(x);

Seja ft : Rn, 0 → Rp, 0, t ∈ I (I intervalo de R) uma famı́lia de germes de funções suaves,
isto é, existe uma vizinhança U de 0 em Rn e uma função suave F : U × I → Rp tal que
F (0, t) = 0 e ft(x) = F (x, t), ∀t ∈ I, ∀x ∈ U.

Definição 4.1.3 Seja F : Rn×I, 0 → Rp uma deformação de f(x) = F (x, 0). A famı́lia ft é bilipschitz
trivial se existir um germe de aplicação H : Rn × I, 0 → Rn, Ht bilipschitz (Ht(x) = H(x, t)), tal que:

(a) H(x, 0) = x;

(b) H(0, t) = 0;

(c) F (H(x, t), t) = f(x).

A condição (c) pode ser reescrita como:
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(c’) ft ◦Ht = f , para todo t ∈ I .

Observe que derivando em relação à t a expressão dada em (c) obtemos:

(c”)

[
n∑

i=1

∂F

∂xi
(H(x, t), t) · ∂Hi

∂t
(x, t)

]
+ ∂F

∂t (H(x, t), t) = 0.

Afirmamos que determinar H satisfazendo (a), (b) e (c´´) é equivalente a resolver o pro-
blema de valor inicial:

(d)

[
n∑

i=1

εi(x, t) ·
∂F

∂xi
(x, t)

]
+ ∂F

∂t (x, t) = 0.

(e) εi(0, t) = 0, ∀i = 1, · · · , n.

De fato, seja x′ = ε(x, t) em que ε(x, t) = (ε1(x, t), · · · , εn(x, t)) é um campo com ε(0, t) = 0.
Consideremos o fluxo associado

H : Rn × R, 0 → Rn

(x, t) 7−→ H(x, t)

tal que H(x, s) = x. Então

∂H
∂t (x, s) = ε(H(x, t), t)

Por (d), segue-se que

[
n∑

i=1

εi(x, t) ·
∂F

∂xi
(x, t)

]
+

∂F

∂t
(x, t) = 0 ⇒

[
n∑

i=1

∂Hi

∂t
· ∂F
∂xi

(x, t)

]
+
∂F

∂t
(x, t) = 0

.
Portanto valem (a) e (c”).
Tomando x = 0 em ∂H

∂t (x, t) = ε(H(x, t), t) obtemos

∂H
∂t (0, t) = ε(H(0, t), t) e H(0, s) = 0

Por outro lado, a aplicação x(t) ≡ 0 também é solução do PVI
x′ = ε(x, t)

x(s) = 0

Logo, pela unicidade das soluções H(0, t) = x(t) = 0, provando (b). Assim sendo, temos
que (d) e (e) são equivalentes a (a), (b) e (c”).

Afirmamos também que (a), (b) e (c) são equivalentes a (a), (b) e (c”). De fato vimos que (c)
⇒ (c”), suponhamos então que valem (a), (b) e (c”). De (c”) obtemos[

n∑
i=1

∂F

∂xi
(H(x, t), t) · ∂Hi

∂t
(x, t)

]
+ ∂F

∂t (H(x, t), t) = 0 ⇒ ∂(F◦H)
∂t (x, t) = 0 ⇒

⇒
∫

∂
∂t(F ◦H)(x, t) = 0 ⇒ (F ◦H)(x, t) = c(x) ⇒ F (H(x, t), t) = c(x).
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Em particular tomando t = 0, temos c(x) = F (H(x, 0), 0) = F (x, 0) = f(x), portanto vale
(c).

Fixando a filtração de Newton associado a Γ+(A), definimos os números

R = max
j

max
i

{
M

l(vj)
vji

}
e r = min

j
min
i

{
M

l(vj)
vji

}
onde M = mmc{l(vj)} e vj = (vj1, · · · , v

j
n) são os vetores primitivos associados às faces

compactas de dimensão n− 1 de Γ(A).
Por exemplo se

A =

(
5 0 2
0 6 1

)
temos calculado no exemplo 13 os valores l(v1) = 5, l(v2) = 12 e M = 60, onde

v1 = (1, 3) e v2 = (5, 2)

Logo

R = max
j

max
i

{
M

l(vj)
vji

}
= max {12; 28; 25; 10} = 28

e

r = min
j

min
i

{
M

l(vj)
vji

}
= min {12; 28; 25; 10} = 10.

Seja h : Rn, 0 → R, 0 um germe de função analı́tica tal que supp(h) ∈ Γ+(ρ
d), segue do Lema

3.2.9 que h(x)
ρd(x)

é limitado.

Observação: Se a filtração de h é suficientemente mais alta que a filtração de ρd teremos que
Grad

(
h
ρd

)
é limitada, isto é,

∥ ∇ h
ρd

∥≤M

daı́ h
ρd

é M -lipschitz.

Fazemos notar o seguinte: Considere fixada uma filtração de Newton induzida por Γ+(A).
Vimos que a filtração de um monômio f(x, y) = xayb é dada por:

fil(xayb) = w1a+ w2b,

daı́ a filtração de ∂(xayb)
∂x será dada por w1(a− 1) + w2b, ou seja,

fil
(
∂(xayb)

∂x

)
= w1a+ w2b︸ ︷︷ ︸

fil(f)

− w1.

Por outro lado

fil
(
∂(xayb)

∂y

)
= w1a+ w2(b− 1) = w1a+ w2b︸ ︷︷ ︸

fil(f)

− w2,

como R ≥ w1 e R ≥ w2, temos que:

fil
(

∂f
∂xi

)
+R ≥ fil(f).

Podemos estender este raciocı́nio para germes de funções analı́ticas com domı́nio Rn, 0.
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Proposição 4.1.4 Se fil(h) ≥ d ·M +R, então h
ρd

é lipschitz.

Demonstração: Temos que h : Rn, 0 → R, 0 um germe de função analı́tica com supp(h) ∈
Γ+(ρ

d), portanto:

∂
∂xi

(
h
ρd

)
=

ρd· ∂h
∂xi

−h· ∂ρ
d

∂xi

ρ2d
.

Daı́

∇
(

h
ρd

)
= ρd·∇h−h·∇ρd

ρ2d
.

Por outro lado:

fil
(
ρd · ∂h

∂xi

)
≥ fil(ρd) + fil( ∂h

∂xi
) ≥ fil(ρd) + fil(h)−R

fil
(
h · ∂ρd

∂xi

)
≥ fil(h) + fil(∂ρ

d

∂xi
) ≥ fil(h) + fil(ρd)−R

De onde tiramos que:

fil
(
ρd · ∂h

∂xi
− h · ∂ρd

∂xi

)
≥ fil(h) + fil(ρd)−R ≥ d ·M +R+ fil(ρd)−R.

por conta da hipótese fil(h) ≥ d ·M +R. Portanto:

fil
(
ρd · ∂h

∂xi
− h · ∂ρd

∂xi

)
≥ fil(ρd) + d ·M .

Ora fil(ρd) = d · fil(ρ) = d ·M , logo

fil
(
ρd · ∂h

∂xi
− h · ∂ρd

∂xi

)
≥ 2d ·M = fil(ρ2d).

Logo Γ+

(
ρd · ∂h

∂xi
− h · ∂ρd

∂xi

)
⊂ Γ+(ρ

2d), e daı́ pelo lema 3.2.9 temos que existe ci > 0 tal que∥∥∥ρd · ∂h
∂xi

− h · ∂ρd

∂xi

∥∥∥ ≤ ci · ρ2d,

o que implica que ∥∥∥∥∥ρd· ∂h
∂xi

−h· ∂ρ
d

∂xi

ρ2d

∥∥∥∥∥ ≤ ci,

concluindo que ∇f é limitada e pelo Teorema do Valor Médio temos quef é lipschitz.

�

Seja f : Rn, 0 → Rp, 0 um germe de função analı́tica, com n ≥ p, definimos N∗
Rf =

∑
I

M2αI
I

onde MI percorre os determinantes dos menores p × p de df, I = {i1, · · · , ip}, αI = α
sI

com
sI = fil(MI) e α = mmc{sI}.
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Exemplo 17: Considere uma filtração fixada e a aplicação f : R3, 0 → R2, 0

f(x, y, z) = (zxy + y2, x3 + z2 + x2y),

Então

Jac(f) =

[
zy zx+ 2y xy

3x2 + 2xy x2 2z

]
,

Portanto

M1 =

∣∣∣∣ zy zx+ 2y
3x2 + 2y x2

∣∣∣∣ = x2zy + (3x2 + 2y)(zx+ 2y) e

M2 =

∣∣∣∣ zx+ 2y xy
x2 2z

∣∣∣∣ = (zx+ 2y)(2z) + x3y.

Daı́

N∗
Rf = (x2zy + 3x3z + 6x2y + 2xyz + 4y2)2α1 + (2xz2 + 4yz + x3y)2α2 .

Observe que fil(M2αI
I ) = 2αI · fil(MI) = 2αI · sI = 2α, logo fil(N∗

Rf) = 2α.
Suponha que N∗

Rf = HD+ · · ·+HL onde HI são A-formas de grau I com 0 como um ponto
Γ+(ρ

D)-isolado de N∗
Rf . Ora

N∗
Rf =∥ N∗

Rf ∥=∥ HD + · · ·+HL ∥≤∥ HD ∥ + · · ·+ ∥ HL ∥

Aplicando o lema 3.2.9 em cada parcela HI , temos a existência de cI > 0 tal que em uma
vizinhança da origem

∥ HI ∥≤ cI · ρD

Logo

N∗
Rf ≤ cDρ

D + · · ·+ cLρ
D = (cD + · · ·+ cL)ρ

D = c2ρ
D.

Por outro lado N∗
Rf = HD + · · ·+HL têm o 0 como ponto Γ+(ρ

D)-isolado. Então pelo lema
3.2.10 existe um número real c1 tal que N∗

Rf ≥ c1 · ρD, nos garantindo a existência de c1, c2 > 0
tais que

c1 · ρD ≤ N∗
Rf ≤ c2 · ρD

Considere o germe analı́tico θ : Rn → Rp e a deformação ft = f + t · θ com fil(θi) > fil(fi)
e 0 ≥ t ≥ 1. Observe que:

Jac(ft) =
[
∂fi
∂xj

+ t · ∂θi
∂xj

]
p×n

= Jac(f) + t · Jac(θ),

de onde tiramos que:

N∗
Rft = N∗

Rf + t ·Θ.

Logo temos:

N∗
Rf =∥ N∗

Rf ∥=∥ N∗
Rft − t ·Θ ∥≤∥ N∗

Rft ∥ +t· ∥ Θ ∥≤ N∗
Rft+ ∥ Θ ∥,
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pois t ∈ [0, 1]. Sabemos que existe c1 > 0, tal que

c1ρ
D ≤ N∗

Rf ≤ N∗
Rft+ ∥ Θ ∥

e uma vez que fil(Θ) > fil(N∗
Rf) obtemos que lim

x→0

Θ

ρD
= 0 (veja a Proposição 5.0.8 no Apêndice),

portanto

c1ρ
D ≤ N∗

Rft.

Por outro lado

N∗
Rft ≤ N∗

Rf+ ∥ Θ ∥≤ c2ρ
D+ ∥ Θ ∥.

Ora

fil(Θ) > fil(N∗
Rf) > fil(ρD), logo Γ+(Θ) ⊂ Γ+(ρ

D)

e do Lema 3.2.9 temos que existe c3 > 0 tal que ∥ Θ ∥≤ c3ρ
D.

Portanto

N∗
Rft ≤ N∗

Rf+ ∥ Θ ∥≤ c2ρ
D + c3ρ

D

Daı́ segue o seguinte resultado.

Lema 4.1.5 Seja f : Rn, 0 → Rp, 0 um germe de aplicação polinomial. Suponhamos que N∗
Rf =

HD + · · · + HL admite 0 como um ponto Γ+(ρ
d)-isolado. Então, se ft = f + t · θ, t ∈ [0, 1] é uma

deformação de f onde θ : Rn, 0 → Rp, 0 é um germe de aplicação polinomial com fil(θi) > fil(fi)
existem c1, c2 > 0 tais que

c1ρ
D ≤ N∗

Rft ≤ c2ρ
D.

4.2 Teorema Principal e Exemplos

Mostramos ao longo do texto que a Teoria de Singularidades têm em seu meio a preocupação
com as classes das funções, não apenas com estas em si mas, com toda uma classe de R-
equivalência, daı́ é natural que se questione quais as condições para que toda uma famı́lia
de classes seja R-equivalente a um germe polinomial f e o que se pode afirmar ao se introduzir
uma deformação da forma ft = f+ t ·θ em f , onde θ é um germe analı́tico. O resultado a seguir
é devido a A. Fernandes & H. Soares em [8].

Teorema 4.2.1 Seja f : Rn, 0 → Rp, 0 um germe polinomial. Suponha que N∗
Rf =

∑
I

M2αI
I =

HD + · · ·+HL admite 0 como um ponto Γ+(ρ
D)-isolado. Se ft = f + t · θ é uma deformação de f com

fil(θi) ≥ fil(fi) +R− r, então ft é bilipschitz trivial.

Demonstração: Seja MtI um menor p× p de dft, I = (i1, · · · , ip), 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ ip ≤ n. Então
existe um campo de vetores WI associado a MtI , tal que

∂ft
∂t ·MtI = dft(WtI )

onde
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WtI =

n∑
s=1

ws
∂

∂xs
, com


wi = 0, se i /∈ I

wim =
r∑

j=1

[
cof

(
∂ftj
∂xim

)
θj

]
com im ∈ I

.

(veja no Apêndice os Lemas 5.0.4 e 5.0.5)

Seja WR =
∑
I

M2αI−1
tI

·WtI , temos então que N∗
Rft ·

∂ft
∂t = dft ·WR. Observe que:

fil(WR) = fil

(∑
I

M2αI−1
tI

·WtI

)
= min

I

{
fil(M2αI−1

tI
) + fil(WtI )

}
.

Daı́,

fil(WR) =
min
I

{
fil(M

2αtI
−1

tI
) + fil(WtI )

}
≥

≥ min
I {(2αtI − 1)fil MtI + fil WtI} = min

I {2αtI · fil MtI − fil MtI + fil WtI}.

Como α = αtI · stI , temos

fil(WR) ≥ min
I (2α− fil(MtI ) + fil(WtI )),

por outro lado
(
∂ft
∂t

)
j
= θj e daı́

fil(WtI ) = fil
(
wi1 · ∂

∂xi1
+ · · ·+ wip · ∂

∂xip

)
= fil

 p∑
j=1

Nji1 · θj + · · ·+
p∑

j=1

Njip · θj

 ≥

≥ min
j,im

fil (Njim · θ) ≥ min
j,im

(fil Njim + fil θj).

Onde Njim é o (p− 1)× (p− 1) menor cofator de
∂ftj
∂xim

em dft. Portanto

fil(WR) ≥ min
I,j (2α− fil MtI + fil Njim + fil θj).

Analisando a expansão de MtI pela linha ∂ftj

MtI =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

· · · ∂ft1
∂xim

· · ·
...

. . .
...

. . .
...

∂ftj
∂xi1

· · · ∂ftj
∂xim

· · · ∂ftj
∂xip

...
. . .

...
. . .

...
· · · ∂ftp

∂xim
· · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
∂ftj
∂xi1

cof(ji1) + · · ·+ ∂ftj
∂xim

Njim + · · ·+ ∂ftj
∂xip

cof(jip)

daı́

fil MtI ≤ fil
(

∂ftj
∂xim

Njim

)
⇒ fil MtI − fil

∂ftj
∂xim

≤ fil (Njim)
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De onde se conclui que:

fil(WR) ≥ min
{
2α− fil (MtI ) + fil (MtI )− fil

(
∂ftj
∂xim

)
+ fil θj

}
.

Fazemos notar que, de forma análoga à qual trabalhamos na página 35 deste documento, o
fato de r ≤ w1 e r ≤ w2 então

fil
(
∂ft
∂xi

)
≤ fil ft − r ⇒ −fil

(
∂ft
∂xi

)
≥ r − fil ft.

Portanto

min
{
2α− fil

(
∂ft
∂xi

)
+ fil θj

}
≥ min

{
2α+ r − fil ftj + fil θj

}
,

da hipótese do Teorema temos fil(WR) ≥ 2α+R = fil (N∗
Rft) +R.

Seja V : Rn × R, 0 → Rn × R, 0 o campo de vetores

V (x, t) =
WR

N∗
Rft

pelo Lema 4.1.5 temos a existência de c1, c2 > 0 tais que

c1ρ
D ≤ N∗

Rft ≤ c2ρ
D ⇒ c1 ≤

N∗
Rft
ρD

≤ c2.

Logo usando a Proposição 4.1.4 temos que o campo V é lipschitz. Logo a equação

∂ft
∂t

(x, t) = (∂ft)x(V (x, t))

implica a trivialidade bilipschitz da famı́lia ft em uma vizinhança de t = 0. O mesmo argu-
mento em uma vizinhança de t = t0, ∀t0 ∈ [0, 1] completa a prova do Teorema.

�

Exemplo 4.2.2 (Exemplo de Briançon-Speder)
Considere a famı́lia F : R3 × R, 0 → R, 0 com

F (x, y, z, t) = x15 + xy7 + z5 + t · xaybzc.

Fernandes e Ruas [16] mostraram que se a + 2b + 3c ≥ 17 então Ft é bilipschitz-trivial ao
longo do parâmetro t, próximo da origem.

Seja

A =

 14 0 0 1
0 7 0 6
0 0 4 0


Em Ft consideraremos f(x, y, z) = x15 + xy7 + z5 e θ = xaybzc. Disso temos que

df =
[
15x14 + y7 7xy6 5z4

]
de onde tiramos

M1 = 15x14 + y7, M2 = 7xy6, M3 = 5z4

As faces compactas do poliedro Γ+(A) (figura a seguir) são dadas por:
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4

14

z

y

x

P∆1(x, y, z) = x14+z4+xy6 e P∆2(x, y, z) = y7+z4+xy6, que são quase homogêneos do tipo
(6, 13, 21, 84) e (4, 4, 7, 28). De onde tiramos os vetores primitivos v1 = (6, 13, 21) e v2 = (4, 4, 7)
e os valores:

l(v1) = ⟨(6, 13, 21), (1, 6, 0)⟩ = 84

l(v2) = ⟨(4, 4, 7), (1, 6, 0)⟩ = 28

M = mmc{l(v1), l(v2)} = 84

R = max{6, 13, 21, 3 · 4, 3 · 7} = 21 e r = min{6, 13, 21, 3 · 4, 3 · 7} = 6

Temos que N∗
Rf = M2α1

1 + M2α2
2 + M2α3

3 , com αi = α
si
, si = fil Mi e α = mmc{si}.

Genericamente a filtração de um monômio xaybzc é dado por:

fil(xaybzc) = min{⟨(a, b, c), (6, 13, 21)⟩ , 3 ⟨(a, b, c), (4, 4, 7)⟩}

Daı́ a filtração de f é o mı́nimo das filtrações dos monômios x15, xy7, z5, isto é:

fil f = min{fil x15︸ ︷︷ ︸
90

, fil xy7︸ ︷︷ ︸
96

, fil z5︸ ︷︷ ︸
105

} = 90.

Calculando os valores dos termos si

s1 = fil M1 = fil(x14 + y7) = min{fil(x14), fil(x7)} = 84

Fazendo as contas análogas a anterior para s2, s3 obtemos s1 = s2 = s3 = 84, logo αi = 1, para
i = 1, 2ou 3. Desta forma:

N∗
Rf =

(
15x14 + y7

)2
+
(
7xy6

)2
+
(
5z4
)2 é uma A-forma de grau 2.

Note que 0 é um ponto Γ+(ρ
2) isolado pois:

(N∗
Rf)∆1

= 225x28 + 49x2y12 + 25z8 ⇔ x = z = 0

(N∗
Rf)∆2

= y14 + 49x2y12 + 25z8 ⇔ x = y = z = 0

Ou seja (N∗
Rf)∆i

não têm soluções fora dos eixos coordenados qualquer que seja i = 1, 2.
Logo para queF (x, y, z, t) = ft(x, y, z) = x15+xy7+z5+t·xaybzc seja trivialmente bilipschitz

é suficiente que

fil(xaybzc) ≥ fil(f) +R− r

isto é,
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min{6a+ 13b+ 21c, 12a+ 12b+ 21c} ≥ 90 + 21− 6 = 105

O artigo [16] de Fernandes e Ruas não pode detectar quaisquer das deformações xaybzc a
seguir, para os monômios:

xy3z3, x3y2z3, x2yz4, xz5, z5, x7z3

porém as famı́lias ft são trivialmente bilipschitz pelo Teorema 4.2.1. Por outro lado o nosso
resultado principal não capta a deformação

ft(x, y, z) = x15 + xy7 + z5 + t · x17

pois fil(x17) = 102, porém ainda é uma famı́lia trivialmente bilipschitz já que satisfaz a hipótese
a+ 2b+ 3c ≥ 17, mostrada em [16].

Exemplo 4.2.3 Seja f : R2, 0 → R2, 0 definida por

f(x, y) =
(
xy, x2b+2 − y2b + x2r · y2s

)
,

com r + s = b, r + 2s = b+ 1 e r > s.

Calculando df :

df =

 y x

(2b+ 2)x2b+1 + 2bx2r−1 · y2s −2b · y2b−1 + 2s · x2r · y2s−1


Logo o único menor Mi de df é dado por:

Mi = −2by2b + 2sx2ry2s − (2b+ 2)x2b+2 − 2rx2ry2s =

= −2
(
by2b − sx2ry2s + (b+ 1)x2b+2 + rx2ry2s

)
=

= −2
(
by2b + x2ry2s + (b+ 1)x2b+2 + (r − s)x2ry2s

)
.

Observamos que se br+(b+1)s < (b+1)b é satisfeito, o poliedro de Newton de Γ+(ρ
2b(b+1))

têm duas faces compactas como na figura:

2b+22r

2s

V
1

V
2

2b

onde

A =


1
b 0 r

(b+1)b

0 1
b+1

s
(b+1)b

.
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De onde tiramos os polinômios que caracterizam as faces:

p∆1(x, y) = x2r · y2s + y2b e p∆2(x, y) = x2b+2 + x2r · y2s

respectivamente quase-homogêneos do tipo:

(1, 1; 2b) e (1, 2; 2b+ 2)

De onde tiramos v1 = (1, 1) e v2 = (1, 2). Calculando os valores l(v1) e l(v2):

l(v1) = ⟨(1, 1), (2r, 2s)⟩ = 2b

l(v2) = ⟨(1, 2), (2r, 2s)⟩ = 2r + 4s = 2(r + 2s) = 2(b+ 1)

Observe queMi = H2b(b+1), ou seja, umaA-forma de grau 2b(b+1), logoN∗
Rf =M2

i , admite
0 como ponto Γ+(ρ

2b(b+1))-isolado, pois{
(x, y) ∈ R2;N∗

Rf |∆1 = 0
}
=
{
(x, y) ∈ R2; (r − s)x2r · y2s + by2b = 0

}
⊂

⊂
{
(x, y) ∈ R2;x · y = 0

}
,

pois r > s e{
(x, y) ∈ R2;N∗

Rf |∆2 = 0
}
=
{
(x, y) ∈ R2; (r − s)x2r · y2s + (b+ 1)x2b+2 = 0

}
⊂

⊂
{
(x, y) ∈ R2;x · y = 0

}
.

Neste caso, o controle associado a A é:

ρ(x, y) =
(
x2b+2 + y2b + x2r · y2s

) 1
2b(b+1) .

Como M = mmc{l(v1), l(v2)} = 2b(b + 1), obtemos que a filtração de um monômio xαyβ é
dada por:

fil(xayb) = min
{

2b(b+1)
2b ⟨(α, β), (1, 1)⟩ , 2b(b+1)

2(b+1) ⟨(α, β), (1, 2)⟩
}
=

= min {(b+ 1)(α+ β), b(α+ 2β)} , α, β ∈ N.

De onde tiramos

fil(xy) = min {2(b+ 1), 3b} = 2b+ 2.

fil(y2b) = min {2b(b+ 1), 4b} = 2b(b+ 1).

fil(x2ry2s) = min {2b(b+ 1), 2b(b+ 1)} = 2b(b+ 1).

fil(x2b+2) = min {(2b+ 2)(b+ 1), 2b(b+ 1)} = 2b(b+ 1).

Portanto fil(xy) = 2b+ 2 e fil(x2b+2 − y2b + x2ry2s) = 2b(b+ 1). Calculando os valores de

R = max
i,j

{
M

l(vji )
vji

}
e r = min

i,j

{
M

l(vji )
vji

}
:

R = max
{

2b(b+1)
2b , 2b(b+1)

2(b+1) ,
2b(b+1)

2b · 2
}
= max{b+ 1, b, 2b} = 2b.

r = min
{

2b(b+1)
2b , 2b(b+1)

2(b+1) ,
2b(b+1)

2b · 2
}
= min{b+ 1, b, 2b} = b.

Agora, seja θ1 = xb−1 · y e θ2 = x2b−1 · y. Então

fil(θ1) = b(b+ 1) ≥ fil f1 +R− r = 3b+ 2

fil(θ2) = b(2b+ 3) ≥ fil f2 +R− r = b(2b+ 3)
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Portanto a famı́lia ft(x, y) =
(
xy, x2b+2 − y2b + x2r · y2s

)
+ t

(
xb−1 · y, x2b+1 · y

)
é trivial-

mente bilipschitz.
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Capı́tulo 5

Apêndice

Neste parte do trabalho provaremos resultados que complementam o texto, mas que consi-
deramos de caráter opcional para uma leitura.

Definição 5.0.4 Um germe de função f : Rn → R é dito quase-homogêneo de grau pesado d e pesos
w1, w2, · · · , wn, ou simplesmente do tipo (w1, w2, · · · , wn, d) quando

f(tw1x1, t
w2x2, · · · , twnxn) = td · f(x1, x2, · · · , xn)

Lema 5.0.5 Seja f : Rn → R um germe de função quase-homogêno do tipo (w1, w2, · · · , wn, 2d).
Então existe θ > 0 tal que ∥ f(x) ∥≥ θ · ρd(x).

Demonstração: Seja S = {x ∈ Rn | ρd(x) = 1}, note que para cada x ̸= 0 existe y ∈ S e t > 0
tal que x = (tw1y1, · · · , twnyn), pois a aplicação φ : S × R → Rn, φ(y, t) = (tw1y1, · · · , twnyn) é
sobrejetora, pois S é homeomorfo a Sn−1, sendo ψ : Sn−1 → S com ψ(x) = twx o homeomor-
fismo subtendido, note que o fato de Sn−1 ser compacto implica que S é compacto, portanto
∥ f ∥ restrita a S admite um máximo e um mı́nimo. Agora considere θ = miny∈S ∥ f(y) ∥ então

∥ f(x) ∥=∥ f(tw1y1, · · · , twnyn) ∥=∥ t2d · f(y) ∥≥ t2d · θ = t2d · θ · ρd(y) =

= θ · ρd(tw1y1, · · · , twnyn) = θ · ρd(x)

ou seja,

∥ f(x) ∥≥ θ · ρd(x)

Portanto no Lema 3.2.10 se ρd(x) têm uma face compacta, temos ρd(x) quase-homogêneo e
pelo Lema visto acima temos a existência do θ procurado. Mostrando que ψ : Sn−1 → S com
ψ(x) = twx é um homeomorfismo.

Como ρd(x) = x1
2a1 + · · · + xn

2an = 0 ⇔ x = 0 e além disso ρd(x) > 0, se x ̸= 0, logo
para cada x ̸= 0 podemos escolher t > 0 tal que t2dρd(x) = 1.

Note que t : Rn → R determina uma aplicação contı́nua estritamente positiva, daı́ a
aplicação ψ(x) = twx é contı́nua, perceba que ψ estábem definida pois

ρd(twx) = ρd(tw1x1, · · · , twnxn) = (tw1x1)
2a1 + · · ·+ (twnxn)

2an =

= t2a1w1x1
2a1 + · · ·+ t2anwnxn

2an = t2d(x1
2a1 + · · ·+ xn

2an) = t2dρd(x) = 1.
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Lema 5.0.6 Sejam f, θ : Rn, 0 → Rp, 0 germes analı́ticos e

Mp×p =



∂f1
∂xi1

∂f1
∂xi2

· · · ∂f1
∂xip

∂f2
∂xi1

∂f2
∂xi2

· · · ∂f2
∂xip

...
...

. . .
...

∂fp
∂xi1

∂fp
∂xi2

· · · ∂fp
∂xip


um menor p× p de df (com 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ip ≤ n). Então

(det M) · θ = df

[
p∑

s=1

p∑
r=1

[cof

(
∂fr
∂xis

)
θr

∂

∂xis
]

]

Demonstração: Temos que (det M)


θ1
θ2
...
θp

 = (det M) · I ·


θ1
θ2
...
θp

 com I sendo a matriz identi-

dade p× p. Como

det(M) · I =M · adj(M)

com adj(M) sendo a matriz adjunta de M . Teremos

(det M)


θ1
θ2
...
θp

 = M · adj(M)


θ1
θ2
...
θp

 =

=



∂f1
∂xi1

∂f1
∂xi2

· · · ∂f1
∂xip

∂f2
∂xi1

∂f2
∂xi2

· · · ∂f2
∂xip

...
...

. . .
...

∂fp
∂xi1

∂fp
∂xi2

· · · ∂fp
∂xip


p×p



cof
(

∂f1
∂xi1

)
cof

(
∂f2
∂xi1

)
· · · cof

(
∂fp
∂xi1

)
cof

(
∂f1
∂xi2

)
cof

(
∂f2
∂xi2

)
· · · cof

(
∂fp
∂xi2

)
...

...
. . .

...
cof

(
∂f1
∂xip

)
cof

(
∂f2
∂xip

)
· · · cof

(
∂fp
∂xip

)


p×p


θ1
θ2
...
θp

 =

=



∂f1
∂xi1

∂f1
∂xi2

· · · ∂f1
∂xip

∂f2
∂xi1

∂f2
∂xi2

· · · ∂f2
∂xip

...
...

. . .
...

∂fp
∂xi1

∂fp
∂xi2

· · · ∂fp
∂xip


p×p



cof
(

∂f1
∂xi1

)
θ1 + cof

(
∂f2
∂xi1

)
θ2 + · · ·+ cof

(
∂fp
∂xi1

)
θp

cof
(

∂f1
∂xi2

)
θ1 + cof

(
∂f2
∂xi2

)
θ2 + · · ·+ cof

(
∂fp
∂xi2

)
θp

...
cof

(
∂f1
∂xip

)
θ1 + cof

(
∂f2
∂xip

)
θ2 + · · ·+ cof

(
∂fp
∂xip

)
θp


p×1

Observe que ao adicionar n− p linhas nulas em adj(M) · θ de forma que as linhas de ı́ndice

k ̸= is são nulas e as linhas de ı́ndice is serão dadas por
p∑

j=1

cof

(
∂fj
∂xis

)
θj teremos uma matriz

WI tal que
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df ·WI =



∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

· · · ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

· · · ∂f2
∂xn

...
...

. . .
...

∂fp
∂x1

∂fp
∂x2

· · · ∂fp
∂xn


p×n

·

·



0
...
0

cof
(

∂f1
∂xi1

)
θ1 + cof

(
∂f2
∂xi1

)
θ2 + · · ·+ cof

(
∂fp
∂xi1

)
θp

cof
(

∂f1
∂xi2

)
θ1 + cof

(
∂f2
∂xi2

)
θ2 + · · ·+ cof

(
∂fp
∂xi2

)
θp

...
cof

(
∂f1
∂xip

)
θ1 + cof

(
∂f2
∂xip

)
θ2 + · · ·+ cof

(
∂fp
∂xip

)
θp

0
...
0


n×1

Observe que det(M) · θ = df ·WI , com WI sendo um campo de vetores associado a M tal
que

WI =

n∑
s=1

ws ·
∂

∂xs
, com


ws = 0 se s ̸∈ I

wim =

p∑
j=1

[cof

(
∂fj
∂xim

)
· θj ] com im ∈ I.

De forma análoga, para cada deformação ft = f + tθ é possı́vel mostrar a existência de um
campo de vetores WtI associado ao menor MtI que satisfaz

∂ft
∂t ·MtI = dft(WtI )

com

WtI =

n∑
s=1

wt
s ·

∂

∂xs
, com


wt
s = 0 se s ̸∈ I

wt
im

=

p∑
j=1

[cof

(
∂ftj
∂xim

)
· θj ] com im ∈ I.

Lema 5.0.7 Seja WR =
∑
I

M2αI−1
tI

·WtI é um menor de dft e WtI é o campo de vetores associado a

MtI (como no lema anterior). Então N∗
Rft ·

∂ft
∂t = dft ·WR.

Demonstração: Temos que

N∗
Rft ·

∂ft
∂t =

∑
I

M2αI
tI

· ∂ft
∂t

=
∑
I

M2αI−1
tI

·MtI ·
∂ft
∂t

=
∑
I

M2αI−1
tI

· dft ·WtI

Pela linearidade de dft temos

N∗
Rft ·

∂ft
∂t = dft ·

∑
I

M2αI−1
tI

·WtI = dft ·WR.
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Proposição 5.0.8 Seja A uma matriz de vértices cômoda e h : Rn, 0 → R, 0 um germe de função
analı́tica tal que supp(h) ∈ int

(
Γ+(ρ

d)
)
. Então,

lim
x→0

h(x)

ρ(x)d
= 0.

Demonstração: Basta mostrarmos que para todo a = (a1, · · · , an), pertencente a int(Γ+(ρ
d))

têm-se que:

lim
x→0

xa

ρ(x)d
= 0.

Suponhamos que isso não ocorre, então existe c > 0 tal que, para toda vizinhança V da
origem de Rn, existe x ∈ V com ∥∥∥ xa

ρ(x)d

∥∥∥ ≥ c.

Isso significa que 0 pertence ao fecho do conjunto

X = {x ∈ Rn; ∥ x ∥≥ c · ρ(x)d}.

Como X é semi-algébrico, pelo Lema de Seleção das Curvas, existe uma curva analı́tica
λ : (0, ϵ] → X , com λ(0) = 0 tal que

λ1(t) ∼ tα1 , · · · , λn(t) ∼ tαn .

Então, de ρ(λ(t))d ≤ 1
c ∥ λ(t)a ∥ obtemos que

infj
{⟨
d · aj , α

⟩}
≥ ⟨a, α⟩.

Agora, ∆(α) =
{
b ∈ Γ+(ρ

d); ⟨b, α⟩ = l(α)
}

é uma face de Γ+(ρ
d) onde

l(α) = min
{
⟨c, α⟩ ; c ∈ Γ+(ρ

d)
}

.

Como ∆(α) contém um dos vértices d · aj , temos que⟨
daj , α

⟩
= l(α).

Entretanto,

⟨a, α⟩ ≤
⟨
daj , α

⟩
= l(α).

portanto a ∈ Γ(ρd) o que contradiz a hipótese.
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