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Resumo

Neste trabalho, apresentamos uma descrição do comportamento das α-ésimas curva-

turas escalares de uma variedade Mn imersa em um espaço Euclidiano En+p e obtemos

algumas de suas aplicações. Apresentamos uma estimativa da curvatura média total para

subvariedades fechadas em En+p com curvatura escalar normalizada R não negativa. A

partir de tal estimativa, obtemos, ainda, resultados de classi�cação paraMn nas condições

acima. A principal referência para esta dissertação é o artigo The Total Mean Curvature

of Submanifolds in a Euclidean Space de Zhong-Hua Hou [16].

Palavras-chave: Curvatura média total; α-ésima curvatura escalar, k-ésima curvatura

absoluta total.
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Abstract

In this paper, we present a description of the behavior of the αth scalar curvatures of

a manifold Mn immersed in a Euclidean space En+p and we obtain some applications of

them. We provide an estimative of the total mean curvature for closed submanifolds in

En+p with nonnegative normalized scalar curvature R. From such estimative, we present

classi�cation results forMn in the above conditions. The paper The Total Mean Curvature

of Submanifolds in a Euclidean Space due to Zhong-Hua Hou [16] is our main reference.

Keywords: Total mean curvature; αth scalar curvatures; kth total absolute curvature.
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Capítulo 1

Introdução

A noção de curvatura em uma variedade Riemanniana foi introduzida em 1854 pelo

matemático alemão Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) em sua famosa pa-

lestra "Über die Hypothesen, Welche der Geometrie zu Grundle liegen" [26]. Tal noção

constitui um dos invariantes geométricos básicos e, assim, ganha um papel de destaque

na geometria Riemanniana.

Além das curvaturas clássicas (seccional, Ricci, escalar), outros tipos de curvaturas

foram (e ainda são) introduzidos na literatura com o intuito de se obter resultados topo-

lógicos, geométricos e de classi�cação das variedades Riemannianas. No que segue, todas

as variedades e subvariedades serão supostas suaves de classe C∞.
Seja M2 uma variedade 2-dimensional imersa em um espaço Euclidiano E2+p de di-

mensão 2+ p. Em 1966, 	Otsuki [23] introduziu, para M2 em E2+p , as curvaturas

λ1 > λ2 > · · · > λp,

que estão de�nidas continuamente em toda a variedade M2 e podem ser usadas para

se estudar a geometria de superfícies em espaços Euclidianos de dimensão mais alta. A

partir dessas curvaturas, Shiohama [27] provou que uma superfície orientada completa em

E2+p com λα = 0 (1 6 α 6 p) é um cilindro. Chen [5] classi�cou superfícies orientadas

compactas em E2+p com λp > 0.

SejaMn uma subvariedade n-dimensional em um espaço Euclidiano En+p de dimensão

n+p. Chen [7] introduziu, paraMn em En+p, a noção das α-ésimas curvaturas escalares

λ1 > λ2 > · · · > λp e encontrou uma relação entre estas e a curvatura escalar de Mn.

Cada λα (1 6 α 6 p) está de�nida continuamente em toda a variedade Mn e, quando

n = 2, isto se reduz ao caso que foi introduzido por 	Otsuki [23].

1



Capítulo 1. Introdução 2

Chen [7] também provou que se Mn (n > 3) é uma subvariedade fechada (isto é,

compacta e sem bordo) em En+p com∫
Mn

(λ1)
n/2 dV = cn e λα = 0 (2 6 α 6 p),

então Mn está mergulhada como uma hiperesfera em um subespaço (n+ 1)-dimensional

de En+p. Na igualdade acima, cn é o volume da n-esfera e dV denota o elemento de

volume de Mn.

Denotaremos por R a curvatura escalar normalizada e por H a curvatura média de

Mn. Suponha queMn seja fechada em En+p. A curvatura média total deMn é de�nida

como sendo a integral ∫
Mn

Hn dV .

Um problema interessante é o de encontrar o melhor limite inferior desta integral em

termos dos invariantes geométricos e topológicos deMn. Um caso especial deste problema

é a famosa conjectura de Willmore [29], que foi demonstrada por Codá e Neves [15].

Neste trabalho, apresentaremos uma descrição do comportamento das α-ésimas cur-

vaturas escalares e obteremos algumas de suas aplicações. Por exemplo, daremos uma

estimativa da curvatura média total para subvariedades fechadas em En+p com R > 0.

A partir de tal estimativa, apresentaremos, ainda, resultados de classi�cação para Mn

nas condições acima. Nossa principal referência é o artigo The Total Mean Curvature of

Submanifolds in a Euclidean Space de Zhong-Hua Hou [16].

Nosso trabalho está organizado da seguinte forma: No capítulo 2 estabelecemos a

notação a ser usada e os pré-requisitos necessários à abordagem dos problemas tratados

neste trabalho. No capítulo 3 introduzimos, inicialmente, a k-ésima curvatura média

Kk(x, e) em (x, e) ∈ Bν = {(p,ν(p));p ∈Mn e ν(p) ∈ NpMn} de�nida por

det(δij + tAij) = 1+
∑
k

(
n

k

)
Kk(x, e)t

k,

onde δij é o delta de Kronecker; t é um parâmetro e (Aij) é a matriz do operador de

forma Ae de Mn com relação ao vetor normal e ∈ NxMn.

De posse dessa de�nição, consideramos a seguinte média

K∗k(x) :=

∫
S
p−1
x

|Kk(x, e)|
n/kdσp−1(e)

na esfera normal Sp−1
x de |Kk(x, e)|n/k e a chamamos de k-ésima curvatura absoluta total

de Mn em x.
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Seja f :Mn → En+p uma imersão. É uma consequência do teorema da função inversa

que, para todo q ∈ Mn, existe uma vizinhança U ⊂ Mn de q tal que a restrição f|U

de f a U é injetiva. Seja V ⊂ En+p uma vizinhança de f(q) em En+p de tal modo que

V ⊃ f(U). Admitamos V su�cientemente pequeno para que exista um referencial móvel

(e1, . . . , en, en+1, . . . , en+p) em V com a propriedade que, quando restritos a f(U), os

vetores e1, . . . , en sejam tangentes a f(U) e os vetores en+1, . . . , en+p sejam normais a

f(U). Um tal referencial é dito adaptado a f.

Escolhendo-se um referencial {eA}
n+p
A=1 adaptado a f, denotemos Π = (Παβ)p×p, onde

Παβ =
1

n(n− 1)
·
∑
i,j

(hn+αii hn+βjj − hn+αij hn+βij )

e (hrij)n×n é a matriz do operador de forma Aer (n+ 1 6 r 6 n+ p) com relação à base

{e1, . . . , en+p}.

Podemos mostrar que

Ke(x, e) =
∑
αβ

Παβyαyβ,

onde e =
∑
α

yαen+α.

Aos autovalores λα (1 6 α 6 p) de Π, damos o nome de α-ésima curvatura escalar de

Mn em En+p. Com relação às α-ésimas curvaturas escalares temos os seguintes resultados,

devidos a Hou [16].

Proposição 1.1. Seja Mn (n > 2) uma subvariedade em En+p com p > 2. Suponhamos

que λ1 > λ2 > · · · > λp sejam as α-ésimas curvaturas escalares de Mn. Então,

0 > λ2 > · · · > λp

em todo ponto de Mn.

Proposição 1.2. Seja Mn (n > 2) uma subvariedade fechada em En+p com R > 0.

Então,∫
Mn

λ
n/2
1 dV >

κncn−1

cn+p−1

∫
Mn

K∗2(x) dV +

{
1− 2κn

(
cn−1

cn

)}∫
Mn

Rn/2 dV , (1.1)

onde κn = (
√
π/4)Γ

(
n
4

)
/Γ
(
n+2
4

)
. Além disso, se a igualdade em (1.1) ocorre, então

λα = 0 (2 6 α 6 p− 1) em Mn.

A partir dessas desigualdades, obtemos o principal resultado deste trabalho, a saber,

uma estimativa da curvatura média total para subvariedades fechadas em En+p com R > 0.

De modo mais preciso, temos o seguinte teorema.
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Teorema 1.1. Seja Mn uma subvariedade fechada em En+p com R > 0. Então,∫
Mn

Hn dV > 2κncn−1 +

{
1− 2κn

(
cn−1

cn

)}∫
Mn

Rn/2 dV ,

onde κn =
(√
π/4

)
·Γ
(
n
4

)
/Γ
(
n+2
4

)
. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se,Mn

está imersa como uma hiperesfera em um subespaço linear (n+ 1)-dimensional de En+p.

Ainda como aplicação da Proposição 1.2 temos o seguinte resultado.

Proposição 1.3. Seja Mn uma subvariedade fechada em En+p com R > 0. Suponha que

{λα} sejam as α-ésimas curvaturas escalares de Mn. Então,∫
Mn

HndV >
κncn−1

cn+p−1

∫
Mn

K∗2(x)dV +

{
1− 2κn

(
cn−1

cn

)}∫
Mn

Rn/2dV , (1.2)

onde κn = (
√
π/4)Γ

(
n
4

)
/Γ
(
n+2
4

)
. Além disso, a igualdade em (1.2) ocorre se, e somente

se, ou (a) Mn está mergulhada como uma hiperesfera em um subespaço linear (n+1)-

dimensional de En+p ou (b) Mn é pseudo-umbílico com R = 0 e λα = 0 (2 6 α 6 p− 1).

Por �m, apresentamos nos Apêndices os principais resultados citados bem como os

enunciados e demonstrações de teoremas importantes que foram usados ao longo do nosso

texto.

No Apêndice A recordamos as principais propriedades da função gama. O Apêndice

B é um resumo do que se necessita de Homologia, mais precisamente, a computação

dos números de Betti de algumas superfícies fechadas bidimensionais. As conhecidas

desigualdades de Morse são deduzidas no Apêndice C.



Capítulo 2

Noções Preliminares

Neste capítulo �xaremos a notação a ser usada e apresentaremos alguns conceitos e resul-

tados necessários para o desenvolvimento do nosso trabalho. Salientamos que o objetivo

deste capítulo é apenas revisar algumas de�nições e resultados clássicos da literatura.

Desse modo, algumas demonstrações serão omitidas e, neste caso, indicaremos a referên-

cia para se obter tais demonstrações.

2.1 Método do referencial móvel de Cartan

As de�nições e os resultados obtidos nesta seção e na Seção 2.2 foram extraídos da

referência [2].

Sejam U um aberto do Rn e (e1, e2, . . . , en) campos diferenciáveis de vetores de�nidos

em U de tal modo que, para todo q ∈ U, se tenha 〈ei, ej〉q = δij, onde δij = 0 se i 6= j

e δij = 1 se i = j, com i, j = 1, . . . ,n. Um tal conjunto de campo de vetores é chamado

um referencial ortonormal móvel em U e será denotado por {ei}. Doravante, omitiremos

os adjetivos ortonormal e móvel, isto é, todos os referenciais serão ortonormais.

A partir do referencial {ei} podemos de�nir formas diferenciais lineares ω1, . . . ,ωn

pela condição ωi(ej) = δij; em outras palavras, em cada ponto q ∈ U, a base {(ωi)q} é a

base dual de {(ei)q}. O conjunto das formas diferenciais {ωi} é chamado o correferencial

associado ao referencial {ei}.

Cada campo ei pode ser pensado como uma aplicação diferenciável ei : U ⊂ Rn → Rn.

A diferencial (dei)q : Rn → Rn, em q ∈ U, é uma aplicação linear. Portanto, para todo

5
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v ∈ Rn, podemos escrever

(dei)q(v) =
∑
j

(ωij)q(v) ej.

As expressões (ωij)q(v), acima de�nidas, dependem linearmente de v e diferenciavelmente

de q. Portanto, (ωij)q é uma forma linear em Rn. Como ei é um campo diferenciável,

entãoωij é uma forma diferenciável linear. Com estes signi�cados em mente, escreveremos

dei =
∑
j

ωij ej (2.1)

como de�nição das formas ωij, que são chamadas formas de conexão do Rn no referencial

{ei}.

Diferenciando a expressão 〈ei, ej〉q = δij, obtemos

0 = 〈dei, ej〉q + 〈ei,dej〉q = ωij +ωji,

isto é, as formas de conexão ωij são antissimétricas nos índices i, j. O ponto fundamental

no método do referencial móvel é que as formas ωi,ωij satisfazem as chamadas equações

de estrutura de Elie Cartan.

Teorema 2.1. (Equações de Estrutura do Rn) Seja {ei} um referencial em um aberto

U ⊂ Rn. Sejam {ωi} o correferencial associado a {ei} e ωij as formas de conexão de U

no referencial ei. Então,

dωi =
∑
k

ωk ∧ωki, (2.2)

dωij =
∑
k

ωik ∧ωkj, k = 1, . . . ,n. (2.3)

Demonstração: Sejam a1 = (1, 0, . . . , 0), a2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . ,an = (0, 0, . . . , 0, 1)

a base canônica do Rn e xi : U → R a função que faz corresponder a cada ponto

q = (x1, . . . , xn) ∈ U a sua i-ésima coordenada. Então, dxi é uma forma diferencial

em U e, como dxi(aj) = δij, concluímos que {dxi} é o correferencial associado ao referen-

cial {ai}. O referencial dado se exprime em termos dos ai por

ei =
∑
j

βij aj, (2.4)

onde os βij são funções diferenciáveis em U e, para cada q ∈ U, a matriz (βij(q)) é uma

matriz ortogonal. Como ωi(ej) = δij, temos

ωi =
∑
j

βij dxj. (2.5)
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Diferenciando (2.4), obtemos

dei =
∑
k

dβik ak =
∑
k

dβij
∑
j

βjk ej.

Como dei =
∑
j

ωij ej, concluímos que

ωij =
∑
k

dβik βjk, (2.6)

ou seja, ∑
j

ωij βjs =
∑
jk

dβik βjk βjs = dβis, s = 1, . . . ,n. (2.7)

Por �m, diferenciando exteriormente (2.5) e usando (2.7), obtemos

dωi =
∑
j

dβij ∧ dxj =
∑
jk

ωik βkj ∧ dxj =
∑
k

ωk ∧ωki,

que é a primeira equação de estrutura (2.2).

Diferenciando (2.6) e usando (2.7), obtemos

dωij = −
∑
k

dβik ∧ dβjk

= −
∑
k

{(
n∑
l=1

ωil βlk

)
∧

(∑
s

ωjs βsk

)}
= −

∑
s

ωis ∧ωjs

=
∑
k

ωik ∧ωkj, (2.8)

que é a segunda equação de estrutura (2.3).

De modo inteiramente análogo ao que foi feito em Rn, podemos de�nir, mais geral-

mente, um referencial ortonormal móvel em um aberto U de uma variedade Riemanniana

Mn qualquer. Para �nalizarmos esta seção, apresentaremos o importante lema de Cartan

e demonstraremos a existência e unicidade das formas de conexão.

Lema 2.1. (Cartan) Sejam V um espaço vetorial de dimensão n e ω1, . . . ,ωr : V → R,

r 6 n, formas lineares de V linearmente independentes. Suponhamos que existam formas

lineares θ1, . . . , θr : V → R satisfazendo a seguinte condição,
r∑
i=1

ωi ∧ θi = 0.

Então,

θi =
∑
j

aij ωj, i, j = 1, . . . , r, aij = aji.
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Demonstração: Completemos as formasω1, . . . ,ωr em uma baseω1, . . . ,ωr,ωr+1, . . . ,ωn

de V∗ (espaço dual de V) e escrevamos

θi =

r∑
j=1

aij ωj +

n∑
l=r+1

bil ωl.

Basta agora observarmos que a condição
∑
i

ωi ∧ θi = 0 implica em

0 =

r∑
i=1

ωi ∧ θi

=

r∑
i=1

ωi ∧

r∑
j=1

aij ωj +

r∑
i=1

ωi ∧

n∑
l=r+1

bil ωl

=
∑
i<j

(aij − aji)ωi ∧ωj +
∑
i<l

bilωi ∧ωl. (2.9)

Como os ωk ∧ωs, k < s, k, s = 1, . . . ,n, são linearmente independentes, concluímos

que aij = aji e bil = 0.

Lema 2.2. Sejam Mn uma variedade Riemanniana, q ∈ Mn e U ⊂ Mn uma vizi-

nhança de q. Sejam (e1, . . . , en) um referencial móvel em U e ω1, . . . ,ωn o correferen-

cial associado a {ei}. Suponha que exista em U um conjunto de 1-formas diferenciais ωij

satisfazendo as condições

ωij = −ωji e dωj =
∑
k

ωk ∧ωkj.

Então um tal conjunto é único.

Demonstração: Suponhamos que exista outro conjunto de formas 	ωij com

	ωij = − 	ωji, dωj =
∑
k

ωk ∧ 	ωkj.

Então,
∑
k

ωk ∧ ( 	ωkj −ωkj) = 0 e, pelo lema de Cartan,

	ωkj −ωkj =
∑
i

Bjkiωi, Bjki = B
j
ik.

Observemos que,

	ωkj −ωkj =
∑
i

Bjkiωi = −( 	ωjk −ωjk) = −
∑
i

Bkjiωi

e, como os ωi são linearmente independentes, então Bjki = −Bkji. Usando as simetrias

obtidas, concluímos que

Bkji = −Bjki = −Bjik = Bijk = Bikj = −Bkij = −Bkji = 0,

ou seja, 	ωkj = ωkj.
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Lema 2.3. Escolhido um referencial {ei} em um aberto U ⊂ Mn de uma variedade

Riemanniana Mn, existe em U um conjunto de formas diferenciais ωij que satisfazem

ωij = −ωji e dωj =
∑
k

ωk ∧ωkj. (2.10)

Demonstração: Dado um ponto q ∈Mn, o conjunto {ωi ∧ωj; i < j, i, j = 1, . . . ,n}

forma uma base para o espaço Λ2(TqM
n)∗ das formas bilineares alternadas de TqMn ×

TqM
n. Assim, podemos escrever

dωj =
∑
k<i

Ajkiωk ∧ωi; com Ajki = −Ajik. (2.11)

Queremos determinar funções Cikj = −Cijk tais que as formas diferenciais

ωkj =
∑
i

Cikjωi (2.12)

satisfaçam (2.10). Se tais formas existirem, então de (2.10) e (2.11) teremos

dωj =
∑
k<i

Ajkiωk ∧ωi =
∑
k

ωk ∧

(∑
i

Cikjωi

)
=
∑
k<i

(Cikj − C
k
ij)ωk ∧ωi.

Igualando os coe�cientes de termos correspondentes nas equações acima, obtemos

Ajki = Cikj − C
k
ij

Akij = Cjik − C
i
jk

Aikj = Cjki − C
k
ji.

Adicionando membro a membro as igualdades acima, encontraremos a seguinte condição

necessária para a existência dos Cikj,

Cikj =
1
2
(Ajki +A

k
ij +A

i
kj). (2.13)

Então, basta de�nirmos Cikj como em (2.13) e as formas ωij por (2.12).

Sejam Mn uma variedade diferenciável n-dimensional e En+p um espaço Euclidiano

de dimensão n + p. (De agora em diante, usaremos um índice superior quando quiser-

mos indicar a dimensão de uma variedade). Dizemos que uma aplicação diferenciável

f : Mn → En+p é uma imersão se a diferencial (df)q : TqM
n → Tf(q)E

n+p é injetiva
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em todo ponto q ∈ Mn. O número p = (n + p) − n é chamado codimensão de f. Para

cada q ∈Mn, o espaço gerado pelos vetores de En+p que são normais a (df)q(TqM
n) é

chamado espaço normal da imersão f em q e será indicado por NqMn. Ao espaço

NMn =
∐
q∈M

NqM
n

munido de sua estrutura usual de variedade diferenciável chamaremos �brado normal.

A ideia básica do método do referencial móvel pode ser descrita da maneira seguinte.

Seja f : Mn → En+p uma imersão. Pelo teorema da função inversa existe, para todo

q ∈Mn, uma vizinhança U ⊂Mn de q tal que a restrição f|U de f a U é injetiva. Seja

V ⊂ En+p uma vizinhança de f(q) em En+p de tal modo que V ⊃ f(U). Admitamos V

su�cientemente pequeno para que exista um referencial móvel (e1, . . . , en, en+1, . . . , en+p)

em V com a propriedade que, quando restritos a f(U), os vetores e1, . . . , en sejam tan-

gentes a f(U) e os vetores en+1, . . . , en+p sejam normais a f(U). Um tal referencial é dito

adaptado a f.

Figura 1. Um referencial móvel adaptado a f em uma vizinhança do ponto q.

A existência de um referencial adaptado a f pode ser provada do seguinte modo. Se V

é su�cientemente pequeno, então existe um difeomor�smo g : V → V tal que g(f(U)) é um

aberto de uma subvariedade linear de dimensão n de En+p. A existência de um referencial

	f1, . . . , 	fn, 	fn+1, . . . , 	fn+p adaptado a g(f(U)) em g(V) é imediata. A imagem inversa

(dg)−1(	f1), . . . , (dg)−1(	fn+p) de um tal referencial pode não ser ortonormal. Usaremos

então o processo de ortonormalização de Gram-Schmidt em cada ponto de V . Observando
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que os vetores obtidos por um tal processo "variam diferenciavelmente" com os vetores

dados, obteremos em V um referencial ortonormal adaptado a f(U).

2.2 Subvariedades em um espaço Euclidiano.

Seja f : Mn → En+p uma imersão e consideremos uma vizinhança U de q ∈ M na

qual a restrição f|U seja injetiva. Seja V uma vizinhança de f(q) em En+p de tal modo que

f(U) ⊂ V e que em V esteja de�nido um referencial (e1, . . . , en, en+1, . . . , en+p) adaptado

a f. Pensaremos em f como uma inclusão de U em V ∈ En+p e usaremos a mesma notação

para campos de vetores em V ou a sua restrição a U. De agora por diante, esta convenção

será usada sem maiores comentários. Ao longo desta seção, usaremos os seguintes tipos

de índices: 1 6 A,B,C, . . . 6 n+ p; 1 6 i, j,k, . . . 6 n; n+ 1 6 α,β,γ, . . . 6 n+ p.

Dado o referencial {eA} em U, de�niremos o correferencial {ωA} e as formas de conexão

ωAB em V por

df =
∑

ωAeA, (2.14)

deA =
∑

ωABeB. (2.15)

As formas ωA e ωAB satisfazem as equações de estrutura

dωA =
∑

ωB ∧ωBA, (2.16)

dωAB =
∑

ωAC ∧ωCB. (2.17)

As restrições das formasωA,ωAB aU ⊂ V satisfazem ainda as equações (2.16) e (2.17)

com a relação adicional ωα = 0, para todo α. Esta última relação provém do fato que os

vetores eα são normais a U e, portanto, para todo q ∈ U e todo v =
∑
i

viei ∈ TqMn,

tem-se

ωα(v) = ωα

(∑
i

viei

)
= 0.

No que segue, só usaremos formas restritas a U. Como ωα = 0, temos

0 = dωα =
∑

ωB ∧ωBα =
∑

ωβ ∧ωβα +
∑

ωi ∧ωiα =
∑

ωi ∧ωiα.

Pelo lema de Cartan,

ωiα =
∑
j

hαijωj, hαij = h
α
ji.
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A forma quadrática

IIα =
∑
i

ωiωiα =
∑
ij

hαijωiωj

é chamada a segunda forma quadrática de f na direção eα.

Um campo diferenciável de vetores normais é uma aplicação diferenciável

ν :Mn → NMn ⊂ TEn+p

com ν(q) ∈ NqMn, q ∈Mn. Dado um campo diferenciável de vetores normais unitários

ν : U ⊂ Mn → NMn, em uma vizinhança U su�cientemente pequena de q, podemos

escolher um referencial adaptado {eA} em U de tal modo que en+1 = ν. A segunda forma

quadrática IIn+1 é chamada segunda forma quadrática de f na direção de ν e indicada

por IIν. Vamos mostrar agora que IIν não depende do referencial escolhido. Para tanto,

diferenciamos a expressão

0 = 〈df,ν〉 = 〈df, en+1〉,

obtendo

〈df2,ν〉 = 〈df,den+1〉 = −〈
∑
i

ωiei,
∑
j

ωn+1,jej +
∑
β

ωn+1,βeβ〉

= −
∑
i

ωiωn+1,i =
∑
i

ωiωi,n+1 = II
n+1 = IIν. (2.18)

Portanto, se α : (−ε, ε) → U é uma curva em Mn parametrizada pelo comprimento de

arco s, com α(0) = p, α ′(0) = w, teremos

IIν(w,w) = 〈d2f(w,w),ν〉 =
〈(

d2α

ds2

)
s=0

,ν

〉
.

O último membro das desigualdades acima é a componente do vetor curvatura de α

segundo o vetor unitário ν. Decorre daí que IIα é independente da escolha do referencial.

Como a toda forma quadrática em um espaço vetorial está associada uma aplicação

linear auto-adjunta, então para todo q ∈ Mn e todo vetor normal unitário ν ∈ NqMn,

existe uma transformação linear auto-adjunta Aνq : TqM
n → TqM

n, tal que

IIνq(w) = −〈Aνq(w),w〉,

para todo w ∈ TqMn. Por (2.18), segue que

〈Aνq(w),w〉 = 〈dν(w),df(w)〉
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e que a matriz de Aν em um referencial adaptado a f com en+1 = ν é dada por (−hn+1
ij ).

Às vezes é conveniente usar a aplicação bilinear Bq : TqM
n × TqMn → NqM

n dada

por

〈Bq(X, Y),νq〉q = −〈Aνq(X), Y〉q, X, Y ∈ TqMn, ν ∈ NqMn.

Em termos de um referencial local adaptado a f, temos a seguinte expressão para B,

B(X, Y) =
∑
α

(∑
ij

hαijωi(X)ωj(Y)

)
eα, (2.19)

o que mostra que B é uma aplicação bilinear simétrica. Como já vimos, IIν independe do

referencial escolhido. Usando este fato e a igualdade em (2.19), concluímos que B(X, Y)

também independe do referencial normal {eα}. O traço de B em q, isto é,

∑
α

(∑
i

hαii

)
eα = nHq

dá origem a um vetor normal Hq chamado o vetor curvatura média em q.

Vamos agora escrever as equações de estrutura (2.16) e (2.17) tendo o cuidado de

separar as partes tangenciais e normais. Obteremos as equações,

dωi =
∑
j

ωj ∧ωji, (2.20)

dωij =
∑
k

ωik ∧ωkj +
∑
α

ωiα ∧ωαj, (2.21)

dωiα =
∑
j

ωij ∧ωjα +
∑
β

ωiβ ∧ωβα, (2.22)

dωαβ =
∑
j

ωαj ∧ωjβ +
∑
γ

ωαγ ∧ωγβ. (2.23)

Observe que a equação (2.21) é semelhante à equação de estrutura de um espaço

Euclidiano, com um "termo de correção" dado por∑
α

ωiα ∧ωαj = Ωij, Ωij = −Ωji.

Para esclarecer o signi�cado das 2-formas Ωij, notemos que a imersão f :Mn → En+p

determina uma métrica Riemanniana 〈 , 〉 em Mn dada por

〈v1, v2〉q = 〈dfq(v1),dfq(v2)〉, q ∈M, v1, v2 ∈ TqMn,

onde o produto interno do segundo membro é o poduto interno usual do En+p. A métrica

Riemanniana em Mn é chamada métrica induzida por f. A métrica induzida e a parte
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tangente {ei} do referencial determinam as formas ωi e, por conseguinte, as formas dωi.

Pelo Lema 2.2 as formas ωij �cam então inteiramente determinadas e o mesmo se veri�ca

para as formas

Ωij = dωij −
∑
k

ωik ∧ωkj.

Portanto, a matriz antissimétrica de 2-formas (Ωij) depende apenas da métrica induzida

(e da escolha do referencial). Isto sugere que a matriz (Ωij) é uma espécie de medida do

quanto a métrica induzida deixa de ser Euclidiana. (Ωij) é chamada a matriz das formas

de curvatura no referencial {ei}.

Observe que se Mn = Rn, Ωij = 0. Além disso, se x :M2 → R3 então

Ω12 = −Kω1 ∧ω2,

onde K é a curvatura Gaussiana. Isso mostra que (Ωij) é uma generalização de tal

curvatura.

Exemplo 2.1. Seja Sn ⊂ Rn+1 a esfera unitária centrada na origem. Escolhendo um

referencial adaptado (e1, . . . , en, en+1) em Rn+1 − {0}, teremos

dωij =
∑
k

ωik ∧ωkj +ωi,n+1 ∧ωn+1,j, i, j, k = 1, . . . ,n,

donde

Ωij = ωi,n+1 ∧ωn+1,j.

Como podemos pensar em x = en+1 como vetor posição da esfera Sn em Rn+1, teremos

dx =
∑

ωiei = den+1 =
∑

ωn+1,iei,

donde ωi = ωn+1,i. Decorre daí que Ωij = −ωi∧ωj, isto é, Sn tem curvatura constante

igual a 1.

Se Mn for orientada, então a n-forma diferencial ω1 ∧ . . . ∧ ωn = ν não depende

da escolha do referencial {ei}, contanto que tomemos sempre referenciais na orientação de

Mn. Com efeito, o valor de ν nos vetores vi =
∑
aijej, i, j = 1, . . . ,n é dado por

(ω1 ∧ω2 ∧ . . .∧ωn)

(∑
j

a1jej, . . . ,
∑
j

anjej

)
= det(aij)ω1 ∧ . . .∧ωn(e1, . . . , en) = det(aij)
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que é igual ao volume do paralelepípedo orientado formado pelos vetores vi. A forma ν

é chamada forma de volume de Mn. Por exemplo, a forma de volume da esfera Sn no

referencial do Exemplo 2.1 é dada por

ν = ω1 ∧ω2 ∧ . . .∧ωn = ωn+1,1 ∧ . . .∧ωn+1,n. (2.24)

Para associar um signi�cado geométrico à matriz das formas de curvatura, precisamos

veri�car como elas variam com uma mudança da parte tangente do referencial {ei} (a

parte normal {eα} do referencial não afeta as formas Ωij). Para isto, será conveniente

usar a seguinte notação matricial.

As matrizes das formas ωij e Ωij serão indicadas por W e Ω, respectivamente, e o

vetor coluna das formas ωi, por ω. As equações de estrutura (2.20) e (2.21) se escrevem,

pois, como

dω =W ∧ω,

dW =W ∧W +Ω.

Uma mudança na parte tangente {ei} do referencial será dada por ei =
∑
uij	ej, onde

(uij) = U é uma matriz de funções diferenciáveis em M. Além disso, U é ortogonal, isto

é, U ·U∗ = identidade, onde U∗ indica a matriz transposta de U.

Lema 2.4. Por uma mudança do referencial tangente {ei} dada por ei =
∑
j uij	ej, a

matriz das formas de conexão W muda por

W = dUU∗ +U 	WU∗, (2.25)

e a matriz das formas de curvatura Ω muda por

Ω = U 	ΩU∗, (2.26)

onde uma barra indica a entidade correspondente no referencial {	ei}.

Demonstração: Vide ([2]).

Decorre do lema que, �xado q ∈Mn, quando mudamos o referencial tangente {ei}, a

matriz de formas ((Ωij)q) muda como a matriz de uma transformação linear em TqM
n.

Portanto, �xados dois vetores X, Y ∈ TqMn, a matriz numérica {(Ωij)q(X, Y)} representa

uma transformação linear em TqM
n, que indicaremos por

(RXY) : TqM
n → TqM

n,
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e que não depende do referencial tangente. RXY é chamado o operador de curvatura da

métrica induzida.

Passemos agora a analisar a equação (2.23). Inicialmente, vamos escrevê-la na forma

dωαβ =
∑
γ

ωαγ ∧ωγβ +Ωαβ,

onde

Ωαβ =
∑
i

ωαi ∧ωiβ = −Ωβα.

Vemos que elas possuem uma certa analogia formal com as equações de estrutura de um

espaço Euclidiano com um "termo de correção" Ωαβ. Por um raciocínio inteiramente

análogo ao lema (2.4) veri�camos que a matriz de formas (ωαβ) = W⊥ e a matriz

de formas (Ωαβ) = Ω⊥ se transformam, por uma mudança da parte normal {eα} do

referencial, de modo semelhante às formas W e Ω, respectivamente. Por esta razão,

chamaremos ωαβ as formas de conexão normal e Ωαβ as formas da curvatura normal.

É claro que, �xados q ∈ Mn e dois vetores X, Y ∈ TqMn, a matriz {(Ωαβ)q(X, Y)}

determina uma transformação linear (R⊥XY)q : NqM
n → NqM

n, chamada operador de

curvatura normal da imersão f.

As equações de de�nição

Ωij =
∑
α

ωiα ∧ωαj, Ωαβ =
∑
i

ωαi ∧ωiβ

relacionam as formas de curvatura da métrica induzida e as formas da curvatura normal

com as segundas formas quadráticas de imersão da seguinte maneira

Ωij = −
∑
α

{∑
l

hαilωl ∧
∑
k

hαjkωk

}

=
∑
k<l

{∑
α

(hαilh
α
jk − h

α
ikh

α
jl)

}
ωk ∧ωl (2.27)

e

Ωαβ = −
∑
i

{∑
k

hαikωk ∧
∑
l

hβilωl

}

=
∑
k<l

{∑
i

(hαkih
β
il − h

β
kih

α
il)

}
ωk ∧ωl. (2.28)

As equações (2.27) e (2.28) são chamadas as equações de Gauss e as equações de Ricci,

respectivamente.
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Como as formas Ωij são de grau dois e o conjunto {ωi ∧ωj, i < j, i, j = 1, . . . ,n}

forma uma base para o espaço Λ2V∗ das formas bilineares alternadas de V × V , então

podemos escrever

Ωij = −
1
2

∑
k,l

Rijklωk ∧ωl. (2.29)

As funções Rijkl são chamadas as componentes do tensor curvatura de M. Da equação

de Gauss e de (2.29) temos

Rijkl = −Ωij(ek, el) =
∑
α

(hαikh
α
jl − h

α
ilh

α
jk). (2.30)

No caso particular em que k = i e l = j, Rijij é chamado de curvatura seccional no

plano span{ei, ej}. Em algumas situações é conveniente, ainda, introduzir a noção de

curvatura escalar normalizada R, dada por

R =
∑
i,j

Rijij

n(n− 1)
. (2.31)

Para �nalizar esta seção, apresentaremos um exemplo que ilustra como funciona o

método do referencial móvel.

Exemplo 2.2. (Toro de Cli�ord) Seja f : R2 → R4 uma aplicação diferenciável dada por

f(u, v) = (cos(u), sin(u), cos(v), sin(v)), (u, v) ∈ R2. Como

df = (− sin(u) du, cos(u) du,− sin(v) dv, cos(v) dv)

teremos

df

(
∂

∂u

)
= (− sin(u), cos(u), 0, 0) e df

(
∂

∂v

)
= (0, 0,− sin(v), cos(v)),

e portanto f é uma imersão. Como f(u+ 2nπ, v+ 2mπ) = f(u, v), para n e m inteiros,

então a imagem f(R2) é um toro S1 × S1 ⊂ R4. Para estudar a geometria deste toro,

escolhamos um referencial ortonormal e adaptado

e1 = (− sin(u), cos(u), 0, 0),

e2 = (0, 0,− sin(v), cos(v)),

e3 =
1√
2
(cos(u), sin(u), cos(v), sin(v)),

e4 =
1√
2
(− cos(u),− sin(u), cos(v), sin(v)).
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Como df =
∑
i

ωiei, concluímos que

ω1 = 〈df, e1〉 = du, ω2 = dv, ω3 = ω4 = 0.

Para o cálculo das ωij, calcularemos primeiro

de1 = (− cos(u) du,− sin(u) du, 0, 0),

de2 = (0, 0,− cos(v) dv,− sin(v) dv),

de3 =
1√
2
(− sin(u) du, cos(u) du,− sin(v) dv, cos(v) dv),

donde

ω12 = 〈de1, e2〉 = 0,

ω13 = 〈de1, e3〉 = −du,

ω14 = 〈de1, e4〉 = du,

ω23 = 〈de2, e3〉 = −dv,

ω24 = 〈de2, e4〉 = −dv,

ω34 = 〈de3, e4〉 = 0.

De ω12 = 0, concluímos que a curvatura Gaussiana da métrica induzida é zero. De

ω34 = 0, concluímos que a curvatura normal da imersão também é zero. Para o cálculo

das segundas formas quadráticas nas direções e3 e e4, faremos

ω13 = h
3
11ω1 + h

3
12ω2 e ω23 = h

3
21ω1 + h

3
22ω3,

donde

h3
11 = −1, h3

12 = h
3
21 = 0, h3

22 = −1,

isto é,

A3 =

 −1 0

0 −1

 .

Analogamente,

A4 =

 1 0

0 −1

 .

Observe que e3 = 1√
2
f habita uma esfera unitária, pois |f| =

√
2. Portanto, f(S1×S1) está

contida na esfera S3
(
√
2)
de raio

√
2 de R4 e o referencial e1, e2, e4 é tangente a esta esfera

com e3 normal a f(S1× S1). Como imersão, f : S1× S1 → S3
(
√
2)
descreve o chamado toro

de Cli�ord.
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A Curvatura Média Total

A teoria da curvatura média total consiste no estudo da integral da n-ésima potência

da curvatura média H de uma subvariedade Mn em um espaço Euclidiano En+p e suas

aplicações. Neste capítulo descreveremos, inicialmente, o comportamento das α-ésimas

curvaturas escalares e, como aplicação, daremos uma estimativa da curvatura média to-

tal para subvariedades fechadas Mn em En+p com R > 0. A partir de tal estimativa,

apresentaremos, ainda, resultados de classi�cação para Mn nas condições acima.

3.1 As α-ésimas curvaturas escalares de Mn

Seja f : Mn → En+p uma imersão de uma variedade suave compacta sem bordo

n-dimensional Mn em um espaço Euclidiano En+p de dimensão n+ p.

Figura 2. Imagem imersa de uma variedade fechada Mn em um espaço Euclidiano En+p.

19
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Ao longo deste capítulo, identi�caremos Mn com sua imagem imersa e convenciona-

remos os seguintes domínios de índices: 1 6 i, j, k 6 n; 1 6 α,β,γ 6 p; n+ 1 6 r, s, t 6

n+ p; 1 6 A,B,C 6 n+ p.

Consideremos em T(En+p) um referencial ortonormal local (e1, . . . , en+p) adaptado a

f e seja (ω1, . . . ,ωn+p) seu respectivo correferencial. Como vimos na Seção 2.1, existe

uma única 1-forma de conexão, (ωAB), a forma de conexão de Levi-Civita, tal que

dωA =
∑
B

ωAB ∧ωB, ωAB +ωBA = 0, dωAB =
∑
C

ωAC ∧ωCB.

Restringindo estas formas a Mn, temos ωr = 0, para todo r. Assim,

0 = dωr =
∑
i

ωri ∧ωi, ∀ r.

Pelo lema de Cartan, temos

ωri =
∑
j

hrijωj, h
r
ij = h

r
ji, ∀ i, j, r.

Além disso, da Seção 2.2 segue que a primeira e a segunda forma fundamental são,

respectivamente, dadas por

I =
∑
i

(ωi)
2 e II =

∑
i,j,r

hrijωiωjer.

O operador de forma Ae deMn com relação ao vetor normal e ∈ NqMn é o operador

auto-adjunto em Tq(M
n) correspondente à forma quadrática IIe = 〈II, e〉. A matriz de

Aer com relação à base adaptada {e1, ..., en+p} é Lr = (hrij)n×n.

Utilizando-se as equações (2.30) e (2.31) da Seção 2.2 podemos representar o campo

vetor curvatura média ξ, a curvatura média H e o comprimento ao quadrado da segunda

forma fundamental S da seguinte maneira

ξ =
∑
r

Hrer, H = |ξ|, S =
∑
i,j,r

(hrij)
2,

onde Hr = 1
n

∑
i

hrii para todo r.

No que segue, iremos mostrar que é válida a seguinte igualdade

R =
n2H2 − S

n(n− 1)
.

Pela equação (2.31) é su�ciente provar que∑
i,j

Rijij = n
2H2 − S. (3.1)
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Da equação (2.30), segue que

∑
i,j

Rijij =
∑
i,j

{∑
r

[
hriih

r
jj − (hrij)

2
]}

=
∑
i,j,r

hriih
r
jj −
∑
i,j,r

(hrij)
2

=
∑
i,j,r

hriih
r
jj − S. (3.2)

Agora observe que, ∑
i,j,r

hriih
r
jj = n

2H2. (3.3)

A equação (3.1) segue, então, das equações (3.2) e (3.3).

Denotemos por Bν o �brado normal unitário de f(Mn) em En+p, isto é,

Bν = {(x,ν(x)) | x ∈Mn e ν(x) ∈ Nf(x)(f(Mn)), com 〈ν(x),ν(x)〉 = 1}.

Notemos que Bν é localmente um �brado de esferas (p − 1)-dimensionais sobre f(Mn) e

é localmente uma variedade diferenciável de dimensão n+ p− 1.

Figura 3. Visualização do toro como um �brado normal unitário.

Existe uma forma diferenciável dσp−1 de grau p− 1 em Bν tal que, quando restrita a

uma �bra, é o elemento de volume da esfera de vetores normais e unitários em um ponto

x ∈Mn, denotada por Sp−1
x .

Com efeito, podemos pensar em f = en+p como vetor posição da esfera Sp−1
x . Assim,
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das equações (2.14) e (2.15) obtemos

df =

p−1∑
α=1

ωn+αen+α e den+p =

p−1∑
α=1

ωn+p,n+αen+α,

donde segue que,

ωn+p,n+α = ωn+α.

Desse modo, o elemento de volume de Sp−1
x no referencial acima é dado pela (p−1)-forma

dσp−1 = ωn+1 ∧ · · ·∧ωn+p−1 = ωn+p,n+1 ∧ · · ·∧ωn+p,n+p−1.

Por outro lado, segue da equação (2.24) que o elemento de volume de Mn pode ser

representado pela n-forma dV = ω1 ∧ · · ·∧ωn. Como Bν é uma variedade diferenciável

(n+ p− 1)-dimensional, então a (n+ p− 1)-forma dada por

dV ∧ dσp−1 = ω1 ∧ · · ·∧ωn ∧ωn+1 ∧ · · ·∧ωn+p

pode ser considerada como o elemento de volume de Bν.

Em um ponto arbitrário (x, e) ∈ Bν, denotemos Ae = (Aij). De�nimos a k-ésima

curvatura média Kk(x, e) em (x, e) por

det(δij + tAij) = 1+
∑
k

(
n

k

)
Kk(x, e)t

k,

onde δij é o delta de Kronecker, t é um parâmetro e(
n

k

)
=

n!
k!(n− k)!

.

Quando k = n, a k-ésima curvatura média coincide com a curvatura de Lipschitz-

Killing em (x, e). Chamamos a integral

K∗k(x) :=

∫
S
p−1
x

|Kk(x, e)|
n/k dσp−1(e),

média na esfera normal Sp−1
x de |Kk(x, e)|n/k, a k-ésima curvatura absoluta total de Mn

em x. A k-ésima curvatura absoluta total com relação a f é de�nida por

TAk(f) :=
1

cn+p−1

∫
Mn

K∗kdV .

Estabeleceremos, a seguir, um limite inferior para TAn(f) em termos do número de

Morse µ(Mn) e dos i-ésimos números de Betti βi(Mn) de Mn (veja o Apêndice B para

a de�nição de βi(Mn) e con�ra o Apêndice C para a de�nição de µ(Mn)).
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Lema 3.1. Seja f : Mn → En+p uma imersão de uma variedade fechada em En+p.

Então,

TAn(f) > µ(M
n) > β(Mn),

onde µ(Mn) é o número de Morse, βi(Mn) é o i-ésimo número de Betti e β(Mn) =
n∑
i=0

βi(M
n).

Demonstração: Veja [14] ou [25].

Lema 3.2. Seja f : Mn → En+p uma imersão de uma variedade fechada em En+p.

Então,

TAk(f) > 2, k = 1, . . . ,n.

A igualdade acontece se, e somente se, Mn está imersa ou como uma hiperesfera se

k < n ou como uma hipersuperfície convexa se k = n, em um subespaço linear (n + 1)-

dimensional de En+p.

Demonstração: Veja as referências [6] e [13].

Para descrever como K2(x, e) depende de e, escolhamos, em uma vizinhança de x, um

referencial ortonormal local {eA}
n+p
A=1 adaptado a f. Então, o vetor normal e e o operador

de forma Ae podem ser representados como

e =
∑
α

yαen+α e Ae =
∑
α

yαLn+α,

onde
∑
α y

2
α = 1. Neste caso, K2(x, e) é dado por

K2(x, e) =

(
n

2

)−1∑
i<j

(AiiAjj −A
2
ij).

Exemplo 3.1. Seja M2 uma 2-superfície no espaço Euclidiano E3. Escolhamos, em uma

vizinhança do ponto x ∈ M2, um referencial ortonormal {eA}3A=1 tal que e1, e2 sejam

tangentes a M2. Então, a matriz do operador de forma Ae3 com relação à base adaptada

(e1, e2, e3) é

L3 =

 h3
11 h3

12

h3
21 h3

22

 .

Logo,

det(δij + th
3
ij) = 1+ (h3

11 + h
3
22)t+ (h3

11h
3
22 − h

3
12h

3
21)t

2.

Neste caso, temos

K2(x, e3) = h
3
11h

3
22 − (h3

12)
2
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e

K1(x, e3) =
(h3

11 + h
3
22)

2
.

Denotemos Π = (Παβ)p×p, onde

Παβ =
1

n(n− 1)

∑
i,j

(hn+αii hn+βjj − hn+αij hn+βij ) (3.4)

para todo α e β. Então, K2(x, e) pode ser expressado como

K2(x, e) =
∑
αβ

Παβyαyβ. (3.5)

Da igualdade em (3.4) segue que Π é simétrica. Assim, podemos escolher um referencial

ortonormal local {	en+α}
p
α=1 tal que K2(x, e) pode ser reescrito como

K2(x, e) =
∑
α

λα	y
2
α, (3.6)

onde e =
∑
α

	yα	en+α e λ1 > λ2 > · · · > λp são os autovalores de Π. Chamamos um tal

referencial (x; e1, . . . , en; 	en+1, . . . , 	en+p) um referencial de Frenet- 	Otsuki e chamamos

λα (α = 1, . . . ,p) a α-ésima curvatura escalar de Mn em En+p. Por de�nição, vemos

que λα está de�nida continuamente emMn e são diferenciáveis em subconjuntos abertos

nos quais λ1 > λ2 > · · · > λp.

Proposição 3.1. (Chen, [7]) A curvatura escalar normalizada R e as α-ésimas curvaturas

escalares satisfazem a seguinte relação

R =
∑
α

λα.

Demonstração: Das igualdades em (3.5) e (3.6) segue que

∑
α

λα	y
2
α =

∑
α

Παα	y
2
α =
∑
α

{
1

n(n− 1)
·
∑
i,j

[hn+αii hn+αjj − (hn+αij )2]

}
	y2α.

Assim,∑
α

λα =
∑
i,j

1
n(n− 1)

·
∑
α

[hn+αii hn+αjj − (hn+αij )2] =
∑
i,j

Rijij

n(n− 1)
= R.
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Observação 3.1. Diagonalizando-se a matriz L3 do Exemplo 3.1, obtemos

λ1 = h
3
11, λ2 = h

3
22, h

3
21 = h

3
12 = 0.

Assim, K2(x, e3) e K1(x, e3) coincidem, respectivamente, com a curvatura de Gauss e a

curvatura média de M2.

Escrevamos,

Sn+α,n+β =
∑
i,j

hn+αij hn+βij e Sn+α = Sn+α,n+α =
∑
i,j

(hn+αij )2,

para todo α e β. Então, Παβ pode ser expressado como

Παβ =
1

n(n− 1)
(n2Hn+αHn+β − Sn+α,n+β), (3.7)

para todo α e β. Como a matriz (Hn+αHn+β)p×p tem posto 1 e (Sn+α,n+β)p×p é positivo

semi-de�nido, segue da igualdade em (3.7) que existe pelo menos (p − 1) números dos

autovalores de Π que são menores do que ou iguais a zero. Da de�nição de λα, obtemos

a seguinte

Proposição 3.2. Seja Mn (n > 2) uma subvariedade em En+p com p > 2. Suponhamos

que λ1 > λ2 > · · · > λp sejam as α-ésimas curvaturas escalares de Mn. Então,

0 > λ2 > · · · > λp

em todo ponto de Mn.

Seja Mn uma subvariedade fechada em En+p com R > 0. Chen [7] estabeleceu a

seguinte igualdade para uma subvariedade M2m em E2m+2 com R = 0.

Teorema 3.1. Seja M2m uma variedade fechada 2m-dimensional imersa em E2m+2 com

curvatura escalar R = 0. Então,

∫
M2m

(λ1)
m dV =

cm

2cm+1

∫
M2m

K∗2dV . (3.8)

Nesta seção, provaremos uma desigualdade que generaliza esse resultado. Antes de

iniciar nossa discussão, precisamos do seguinte lema.

Lema 3.3. Seja cn o volume da esfera unitária Sn. Se n > 2, então

cn−1

cn
−

2√
π
·
Γ
(
n+2
4

)
Γ
(
n
4

) < 0.
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Demonstração: Considere as funções F : (0,+∞) → R dada por F(u) = 2 ln Γ(u) −

ln Γ
(
u− 1

4

)
− ln Γ

(
u+ 1

4

)
e ψ : (0,+∞) → R de�nida por ψ(u) = d

du
(ln Γ(u)). Do

Apêndice A (Proposição A.1), sabemos que

d2

du2
(ln(Γ(u)) =

1
u2

+
∑
n>1

1
(u+ n)2

.

Logo,

ψ ′′(u) =
d

du

(
1
u2

+
∑
n>1

1
(u+ n)2

)
= −

2
u3

+
∑
n>1

−2
(u+ n)3

= −2
∑
n>0

(
1

(u+ n)3

)
,

ou seja, ψ ′′(u) < 0 para u > 0. Isso mostra que ψ(u) é uma função côncava para u > 0.

Então, para u > 0, temos

ψ

(
(1− t)

(
u−

1
4

)
+ t

(
u+

1
4

))
> (1−t) ψ

(
u−

1
4

)
+t ψ

(
u+

1
4

)
, com t ∈ [0, 1].

Fazendo t = 1/2 nesta última desigualdade, obtemos

ψ

(
1
2

(
u−

1
4

)
+

1
2

(
u+

1
4

))
>

1
2
ψ

(
u−

1
4

)
+

1
2
ψ

(
u+

1
4

)
isto é,

ψ(u) >
1
2

[
ψ

(
u−

1
4

)
+ψ

(
u+

1
4

)]
. (3.9)

Veja que,

F ′(u) = 2
d

du
[ln(Γ(u))] −

d

du
[ln(Γ(u− 1/4))] −

d

du
[ln(Γ(u+ 1/4))]

= 2 ψ(u) −ψ (u− 1/4) −ψ (u+ 1/4)

= 2

[
ψ(u) −

1
2
[ψ (u− 1/4) +ψ (u+ 1/4)]

]
. (3.10)

Das desigualdades (3.9) e (3.10) segue F ′(u) > 0, logo F(u) é uma função monótona

crescente para u > 0. Agora, observe que

F(1) = 2 ln Γ(1) − ln Γ

(
1−

1
4

)
− ln Γ

(
1+

1
4

)
= ln

[
Γ

(
1−

1
4

)
· Γ
(
1+

1
4

)]−1

= ln

[
π

Γ (1/4) · sin
(
π
4

) · 1
4
· Γ (1/4)

]−1

> ln

(√
2
2

)
.
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Portanto, para u > 1, temos F(u) > F(1) > ln
(√

2
2

)
. Logo, F(u) > ln

(√
2/2
)
, donde

segue que

[Γ(u)]2 >

√
2
2
· Γ
(
u−

1
4

)
· Γ
(
u+

1
4

)
. (3.11)

Como cn−1 = 2πn/2/Γ
(
n
2

)
([3], p.114), então usando a fórmula de duplicação da função

gama ([17], p.399) obtemos

cn−1

cn
−

2√
π
·
Γ
(
n+2
4

)
Γ
(
n
4

) =
2πn/2

Γ
(
n
2

) · Γ (n+1
2

)
2π(n+1)/2

−
2√
π
·
Γ
(
n+2
4

)
Γ
(
n
4

)
=

1√
π
·
Γ
[
2
(
n+1
4

)]
Γ
[
2
(
n
4

)] −
2√
π
·
Γ
(
n+2
4

)
Γ
(
n
4

)
=

1√
π
·

[
2(n+1)/2Γ

(
n+1
4

)
Γ
(
n+3
4

)
2
√
π

· 2
√
π

2(n/2)Γ
(
n
4

)
· Γ
(
n+2
4

)]−
−

2√
π
·
Γ
(
n+2
4

)
Γ
(
n
4

)
=

√
2 · Γ

(
n+1
4

)
· Γ
(
n+3
4

)
√
π · Γ

(
n
4

)
· Γ
(
n+2
4

) −
2√
π
·
Γ
(
n+2
4

)
Γ
(
n
4

)
=

√
2 · Γ

(
n+1
4

)
· Γ
(
n+3
4

)
− 2

[
Γ
(
n+2
4

)]2
√
π · Γ

(
n
4

)
· Γ
(
n+2
4

) . (3.12)

Fazendo u = n+2
4

> 1 (pois n > 2) na desigualdade (3.11), obtemos

2

[
Γ

(
n+ 2
4

)]2
>
√
2

[
Γ

(
n+ 2
4

−
1
4

)
· Γ
(
n+ 2
4

+
1
4

)]
=
√
2

[
Γ

(
n+ 1
4

)
· Γ
(
n+ 3
4

)]
,

ou seja,
√
2

[
Γ

(
n+ 1
4

)
· Γ
(
n+ 3
4

)]
− 2 ·

[
Γ

(
n+ 2
4

)]2
< 0. (3.13)

Portanto, da igualdade (3.12) e da desigualdade (3.13) concluímos que

cn−1

cn
−

2√
π
·
Γ
(
n+2
4

)
Γ
(
n
4

) < 0.



Capítulo 3. A Curvatura Média Total 28

Usando a Proposição 3.2 e a Proposição 3.1, temos

|K2(x, e)|
n/2 = |

∑
α

λα	y
2
α|
n/2 = |λ1	y

2
1 + λ2	y

2
2 + · · ·+ λp	y2p|

n/2

= | [R− (λ2 + · · ·+ λp)] 	y21 + λ2	y22 + · · ·+ λp	y2p|n/2

= |R	y21 + λ2(	y
2
2 − 	y21) + · · ·+ λp(	y2p − 	y21)|

n/2

6 (R	y21 − λ2|	y
2
2 − 	y21|− · · ·− λp|	y2p − 	y21|)

n/2

6 λ
n
2
−1

1 (R|	y1|
n − λ2|	y

2
2 − 	y21|

n/2 − · · ·− λp|	y2p − 	y21|
n/2), (3.14)

onde usamos acima o fato de que a função f(u) = un/2 é convexa em [0,+∞).

Necessitamos das seguintes integrais esféricas∫
S
p−1
x

|	y1|
n dSp−1 =

2cn+p−1

cn∫
S
p−1
x

|	y2r − 	y21|
n/2 dSp−1 =

4√
π
·
Γ
(
n+2
4

)
Γ
(
n
4

) (
cn+p−1

cn−1

)
,

para r = 2, ...,p, que podem ser encontradas em [9].

Integrando ambos os lados da desigualdade (3.14) com relação a e em Sp−1
x e usando

as integrais esféricas acima, obtemos

∫
S
p−1
x

|K2(x, e)|
n
2 dσp−1 6 λ

n
2
−1

1

[
R

∫
S
p−1
x

|	y21|
n dSp−1 − λ2

∫
S
p−1
x

|	y22 − 	y21|
n
2 dSp−1 − · · ·−

−λp

∫
S
p−1
x

|	y2p − 	y21|
n/2 dSp−1

]

= λ
n
2
−1

1

[
2R
cn+p−1

cn
− (λ2 + · · ·+ λp)

4√
π

Γ(n+2
4

)

Γ(n
4
)

(
cn+p−1

cn−1

)]

= λ
n
2
−1

1

{
(cn+p−1) ·

[
2R
cn

−
(R− λ1)

cn−1

· 4√
π
·
Γ(n+2

4
)

Γ(n
4
)

]}

= λ
n
2
−1

1 cn+p−1

{
λ1

4√
π
·
Γ(n+2

4
)

Γ(n
4
)cn−1

+
2R
cn−1

[
cn−1

cn
−

2Γ(n+2
4

)
√
πΓ(n

4
)

]}
.

Desse modo,

1
cn+p−1

K∗2(x) 6 λ
n
2
−1

1

{
λ1 ·

4√
π

Γ
(
n+2
4

)
Γ
(
n
4

)
cn−1

+
2R
cn−1

[
cn−1

cn
−

2√
π

Γ
(
n+2
4

)
Γ
(
n
4

) ]} . (3.15)
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Da Proposição 3.2, temos λ1 > R > 0, donde Rλn/2−1
1 > Rn/2. Portanto, segue do Lema

3.3 e da desigualdade (3.15) que

1
cn+p−1

K∗2(x) 6 λ
n/2
1 · 4√

π

Γ
(
n+2
4

)
Γ
(
n
4

)
cn−1

+
2Rn/2

cn−1

[
cn−1

cn
−

2√
π

Γ
(
n+2
4

)
Γ
(
n
4

) ] . (3.16)

Então, podemos provar nossa próxima proposição.

Proposição 3.3. Seja Mn (n > 2) uma subvariedade fechada em En+p com R > 0.

Então,∫
Mn

λ
n/2
1 dV >

κncn−1

cn+p−1

∫
Mn

K∗2(x) dV +

{
1− 2κn

(
cn−1

cn

)}∫
Mn

Rn/2 dV , (3.17)

onde κn = (
√
π/4)Γ

(
n
4

)
/Γ
(
n+2
4

)
. Além disso, se a igualdade em (3.17) ocorre, então

λα = 0 (2 6 α 6 p− 1) em Mn.

Demonstração: Como κn = (
√
π/4)Γ

(
n
4

)
/Γ
(
n+2
4

)
, então segue da desigualdade (3.16)

que (
cn−1

cn+p−1

)
K∗2(x) 6 λ

n/2
1 · 1

κn
+

[
2

(
cn−1

cn

)
−

1
κn

]
Rn/2.

Logo,

λ
n/2
1 >

(
cn−1

cn+p−1

)
κnK

∗
2(x) +

[
1− 2κn

(
cn−1

cn

)]
Rn/2. (3.18)

Integrando ambos os membros da desigualdade (3.18) em Mn, obtemos a desigualdade

(3.17). Admitamos agora que a igualdade em (3.17) ocorra e ponhamos

P = {x ∈Mn | R(x) > 0} e Q = {x ∈Mn | R(x) = 0} .

Segue que λ1 = R em P, donde obtemos λ2 = · · · = λp = 0 em P. Além disso,Mn = P∪Q

e, da igualdade em (3.14), segue que no máximo um dos λ2, ..., λp é não nulo em Q. Isto,

junto com o fato 0 > λ2 > · · · > λp implicam em λ2 = · · · = λp−1 = 0 em Q. Das

deduções anteriores, temos λ2 = · · · = λp−1 = 0 em P ∪ Q = Mn. Isso completa a

demonstração.

3.2 Uma estimativa da curvatura média total

Seja f : Mn → En+p uma imersão da variedade fechada Mn em En+p. A curvatura

média total de Mn com relação a f é de�nida por

TM(f) =

∫
Mn

HndV .
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Um problema interessante é caracterizar as imersões que minimizam o funcional TM(f).

Vários resultados foram obtidos com relação a esse problema. Chen [8] provou que∫
Mn

HndV > cn,

onde a igualdade ocorre se, e somente se, Mn está mergulhada como uma hiperesfera em

um subespaço linear (n + 1)-dimensional de En+p, com n > 1. Ele também obteve um

limite inferior de TM(f) em termos dos números de Betti de Mn para f com R > 0.

Nesta seção obteremos uma estimativa da curvatura média total deMn em termos de

R, onde R > 0.

De�nição 3.1. Uma subvariedadeMn de um espaço Euclidiano En+p diz-se umbílica em

x ∈Mn na direção de v ∈ NxMn se o operador de forma Av for múltiplo da identidade

em TpM
n. No caso particular em que o vetor v tem a mesma direção do vetor curvatura

média em x, a subvariedade Mn é chamada de pseudo-umbílica e x é chamado de ponto

pseudo-umbílico. Além disso, se Mn é umbílica em toda direção normal, então dizemos

que Mn é uma subvariedade totalmente umbílica de En+p.

Exemplo 3.2. Considere o toro de Cli�ord visto no Exemplo 2.2. Já vimos que as

matrizes dos operadores de forma nas direções de e3 e e4 são dadas por

A3 =

 −1 0

0 −1

 e A4 =

 1 0

0 −1

 .

Logo,

h3
11 = h

3
22 = −1; h4

11 = 1; h4
22 = −1.

O vetor curvatura média H do toro de Cli�ord tem a mesma direção de e3. Com efeito,

H =
1
2

4∑
r=3

(
2∑
i=1

hrii

)
er =

1
2
(h3

11 + h
3
22)e3 +

1
2
(h4

11 + h
4
22)e4 = (−1)e3.

Desse modo, AH = (−1)Id e, portanto, o toro de Cli�ord é uma subvariedade pseudo-

umbílica.

Lema 3.4. Seja Mn uma subvariedade em En+p. Se λ1(x) > 0 em um ponto x ∈ Mn,

então H2(x) > λ1(x), onde a igualdade ocorre em x se, e somente se, x é um ponto

pseudo-umbílico de Mn.
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Demonstração: Seja (x; e1, ..., en; 	en+1, ..., 	en+p) um referencial de Frenet- 	Otsuki em

uma vizinhança de x. Segue de (3.4) que

n(n− 1)λα = 2
∑
i<j

[hn+αii hn+αjj − (hn+αij )2], ∀ α.

Assim, ∑
α>1

∑
i,j

(hn+αij )2 =
∑
α>1

(nHn+α)
2 − n(n− 1)

∑
α>1

λα.

Por outro lado, temos

∑
i

(hn+1
ii )2 =

1
n− 1

{∑
i<j

(hn+1
ii − hn+1

jj )2 + 2
∑
i<j

hn+1
ii hn+1

jj

}
.

Portanto, ∑
i,j

(hn+1
ij )2 = nλ1 +

1
n− 1

∑
i<j

(hn+1
ii − hn+1

jj )2 +
2n
n− 1

∑
i<j

(hn+1
ij )2.

Usando o fato
∑
α λα = R, obtemos

S =
∑
i,j

(hn+1
ij )2 +

∑
α>1

∑
i,j

(hn+αij )2

= n2λ1 +
2n
n− 1

∑
i<j

(hn+1
ij )2 +

1
n− 1

∑
i<j

(hn+1
ij − hn+1

jj )2

+
∑
α>1

(nHn+α)
2 − n(n− 1)R.

Já sabemos que n(n− 1)R = n2H2 − S. Portanto,

n2H2 = n2λ1 +
2n
n− 1

∑
i<j

(hn+1
ij )2

+
1

n− 1

∑
i<j

(hn+1
ii − hn+1

jj )2 +
∑
α>1

(nHn+α)
2. (3.19)

De (3.19) temos H2 > λ1 e H2 = λ1 se, e somente se, hn+1
ii = hn+1

jj , hn+1
ij = 0 para todo

i 6= j, e Hn+α = 0 para todo α > 1. Desse modo,

ξ =
∑
α

Hn+αen+α = Hn+1en+1

e isso mostra que 	en+1 tem a mesma direção de ξ. Além disso, 	Ln+1 = (hn+1
ij )n×n será

uma matriz diagonal com elementos diagonais iguais a hn+1
11 . Como o referencial que

estamos considerando é de 	Otsuki-Frenet, então hn+1
11 = λ1. Assim, 	Ln+1 = λ1In = H2In,

onde In é a identidade de ordem n. Portanto, x é um ponto pseudo-umbílico.
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Observação 3.2. Chen [10] obteve o Lema 3.4 para n = 2.

Usando a Proposição 3.3, o Lema 3.2 e o Lema 3.4, obtemos o principal resultado

desse trabalho.

Teorema 3.2. Seja Mn uma subvariedade fechada em En+p com R > 0. Então,∫
Mn

HndV > 2κncn−1 +

{
1− 2κn

(
cn−1

cn

)}∫
Mn

Rn/2dV ,

onde κn =
(√
π/4

)
·Γ
(
n
4

)
/Γ
(
n+2
4

)
. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se,Mn

está imersa como uma hiperesfera em um subespaço linear (n+1)-dimensional de En+p.

Demonstração: Sabemos que R = λ1 + λ2 + · · ·+ λn. Como, por hipótese, R > 0, então

λ1 > −(λ2 + · · ·+ λn). Pela Proposição 3.2, temos 0 > λ2 > · · · > λn. Assim, vemos que

λ1 > 0. Usando o Lema 3.4, temos H2 > λ1, logo Hn > λ
n/2
1 . Integrando em Mn ambos

os lados desta última desigualdade e usando o Lema 3.2, obtemos∫
Mn

HndV >
∫
Mn

λ
n/2
1 dV

>
κncn−1

cn+p−1

∫
Mn

K∗2(x)dV +

{
1− 2κn

(
cn−1

cn

)}∫
Mn

Rn/2dV

> 2κncn−1 +

{
1− 2κn

(
cn−1

cn

)}∫
Mn

Rn/2dV ,

onde a igualdade ocorre se, e somente se, Mn está imersa como uma hiperesfera em um

subespaço linear (n+ 1)−dimensional de En+p.

Concluiremos esta seção dando outra aplicação da Proposição 3.3. Para tanto, neces-

sitamos do seguinte lema.

Lema 3.5. Seja M uma subvariedade totalmente umbílica em um espaço N. Se N tem

curvatura constante, então M tem curvatura contante.

Demonstração: Vide ([11], p.49).

Proposição 3.4. Seja Mn uma subvariedade fechada em En+p com R > 0. Suponha que

{λα} sejam as α-ésimas curvaturas escalares de Mn. Então,∫
Mn

HndV >
κncn−1

cn+p−1

∫
Mn

K∗2(x)dV +

{
1− 2κn

(
cn−1

cn

)}∫
Mn

Rn/2dV , (3.20)
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onde κn = (
√
π/4)Γ

(
n
4

)
/Γ
(
n+2
4

)
. Além disso, a igualdade em (3.20) ocorre se, e somente

se, ou (a) Mn está mergulhada como uma hiperesfera em um subespaço linear (n+1)-

dimensional de En+p ou (b) Mn é pseudo-umbílico com R = 0 e λα = 0 (2 6 α 6 p− 1).

Demonstração: A desigualdade em (3.20) segue utilizando-se os mesmos argumentos da

demonstração do Teorema 3.2. Suponhamos que a igualdade em (3.20) ocorra. Então, da

desigualdade (3.17) temos ∫
Mn

Hn dV 6
∫
Mn

λ
n/2
1 dV . (3.21)

Por outro lado, já vimos que R > 0 implica em H2 > λ1, donde Hn > λn/21 . Assim,∫
Mn

Hn dV >
∫
Mn

λ
n/2
1 dV . (3.22)

De (3.21) e (3.22) obtemos ∫
Mn

Hn dV =

∫
Mn

λ
n/2
1 dV ,

de onde concluímos queH2 = λ1. Do Lema 3.4 segue queMn é pseudo-umbílica. Considere

M0 = {x ∈M; R(x) > 0} . Da prova da Proposição 3.3, temos λ2 = · · · = λp = 0 em M0.

Assim, M0 é totalmente umbílica. Do Lema 3.5, segue que toda componente conexa de

M0 tem curvatura constante. Assim, R é constante em M0. Portanto, M0 = Mn ou

∅, pois R é contínua em Mn. Se M0 = M, então Mn tem curvatura constante. Assim,

Mn está mergulhada como uma hiperesfera em um subespaço linear (n+ 1)-dimensional

de En+p. Se M0 = ∅, então R = 0 em Mn. Além disso, segue da Proposição 3.3 que

λα = 0 (2 6 α 6 p − 1) em Mn. A recíproca é imediata. Isso completa a demonstração.

SejaM2 uma superfície fechada em E2+p. Então, a curvatura escalar normalizada R é

apenas a curvatura de Gauss e TA2(f) é precisamente a curvatura absoluta total. Usando

a Proposição 3.4 e o Lema 3.1, podemos provar os seguintes corolários.

Corolário 3.1. Seja M2 uma superfície fechada em E2+p com curvatura de Gauss não

negativa. Se ∫
M2

H2 dV 6 (2+ π)π,

então M2 é homeomorfa a uma esfera bidimensional.
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Demonstração: Fazendo n = 2 na Proposição 3.4, temos∫
M2

H2 dV >
κ2c1

cp+1

·
∫
M2

K∗2(x) dV +

{
1− 2κ2

(
c1

c2

)}
·
∫
M2

R dV

= 2π ·
√
π

4
· Γ(1/2) ·

(
1
cp+1

·
∫
M2

K∗2(x) dV

)
+ {1− κ2} ·

∫
M2

R dV

=
π2

2
·
(

1
cp+1

·
∫
M2

K∗2(x) dV

)
+
(
1−

π

4

)
·
∫
M2

R dV , (3.23)

onde a igualdade ocorre se, e somente se, M2 está mergulhada como uma 2-esfera ou

R = 0 em M2. Como, por hipótese, M2 é uma superfície fechada, então a curvatura

escalar normalizada R coincide com a curvatura de Gauss. Assim, do Lema 3.1 e da

fórmula de Gauss-Bonnet, temos

1
cp+1

·
∫
M2

K∗2(x) dV > µ(M2) > β(M2) e
∫
M2

R dV = 2πχ(M2). (3.24)

Se R > 0, então da fórmula de Gauss-Bonnet segue que χ(M2) > 0. Logo, pelo teorema

de classi�cação das superfícies fechadas (con�ra o Apêndice B) temos que M2 deve ser

homeomorfa a uma esfera unitária S2 ou a um plano projetivo real RP2. Se M2 fosse

homeomorfa a RP2, então χ(M2) = 1 e µ(M2) > 3 (veja o Apêndice B). Das desigualdades

em (3.23) e (3.24) teríamos∫
M2

H2dV > 3 · π
2

2
+
(
1−

π

4

)
· 2π = π(π+ 2),

o que iria contradizer nossa hipótese. Logo, para R > 0, M2 deve ser homeomorfa a uma

2-esfera.

Se R = 0, então com o mesmo raciocínio anterior, concluímos queM2 deve ser homeo-

morfa a um toro T 2 ou a uma garrafa de Klein K2. Em ambos os casos, temos χ(M2) = 0

e µ(M2) > 4 (veja o Apêndice B). Novamente por (3.23) e (3.24) obtemos∫
M2

H2 dV > 2π2 > π(π+ 2),

o que mais uma vez contradiz nossa hipótese. Assim, M2 não pode ser homeomorfa a T 2

nem a K2, donde segue o resultado.

Antes de demonstrarmos o próximo corolário, recordaremos o seguinte resultado devido

a Chen.

Teorema 3.3. Seja M2 uma superfície pseudo-umbílica �at compacta em um espaço

Euclidiano En+p. Então, ∫
M2

H2 dV > 2π2. (3.25)
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A igualdade ocorre se, e somente se, M2 está mergulhada como um toro de Cli�ord, isto

é, M2 é a superfície produto obtida de dois círculos planos com raios de mesma medida.

Demonstração: Vide [12].

Corolário 3.2. SejaM2 uma superfície �at fechada em um espaço Euclidiano En+p com

p > 2. Então, ∫
M2

H2 dV > 2π2. (3.26)

A igualdade ocorre se, e somente se, M2 está mergulhada como um toro de Cli�ord T 2 =

S1(a)× S1(a) ⊂ E4 ⊂ E2+p, onde S1(a) é um círculo plano de raio a.

Demonstração: Como por hipóteseM2 é �at, então R = 0. Com os mesmos argumentos

da demonstração do Corolário 3.1, concluímos que
∫
M2 H

2 dV > 2π2. Agora, vamos

demonstrar a segunda parte. Para tanto, suponhamos inicialmente que a igualdade em

(3.26) ocorra. Como R = 0, então de (3.23) temos

1
cp+1

·
∫
M2

K∗2(x) dV = 4. (3.27)

Por outro lado, fazendo m = 1 em (3.8) e p = 2 em (3.27), obtemos∫
M2

λ1 dV =
c1

2c2
·
∫
M2

K∗2(x) dV =
c1

2c2
· 4c3 = 2π2,

donde segue que λ1 > 0 e λ1 = H2. Então, pelo Lema 3.4, M2 é pseudo-umbílica. Do

Teorema 3.3 concluímos que M2 está mergulhada como um toro de Cli�ord.

Reciprocamente, se M2 está mergulhada como um toro de Cli�ord, então mais uma

vez pelo Teorema 3.3 segue que
∫
M2 H

2 dV = 2π2. Isso completa a demonstração.

Observação 3.3. Chen provou o Corolário 3.1 para p = 2 em [10] e para M2 sendo

pseudo-umbílica em [12].



Apêndice A

Função Gama

Os resultados contidos neste apêndice foram extraídos da referência [22].

A.1 Produtos de Weierstrass

Sejam f,g funções inteiras com os mesmos zeros, nos quais eles tem as mesmas mul-

tiplicidades. Então f/g é uma função inteira sem zeros. Primeiro, analisaremos este

caso.

Teorema A.1. Seja f uma função inteira sem zeros. Então, existe uma função inteira

h tal que

f(z) = eh(z).

Demonstração: Como C é simplesmente conexo e f não tem zeros, então existe log(f(z)).

Assim, basta tomar h(z) = log(f(z)), pois elog(f(z)) = f(z).

Vemos que se f,g são duas funções com os mesmos zeros e mesma multiplicidades,

então

f(z) = g(z)eh(z)

para alguma função inteira h(z). Reciprocamente, se h(z) é inteira, então

g(z)eh(z)

tem os mesmos zeros que g, contados com suas multiplicidades.

No que segue, daremos uma forma canônica de uma função com zeros prescritos.

Suponha que esses zeros estejam ordenados pelo valor absoluto crescente. Logo, z1, z2, ...

36
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forma uma sequência de números complexos não nulos satisfazendo

|z1| 6 |z2| 6 · · · .

Assumamos que |zn|→∞ quando n→∞. Se tentarmos de�nir a função pelo produto

∞∏
n=1

(
1−

z

zn

)
,

então vemos imediatamente que este produto pode não convergir e, assim, temos que

inserir um fator convergente. Não queremos que este fator introduza novos zeros, então o

de�nimos por meio de uma exponencial. Desejamos que ele seja o mais simples possível,

assim tomamos a exponencial de um polinômio, cujo grau dependerá da sequência zn.

Então, somos levados a considerar fatores da forma

En(z) = (1− z)ez+z
2/2+···+zn−1/(n−1).

O polinômio na exponencial é exatamente o que precisávamos para cancelar os n

primeiros termos na expanção em série da função log. Desse modo,

logEn(z) = log(1− z) + z+
z2

2
+ · · ·+ zn−1

n− 1

=

∞∑
k=n

−zk

k
.

Lema A.1. Se |z| 6 1/2, então

| logEn(z)| 6 2|z|n.

Demonstração:

| logEn(z)| 6
|z|n

n

∞∑
k=0

1
2k

6 2|z|n.

Dada uma sequência {zn}, com zn →∞, escolhamos inteiros kn tais que as séries

∞∑
n=1

(
R

|zn|

)kn
convergem para todo positivo real R. Como |zn|→∞ podemos encontrar kn, por exemplo,

kn = n, tal que (R/|zn|)
n 6 1/2n para n > n0(R). Ponhamos

Pn = z+
z2

2
+ · · ·+ zkn−1

kn − 1
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e

En(z, zn) =

(
1−

z

zn

)
ePn(z/zn).

Note que,

Pn

(
z

zn

)
=
z

zn
+

1
2

(
z

zn

)2

+ · · ·+ 1
kn − 1

(
z

zn

)kn−1

.

Teorema A.2. O produto

∞∏
n=1

En(z, zn) =
∞∏
n=1

(
1−

z

zn

)
ePn(z/zn)

converge uniformemente e absolutamente em cada disco |z| 6 R e de�ne uma função

inteira com zeros nos pontos da sequência {zn} e nenhum outro zero.

Demonstração: Fixemos R e seja N tal que

|zN| 6 2R < |zN+1|.

Então, para |z| 6 R e n > N, temos ∣∣∣∣ zzn
∣∣∣∣ < 1

2
,

e assim,

| logEn(z, zn)| 6 2

(
R

|zn|

)kn
.

Portanto, a série ∞∑
n=1

logEn(z, zn)

converge absoluta e uniformemente quando |z| 6 R, implicando na convergência absoluta

e uniforme do produto exponenciado. A função limite tem obviamente a sequência {zn}

como zeros, com a multiplicidade igual ao número de vezes que zn é repetido na sequência.

Devemos mostrar que a função limite não tem outros zeros. Para tanto, �xemos algum

raio R e consideremos somente |z| 6 R. Dado ε, existe N0 tal que se N > N0, então∣∣∣∣∣log
N∏

n=N0

En(z, zn)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
N∑

n=N0

logEn(z, zn)

∣∣∣∣∣ < ε,
pela convergência uniforme absoluta da sequência log provada anteriormente. Assim, o

produto
N∏
N0

En(z, z0)
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é aproximadamente igual a 1. Mas,

f(z) =

N0−1∏
n=1

En(z, zn) lim
N→∞

N∏
N0

En(z, zn).

O primeiro produto no lado direito tem os zeros apropriados no disco |z| 6 R. O limite do

segundo produto do lado direito é aproximadamente igual a 1 e, portanto, não tem zeros.

Isso prova o teorema.

A sequência {zn} foi escolhida de modo que zn 6= 0. É claro que uma função inteira

pode ter um zero em 0. Para levar isso em conta, temos que tomar

zm
∞∏
n=1

(
1−

z

zn

)
ePn(z/zn).

Esta função tem os mesmos zeros que o produto no Teorema (A.2) e mais um zero de

ordem m na origem.

Exemplo A.1. A�rmamos que,

π2

sin2(πz)
=
∑
n∈Z

1
(z− n)2

,

π cot(πz) = π
cos(πz)
sin(πz)

=
1
z
+

∞∑
n 6=0

(
1

z− n
+

1
n

)
,

sin(πz) = πz
∏
n 6=0

(
1−

z

n

)
ez/n = πz

∞∏
n=1

(
1−

z2

n2

)
.

Demonstração: Vide [17]

A.2 A Função Gama

Nesta seção, de�niremos e estudaremos algumas propriedades da função Gama, a qual

é uma extensão da função fatorial Γ(n) = (n − 1)!. Os resultados apresentados a seguir

foram extraídos da referência [22].

Consideremos o produto in�nito

φ(z) = z ·
∞∏
n=1

(1+
z

n
) · e−z/n. (A.1)

Lema A.2. O produto (A.1) converge normalmente nas partes compactas de C.
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Demonstração: Vide [22]

Observemos que

φ(1) =
∞∏
n=1

(1+ 1/n)e−1/n ∈ (0,∞).

Portanto, existe uma constante γ ∈ R tal que φ(1) = e−γ, ou seja, eγφ(1) = 1.

De�nição A.1. A função Gama é a função de�nida por

Γ(z) =
e−γz

φ(z)

Teorema A.3. São válidas as seguintes propriedades:

1. Os polos de Γ(z) são 0,−1,−2, ... , sendo todos de ordem 1.

2. Γ(z) 6= 0 para todo z ∈ C e Γ(x) > 0 se x > 0.

3. Γ(z+ 1) = zΓ(z) para todo z ∈ C− {0,−1,−2, ... } .

4. γ = lim(1+ 1/2+ 1/3+ · · ·+ 1/n− log(n+ 1)).

Demonstração: Prova de (1)- Pelo teorema 18, a função φ(z) de�nida em (A.1) se anula

nos pontos 0,-1,-2,.... Além disto, todos os seus zeros tem ordem 1. Por outro lado, e−γz

não se anula, logo os polos de Γ(z) são 0, -1, -2, ... , sendo que todos eles são de ordem 1.

Prova de (2)- Utilizando-se (A.1) segue-se que φ(x) > 0 se x > 0. Portanto,

Γ(x) = e−γx/φ(x) > 0, se x > 0.

Prova de (3) e (4)- Coloquemos

Pn(z) = eγzz

n∏
j=1

(1+ z/j)e−z/j

=
z(1+ z) · · · (z+ n)

n!
exp((γ− (1+ · · ·+ 1/n))z). (A.2)

Da de�nição de Γ(z) segue que lim
n→∞Pn(z) = 1/Γ(z). Fazendo z = 1 em (A.2), obtemos

Pn(1) = (n+ 1) exp(γ− (1+ · · ·+ 1/n)) = exp(γ− γn),

onde γn = 1+ · · ·+ 1/n− log(n+ 1). Portanto,

1 = 1/Γ(1) = lim
n→∞Pn(1) = lim

n→∞ exp(γ− γn).
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Como γn,γ ∈ R para todo n > 1, a última relação implica que

lim
n→∞(γ− γn) = 0⇒ lim

n→∞γn = γ⇒ (4).

Por outro lado, (A.2) implica também que

Pn(z+ 1)
Pn(z)

=
z+ n+ 1

z
exp(γ− (1+ 1/2+ · · ·+ 1/n))

= exp(γ− (1+ · · ·+ 1/n)) +
1
z
exp(γ− γn).

Como lim
n→∞(γ− (1+ 1/2+ · · ·+ 1/n)) = −∞ e lim

n→∞(γ− γn) = 0, obtemos

Γ(z)

Γ(z+ 1)
= lim
n→∞

Pn(z+ 1)
Pn(z)

=
1
z
, se z ∈ C− {0,−1,−2, ...} .

Logo, Γ(z+ 1) = zΓ(z), se z /∈ {0,−1,−2, ... } .

Uma das consequências do Teorema (A.3) é o seguinte

Corolário A.1. Γ(n+ 1) = n! para todo n ∈ N.

Teorema A.4. A sequência de funções meromorfas

Γn(z) =
n!nz

z(z+ 1) · · · (z+ n)
, n > 1, (A.3)

onde nz = exp(z log(n)), converge uniformemente nas partes compactas de C−{0,−1,−2, ... }

para Γ(z).

Demonstração: Se Pn(z) é como em (A.2) e Γn(z) como em (A.3), temos,

Γn(z)Pn(z) = nz exp([γ− (1+ · · ·+ 1/n)]z)

= exp([γ− (1+ · · ·+ 1/n− log(n))]z)

= exp([γ− γn + log(1+ 1/n)]z)

= exp(snz),

onde sn = γ − γn + log(1 + 1/n). Como lim
n→∞ sn = 0, então a sequência (exp(snz))n>1

converge uniformemente nas partes compactas de C para 1. Por outro lado, a sequência

(1/Pn(z))n>1 converge uniformemente nas partes compactas de C − {0,−1,−2, ... } para

Γ(z), logo

Γn(z) = exp(snz)/Pn(z)→ Γ(z) em C− {0,−1,−2, ... } .
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Corolário A.2. Γ(z) · Γ(1− z) = π/ sin(πz), para todo z /∈ Z.

Demonstração: De (A.3), obtemos

Γn(1− z) =
n!n1−z

(1− z)(2− z) · · · (n+ 1− z)

=
n

n+ 1− z
· n−z

(1− z)(1− z/2) · · · (1− z/n)
.

Logo,

1
Γn(z)Γn(1− z)

= (1− z/n) · · · (1− z)z(1+ z) · · · (1+ z/n) · n

n+ 1− z

=
n

n+ 1− z
· z

n∏
j=1

(1− z2/j2).

Obtemos então dos teoremas 19 e 20 que

1
Γ(z)Γ(1− z)

= lim
n→∞

1
Γn(z)Γn(1− z)

= lim
n→∞

n

n+ 1− z
· z

n∏
j=1

(1− z2/j2) =
sin(πz)
π

. (A.4)

Exemplo A.2. Fazendo z = 1/2 no Corolário (A.2), obtemos (Γ(1/2))2 = π/ sin(π/2) = π.

Como Γ(1/2) > 0, então Γ(1/2) =
√
π.

Corolário A.3. Seja f : (0,+∞)→ R uma função contínua tal que

1. f(1) = 1.

2. f(x+ 1) = xf(x) para todo x ∈ (0,+∞).

3. Para todo x ∈ (0, 1) temos lim
n→∞

f(x+ n+ 1)
nxn!

= 1.

Então, f(x) = Γ(x) para todo x ∈ (0,+∞).

Demonstração: Observemos em primeiro lugar que basta provarmos que f|(0,1) = Γ |(0,1).

Com efeito, supondo este fato verdadeiro, �xemos x > 1. Seja n ∈ N tal que x ∈ [n,n+1).

Podemos escrever x = y+ n com y ∈ [0, 1). Por (2), temos

f(x) = f(y+ n) = (y+ n− 1) · · · (y+ 1) · f(y+ 1).

Se y = 0, temos: f(x) = f(n) = (n− 1)! = Γ(n). Se y ∈ (0, 1), podemos escrever

f(x) = (y+ n− 1) · · · (y+ 1) · y · f(y) = (y+ n− 1) · · ·y · Γ(y).
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Como Γ também satisfaz (2), obtemos Γ(x) = (y + n − 1) · · · (y + 1) · y · Γ(y), portanto

f(x) = Γ(x). Provemos então que f(x) = Γ(x), se x ∈ (0, 1). Do que foi visto acima,

temos

f(x+ n+ 1) = (x+ n) · (x+ n+ 1) · · · (x+ 1) · x · f(x).

Logo,

f(x) =
f(x+ n+ 1)

(x+ n) · (x+ n− 1) · · · (x+ 1) · x

=
f(x+ n+ 1)

nxn!
· nxn!
(x+ n) · · · (x+ 1) · x

=
f(x+ n+ 1)

nxn!
· Γn(x).

Portanto de (3), obtemos que

f(x) = lim
n→∞ Γn(x) = Γ(x).

De�nição A.2. Seja f : U→ R uma função, onde U ⊂ C é um convexo. Dizemos que f

é convexa, se para quaisquer z1, z2 ∈ U e t ∈ [0, 1] vale a desigualdade

f((1− t)z1 + tz2) 6 (1− t)f(z1) + tf(z2). (A.5)

Corolário A.4. (Bohr-Mollerup). Seja f : (0,+∞)→ R é uma função tal que

1. f(1) = 1 e f(x) > 0 para todo x > 0.

2. f(x+ 1) = x · f(x) para todo x > 0.

3. log(f(x)) é convexa.

Então, f ≡ Γ |(0,+∞).

Demonstração: Basta veri�car a hipótese (3) do Corolário (A.3). Vamos usar o seguinte

resultado, cuja demonstração pode ser encontrada em [22].

Lema A.3. Seja g : I→ R, onde I ⊂ R é um intervalo. Então g é convexa se, e somente

se, para qualquer x0 ∈ I, a função

hx0 =
g(x) − g(x0)

x− x
x ∈ I− {x0}

é não decrescente.
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Para terminar a demonstração do corolário, observamos que o lema implica que para

todo x ∈ (0, 1), podemos escrever

log(f(n)) − log(f(n+ 1))
n− (n+ 1)

6
log(f(x+ n+ 1)) − log(f(n+ 1))

(x+ n+ 1) − (n+ 1)

6
log(f(n+ 2)) − log(f(n+ 1))

(n+ 2) − (n+ 1)
.

Decorre daí, que

log

(
f(n+ 1)
f(n)

)
− log(n) 6

1
x
log

(
f(x+ n+ 1)
f(n+ 1)

)
− log(n)

6 log

(
f(n+ 2)
f(n+ 1)

)
− log(n).

Pelo item (2) do Corolário de Bohr-Mollerup, temos

f(n+ 1) = n · f(n) e f(n+ 2) = (n+ 1) · f(n+ 1).

Logo, a desigualdade acima também se escreve como

0 6 log

(
f(x+ n+ 1)

nxn!

)
6 x log(1+ 1/n),

já que f(n+ 1) = n!. Esta desigualdade implica que

lim
n→∞ log

(
f(x+ n+ 1)

nxn!

)
= 0⇒ lim

n→∞
f(x+ n+ 1)

nxn!
= 1.

Proposição A.1. A função log(Γ(x)) é convexa no intervalo (0,+∞).

Demonstração: É su�ciente mostrarmos que a segunda derivada de log(Γ(x)) é maior

do que ou igual a zero. Utilizando a De�nição (A.1) e a fórmula na equação (A.1) temos

d2

dx2
(log(Γ(x))) =

d

dx

(
Γ ′(x)

Γ(x)

)
=
d

dx

(
−γ−

φ ′(x)

φ(x)

)
= −

d

dx

(
1
x
+

∞∑
n=1

[−
1
n
+

1/n
1+ x/n

]

)
=

1
x2

+
∑
n>1

1
(x+ n)2

> 0.

Portanto, log(Γ(x)) é convexa em (0,+∞).



Apêndice B

Homologia

As de�nições e os resultados obtidos neste apêndice foram extraídos das referências

[1] e [20].

B.1 Complexos Simpliciais

Dizemos que a0,a1, . . . ,ar em Rn são pontos independentes quando os vetores

a1 − a0,a2 − a0, . . . ,ar − a0

são linearmente independentes. Esta de�nição não depende da ordem em que os pontos

foram listados inicialmente, como se vê sem di�culdade.

Exemplo B.1. Dois pontos distintos são independentes. Três pontos são independentes

quando são não-colineares e quatro pontos independentes são pontos não-coplanares. Se

{e1, . . . , en} é a base canônica do Rn, então os pontos 0, e1, . . . , en são independentes. O

número máximo de pontos independentes em Rn é n+ 1.

Uma combinação a�m de pontos a0,a1, . . . ,ar em Rn é uma expressão do tipo

p = α0 · a0 + α1 · a1 + · · ·+ αr · ar,

com α0 +α1 + · · ·+αr = 1. Se, além disto, tivermos α0 > 0,α1 > 0, . . . ,αr > 0, diremos

que p é uma combinação convexa dos pontos a0,a1, . . . ,ar.

Um conjunto X ⊂ Rn é convexo se, e somente se, toda combinação convexa de ele-

mentos de X ainda pertence a X.
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O conjunto de todas as combinações convexas de um conjunto arbitrário X ⊂ Rn

é um conjunto convexo. Ele é chamado a envoltória convexa de X e está contido em

qualquer conjunto convexo que contenha X. Neste sentido, a envoltória convexa de X é o

menor conjunto convexo contendo X. Podemos descrevê-la como a interseção de todos os

conjuntos convexos que contém X.

Sejam a0,a1, . . . ,ak pontos independentes em Rn. O simplexo k-dimensional (ou

k-simplexo) que tem estes pontos como vértices é o conjunto σ = 〈a0,a1, . . . ,ak〉 de

todas as combinações convexas p =
k∑
i=0

αiai, ou seja, é a envoltória convexa do conjunto

{a0,a1, . . . ,ak}. O número k é chamado a dimensão do simplexo.

Fixado um subconjunto {i0, i1, . . . , ij} ⊂ {0, 1, . . . ,k}, o simplexo 〈ai0 ,ai1 , . . . ,aij〉 é

chamado uma face de σ. Em particular, cada vértice de σ é uma face de dimensão zero.

Para cada i = 0, . . . ,k, a face σ(i) = 〈a0,a1, . . . , âi, . . . ,ak〉 chama-se a face oposta ao

vértice ai. Se τ é uma face de σ, escreveremos τ � σ.

Um poliedro é um subconjunto K ⊂ Rn, no qual foi especi�cada uma coleção �nita

de simplexos de Rn, chamados os simplexos de K, de modo que as condições abaixo são

satisfeitas:

1. Todo ponto de K pertence a algum simplexo de K (ou seja, K é a reunião dos seus

simplexos);

2. Toda face de um simplexo de K é ainda um simplexo de K;

3. Se σ e ρ são simplexos de K, então σ ∩ ρ é vazio ou é uma face comum a σ e ρ (e

portanto é um simplexo de K).

Exemplo B.2. O poliedro mais simples é um simplexo, juntamente com suas faces. Em

dimensões zero, um, dois e três são, respectivamente, um ponto, um segmento de reta, um

triângulo e um tetraedro.

Figura 4. Da esquerda para a direita: Simplexos de dimensão zero, um , dois e três.
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Consideremos um k-simplexo σ, o qual é a envoltória de um conjunto A de k + 1

pontos independentes a0, . . . ,ak (d > k) em algum espaço Euclidiano Rd. Neste caso,

dizemos que A gera o simplexo σ.

Uma orientação de σ é induzida por uma ordenação de seus vértices, denotada por

〈a0 · · ·ak〉, como segue: Para qualquer permutação π de 0, . . . , k, temos

〈aπ(0) · · ·aπ(k)〉 = (−1)sign(π)〈a0, · · · ,ak〉,

onde o sign(π) é o número de transposições de π (logo, cada simplexo tem duas orienta-

ções distintas). Um simplexo junto com uma escolha especí�ca de orientação é chamado

simplexo orientado.

Um complexo simplicial K é um conjunto �nito de simplexos em algum espaço Eucli-

diano Rn, tal que (i) se σ é um simplexo de K e τ é uma face de σ, então τ é um simplexo

de K, e (ii) se σ e τ são simplexos de K, então σ ∩ τ é ou vazia ou uma face comum de σ

e τ. A dimensão de K é o máximo das dimensões de seus simplexos. Se d é a dimensão

de K, diremos que K é um d-complexo simplicial. A união de todos os simplexos de K

induzidos com a topologia subespaço de Rm será denotada por |K|.

O i-esqueleto de K, denotado por Ki, é a união de todos os simplexos de K de dimensão

no máximo i. Um subcomplexo L de K é um subconjunto de K que é um complexo

simplicial. Uma triangulação de um espaço topológico X é um par (K,h), onde K é um

complexo simplicial e h é um homeomor�smo de |K| em X.

A característica de Euler de um d-complexo simplicial K, denotada por χ(K), é o

número
d∑
i=0

(−1)iαi,

onde αi é o número de i-simplexos de K. Este importante número inteiro foi introduzido

por Euler em 1758 sob a forma χ(K) = V −A+ F, onde V é o número de vértices, A é o

número de arestas e F é o número de faces de um poliedro homeomorfo à esfera S2. Euler

percebeu que, neste caso, tem-se sempre χ(K) = 2.

B.2 Espaços de Cadeia e Homologia Simplicial

Seja K um complexo simplicial. Uma k-cadeia simplicial é uma soma formal do tipo∑
j ajσj sobre os k-simplexos orientados σj em K, com coe�cientes aj no corpo Q dos
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números racionais. Além disso, por de�nição, −σ = (−1)σ é o simplexo obtido de σ

invertendo-se sua orientação.

Com as de�nições canônicas de adição e multiplicação por escalar, o conjunto de todas

as cadeias k-simpliciais forma um espaço vetorial Ck(K,Q), chamado espaço vetorial de

k-cadeias simpliciais de K, que é o espaço vetorial livre gerado pelos k-simplexos. A

dimensão desse espaço vetorial é igual ao número de k-simplexos de K. Portanto, a

característica de Euler de um complexo simplicial d-dimensional K pode ser expressada

como uma soma alternada das dimensões dos espaços de k-cadeias,

χ(K) =

d∑
i=0

(−1)i dimCk(K,Q). (B.1)

Seja 〈vi0 · · · vih · · · vik〉 um k-simplexo. Usaremos a notação 〈vi0 · · · �vih · · · vik〉 para indicar

a omissão do termo vih .

O operador de bordo ∂k : Ck(K,Q) → Ck−1(K,Q) é de�nido como segue. Dado um

único k-simplexo σ = 〈vi0 · · · vik〉,k > 0, pomos

∂kσ =

k∑
h=0

(−1)h〈vi0 · · · �vih · · · vik〉,

e então estendemos linearmente ∂k pondo

∂k

(∑
j

ajσj

)
=
∑
j

aj∂kσj.

Por consistência de�nimos C−1(K,Q) = 0 e ∂0 : C0(K,Q) → C−1(K,Q) como sendo a

aplicação nula. O operador de bordo é uma aplicação linear entre espaços vetoriais e

satisfaz a relação ∂k∂k+1 = 0.

Figura 5. 2-Cadeias.
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Exemplo B.3. No complexo simplicial da Figura 5 consideramos a 2-cadeia

γ = 〈v1v4v2〉+ 〈v2v4v5〉+ 〈v2v5v3〉+ 〈v3v5v6〉+ 〈v1v3v6〉+ 〈v1v6v4〉.

Então, ∂2γ = α − β, onde α = 〈v4v5〉 + 〈v5v6〉 − 〈v4v6〉 e β = 〈v1v2〉 + 〈v2v3〉 − 〈v1v3〉.

Como ∂1α = 0 e ∂1β = 0, segue-se que ∂1∂2γ = 0.

O espaço vetorial Zk(K,Q) = ker∂k é chamado espaço vetorial de k-ciclos simpliciais.

O espaço vetorial Bk(K,Q) = im∂k+1 é chamado espaço vetorial de k-bordos simpliciais.

Como o bordo de um bordo é 0, Bk(K,Q) é um subespaço de Zk(K,Q).

O espaço vetorial quocienteHk(K,Q) = Zk(K,Q)/Bk(K,Q) é o k-ésimo espaço vetorial

de homologia de K. Dois k-ciclos α e β são k-homólogos se a diferença entre eles é um

k-bordo, isto é, se existe uma (k + 1)−cadeia γ tal que α − β = ∂k+1γ. A classe de

homologia de α ∈ Zk(K,Q) é denotada por [α].

Exemplo B.4. Considere o complexo simplicial K da Figura 6. As 0-cadeias α = 〈v6〉 e

β = 〈v2〉 são 0-homólogas, já que α−β é o bordo da 1-cadeia γ = −〈v1v2〉+〈v1v4〉+〈v4v6〉.

Com efeito,

∂1γ = −(〈v2〉− 〈v1〉) + (〈v4〉− 〈v1〉) + (〈v6〉− 〈v4〉) = α− β

Figura 6. Zero-homologia de um grafo.

Exemplo B.5. As cadeias de bordo da Figura 5 são 1-homólogas. De fato, a diferença

das cadeias de bordo α = 〈v4v5〉+ 〈v5v6〉− 〈v4v6〉 e β = 〈v1v2〉+ 〈v2v3〉− 〈v1v3〉 é o bordo

da 2-cadeia γ = 〈v1v4v2〉+ 〈v2v4v5〉+ 〈v2v5v3〉+ 〈v3v5v6〉+ 〈v1v3v6〉+ 〈v1v6v4〉.

Os coe�cientes de cadeias simpliciais que consideramos até agora foram os números

racionais. Normalmente, esses coe�cientes são tomados em um anel, como o conjunto
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dos inteiros. Neste caso, obtém-se grupos de homologia, em vez de espaços vetoriais de

homologia. Assim, Hk(K,Z) é chamado de k-ésimo grupo de homologia do complexo K.

O k-ésimo número de Betti de um complexo simplicial K, denotado por βk(K,Q), é a

dimensão de Hk(K,Q). Em particular,

βk(K,Q) = dimZk(K,Q) − dimBk(K,Q). (B.2)

Exemplo B.6. (Números de Betti do toro). O toro plano T2 pode ser pensado como

o espaço quociente de um retângulo pela relação de equivalência que identi�ca cada lado

com o lado oposto mantendo as orientações. O esquema indicado na Figura 3 mostra uma

triangulação do toro que tem 7 vértices, 21 arestas orientadas e 14 faces orientadas.

Figura 7. Uma triangulação do toro.

A matriz de ∂2 com relação à base canônica de C1(K,Q) e C2(K,Q) é
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A matriz de ∂1 com relação às bases canônicas de C0(K,Q) e C1(K,Q) é obtida simi-

larmente. Calculando as dimensões do kernel e da imagem desses operadores, �nalmente

encontramos

β0(K,Q) = 1, β1(K,Q) = 2, β2(K,Q) = 1 (B.3)

Exemplo B.7. (Números de Betti do espaço projetivo real). É possível mostrar, usando

o complexo simplicial da Figura 8, que os números de Betti do espaço projetivo real P2

são: β0 = 1,β1 = 1,β2 = 1. A demonstração deste fato envolve técnicas avançadas como

algoritmo incremental e colapso simplicial. Tais técnicas fogem do objetivo do nosso

trabalho. Ao leitor interessado, recomendamos a referência [1].

Figura 8. Uma triangulação do plano projetivo.

O teorema a seguir fornece uma classi�cação completa das superfícies bidimensionais

compactas, conexas, sem bordo.

Teorema B.1. Toda 2-superfície compacta, conexa e sem bordo é homeomorfa

1. À esfera S2

2. Ou a uma soma conexa de uma ou mais cópias de T2

3. Ou a uma soma conexa de uma ou mais cópias de P2.

Demonstração: Vide [18].



Apêndice C

Teoria Elementar de Pontos Críticos

Neste apêndice faremos um breve resumo de alguns conceitos básicos da teoria de

pontos críticos e demonstraremos as desigualdades de Morse. Maiores detalhes podem ser

encontrados nas referências [19], [21], [24] e [28].

C.1 Funções de Morse

Funções diferenciáveis em uma subvariedade. Uma função f : Mm → R de uma

subvariedade m-dimensional do Rn é diferenciável em um ponto p se existe uma para-

metrização ϕ : U → Mm ∩ V , onde U é um conjunto aberto em Rm e V é um conjunto

aberto em Rn contendo o ponto p, tal que a função f ◦ ϕ : U → R é diferenciável. Uma

função de�nida em uma variedade é chamada diferenciável se for diferenciável em todo

ponto da variedade.

Exemplo C.1. (Função altura de um superfície). A função altura h : S → R de uma

superfície S em R3 é de�nida por h(x,y, z) = z. Seja ϕ(u, v) = (x(u, v),y(u, v), z(u, v))

um sistema de coordenadas local em um ponto da superfície, então h ◦ ϕ(u, v) = z(u, v)

é diferenciável. Portanto, a função altura é uma função diferenciável em S.

Pontos críticos e regulares. Um ponto p ∈ Mm é um ponto crítico de uma função

diferenciável f :Mm → R se existe uma parametrização local ϕ : U→ Rn de Mm em p,

com ϕ(0) = p tal que 0 é um ponto crítico de f ◦ϕ : U→ R (isto é, a diferencial de f ◦ϕ

em q é a função nula em Rn). Um número real c ∈ R é um valor regular de f se f(p) 6= c

para todo ponto crítico de f. Caso contrário, chamamos c de valor crítico.
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Exemplo C.2. (Pontos críticos da função altura na esfera). Considere a função altura

da esfera unitária em R3. As coordenadas esféricas de�nem uma parametrização ϕ(u, v)

em cada ponto, exceto nos polos (0, 0,±1). Com relação a esta parametrização, a função

altura h tem a expressão �h(u, v) = h(ϕ(u, v)) = sin(v), logo nenhum destes pontos é

singular. Próximo dos polos consideramos a esfera como grá�co de uma função, corres-

pondente à parametrização ψ(x,y) = (x,y,
√
1− x2 − y2). A função altura é expressada

nestas coordenadas locais como �h(x,y) = h(ψ(x,y)) = ±
√
1− x2 − y2, assim os pontos

singulares de h são (0, 0,−1) e (0, 0, 1).

Hessiana em um ponto crítico. Sejam Mm uma subvariedade de Rn e f : Mm → R

uma função diferenciável. A hessiana de f em um ponto crítico p é a forma quadrática

Hpf em TpM
m de�nida como segue. Dado v ∈ TpMm, seja α : (−ε, ε)→Mm uma curva

com α(0) = p e α ′(0) = v. Então,

Hpf(v) =
d2

dt2

∣∣∣∣∣
t=0

f(α(t)).

O lado direito desta última igualdade não depende da escolha de α. Para ver isto, seja

ϕ : U → Mm uma parametrização de Mm em p, com 0 ∈ U e ϕ(0) = p e seja v =

v1	e1 + · · ·+ vn	em ∈ TpMm, onde 	ei = dϕ0(ei). Então

Hpf(v) =

m∑
i,j=1

∂2(f ◦ϕ)
∂xi∂xj

(0)vivj.

Em particular, a matriz de Hpf com relação a esta base é


∂2(f ◦ϕ)
∂x21

(0) · · · ∂2(f ◦ϕ)
∂x1∂xm

(0)

...
...

∂2(f ◦ϕ)
∂x1∂xm

(0) · · · ∂2(f ◦ϕ)
∂x2m

(0)

 .

Pontos críticos não degenerados. Um ponto crítico p de f : Mm → R é dito não-

degenerado se a hessiana Hpf é não-degenerada. O índice de um ponto p não-degenerado

é o número de autovalores negativos da hessiana em p. Se M é 2-dimensional, então um

ponto crítico de índice 0, 1e 2 é chamado mínimo, ponto de sela e máximo, respectiva-

mente.

Funções de Morse. Uma função diferenciável em uma variedade é uma função de Morse

se todos os seus pontos críticos são não-degenerados. O k-ésimo número de Morse de uma

função de Morse f, denotado por µk(f), é o número de pontos críticos de f de índice k.
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Exemplo C.3. (Função quadrática do Rm ). A função f : Rm → R de�nida por

f(x1, . . . , xm) = −x21 − . . .− x2k + x
2
k+1 + . . .+ x2m

é uma função de Morse com um único ponto crítico (0, . . . , 0). Este ponto é um ponto

crítico não-degenerado, pois a matriz hessiana neste ponto é diag(−2, . . . ,−2, 2, . . . , 2),

com k entradas na diagonal principal iguais a −2. Em particular, o índice do ponto crítico

é k.

C.2 As Desigualdades de Morse

Sejam X, Y espaços topológicos e I = [0, 1]. Duas aplicações contínuas f,g : X→ Y são

ditas homotópicas quando existe uma aplicação contínua

H : X× I→ Y

tal que H(x, 0) = f(x) e H(x, 1) = g(x), para todo x ∈ X. A aplicação H é chamada

homotopia entre f e g. Usamos a notação H : f ' g ou simplesmente f ' g.

Para cada t ∈ I a homotopia H : f ' g de�ne uma aplicação contínua Ht : X → Y

dada por Ht(x) = H(x, t). Isso signi�ca que de�nir uma homotopia H é equivalente a

prescrever uma família (Ht)t∈I a um-parâmetro de aplicações contínuas de X em Y, que

depende continuamente do parâmetro. Temos H0 = f e H1 = g; portanto a família

(Ht)t∈I começa em f e termina em g.

Intuitivamente, o parâmetro t pode ser interpretado como sendo o tempo. A homoto-

pia é considerada um processo de deformação contínua da aplicação f. Essa deformação

ocorre durante uma unidade de tempo. No instante t = 0 temos f e para t = 1 temos g.

Nos tempos intermediários, 0 < t < 1, a aplicação Ht fornece os estágios intermediários

da deformação.

Sejam X um espaço topológico e A um subespaço fechado de X. Uma retração de X

em A é uma aplicação r : X→ A que é a identidade em A. Se uma tal aplicação existir,

chamaremos A de retrato de X. Se existir uma homotopia ρ : X × I → X tal que ρ0 é a

aplicação identidade de X e ρ1 = r, então chamamos ρ uma retração de deformação de

X em A e chamamos A um retrato de deformação X. Se, além disso, ρt|A é a aplicação

identidade de A para todo t em I, então chamamos ρ uma retração de deformação forte

e chamamos A um retrato de deformação forte de X.
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Diremos que (X,A) é um par de espaços topológicos quando A for um subespaço de

X. Dados os pares (X,A) e (Y,B), uma aplicação contínua

f : (X,A)→ (Y,B)

é uma aplicação contínua f : X→ Y tal que f(A) ⊂ B.

Dadas as aplicações contínuas g : (X,A)→ (Y,B), uma homotopia de pares entre f e

g é uma aplicação contínua

H : (X× I,A× I)→ (Y,B)

tal que H(x, 0) = f(x) e H(x, 1) = g(x) para todo x ∈ X. Deve-se portanto ter Ht(A) ⊂ B

para todo t ∈ I.

Exemplo C.4. A aplicação identidade id : I → I é homotópica a uma constante. Mas,

considerando o subespaço ∂I = {0, 1} ⊂ I, a aplicação de pares id : (I,∂I) → (I,∂I)

não é homotópica a uma constante. Isto signi�ca que o intervalo I pode ser contraído

continuamente a um ponto mas, durante a deformação, pelo menos um dos extremos deve

passar pelo interior de I. Com efeito, qualquer homotopia H entre duas aplicações de

pares f,g : (I,∂I) → (I,∂I) deve ser tal que Ht(0) ∈ ∂I e Ht(1) ∈ ∂I para todo t ∈ I.

Como ∂I = {0, 1} é discreto, segue-se que Ht(0) e Ht(1) não dependem de t, isto é, os

pontos extremos de I �cam �xos durante toda a homotopia.

Dadas f,g : X → Y contínuas, diz-se que f é homotópica a g relativamente a um

subespaço A ⊂ X, e escreve-se

f ' g (rel.A)

quando existe uma homotopia H : f ' g tal que H(x, t) = f(x) = g(x) para todo x ∈ A.

Exemplo C.5. A aplicação identidade de Rn−{0} é homotópica à aplicação r : Rn−{0}→

Rn − {0} dada por r(x) = x/|x|, relativamente ao espaço Sn−1.

Agora, consideremos uma aplicação contínua G : Dk → X do k-disco em outro subes-

paço fechado, ek, de X. Escreveremos X = A ∪g ek e diremos que X é obtido de A por

uma colagem de uma k-célula com aplicação de colagem g := G|Sk−1 se:

(1) X = A ∪ ek,

(2) G aplica Dk \ Sk−1 homeomor�camente a ek \A, e

(3) g aplica Sk−1 em ∂ek := ek ∩A.
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A aplicação G é chamada aplicação característica da colagem. Em nossas aplicações

G será, na verdade, um homeomor�smo de Dk em ek. Note que X pode ser reconstruído

a partir de A e da aplicação de colagem g : Sk−1 → A tomando-se a soma topológica de

Dk e A e identi�cando x em Sk−1 = ∂Dk com g(x) em A.

Exemplo C.6. A n-esfera Sn pode ser obtida pela aplicação de colagem

g|∂Dn : ∂Dn → {p}

x 7→ p.

Figura 9. Esfera Sn obtida por um processo de colagem.

Como por (2) temos um homeomor�smo relativo dos pares de espaços (Dk,Sk−1) e

(ek,∂ek), segue que os grupos de homologia Hl(Dk,Sk−1) e Hl(ek,∂ek) são isomorfos.

Assim, temos a seguinte

Proposição C.1. ([24]) Se X é obtido de Y colando-se uma k-célula, então

Hl(X, Y) ≈ Hl(e
k,∂ek)

≈ Hl(D
k,Sk−1) =

 R, se l = k;

0, se l 6= k.

Se, para i = 1, 2, Xi é um subespaço e Ai é um subespaço de Xi, então uma aplicação

f1 : (X1,A1) → (X2,A2) é chamada uma equivalência homotópica destes pares se existir

uma aplicação f2 : (X2,A2) → (X1,A1) tal que f1 ◦ f2 e f2 ◦ f1 são homotópicas (como

aplicação de pares) às respectivas aplicações de identidade.

Sejam P e N variedades diferenciáveis com bordo, tendo a mesma dimensão n =

k + l, onde P é uma subvariedade de N. Seja α um homeomor�smo de Dl ×Dk em um

subconjunto fechado H de N. Diremos que N é obtido de P por uma colagem de uma
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alça de índice k e co-índice l (ou uma alça de tipo (k, l)), com aplicação de colagem α,

se:

(1) N = P ∪H,

(2) α|(Dl×Sk−1) é um difeomor�smo em H ∩ ∂P, e

(3) α|(Dl×Dk\Sk−1) é um difeomor�smo em N \ P.

Note que l = n − k é determinado por k. É comum falar, neste caso, simplesmente

em colagem de uma alça de índice k.

O seguinte exemplo (com k = l = 1) ilustra bem um tipo de alça. P é o hemisfério

inferior da esfera canônica S2 em R3 (pense nela como uma cesta) e H, a alça da cesta, é

uma vizinhança tubular da parte de um grande círculo que pertence ao hemisfério superior.

Figura 10. Uma alça de tipo (1, 1).

Teorema C.1. ([24]) Sejam N e P variedades diferenciáveis com bordo. Se N é obtido

de P colando-se uma alça de tipo (k, l), então N tem como retrato de deformação forte

um subespaço fechado X = P ∪g ek, obtido de P colando-se uma k-célula ek.

Demonstração: Seja α : Dl × Dk ≈ H a aplicação que cola a alça H a P para obter

N. De�na G : Dk ≈ ek por G := α|(0×Dk). A retração de deformação de N = P ∪H em

P ∪ ek é a aplicação identidade em P e é igual à aplicação α ◦ r ◦ α−1 em H, onde r é a

retração de deformação forte r : Dl ×Dk → (0×Dk) ∪ (Dl × Sk−1) de�nida por

r(x,y) =


(
0, 2‖y‖

2−‖x‖

)
se ‖ y ‖6 1− ‖x‖

2
;(

(‖ x ‖ +2 ‖ y ‖ −2) x
‖x‖ ,

y
‖y‖

)
se ‖ y ‖> 1− ‖x‖

2
.

Se N é obtido de P por colagem disjunta de alças de tipo (k1, l1), . . . , (ks, ls), então,
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mais geralmente, N tem como retrato de deformação forte um subespaço fechado

X = P ∪g1 ek1 · · · ∪gs eks ,

obtido de P por colagem disjunta de células ek1 , . . . , eks . Suponha que tenhamos uma

sequência de subespaços fechados Xi de X, i = 0, . . . ,n, com

A = X0 ⊆ X1 · · · ⊆ Xn = X

e aplicações gi : Ski−1 → Xi, i = 0, . . . ,n − 1, tal que Xi+1 ≈ Xi ∪gi eki , isto é, Xi+1

é homeomorfo a Xi com uma ki-célula colada pela aplicação de colagem gi. Neste caso,

chamamos o par (X,A) um complexo esférico e a sequência de aplicações de colagem é

chamada decomposição celular de (X,A).

Se tivermos somente uma equivalência homotópica de Xi+1 com Xi ∪gi eki então cha-

mamos (X,A) de complexo esférico homotópico e chamamos a sequência dos g ′is de de-

composição celular homotópica. Caso contrário, dada uma decomposição celular ou uma

decomposição celular homotópica denotaremos por νi o número de células ek0 , . . . , ekn−1 ,

com kj = i. Em outras palavras, νi é o número total de células de dimensão i que

adicionamos a A para obtermos X.

Seja f :Mm → R uma função de Morse. Ao número de pontos críticos de f de índice

k, 0 6 . . . 6 k 6 dim(Mm), damos o nome de k-ésimo número de Morse e o denotamos

por µk(f). O número de Morse de Mn é, por de�nição, a soma

µ(Mn) =
∑
k

µk(f).

Proposição C.2. Toda variedade diferenciável compacta Mn é um complexo esférico

homotópico e, além disso, dada qualquer função de Morse f : Mn → R, existe uma

decomposição celular homotópica de Mn tal que νk = µk(f).

Demonstração: Vide ([24], p.216).

Enquanto o número νk de células de dimensão k em uma decomposição celular de

um complexo esférico (X,A) não é, em geral, um invariante topológico, existem impor-

tantes relações entre νk e os invariantes topológicos de (X,A). Em particular, temos

as famosas desigualdades de Morse que relacionam certas somas alternadas de νk com

correspondentes somas alternadas de números de Betti, os quais passaremos a de�nir.

No que segue, todos os pares de espaços (X,A) considerados serão supostos admissíveis,

isto é, complexos esféricos homotópicos. Fixado um corpo F e, para quaisquer pares
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admissíveis (X,A) e inteiro não-negativo k, de�nimos o k-ésimo número de Betti de (X,A)

com relação a F como sendo a dimensão de Hk(X,A; F) e o denotamos por βk.

A característica de Euler de (X,A), χ(X,A), é de�nida como sendo a seguinte soma

alternada dos números de Betti ∑
k

(−1)kβk(X,A).

Para cada inteiro não-negativo k, de�nimos outro invariante topológico

Sk(X,A) =
k∑
m=0

(−1)k−mβm(X,A).

Assim,

S0 = β0,

S1 = β1 − β0 = β1 − S0,

· · · · · · · · ·

Sk = βk − βk−1 + . . .± β0 = βk − Sk−1,

χ = β0 − β1 + β2 − . . .

Proposição C.3. A característica de Euler χ é aditiva e cada Sk é subaditiva. Isto é,

dados

X0 ⊆ X1 ⊆ . . . ⊆ Xn,

com todos os pares (Xi,Xi−1) admissíveis, temos

Sk(Xn,X0) 6
n∑
i=1

Sk(Xi,Xi−1),

χ(Xn,X0) =

n∑
i=1

χ(Xi,Xi−1).

Demonstração: Vide ([24]).

Teorema C.2. ([24]) Seja (X,A) um complexo esférico homotópico admitindo uma de-

composição celular homotópica com νk células de dimensão k. Se βk = βk(X,A) denota

o k-ésimo número de Betti de (X,A) com relação a algum corpo �xado F, então

β0 6 ν0,

β1 − β0 6 ν1 − ν0,

· · · · · · · · ·

βk − βk−1 + . . .± β0 6 νk − νk−1 + . . .± ν0.
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Além disso,

χ(X,A) :=
∑
i

(−1)iβi =
∑
i

(−1)iνi.

Demonstração: Seja

A = X0 ⊆ X1 ⊆ . . . ⊆ Xn = X

com Xi+1 = Xi ∪gi eki a decomposição celular de (X,A). Note que, βm(Xi+1,Xi) = δm ki

implica em
n−1∑
i=0

βm(Xi+1,Xi) = νm.

Assim,

Sk(X,A) 6
n−1∑
i=0

Sk(Xi+1,Xi)

=

n−1∑
i=0

k∑
m=0

(−1)k−mβm(Xi+1,Xi)

=

k∑
m=0

(−1)k−mνm

e

χ(X,A) =

n−1∑
i=0

χ(Xi+1,Xi)

=

n−1∑
i=0

k∑
m=0

(−1)mβm(Xi+1,Xi)

=

k∑
m=0

(−1)mνm.

Portanto, o resultado do teorema é imediato a partir da aditividade de χ e da subaditivi-

dade de Sk.

Da Proposição C.2 e do Teorema C.2 , obtemos as conhecidas desigualdades de Morse,∑
k

βk 6
∑
k

µk(f) = µ(M
n).
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