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Resumo

Este trabalho foi desenvolvido com o objetivo de mostrar a importancia do soft-
ware educacional Geogebra como suporte pedagogico para o ensino das Conicas (elipse,

hipérbole e parabola).

Introduzimos os principais conceitos, defini¢oes e propriedades representadas pelos
lugares geométricos e equagoes que representam esse tema da geometria analitica em nivel
de ensino médio. Ressaltamos a importancia da utilizacao do Método Fedathi, sempre
focando o protagonismo do aluno no desenvolvimento dos temas propostos, tornando o
ensino da matematica mais significativo, onde o aluno é motivado & construcao do conhe-
cimento mateméatico. Desse modo, desenvolvemos uma sequéncia didatica pelo método

tradicional de ensino, e outra com o uso do Geogebra.

Os resultados obtidos mostram que a turma na qual fizemos a intervenc¢ao com o uso
do Geogebra absorveu melhor o contetido, quando comparados com a turma que desen-
volvemos os contetdos de forma tradicional de ensino. Concluimos que o uso do software
Geogebra é um importante recurso tecnolégico que pode auxiliar o professor no processo
de ensino-aprendizagem, permitindo ao estudante investigar, explorar, conjecturar, des-

pertando e estimulando o interesse pelo conhecimento matematico.

Palavras-chaves: Ensino, matemaética, conicas, Geogebra, sequéncias Fedathi.
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Abstract

This work was developed with the objective of showing the importance of the edu-
cational software Geogebra as a pedagogical support for the teaching of Conics (ellipse,

hyperbola and parabola).

We introduce the main concepts, definitions and properties represented by the loci
and equations that represent this subject of analytic geometry at high school level. We
emphasize the importance of using the Fedathi Method, always focusing on the student’s
protagonism in the development of the proposed themes, making the teaching of mathe-
matics more meaningful, where the student is motivated to build mathematical knowledge.
In this way, we developed a didactic sequence using the traditional teaching method, and

another using Goegebra.

The results obtained show that the class in which we did the intervention using Geo-
gebra absorbed the content better, when compared to the class that developed the content
in a traditional way of teaching. We conclude that the use of software Geogebra is an
important technological resource that can help the teacher in the teaching-learning pro-
cess, allowing the student to investigate, explore, conjecture, awakening and stimulating

interest in mathematical knowledge.

Key words: Education, mathematics, conics, geogebra, fedathi sequences
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Capitulo 1

Introducao

Atualmente, o ensino da matematica em nivel de escola publica deixa de abordar
alguns temas do curriculo que sao de fundamental importancia para uma formacao con-
sistente do discente a nivel de ensino médio. E fato que o curriculo é extenso, no entanto,
se faz necessario que o professor encontre recursos didaticos que possam melhorar sua pra-
tica pedagodgica e que resultem em efeitos positivos no processo de ensino-aprendizagem
de seus educandos, sem a perda do rigor matematico e cumprindo o programa curricular
estabelecido para cada série. Nesse sentido, se faz necessario o uso de novas ferramentas
que possam possibilitar uma forma mais objetiva de fazer uma transposicao didatica dos
contetidos. Portanto, o professor de matematica deve ter dominio de recursos modernos
que possam auxiliar em sala de aula para melhorar sua pratica pedagogica, é fundamental
o uso do computador e softwares educacionais voltados para o ensino da matematica. O
novo cenario educacional tem passado por grandes mudancas, pois a escola nao é mais
um ambiente apenas de transmissao de conhecimento, o professor agora tem a funcao de
mediador entre o conhecimento e o aluno. As novas tecnologias voltadas para o ensino
da matematica podem desempenhar um papel importante nessa mediacao, contribuindo
para que as aulas de matemética se tornem mais dinamicas e atrativas e consequentemente
seja um ambiente favoravel para a construgao de conhecimento matemaético, levando os
alunos a analisar, criticar e tirar conclusoes de informagoes analisadas com os auxilios das

ferramentas tecnologicas.



Capitulo 1. Introducdo

O impacto da tecnologia na vida de cada individuo vai exigir
competéncias que vao além do simples lidar com as maqui-
nas. A velocidade do surgimento e renovacao de saberes e
de formas de fazer em todas as atividades humanas tornarao
rapidamente ultrapassadas a maior parte das competéncias
adquiridas por uma pessoa ao inicio de sua vida profissio-
nal. O trabalho ganha entao uma nova exigéncia, que é a
de aprender continuamente em um processo nao mais soli-
tario. O individuo, imerso em um mar de informagoes, se
liga a outras pessoas, que, juntas, complementar-se-ao em
um exercicio coletivo de meméria, imaginagao, percepcao,
raciocinios e competéncias para a producao e transmissao
de conhecimentos. Esse impacto da tecnologia, cujo instru-
mento mais relevante é hoje o computador, exigira do ensino
de Matematica um redirecionamento sob uma perspectiva
curricular que favoreca o desenvolvimento de habilidades e
procedimentos com os quais o individuo possa se reconhe-
cer e se orientar nesse mundo do conhecimento em constante

movimento (PCN’s 2000,p.41).

Portanto, os professores de matematica precisam se adaptar as novas tecnologias
direcionadas para o ensino da matematica. Considerando o potencial que essas ferramen-
tas tém para apoiar o ensino. E fundamental que se tenha uma proposta metodologica
de ensino objetiva, de tal forma que saiba o que quer fazer, como pensa o ensino e o
que é realmente a aprendizagem, dai entao, fazer o uso da tecnologia como aliada para
fortalecer essa proposta. Destacamos entao a importancia do uso do software Geogebra,
porque permite que o estudante veja de forma bem mais clara do que quando o professor
esta apenas expondo e escrevendo os conceitos no quadro. Umas das questoes fortes desse
software é o fato da movimentacao, fazer mudanca de valores nas variaveis e rapidamente
observar essas transformacoes. Isso faz com que o aluno tenha uma melhor percepcao e

consiga refletir melhor sobre o conceito que esta sendo estudado.

Os PCN’s de Matemaética para o Ensino Fundamental (BRASIL,1998, p.124) afir-
mam a importancia de se trabalhar geometria usando os softwares dindmicos em sala de

aula.




Capitulo 1. Introducdo

As atividades que envolvem as transformacoes de uma fi-
gura no plano devem ser privilegiadas nesses ciclos, por-
que permitem o desenvolvimento de conceitos geométri-
cos de uma forma significativa, além de obter um carater
mais dindmico para este estudo. Atualmente, existem
softwares que exploram problemas envolvendo transfor-
magoes das figuras. Também é interessante propor aos
alunos situacgoes para que comparem duas figuras, em
que a segunda é resultante da reflexdo da primeira (ou
da translac¢do ou da rotagao) e descubram o que perma-
nece invariante e o que muda. Tais atividades podem
partir da observagao e identificacao dessas transforma-
¢oOes em tapecarias, vasos, ceramicas, azulejos, pisos etc.

(BRASIL,1998, p.124).

Analisando esse contexto, citado nos PCN’s, podemos fazer uma reflexao sobre a
necessidade de fazer pesquisas com a utilizagao de software educacionais voltados para o
ensino de alguns temas relevantes da matematica. Daremos énfase em nossa pesquisa ao
uso do Geogebra no ensino das conicas: elipse, hipérbole e parabola, topicos importantes
da geometria analitica que devem ser abordados em nivel de ensino médio. Serao desen-
volvidas atividades de forma que o uso desse recurso tecnolégico possa contribuir para o

ensino e aprendizagem dos conceitos mateméticos.

A geometria analitica, tema que aparece no referencial curricular para ser trabalhado
pelos docentes de matematica no terceiro ano do ensino médio, é considerado um tema
dificil de ensinar, pois apresenta um grau de abstracao que dificulta a compreensao dos
alunos. Podemos enfatizar como tépicos da geometria analitica, as Conicas que sao curvas
especiais em que se podem destacar a elipse, a parabola e a hipérbole. As Conicas, muitas
vezes, em grande parte das escolas publicas, nem sao ensinadas a nivel de ensino médio,
seja pela o grau complexidade do assunto ou devido ao quantitativo de aulas durante o
ano. Quando apresentado em sala de aula de modo tradicional por meio de quadro negro
e giz, onde o professor escreve na lousa e os alunos reproduzem no caderno, essa exposi¢cao

acaba ocorrendo da forma superficial.




Capitulo 1. Introducdo

1.1  Objetivos

Nesse sentido, o objetivo da pesquisa é abordar a parte tedrica, e desenvolver uma
sequéncia de atividades sobre as Conicas: elipse, hipérbole e parabola utilizando dois
métodos: o tradicional que é mais usado em grande parte das escolas ptuiblicas e outro
utilizando o software Geogebra. Em ambos os métodos usaremos a sequéncia Fedathi,
proposta metodologica apresentada por um grupo de educadores do estado do Cearé.
Esse referencial propoe que os conhecimentos matematicos sejam ensinados pelo profes-
sor, baseados no desenvolvimento cientifico de um matematico e tendo como principios a
realizacao de quatro fases bésicas: tomada de posi¢cao, maturagao, solucao e prova. Es-
tas fases da sequéncia Fedathi serao norteadoras para observarmos as potencialidades de
uma sequéncia de ensino sobre a aprendizagem das principais Coénicas (elipse, hipérbole
e parabola) com o uso do software Geogebra. Portanto, através dessa pesquisa, visa-
mos fortalecer a importancia do ensino da matematica utilizando as novas tecnologias e
consequentemente despertar o gosto por essa disciplina. O software Geogebra seré utili-
zado como ferramenta pedagogica para enriquecer e torna mais significativo o ensino das

Conicas a nivel de ensino médio.
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1.2 Organizacao do Trabalho

Apresentaremos nos capitulos subsequentes desse trabalho, como foi desenvolvido o
tema Conicas (elipse, hipérbole e parabola) com o uso do software Geogebra. Evidencia-
mos conceitos ligados as novas tecnologias e o ensino, como também conceitos geométricos
ligados ao tema. Elaboramos uma sequéncia didética para fazermos o estudo de como o
uso das novas tecnologias pode impactar positivamente na forma de trabalhar o ensino da
matemaética. Dessa forma , os capitulo seguintes estao organizados conforme a estrutura a
seguir. O segundo capitulo faz referéncias ao ensino da matematica e as novas tecnologias,
conhecendo o software Geogebra e o método Fedhati. No terceiro capitulo enfatizamos
os conceitos, definigbes propriedades e representagoes dos lugares geométricos das coni-
cas, enfatizando os principais elementos, equagoes e representacoes graficas. No quarto
capitulo, desenvolvemos a parte pratica do trabalho, com a aplicacao de uma sequéncia
didatica envolvendo o tema e analisando os resultados obtidos por meio de aplicacao de

questionério. Por fim, no quinto capitulo fizemos as consideragoes finais.

A instituicao na qual desenvolvemos os trabalhos de pesquisa, Escola de Ensino
Médio Anastacio Alves Braga, pertence a rede estadual de ensino regular do estado do
ceara. Fica localizada na avenida Duque de Caxias, N° 888, Centro, Itapipoca-Ce. CEP
62500-000, Fone: (88) 3631-3087, e-mail: anastaciobraga@escola.ce.gov.br. Codigo INEP
23035684. A unidade escolar pertence a 2* Cordenadoria Regional de Desenvolvimento

da Educagao - 2# Crede, Itapipoca, Ceara.




Capitulo 2

O Ensino da Matematica e as Novas

Tecnologias

A matematica estd presente constantemente em nosso cotidiano, sendo fundamental
nos mais diversos fazeres e construgao do conhecimento humano. Nesse sentido, enfatiza-
mos a importancia do seu ensino nas escolas, desde as séries primarias até a universidade.
Sendo assim, indispensavel para uma formacao completa de qualquer individuo, exercendo
seu carater pratico e utilitario e permitindo o desenvolvimento do raciocinio l6gico mate-
matico. A matematica tem sua importancia como ferramenta a servigo das ciéncias e nas

atividades praticas que envolvem aspectos quantitativos da realidade social.
Segundo (SOUSA, 2001):

A utilidade da Matemética é algo sempre questionado
nas aulas dessa disciplina. Acreditamos que nao é fécil
para o professor justificar essa utilidade de maneira
imediata, principalmente quando os alunos ainda nao
tém maturidade para compreender a amplitude dessa
discussdo. E uma resposta que necessita de tempo,
leitura e experiéncia para que se possa compreendé-la de

maneira clara e convincente, até mesmo para o professor.

Analisando os questionamentos de Sousa (2001), nos deparamos com uma realidade

cotidiana no ensino da matematica, onde os alunos rotineiramente questionam ao profes-

6
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sor: Para que serve isso? Onde vou aplicar? Como vou utilizar esse contetido no meu dia
a dia? De fato, é um grande desafio para o professor explicar isso de forma imediata. Esse
distanciamento de alguns contetidos da realidade do aluno, acaba tornando o ensino de
alguns temas importantes, desmotivador por parte do professor e do aluno. Portanto, é
desafiador para o professor despertar o interesse de seus alunos apenas com métodos tra-
dicionais, sendo fundamental desenvolver novas metodologias que permita o envolvimento
de todos, através da troca de conhecimentos prévios e experiéncias, reflexao, construcao
e formulacao de métodos para encontrar a resolucao de situacoes problemas no ensino
da matemética. Partindo dessa premissa, faz-se necessario buscar meios que tornem as
aulas mais interessantes, criativas e dindmicas. Nesse sentido, o uso das novas tecnologias
surge como uma alternativa indispensavel no processo de ensino-aprendizagem, podendo
ser um fator determinante para despertar o interesse e motivar os alunos a aprenderem

matematica.
Segundo (Garcia,2013):

As vantagens da inser¢ao das tecnologias sao notoérias
em todas as areas, inclusive na educacgao, area em que
os recursos tecnoldgicos devem ser bem empregados e
bastante utilizados, pois a educacao é a base para a
formacao dos cidadaos, preparando-os para a vida, para
a sociedade nos dias de hoje. Entretanto, é necessario
saber usufruir desses recursos, fazendo com que eles
contribuam para a melhoria da qualidade do processo
de ensino-aprendizagem e nao sejam utilizados simples-
mente como uma nova forma de ensinar, mantendo as

metodologias de ensino.

Logo, diante dessas novas tecnologias, os professores precisam se adaptar ao uso
desses recursos modernos, tendo conhecimento de suas limitacoes e consciéncia de que
essas ferramentas devem ser usadas de forma a agregar valor a aprendizagem da disciplina.
Sedo importante ressaltar, que o uso excessivo e de forma nao adequada pode contribuir
para insucesso, visto que algumas ferramentas podem buscar resultados ja prontos que

podem atrapalhar o raciocinio l6gico matematico.
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As mudancas que podem ocorrer com a utilizacao das novas tecnologias em sala de
aula devem influenciar significativamente na maneira de ensinar e aprender os diversos
conteudos, se tornando necessario o uso das tecnologias para enriquecer o processo de
aprendizagem no ensino da matematica. Essas ferramentas tecnologicas ressignificam
e afloram novas potencialidades de modo a enriquecer a aprendizagem, obtendo novos

conhecimentos e habilidades.

As inovagoes tecnologicas estao presentes em todos os segmentos da sociedade tra-
zendo intmeros avangos cientificos, na educagao, tem proporcionado grandes mudangas,
especialmente no ensino da matemaética. Esses notéveis avangos vém contribuindo com a
criacao de ferramentas que servem como apoio pedagogico ao trabalho do professor, possi-
bilitando maior acesso aos recursos e informagoes disponiveis tornando o ensino dinamico,
eficiente e inovador. Dessa forma, o principal objetivo de se empregar as novas tecnolo-
gias é formar alunos ativos e independentes, sendo o professor o principal mediador desse
processo objetivando resultados satisfatorios. Além de romper com o ensino tradicional,
representa para o educador uma ampliacao de possibilidades estimulando a construcao de

novos conhecimentos.

2.1 Os Softwares Educacionais

Podem ser considerados programas educativos, os software que tém como objetivo
auxiliar uma metodologia que os contextualizem no processo ensino-aprendizagem. E
importante ressaltar que mesmo tendo sido detalhadamente planejado para essa fungao,
esses softwares podem nao atingir seu objetivo principal, que é mediar e auxiliar novas
metodologias. O sucesso ou fracasso da aplicacao desses recursos dependera, muitas vezes,
da metodologia usada pelo professor que pode ser adequada ou adaptada a algumas situa-
¢oes especificas de aprendizagem. Esses software educativos, tém se tornado importantes,
pois potencializam o trabalho do educando e das institui¢oes de ensino em geral, sendo
por desenvolver uma sequéncia de instrucoes para levar o educando a se apropriar de no-
vos conhecimentos e capacitagoes ou pelo aperfeicoamento de professores e das proprias
institui¢oes de ensino. Através de computadores, celulares e diversas outras formas de tec-
nologias, esses software educacionais tém se tornado um suporte pedagodgico importante

para o desenvolvimento do trabalho do professor.
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A respeito dos avancos dessas ferramentas no Ambito educacional, observa-se que:

O software educativo proporciona aos alunos uma me-
lhor visualizagao do contetido abordado levando o
mesmo a pensar e refletir sobre o que esta sendo tra-
balhado naquele momento em sala de aula, isso faz com
que o aluno tire suas proprias conclusoes sobre o con-
teudo exposto e que ele aprenda a pensar e nao espere
que o professor ja venha com suas respostas prontas e
acabadas, e as metodologias ativas chegaram para que
se pudesse repensar a forma tradicional de ensinar, e
por meio da gamificagao, que é uma metodologia ativa,
o aluno tem a oportunidade de aprender de forma parti-
cipativa e ludica e o professor nao seré mais o centro do
processo de aprendizagem, e sim o aluno. A gamificacao
é uma metodologia que permite o uso de jogos (virtu-
ais ou presenciais) para a transmissao de conhecimento.
Por se tratar de uma forma mais “divertida”’, gera mais
engajamento dos colaboradores. O software educativo
proporciona aos professores a trabalharem com campos

conceituais, facilitando a aprendizagem de conceitos ma-

teméaticos (CUNHA, OLIVEIRA, 2021, P. 01).

Dessa forma, compreende-se a importancia da contribuicao que essas tecnologias
educacionais podem acrescentar ao trabalho pedagogico do professor em sala de aula.
Tendo em vista a diversidade de recursos que visam a melhoria do ensino, apresentamos
neste trabalho o software educacional Geogebra e sua contribuicao para o processo de
ensino-aprendizagem, explorando o ensino das Conicas (elipse, hipérbole e parabola) na

modalidade ensino médio.

2.2 O Software Geogebra

O Geogebra é um software de matemética dindmica para todos os niveis de ensino.

Foi criado em 2001 como objeto de tese de doutorado de Markus Hohenwarter na Univer-
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sidade de Salzburg, Austria, objetivando viabilizar a comunicacao matematica nas escolas
basicas. O software Geogebra representa uma possibilidade de novas estratégias de ensino
de conteudos matematicos, tais como: geometria, algebra, calculo e estatistica. Abrindo
novas possibilidades para professores e alunos explorar propriedades, fazer deducoes e
analisar de forma din&mica as diversas areas do conhecimento matematico. De fato, pela
sua diversidade de recursos esse aplicativo torna-se um apoio pedagogico que possibilita
mais interatividade e dinamismo nas aulas de matemaética, apresentando uma diversidade
de ferramentas que permitem criacao de objetos, fazer demonstracoes geométricas, ob-
servar intimeras propriedades matematicas, analisar comportamento das diversas funcoes
reais, criar e fazer iniimeras observagoes em figuras em ambientes 3D, visualizando as

propriedades particulares de cada uma.

Esse aplicativo traz muitos recursos interativos e dina-
micos para a sala de aula, o tornando uma ferramenta
de grande valia para ensinar de maneira mais simples
os mais complexos assuntos da matéria, com intmeras
ferramentas para criacao de objetos deixando a mate-
matica mais acessivel aos estudantes, e pode estar pre-
sente nos computadores, tablets e nos Chromebooks dos
laboratérios moveis. A ideia, é que os estudantes ao
se familiarizarem com o aplicativo, pela facilidade que
os jovens tém com as ferramentas tecnologicas, possam

manipulé-lo sem mesmo perceber que poderao aprender

brincando e se divertindo. (MORELLO, SILVA, 2022).

Dessa forma, acreditamos na potencialidade que o Geogebra pode representar no
processo de transposicao didatica e no dinamismo de situagdes que permitem ao profes-
sor apresentar conjecturas e levantar hipoteses matematicas. Portanto, a utilizacao desse
software sera fundamental para a introducao de novos conceitos, alinhado com o conhe-
cimento prévio ji existente na estrutura cognitiva dos alunos. Tornando a aprendizagem

mais significativa com uma participagao ativa por parte dos educandos.
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2.3 A sequéncia didatica Fedathi

A sequéncia Fedathi teve seu surgimento, especificamente, no ano de 1971 em pesqui-
sas realizadas no Departamento de Matematica da Universidade Federal do Ceara (UFC).
Idealizada pela professor Herminio Borges Neto que, naquela época, lecionava no curso
de Bacharelado em Matemética, sua principal motivacao para desenvolver essa sequén-
cia didatica, surgiu ao fazer algumas observagoes e questionamentos sobre o Ensino da

Matemaética.

Segundo Santos, Neto e Pinheiro (2019):

Durante esse periodo, duas questoes foram observadas
pelo idealizador do método e estavam relacionadas com
o desempenho académico dos estudantes do curso diante
do alto indice de reprovagao nas disciplinas: a) qual seria
o verdadeiro sentido da matematica e que servigo essa
ciéncia estava prestando aos alunos; b) a falta de com-
preensao dos professores do curso em relacao ao papel
da matematica. Por duas décadas e meia, os questio-
namentos serviram de base e deram forma a sequéncia
didatica que Borges Neto (2016) foi desenvolvendo, pri-
meiramente, como Sequéncia McLane e, posteriormente,

Sequéncia Fedathi.

Essa proposta tedrico-metodologica, idealizada por um grupo de Educadores Mate-
maticos do estado do Cearé, conhecido como “Grupo Fedathi”, vem propor que os conhe-
cimentos matematicos sejam ensinados pelo professor, dando énfase ao desenvolvimento

do trabalho cientifico de um mateméatico.

Dessa forma, a sequéncia Fedathi se comporta como um método que propicia ao
aluno agir como um matemético na construcao de conhecimento, sendo o professor o

mediador do processo de ensino aprendizagem.
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O educador deve assumir a posicao de orientador, for-
talecendo o protagonismo do aluno no processo, exer-
citando seus conhecimentos de maneira mais indepen-
dente. Assim, esta evidente que o suposto fracasso con-

sequente do erro vai de desmitificar, promovendo a au-

tonomia do educando. (NETO, 2018, P. 63).

Nesse processo, o professor tem a fungao de provocar reflexoes nos alunos durante a fase
de resolucao de problemas, tendo como principios as quatro etapas da sequéncia Fedathi:

tomada de posi¢ao, maturacao, solucao e prova.
1. Tomada de posicao: apresentacao da situagao problema.

Consiste na apresentacao de uma situacao problema, objetivando tornar a sala de
aula um ambiente favoravel a troca de experiéncias e construcao de conhecimento, visando
desenvolver nos estudantes agoes e reflexdes na resolucao de uma determinada situacao
problema. E importante ressaltar, que ao escolher o problema a ser estudado, o professor
deve ter feito um diagnostico prévio do nivel de conhecimento de seus alunos. Nessa fase,
é fundamental estabelecer um vinculo na relagao professor, aluno e saber. A situacao
desafiadora permitira ao aluno a discussao do tema a ser desenvolvido, implicando direta-
mente na construcao, interpretagao e raciocinio, desenvolvendo e expondo seus conceitos
sobre o problema apresentado. No caso do ensino da matematica, os problemas propostos
devem instigar os alunos a estudar situagoes gerais abordadas por meio de conjecturas
matematicas, ou seja, ao processo de investigacao matematica.O professor tera a fungao
de investigador de sua sala de aula, observando os pontos fortes e os pontos fracos de
seus alunos. Dessa forma, de posse do diagnostico de sua turma, iniciara seu trabalho do-
cente consciente da realidade do nivel de aprendizagem e devera realizar seu planejamento
com base nesses resultados. O objetivo dessa fase é viabilizar os elementos necessarios,

imergindo o aluno no saber que se pretende ensinar.
2. Maturacgao: compreensao e identificagao das varidveis envolvidas no problema

Esta fase da sequéncia Fedathi proporciona ao estudante se tornar o protagonista
da situagao problema, atuando de maneira investigativa na busca de solugao do problema
proposto pelo professor na tomada de posi¢ao. Portanto, ¢ um momento de refletir sobre

a situacao proposta, buscando identificar as varidveis e dados que serao fundamentais
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para uma estratégia de resolucao. Nesse sentido, a maturacao é essencial no processo de
ensino-aprendizagem, pois proporciona o desenvolvimento do cognitivo, da maturagao de
ideias e do desenvolvimento do raciocinio l6gico. Assim, os alunos devem se debrucar
sobre o problema, analisar o que ja sabem sobre o assunto e o que precisam aprender
para avancar, através de questionamentos, duvidas, ideias, hipéteses matemaéticas e uma
série de agoes mentais que se assemelham a de um matematico, atingindo o objetivo da
Sequéncia Fedathi, que é levar os alunos a pensarem como matematicos. O professor tera
a incumbéncia de fazer intervencoes através de perguntas motivadoras, esclarecedoras e

observar como os alunos estao desenvolvendo suas atividades.

3. Solucgao: representagao e organizagao de modelos e esquemas que visem a

solugao do problema

Nesse processo, apos ter refletido e maturado sua ideia, o estudante se propoe a
apresentar suas estratégias de solugao que serao analisadas pelo professor e por todo o
grupo, que irao observar se sua solucao é satisfatoria ou apresenta erros, fazendo compa-
ragoes e discussoes entre as diversas possibilidades de solugoes apresentadas. No entanto,
o professor deve estar atento para que a diversidade de estratégias de solucoes defendidas
nao gere desentendimento entre os alunos, mostrando que a construgao de conhecimento
matemaético esta associada a erros, acertos e confrontagao de ideais. Cabe ao professor,
analisar e valorizar as solugoes feitas por seus alunos, independentemente de estarem

certas ou erradas, valorizando o raciocinio desenvolvido em cada resposta.
4. Prova: apresentagao e formalizacao do modelo matemaético a ser ensinado

Etapa em que o estudante presenta uma solu¢ao mais consolidada, ocorrendo o
processo de validacao do contetido em questao, através da modelagem matematica. O
professor formaliza o modelo geral alcancado. Na matemética é o momento em que
sao apresentadas as demonstragoes rigorosas de um problema devidamente finalizado. O
objetivo desta fase é estabelecer relagoes cognitivas entre o que foi pensado e as conjecturas

expostas pelos alunos.

E fato que esta dissertagao terd como foco o ensino das conicas com o uso do software
Geogebra, no entanto, o desenvolvimento das atividades e solugoes serao articuladas com
o uso da sequéncia didatica Fedathi, dando énfase ao raciocinio logico ,a reflexao e ao

pensamento matematico do aluno na resolucao dos problemas propostos.
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Elipse, Hipérbole e Parabola.

Explorando conceitos elementares

3.1 Preliminares

Nesta secao, abordaremos conceitos basicos que sao pré-requisitos fundamentais para
compreendermos o estudo das conicas, suas propriedades e defini¢oes. Assim, daremos
énfase a alguns temas da geometria analitica que irao nos auxiliar na investigacao e
compreensao de algumas propriedades e provas existente nos estudo das principais conicas:

elipse, hipérbole e pardbola.

3.1.1 Coordenadas Cartesiana no Plano

Idealizado pelo o filésofo e mateméatico René Descartes, na Franca no século XVII,
o sistema de coordenadas cartesianas é bastante utilizado no campo da matematica, seja
na construgao e anélise de graficos, nos estudos cartograficos ou em outras aplicagoes.
Fundamentando-se no plano cartesiano e na localizagao de seus pontos, foi possivel cons-
truir todos os conceitos da geometria analitica. Permitindo demonstrar, por outros cami-
nhos, resultados que ja estavam demonstrados e resultados que ainda nao eram possiveis,
possibilitando a descoberta de muitas propriedades que, até entao, nao tinham sido obser-
vadas. Aplicando o conceito de plano cartesiano e distancia entre dois pontos, foi possivel

obter diversas figuras geométricas, através do conceito de lugares geométricos.
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Coordenadas no plano é um par de eixos, OX e OY, com unidade de medida de igual
comprimento e que se intersectam perpendicularmente no ponto O denominado origem.
Por convencao, OX é denominado eixo das abscissas e QY eixo das ordenadas. A esse par
de eixos perpendiculares , chamaremos de plano cartesiano ortogonal, ou abreviadamente,

de sistema OXY, como na figura abaixo.

(81
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:
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o r X

Figura 3.1

Logo, temos que os nimeros z, y € R representam o par ordenado (z,y) associados
ao ponto P sao as coordenadas cartesianas do ponto P, sendo x a abscissa ou primeira

coordenada de P e y é a ordenada ou segunda coordenada de P.

3.1.2 Distancia entre dois pontos

Dados os pontos A e B no plano cartesiano, definiremos a distancia do ponto A ao
ponto B como sendo a medida do segmento de reta que liga A & B. Usando principios ba-
sicos da geometria analitica, podemos tracar esses pontos no plano como pares ordenados
da forma (z,y). Desse modo, podemos fazer dedugoes e obter uma férmula aplicando o
teorema de Pitagoras, no caso em que os pontos tracados formam um triangulo retangulo.

Nos demais casos, a dedugao é de forma imediata, como na figura abaixo.
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y/\ a

8\’

Figura 3.2

Sejam A e B pontos do plano « de coordenadas (a,b) e (c,d), respectivamente. Em
relacao ao sistema de eixos ortogonais XQY', a distancia de A a B, que denotamos por
d(A, B) é a medida da hipotenusa AB do triangulo retangulo ABC'. Sendo a distancia
entre dois pontos de um eixo igual ao modulo da diferenca de suas coordenadas, dai temos
que as medidas AC' e BC' sao, respectivamente, |AC| = |a — ¢| e | BC| = |b — d|. Entao,

pelo teorema de Pitagoras, segue-se que:

d(A, B) = |AB| = \/|AC|2 + |BC|2 = \/(a — ¢)? + (b — d)2.

Portanto, a distancia d(A, B) entre dois pontos A e B é a rais quadrada da soma

dos quadrados das diferencas das coordenadas correspondente.

3.1.3 Lugares Geométricos

No estudo da Matematica, especificamente, de alguns temas relevante como a geome-
tria plana e geometria analitica, é necessario conhecer algumas propriedades importantes
de um conjunto de pontos. Daremos énfase, ao conceito de lugar geométrico, que é de-
finido como um conjunto de pontos que gozam de uma determinada propriedade. Esse
conjunto de pontos também pode ter uma expansao tridimensional e representar algu-
mas figuras espaciais, tais como superficies esféricas, cilindricas elipsoidais entre outras.

Assim, esses lugares geométricos podem gerar superficies, curvas e retas.
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Definicao 3.1.1 Uma figura € o lugar geométrico de um conjunto de pontos quando todos

0s seus pontos, e apenas eles, tem uma certa propriedade em comum.

Vejamos alguns lugares geométricos basicos:

Sejam A e B dois pontos distintos de um plano «. Temos que o lugar geométrico

dos pontos de «, equidistantes de A e B, é a mediatriz do segmento AB.

(84
P
Il \Q
4 -~
L4 -~
L4 ~
4 -~
L4 ~
I' ~5
L4 -~
L4 -~
L4 ~
L4 ~
' d ~
L4 ~
L4 ~
’ ~
o’ ~
” ‘S
” ‘\
k4 -~
A o] B
™m
Figura 3.3

Dai, no plano «, todos os pontos que estao & mesma distancia de A e de B pertencem

a mediatriz m, e, reciprocamente, todos os pontos de m sao equidistante de A e de B.

Dado um ponto O pertencente a um plano « e seja r um numero real positivo.
Observe na figura abaixo, que o lugar geométrico dos pontos de «, que estao a uma

distancia r de O, é uma circunferéncia de centro O e raio r.

Figura 3.4
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Assim, temos que no plano «, todos os pontos que estdo & uma distancia r do
ponto O pertencem a circunferéncia \. Reciprocamente, todos os pontos que pertencem

a circunferéncia A, estao a uma mesma distancia r do ponto O.

Portanto, lugar geométrico nada mais é do que um conjunto de pontos que comparti-
lham a mesma propriedade e, como todo conjunto, ele deve estar bem definido. Focaremos
em trés lugares geométricos, obtidas a partir de pontos que gozam de uma propriedade em
comum, conhecidas no campo de estudos da geometria analitica como, as conicas: Elipse,

Hipérbole e Parabola.

3.2 Elipse

A elipse é uma conica, obtida a partir da interse¢ao de um plano em um cone. Ou
seja, ao seccionar um cone com um plano, de tal modo que esse plano nao passe pelo

vértice e corte todas as geratrizes desse cone, a secao transversal formada é uma elipse.

Figura 3.5

No entanto, para nosso estudo analitico dessa conica, usaremos uma definicao al-
ternativa. Ou seja, o lugar geométrico que tem uma propriedade comum a todos os seus

pontos.
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Definicao 3.2.1 Sejam F) e F5, pontos pertencentes a um plano «, tal que a distancia
entre | e Fy seja positiva. Definiremos elipse como sendo o conjunto dos pontos P do
plano «, cuja soma das distancias d(P, Fy) e d(P, F3) € uma constante 2a, maior que 2c.

Isto é:

Elipse = {P € a | d(P, F\) + d(P, F;) = 2a}

Figura 3.6

Logo, temos que:

d(Q,F) +d(Q, F) = 2a
d(P,Fy) +d(P, F) = 2a

d(S, F)) + d(S, F3) = 2a

Sendo que os pontos P, () e S pertencem a elipse.

3.2.1 Principais elementos da elipse

Os principais elementos que compoem a elipse sao definidos como: centro, focos,
eixo maior, eixo menor e seus vértices. Fundamentados nessas defini¢oes, sera possivel

obter em uma elipse, algumas relagoes importantes.
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Figura 3.7

Portanto, da figura anterior temos que:

e Os pontos Fi e F; sao os focos da elipse.

e Sejam A; e Ay, os pontos definidos como os pontos da elipse de menor distancia &

Fi e I3, respectivamente.
e Os pontos A; e A, sao chamados de vértices da elipse sobre o eixo focal.
e O centro O é o ponto médio do segmento A; As.

e Chamaremos de distancia focal a distancia entre os pontos Fi e Fy, isto é, d(Fy, Fy) =

2c.

e Chamamos de eixo maior, ou eixo focal ao segmento A; Az, cuja medida é d(A;, Ay) =

2a.

e Sejam Bj e Bs, os pontos definidos como a interse¢ao entre a elipse e a mediatriz

do eixo maior
e Os pontos B; e B, sao chamados de vértices da elipse sobre o eixo nao focal.

e Chamamos de eixo menor ou eixo nao focal, de comprimento 2b, o segmento B Bs.
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Podemos ainda observar que temos duas relagoes notaveis, relevantes no estudo da

elipse, sao elas:

Excentricidade

Definicao 3.2.2 Chamamos de excentricidade da elipse, a razao entre a distancia focal

e a distdncia entre os vértices que estao sobre o eixo focal.

Portanto podemos determinar seu valor, da seguinte forma:

2¢c ¢
C=— = —
2a¢  a
Caso o eixo maior da elipse pertenca ao eixo das ordenadas a excentricidade sera definida

, da seguinte forma:

A excentricidade mede o grau de achatamento de uma elipse, a medida que o valor da
excentricidade aumenta, a elipse se aproxima de uma circunferéncia. De fato,o eixo maior
tem comprimento maior que a distancia focal, entao, consequentemente, temos que ¢ < a,

portanto, a razao serd sempre um numero compreendido entre 0 e 1.

Relacao notavel: Teorema de Pitagoras

Note que no triangulo retangulo O By F, da figura acima, temos que OBy = b, B1 F» =
a e OF, = c¢. Assim, aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo OB F,. Segue-se
que:

a’> =b + &

3.2.2 Equacgao reduzida da Elipse com centro na origem do sis-
tema de coordenadas cartesianas
O estudo da elipse de forma analitica é feito no plano cartesiano. A geometria

analitica busca descrever, por meio de equacgoes, as figuras da geometria plana. Sendo

assim, é possivel descrever a figura por meio da chamada equacao reduzida da elipse.
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Dado um sistema de coordenadas cartesianas tais que os segmentos A;A; € Ox e

BBy € Oy e focos Fi(—¢,0) e Fy(c,0). Como na figura abaixo:

y ABl
P(z,y)
A]_ / Az\
Fi O 3 m,
B,
Figura 3.8

Por definigao, temos que:

P € Elipse <= d(P, F1) + d(P, F,) = 2a

Dai, aplicando a féormula da distancia entre dois pontos, é possivel determinar a

equagao reduzida da elipse de forma imediata. Vejamos:

d(PF) + (PF) =2a = /(v +¢)2+(y—0)2+(z—0c)2+(y—0)2=2a

= V@te)2+y+(z—c)2+y2=2a

Subtraindo \/(x — ¢)? + y? de ambos os membros da equagao, temos:

V(E+e)2+y2=2a—+/(x—c)2+y>2

Elevando ambos os membro ao quadrado e desenvolvendo, segue-se que:
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VET TR = @am JE—Fr =
(x+e)+y* = 4a® —dav/(z—c)2+ 12+ (v —c)* +y* =

2+ 2cr+ 4yt = 4a® —dan/ (v — )2+ 92+ 2 — 2cx + 4y

Fazendo as devidas simplificacoes, temos:

2cx = 4a* —4a\/(x — )% + y* — 2c0 =
dar/(z — )’ +y? = 4da—4dcx =

dav/(z — )2 +1y2) = 4(a® —cx) =

av/(x—c)32+1y2 = o —cr =
(a/(z — )2 +142)? = (a*—c2)’ =
a*(x —c)* +a*y* = a'—2d’°cx + d’F =
a’z? — 2a*cx + a*? + a*y? = a' —2d°cx + 2 =
a’z? — f2? +ad*y = a* —d*c

Colocando (a? — ¢?) em evidéncia, segue-se que:

(a® — A)a? + a®y? = a*(a* — )

Considerando que a? = b + ¢, logo a? — ¢ = b2. Entao:

b2$2 +a2y2 — a2b2

Dividindo a equacao por a?b?, conclui-se que:

2 2
z Y
ﬁ_'_ﬁ:l'

Portanto, determinamos a equacao na forma reduzida com centro na origem do

sistema de coordenadas.
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Por outro lado, caso a elipse apresenta eixo maior pertencente ao eixo das ordenadas,

ou seja, A1As € Oy e B1By € Ox, como na figura abaixo.
y/\

F;

Ay

Figura 3.9

Entao:

P € Elipse <= d(P, F}) + d(P, F,) = 2a.

Dai, de modo analogo, temos que:

V(@ =02+ y+0?++(z -0+ (y—c)?=2a

Desenvolvendo, obtemos a equacao reduzida da elipse de centro O, localizada na
origem do sistema de coordenadas cartesianas, com eixo maior pertencente ao eixo das

ordenadas. Veja:

3.2.3 Equacao da Elipse transladada

Existem casos em que o centro da elipse nao pertence a origem do plano cartesiano,

o que nao é impedimento ao desenvolvimento de sua equacao reduzida.

Ao transladarmos uma elipse, cuja seu eixo maior é paralelo ao eixo das abscissas,
da origem O do sistema de coordenadas xQy, para um sistema de coordenadas auxiliar

7Oy. Figura abaixo.
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yl\ g

Yo+ Yp--------opoTrmmmm e a -

Yof-t---- s adbEEEEEE b el bl Shle
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O g Tot=x T

Figura 3.10

Dai, em relacao ao novo sistema de coordenadas, por definicao temos que:

P € Elipse <= d(P, Fy) + d(P, F,) = 2a

Portanto, sua equacao pode ser deduzida da seguinte forma:

(z)* , @?
@ T T

No entanto, observe na figura anterior, que existe uma correspondéncia, tal que

P(z,y) = (T + 20, Y + Yo), logo:

(95 - xo)z (y - ?/0)2 o
a? b2

Por outro lado, caso a elipse tenha eixo maior paralelo ao eixo das ordenadas, pro-

cedemos de modo anélogo. Figura abaixo

Por definicao:
P € Elipse <= d(P, F}) + d(P, F,) = 2a

Portanto, sua equacao pode ser deduzida da seguinte forma:
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yl\

<
>

y

TR I 7] Sy —— LCIE P(z,y)
Yo TS
L

Figura 3.11

No entanto, observe na figura anterior que existe uma correspondéncia, tal que

P(z,y) = (T + 20,7 + o). Logo:

(y — ?Jo)2 4 (z — 330)2

a? b2 =1

3.3 Hipérbole

A hipérbole é uma se¢ao conica definida como a interse¢ao entre uma superficie
coOnica circular regular e um plano que passa através das duas metades do cone, de tal
modo que este plano nao seja paralelo & linha oposta ao corte, podendo indicar toda a
se¢ao do corte, ou ainda uma das curvas que a formam. As duas curvas sao iguais, e

recebem a denominagao de hipérboles opostas.

it

Figura 3.12: Fonte: https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/equacao-hiperbole.htm
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Podemos também definir como o lugar geométrico do todos os pontos coplanares
para os quais a diferenga das distancias a dois pontos fixos (denominados por focos) é

constante.

Definicao 3.3.1 Dados dois pontos distintos Fy e Fy, pertencentes a um plano «, seja
2¢ a distdncia entre eles. Hipérbole € o conjunto dos pontos de a cuja diferenga (em valor

absoluto) das distincias a Fy e Fy € a constante 2a (sendo 0 < 2a < 2¢).

Hipérbole = {P € a | |d(P, Fy) — d(P, F»)| = 2a}

Figura 3.13

Da figura anterior, segue-se que:

d(P, Fy) — d(P, Fy) = 2a

d(Q? FZ) - d(@? Fl) =2a

d(R, Fl) - d(S, Fg) = 2a

Veja que podemos desconsiderar o moédulo, visto que podemos considerar a diferenca

da maior para a menor distancia.
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3.3.1 Principais elementos da Hipérbole

Os principais elementos que compoem uma hipérbole sao: classificados como: focos,
centro, eixo maior, eixo menor e seus vértices. Fundamentados neles, seré possivel obter

em uma elipse, algumas relagoes importantes.

F1 A1

B,

Figura 3.14

Portanto, da figura acima temos terminologias importante e algumas defini¢oes. Vejamos:

Os pontos F} e F, sao dois pontos fixos, chamados de focos da hipérbole.

Os pontos Ay e A,, definidos como os pontos da hipérbole de menor distancia a F;

e Fy, respectivamente. Sao chamados de vértices da hipérbole.

O centro, ponto médio do segmento A A,, representado pela letra O.

Chamaremos de distancia focal a distancia entre Fy e Fy, isto é:, d(Fy, Fy) = 2c.

Chamaremos de eixo real ou transverso ao segmento A; Ay, cuja medida é d(A;, Ay) =

2a.

Os pontos B; e By pertencentes a mediatriz do eixo real, sdo as extremidades do

eixo imaginario de uma hipérbole, e sua distancia é: d(By, By) = 2b.
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Observe que ainda podemos obter duas relacoes importantes para o estudo da hi-

pérbole. Vejamos:

Excentricidade

c . .. .
O nimero e = — é denominado excentricidade da hipérbole. Podemos observar
a

que esse numero ¢ determinado pela razao entre a hipotenusa e um cateto do triangulo

retangulo OB A,, dai concluimos que e > 1.

Relagao Notavel: Teorema de Pitagoras

Vejamos que no tridngulo retangulo OB F,, de hipotenusa B1A; = ¢ e catetos

OB; =be OAy = a, podemos aplicar o Teorema de Pitédgoras, assim temos que:

2 =a®+ b

3.3.2 Equagao reduzida da Hipérbole

Dada uma hipérbole no plano cartesiano, podemos determinar uma equacao para
descrever essa figura geométrica, afim de representa-la de forma algébrica.
Seja P(x,y) um ponto qualquer pertencente a hipérbole centrada na origem O(0,0) e de

focos Fi(—c,0) e Fy(c,0). Como na figura abaixo.
yl\

P(z,y)

8\'

Fl Al o AZ FZ

Figura 3.15

Aplicando formula da distancia entre dois pontos, temos que a deducao saira de
forma imediata:

P € Hipérbole <= |d(P, Fy) — d(P, F,)| = 2a
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Dali, segue-se que:

WiE+e)2+y—02—/(x—c)?+(y—0? = 20 —

\/(:1:+c)2+(y—0)2—\/(:E—C)Q—i—(y—O)Q = +24 —

(x+c)2+y?2 = V(r—c)?+y>*+2a

Podemos entao, elevar ao quadrado ambos os membros da equagao e fazer os possi-

vels desenvolvimentos:

VTR =
(z+c)? +y* =

24 2rc+ A 4+yF =

Simplificando, temos que:

2z0c =

dore =

darec —4a® =
4(xc —a®) =
rc—a® =

(V(r—c)?+y?+2a)° =
(x—c)* +9y* +4a/ (v — )2+ y* + 4a* =
2 — 2xc+ A+ y? £4ar/ (v — c)? + 42 + 4a?

—2zc+4ar/(x — )2 + 12 + 4d® =
+4av/(z — )2 + 12 + 4a®> =
tay/(z — )2 +y? =

d(ta/(x — )2+ y?) =

+av/(x — ¢)? + y?
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Elevando novamente os membros ao quadrado, segue-se que:

(xc—a®)? = (fav/(z—c)?+y?)? =

(cx —a*)? = d*(v—c)+ad’y =
r® —2cra® +a' = a*(2® —2xc+ ) +ad¥y =
et —2cxa® +a' = a2 — 2d%xc + °P + ¥y =
2’ +a = d’’+d’P+d’y =
P? — 2 — a’ = 2P —dt —
(02 _ CLZ)Iz _ CL2y2 — a2(c2 _ a2)

Veja que na hipérbole vale a relacao notavel: ¢? = a? + b%, entao b? = ¢ — a2, dai

B — a? = b2,

Considerando a # 0 e b # 0, entdao temos que a?b* # 0, logo fazendo a divisdo da

equacao por a2b?, concluimos que:

2 2
x
r Y
a’>  b?

Portanto, deduzimos a equagao de uma hipérbole na forma reduzida, com centro

0(0,0) localizado na origem do sistema de coordenadas cartesianas.

Analogamente, o mesmo calculo pode ser feito se a hipérbole apresenta eixo maior
pertencente ao eixo das ordenadas, ou seja, A1As € Oy e B1By, € Oz, como na figura

abaixo.
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Ya
F,

Ay

8V

0

Ay

P(may)
F,

Figura 3.16

Por definigao:

P € Hipérbole <= |d(P, Fy) — d(P, F,)| = £2a.

Entao, segue-se que:

VE—=02+y+e)?2—+(z—-0)2+(y—c)? = +2a.

Aplicando a distancia entre dois pontos e desenvolvendo os binomios, obtemos a
equagao reduzida da hipérbole de centro O, localizada na origem do sistema de coorde-

nadas cartesianas. Veja:

3.3.3 Equacao da Hipérbole transladada

Caso a hipérbole nao possua centro na origem O do plano cartesiano, podemos

desenvolver de forma elementar sua equacao reduzida.

Note que, ao transladarmos a hipérbole, cuja o segmento A; A, é paralelo ao eixo
Oz, da origem O do sistema de coordenadas Oy, para um sistema auxiliar ZO7. Ver

figura abaixo
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Figura 3.17

Dai, por defini¢ao, temos que:

P € Hipérbole <= |d(P, Fy) — d(P, F»)| = £2a.

Note que, relacdo ao plano zO7, sua equacio reduzida, é:

@0 _,

a? b2

No entanto, na figura anterior temos a correspondéncia P(x,y) = (T + zo,7 + vo)-
Dali, segue-se que:
(r —m0)*  (y—1w0)?

az L

Caso a hipérbole tenha centro no ponto O = (Z,7), tal que o segmento A; Ay é

paralelo ao eixo Oy, ver figura abaixo

De modo anélogo, temos que sua equagao reduzida em relacao ao sistema Oy, é

dada por:
a? b?

No entanto, na figura acima, temos a correspondéncia P(z,y) = (T+xo, J+yo). Dali,

temos que sua equacao em relacao ao sistema de coordenadas cartesiana TOY é obtida
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Figura 3.18

por:
(y - y0)2 _ (x B .'1,'0)2 -1
a? b2 N

3.4 Parabola

A parabola é uma segdo conica que é gerada pela interse¢do de um plano com
a superficie lateral de um cone, como na figura abaixo. No entanto, para uma melhor
compreensao do lugar geométrico que representa essa conica, deve-se saber que essa figura
geométrica plana é formada por um conjunto de pontos que estao a uma mesma distancia
de uma determinada reta d chamada de diretriz e um ponto fixo F' definido como foco da

paréabola.

Figura 3.19: Fonte: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/parabola.htm

As pardbolas também representam geometricamente graficos de fungoes do segundo
grau. No ensino médio, fazem parte do estudo das conicas em geometria analitica. Suas

aplicacoes estao presentes em diversos setores da sociedade, seja nas areas da fisica e da
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engenharia como no projeto de antenas parabolicas, radares, fardis de automoveis, etc.

Definigao 3.4.1 Dado um ponto F' e uma reta d, pertencentes a um plano o, com F ¢ d,
seja p a distincia entre F' e d. Pardbola € o conjunto de pontos de o que estao a uma

mesma distdncia de F e de d.

P € Pardbola <= {P € a | d(P,F) =d(P,d)}

Q b = = o]

Tr™ ™

Figura 3.20

Logo, por definigao, temos que:

d(P, F) = d(P,Q)

d(F,U) = d(U,T)

Portanto, na figura anterior, todos os pontos que estao & uma mesma distancia de d e
ue sao chamados, respectivamente, de diretriz e foco da parabola, é o lugar geométrico

a h dos, t te, de diret foco d bola, 1 t
que representa o grafico de uma funcao quadrética. Sendo o ponto médio entre o foco F

e a reta diretriz d, o vértice V' da paréabola.
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3.4.1 Elementos principais da Parabola

Temos algumas terminologias e defini¢oes importantes sobre os elementos que com-
poem uma pardbola e que fazem parte de sua construcao. Estes elementos sao: vértice,

foco, diretriz, parametro e eixo de simetria.

d
Q

Figura 3.21

Da figura acima, temos que:

e O ponto onde a pardbola muda de sentido, chamaremos de vértice, representado

pela letra V.

e O ponto simétrico da reta d, em relacao ao vértice V', chamaremos de foco da

parabola, representado pela letra F.

e Chamaremos de diretriz, a reta d, cuja a distancia entre esta e qualquer ponto da

parabola é sempre igual a distancia entre esse mesmo ponto da parabola e seu foco.

e Chamaremos de parametro, presentado pela letra p, a medida da distancia entre o

foco F' e a diretriz d.

e A reta que contém o foco e divide a pardbola em duas partes simétricas, sendo

perpendicular a diretriz , chamaremos de eixo de simetria.
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Relacao notavel

Seja o segmento V' F' que tem extremidades no vértice da parabola e no seu foco, é

facil notar que:

VF =

N3

Ou seja, o vértice da pardbola pertence ao ponto médio do parametro p que é a

distancia entre seu foco e a diretriz.

3.4.2 Equacgao reduzida da Parabola com vértice na origem

Fundamentados pelos conceitos bésicos da geometria analitica, tais como: identificar
pontos no plano cartesiano e determinar a distancia entre dois pontos, podemos represen-
tar o lugar geométrico formado por uma parabola de forma algébrica, ou seja, por meio de
uma equacgao que serd deduzida com base na sua definicao. Para deduzir essas equacoes
devemos colocar o vértice da parabola na origem de um plano cartesiano. Assim, temos
de analisar duas situacoes basicas: o caso em que a diretriz da parabola é paralela ao eixo

das ordenadas Oy, e 0 caso em que a diretriz é paralela ao eixo das abscissas Ozx.

Suponha que a diretriz dessa parabola ¢ paralela ao eixo Oy do plano, como na

d y/\ /
P

Qf: (z,y)
A
2

Figura 3.22

figura abaixo

NS

Hv

Seja P(x,y) um ponto qualquer da parabola, temos as seguintes hipoteses:
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e As coordenadas do foco F': Notemos que o eixo Oz, nessa construcao, é o eixo
de simetria da parabola. Entao, as coordenadas do pontos F' é representado por

<§’ 0), visto que o segmento VF = g

e Coordenadas de () : O ponto () pertence a diretriz, e a distancia de P até @)
¢ igual a distancia de P até F. Dal, temos que as coordenadas do ponto () sao:
(—g,y). Observe que o ponto () tem a mesma ordenada que o ponto P, sendo

sua distancia até o eixo das ordenadas Oy igual a distancia de V' até F', com sinal

contrario.

Portanto, diante dessas hipoteses e aplicando a definicao de parabola, a deducao é

imediata:

P € Pardbola <= d(P,Q) =d(P,F)

entao:

@+ = ooty =

2 2
P’ P’ 2 9
x2+px—|—z = Z—px—l—x +y

Dai, fazendo as devidas simplificacoes, seque que:

pr = —pr+y’ =

pr+pr = Y =

2pr = 3y
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Logo, concluimos que:

y* = 2pw.

De modo analogo, porém com a reta diretriz da parabola paralelo ao eixo O,
podemos determinar uma outra forma da equacao reduzida que possua vértice na origem

do sistema de coordenadas cartesianas. Observe a figura abaixo.

y/\
F
P(z,y)/
p
2
x
p
2
ol al
\%4 Q d
Figura 3.23

Temos que a parabola apresenta vértice na origem e seu foco pertence ao eixo das or-
denadas, portanto as coordenadas dos pontos F' e () sao respectivamente (0, g) e (x, —g)

Logo por defini¢ao, temos que:

d(P,F) = d(P,Q) =
Jo—0rrw=52 = Jw-npsuDe

Dai, fazendo o desenvolvimento da igualdade decorre a equacao reduzida da parébola

do tipo:
2 = 2py.

3.4.3 Equagao reduzida da parabola com vértice fora da origem

Transladando o vértice da parabola para o ponto de coordenadas O(%,7) e sendo

sua diretriz paralela ao eixo das ordenadas. Veja na figura abaixo

Note que depois de transladada e aplicando a definicao de parabola, temos que a
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(z,y)

g
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(0] wo o

Figura 3.24

equacao reduzida em relacdo ao novo sistema de coordenadas zO7, é da forma:
(7)* = 2p7

Dai, observando a translagao, temos a correspondéncia P(z,y) = (2o + T, yo + ),

entao:
r = Xy+7T —
T=T—20 € Y=Y +y —
Yy = Y—Y
Logo:

©)? = 2p7 =

(y — ZJO)2 = 2p(z — 7o)

Portanto, concluimos que a equagao reduzida da paréabola que possui centro no ponto

0= (z,7) &

(y — y0)2 = 2p(x — x).
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Analogamente, se tomarmos uma parébola com vértice no ponto O = (Z,y), porém

com diretriz paralela ao eixo das abscissas. Ver figura abaixo:

yl\ .

\ U1

F}

Yo+ Yp-Sgmmmmmoe L~ \P(z,y)
] o, T -
d i g

Figura 3.25

Segue-se que sua equacao é definida como:

(z)* = 2py

No entanto, como vimos, em relagao ao sistema de coordenadas cartesianas xQOy,

temos que sua equagao sera:

(x — 20)* = 2p(y — yo)-
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Capitulo 4

Praticas pedagogicas: método

tradicional e uso do software Geogebra.

Tradicionalmente, o ensino da matematica esta vinculado a préaticas pedagogicas
que exigem o uso de poucos recursos didaticos por parte dos professores. Isso se da por
falta desses recursos nas proprias instituicoes de ensino, em outras, por falta de formacao
adequada do professor ou falta de motivagao para fazer algo diferente em suas aulas. Em
fim, as aulas de matematica sao ministradas, em sua grande maioria, com o uso frequente
do quadro, pincel, giz e lista de exercicios para os alunos praticaram repetitivamente as
resolucoes. Esse modelo de ensino vem sofrendo alteracoes, principalmente com o avango

das novas tecnologias e com uso dessas ferramentas no ambiente escolar.

42



Capitulo 4. Praticas pedagégicas: método tradicional e uso do software Geogebra.

Para que possamos oferecer ao aluno um ensino de qualidade
frente as Novas Tecnologias é imprescindivel que estejamos
preparados e habilitados para se trabalhar nesse inovador
método de ensino e aprendizagem. Estar inserido nesse novo
meio quer dizer nao deixar de usar as tecnologias ja exis-
tentes e sim, introduzi-las e ter o conhecimento técnico para
utilizé-las e para desenvolver atividades pedagogicas eficien-
tes. Ninguém é capaz de ensinar aquilo que nao aprendeu.
Somente se ensina o que se conhece. E, para se trabalhar
com Novas Tecnologias é preciso ter conhecimento técnico e,
assim saber lidar como toda essa informatizagao de forma a
produzir bons frutos com essa pratica que é tao prazerosa e
nos mostra na pratica o que a teoria nos ensina. (RIBEIRO,

PAZ , 2012 P. 19).

Portanto, buscando proporcionar uma metodologia que possa desenvolver no edu-
cando interesse pelo os contetidos matematicos, inserimos o uso das novas tecnologias em
nossa pesquisa. Neste capitulo, serao descrito a sequencia de atividades que foram desen-
volvidas usando o método tradicional de ensino e também fazendo o uso do Geogebra.
Destacamos ainda a importancia da utilizacao do método Fedathi no desenvolvimento
das atividades, tanto no método tradicional , quanto com o uso do Geogebra. Apos a
aplicagao de questionarios de avaliagao e obtengao de resultados para analise de dados
estatisticos, que seriam norteadores para analisarmos os efeitos dessas metodologias, foi

exposto uma apresentacao grafica dos resultados obtidos.

4.1 Perfil das turmas selecionadas para aplicacao da

pesquisa

As atividades foram desenvolvidas durante o segundo semestre do ano de 2022, nos
meses de outubro e novembro. As turmas selecionadas foram do turno tarde, sao elas:

3% ano E e G, sendo o 32 ano E composta por 32 alunos e o 3°2 ano G composta por
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33 alunos, respectivamente. E importante ressaltar que para mantermos confidencial e
sigilosa a pesquisa, foram omitidos os nomes ou qualquer tipo de informagao que possam
levar & identificagao dos alunos participantes. Assim os alunos da turma E, a qual foram
desenvolvidas as atividades com a intervengao pedagogica do Geogebra, receberam uma
nomenclatura especifica, sendo denominados por: E-1, E-2,..., E-32. Da mesma forma, os
alunos da turma G, na qual foram desenvolvidas as atividade de forma tradicional, e que
chamaremos de turma de controle, receberam as denominagoes especificas de G-1, G-2,
..., G-33. Durante as duas primeiras semanas, foi feito um trabalho de conscientizacao
das turmas a respeito da seriedade e importancia de nossas atividades, com o uso do
projetor, foram apresentados, separadamente, para as turmas o tema da pesquisa e como

seria desenvolvido.

4.2 Plano de Ensino

A seguir apresentamos as etapas do desenvolvimentos de um plano de aula de ma-
teméatica. O modelo de plano é tnico, para a aplicacao das praticas pedagogicas usando

o método tradicional e com o uso do software Geogebra.

4.2.1 Objetivo Geral

O objetivo geral deste planejamento consiste em proporcionar uma aprendizagem
de modo construtivo sobre as Conicas, levando o aluno a compreender os contetidos e
proporcionando uma aprendizagem consistente sobre o tema estudado. Deste modo, apos

a aplicagao, espera-se que o aluno possa saber:

e Identificar as Conicas (elipse, hipérbole e parébola), a partir do lugar geométrico

que representa cada uma de suas equagoes;

e Identificar os principais elementos (centro, o eixo maior, o eixo menor, a distancia
focal, as coordenadas dos focos, excentricidade) das Conicas (elipse, hipérbole e

parabola) a partir de suas equagoes ou representagoes graficas no plano cartesiano;

e (lassificar as principais Conicas em: elipse, hipérbole e pardbola, usando suas pro-

priedades e definicoes.
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4.2.2 Objetivo Especifico

Os objetivos especifico foram organizados e planejados de modo a contemplar cada

um dos contetdos: elipse, hipérbole e parabola

Conceituar as conicas através de suas definicoes;

Esbogar graficamente uma conica;

Identificar os principais elementos de uma conica através de sua equagao.

Identificar os principais elementos de uma conica através do seu gréfico.

4.2.3 Pré-Requisitos

E fundamental que o aluno apresente os seguintes conhecimentos:

Localizar e marcar pontos no plano cartesiano;

Representar pares ordenados no plano;

Aplicar o teorema de Pitagoras em um tridngulo retangulo;

Desenvolver calculos algébricos com produtos notaveis;

Calcular a distancia entre dois pontos;

Conhecer o computador e suas fungoes basicas.

4.2.4 Componente Curricular

Tema: Geometria Analitica;

Conteudo: Conicas;

Modalidade: Ensino Médio - 3° ano;

Curriculo: Matemaética.
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4.2.5 Recursos Didaticos

Listamos os recursos que foram utilizados nas duas partes da pesquisa, tanto no

método tradicional, quanto com o uso do Geogebra.

e Livro didatico;

Caderno do aluno;

Quadro branco, pincel, apagador;

Lista de exercicios propostos;

Projetor multimidia;

Laboratorio de informaética;

Software Geogebra;

Questionario para avaliacao e anélise de resultados.

4.2.6 Cronograma de aplicacao da pesquisa

Para o desenvolvimento desse plano de aula, foram necessarios 48 aulas, divididas
por metodologia, sendo 21 horas-aula para o desenvolvimento das atividades voltadas
para o método tradicional e 21 horas-aula para as atividades desenvolvidas com o uso do
Geogebra, e 6 horas-aula reservadas para aplicacao do questionario para analise de dados,

da seguinte forma:

Meétodo tradicional

e 3 horas-aula para desenvolver a introdugao a elipse, mais 3 horas-aulas de discussao
e resolucao de exercicios elaborados pelo professor pesquisador e do livro didatico

do aluno em anexo no Apéndice C.

e 3 horas-aula para desenvolver a introducao a hipérbole, mais 3 horas-aula de dis-
cussao e resolucao de exercicios elaborados pelo professor pesquisador e do livro

didatico do aluno em anexo no Apéndice C.
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Uso

3 horas-aula para desenvolver a introducao a parébola, mais 3 horas-aula de dis-
cussao e resolucao de exercicios elaborados pelo professor pesquisador e do livro

didatico do aluno em anexo no Apéndice C.

3 horas-aula para responder os questionarios de Conicas, sendo 1 hora-aula reservado
para o questionério sobre elipse, 1 hora-aula reservado para o questionario sobre
hipérbole e 1 hora-aula reservado para o questionério sobre parabola. Sendo que os
questionérios foram resolvidos separadamente, apos finalizar o estudo da elipse foi
aplicado 4 questoes sobre elipse, e assim seguimos o mesmo modelo para a hipérbole

e a parabola.

do Geogebra

2 horas-aula reservadas para o primeiro contato com o Geogebra e conhecer suas

principais ferramentas;

4 horas-aula reservadas para observar o comportamento dos principais elementos de

cada Conica estudada, através da janela algébrica do Geogebra;

1 hora-aula para conceituar o lugar geométrico representado pela elipse, através de

observagoes no software Geogebra;

3 horas-aula para fazer analise, discussoes, anotacoes e chegar a devida solugao
das atividades propostas no Geogebra sobre elipse e em seguida apresentar suas

conclusoes, dedugoes e conjecturas formuladas sobre a Conica estudada.

1 hora-aula para conceituar o lugar geométrico representado pela hipérbole, através
de observagoes no Os objetivos especificos foram organizados para cada um dos

contetidos, a saber: conicas: elipse, hipérbole e parabola Geogebra;

3 horas-aula para fazer anéalise, discussoes, anotacoes e chegar a devida solucao das
atividades propostas no Geogebra sobre hipérbole, e em seguida apresentar suas

conclusoes, dedugoes e conjecturas formuladas sobre a Conica estudada.

1 hora-aula para conceituar o lugar geométrico representado pela parabola, através

de observagoes no Geogebra;
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e 3 horas-aula para fazer anélise, discussoes, anotacoes e chegar a devida solucao das
atividades propostas no Geogebra sobre parabola, e em seguida apresentar suas

conclusoes, deducgoes e conjecturas formuladas sobre a Conica estudada.

e 3 horas-aula para responder os questionarios de Conicas, sendo 1 hora-aula reservado
para o questionério sobre elipse, 1 hora-aula reservado para o questionario sobre
hipérbole e 1 hora-aula reservado para o questionério sobre parabola. Sendo que os
questionérios foram resolvidos separadamente, apos finalizar o estudo da elipse foi
aplicado 4 questoes sobre elipse, e assim seguimos o mesmo modelo para a hipérbole

e a parabola.

4.3 O método Fedathi e sua aplicacao no desenvolvi-

mento das atividades.

Selecionamos uma sequéncia de solugoes apresentadas pelos alunos, que usaremos
como descricao dos detalhes de como foram desenvolvidas alguns exercicios dentro da
metodologia da Sequéncia Fedhat. Essas solugoes foram escolhidos no decorrer da pes-
quisa e nos resultados apresentados na aplicagao do questionério para anélise de dados e

resultados.

A finalidade dos exercicios desenvolvidos foram, reconhecer e identificar os principais
elementos das Conicas (elipse, hipérbole e parabola) e as relagdes importantes existente
entre eles, através de sua representacao grafica. E importante ressaltar que o uso do
método Fedhat nao é o foco principal dessa pesquisa, mais sim, um método que usamos
acreditando que poderiamos chegar em solugoes mais construtiva por parte dos alunos,
incentivando o protagonismo no decorrer do processo de ensino-aprendizagem. Vejamos

a seguir a sequéncia metodolégica seguida na resolucao das atividades:

Tomada de posicao

Analisar, observar, questionar e levantar hipoteses a partir dos conhecimentos pré-
vios da turma sobre os principais elementos e conceitos geométricos, que permitem iden-

tificar as propriedades e os principais elementos de uma Conica. Nesse estagio, foram
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questionados os conhecimentos prévios de geometria analitica da turma nos seguintes

pontos:

Localizar as coordenadas de um ponto no plano cartesiano.
Identificar os pontos de um lugar geométrico no plano cartesiano.
Fatorar e desenvolver calculos algébricos com produtos notaveis.

Conceituar e determinar a distancia entre dois pontos quaisquer no plano cartesiano.

Maturacao

Compreender e identificar as variaveis envolvidas, que possam levar a resolucao da

situacao - problema. Nos exercicios propostos, os alunos concentram-se em identificar os

dados e variaveis que serao o ponto de partida para as estratégias de resolucao. Procedi-

mentos:

Identificar na situagdo problema os principais elementos da elipse ( focos, centro,

vértices, eixo maior, eixo menor, excentricidade ).

Identificar na situagao problema os principais elementos da hipérbole (focos, centro,

vértices, eixo real, excentricidade).

Identificar na situagao problema os principais elementos da parabola (focos, vértice,

diretriz, pardmetro, eixo de simetria).
Conceituar os principais elementos das conicas (elipse, hipérbole e parabola).

Determinar a medida do comprimento da distancia focal, eixo maior e eixo menor

da elipse e da hipérbole.
Calcular a excentricidade da elipse e da hipérbole e compreender seu significado.

Usar a definigao do lugar geométrico representados pelas Conicas (elipse, hipérbole
e parabola), para determinar sua equagao, a partir da formula da distancia entre

dois pontos, conhecimentos de fatoracao e produtos notaveis.
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Solucao

Apo6s maturar e refletir, os estudantes apresentam suas solugoes e estratégias que

foram usadas para resolver a situacao problema.

Prova

Finalizacao do processo, elaboragao do modelo geral, representagao genérica ou for-
mula a ser apresentada pelo aluno para resolucao de outras situacoes problemas. Nesse
momento, a partir de calculo algébricos, o aluno deve conseguir formalizar a equagao geral

de uma conica.

4.4 Atividades desenvolvidas pelo método tradicional

Vejamos a seguir uma sequéncia de exercicios, que usaremos como descricao dos
detalhes de como foram desenvolvidas alguns exercicios pelo método tradicional de ensino
dentro da metodologia da Sequéncia Fedathi. Com a finalidade de, reconhecer e identificar
os principais elementos das Conicas (elipse, hipérbole e parabola) e as rela¢oes importantes

existente entre eles, através de sua representacao grafica e equacoes algébricas.

4.4.1 Exercicio 01 - Elipse

Observe a representacao grafica da elipse. Determine os seguintes elementos: as
coordenadas do centro, vértices e focos; a medida do comprimento do eixo maior, eixo

menor e distancia focal; calcule e excentricidade e encontre sua equacao reduzida.

Figura 4.1
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4.4.2 Execicio 02 - Hipérbole

Observe a representacao grafica da hipérbole. Determine os seguintes elementos: as
coordenadas do centro, vértices e focos; a medida do comprimento do eixo maior, eixo

menor e distancia focal; calcule e excentricidade e encontre sua equacao reduzida.

yl\

Figura 4.2

4.4.3 Exercicio 03 - Parabola

Observe a representacao grafica da elipse. Determine os seguintes elementos: as
coordenadas do centro, vértices e focos; a medida do comprimento do eixo maior, eixo

menor e distancia focal; calcule e excentricidade e encontre sua equacao reduzida.

|8V

Figura 4.3

As solugoes dos exercicios acima, estao em anexo no apéndice A da dissertacao .
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4.5 Procedimentos e metodologias para o uso software

Geogebra.

No decorrer da pesquisa, o uso do software Geogebra nas atividades propostas, foi
pensado de forma a motivar os alunos para o estudo dos temas abordados, e promover
o protagonismo do aluno na constru¢ao do conhecimento. Os primeiro encontros, foram
para apresentar os alunos a dinamica de como seriam desenvolvidas as etapas da pesquisa.
Com o auxilio do retroprojetor tivemos uma breve exposicao do Geogebra e algumas de
suas fungoes que irfamos precisar em nossos estudos posteriores, em seguida uma visita
no laboratoéria de informatica para um primeiro contato com software instalado nos com-
putadores. Ao fazer uso dos computadores e ter seu primeiro contado com o software,
os estudantes demonstraram-se motivados, interessados e curiosos em relagao a experi-
éncia de utilizar essa ferramenta interativa e tornar as aulas mais dinamicas. Visando
uma aprendizagem significativa dos conceitos, defini¢coes e propriedades das conicas, as

atividades foram desenvolvidas sempre dando énfase ao método Fedathi.

A principio foram detectados, através de observagoes e indagagoes de alguns alunos,
dificuldades de manuseio de algumas func¢oes do software. No entanto, para ser mais
objetivo em nossa pesquisa e atingir a participacao construtiva de todos, foi necessario
planejar uma estratégia que motivasse a participacao de toda turma. Portanto fomos
motivados pela ideia de deixar salva em cada computador a Conica que iriamos estudar,
como veremos nas figuras a seguir, assim garantimos uma participagao mais consistente
de todos, para que os alunos, através da ferramenta controle deslizante, pudessem fazer
translagoes verticais e horizontais observando o comportamento de seus elementos e suas
propriedades, a partir dessas translagoes e observando os resultado obtidos na janela

algébrica fazer conclusoes e dedugoes sobre a Conica estudada.
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4.6 Primeiros contatos com o Geogebra, conhecendo
as conicas e seus elementos através da janela al-

gébrica.

Veremos nas figuras a seguir, as ilustragoes dos primeiros ensaios com o Geoge-
bra. Em cada situacao, foram elaborados e planejados pelo professor pesquisador uma
representacao gréafica da conica em estudo, que ficou salva em cada computador. Através
da ferramenta "controle deslizante"o aluno poderia movimentar a figura e fazer observa-
¢oes dos resultados obtidos através da janela algébrica. Era o momento oportuno para
o aluno fazer suas anotagoes e comecar o processo de maturacao das ideias, e posterior-
mente conseguir fazer atividades do forma individual. Essas atividades foram realizadas
no laboratorio de informética intercalando com a sala de aula, utilizando a lousa para a

teoria.

4.6.1 Representacgao grafica da elipse

€2 GeoGebra Classic = ] X
Rla XD OO LN = =
m— = A @
a=5 6
) 5 : —
1 [ ] 10 ® b=3
b=3 : 1
(©] : X =0
1 o 90 o
0 :
: 0
® 10 'Y 10 ® - il
0 :
10 ® 10 ®
ql (3 / 5+ (y) /3 =1
Y~
-8
=4
Fo = (xa+cy1)
= (4.0)
@ flemew ”
= (-4.0 [°}
By = (x1,y1+b) - Q
= (0.3)

Figura 4.4
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Descrigao e fungoes dos elementos representandos na janela algébrica

a=>5
1 @ 10
b=23
1 L] 9
x; =0

-10 * 10

y; =0
-10 ] 10

eql: (x)* /52 + (y)? /32 =1

c = +va2—b?

= 4

Fo = (x1+¢,y1)

= (4‘ U)

Fi = (x1—cy1)

= (-4,0)

Figura 4.5

Controles deslizante a e b, repre-
sentam 0s semi-eixo maior e me-
nor, respectivamente. FKEstes con-
troles tem funcao de alterar véa-
rios elementos da elipse, tais como:
comprimentos dos eixos, distancia
focal, excentricidade.

Controles deslizantes z1 e ¥, tem
a funcao dinamica de movimentar
a elipse na horizontal e vertical.

22 P ) .
= + 3= 1 equacao da elipse.

¢ = Va®?—0b% Aplicacao do te-
orema de Pitagoras no triangulo
B F>,C' para observar os pontos
dos focos F; e F;, da elipse.

By = (v1+c,p1) e Iy = (71 —c,y1)
representam os focos da elipse.
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O

B: = (x5, y1+b)

= (0,3)

By = (x1,y1 —b)

= (0, -3)

C= (Xl,}ﬁ)
= (0, 0)

P = Ponto(eql)

(-3.72, -2.01)

D; = Segmento(F, P)

= 2.03

D, = Segmento(P, F»)

= 7.97

Figura 4.6

Bl - <x1’y1+b) € B2 = (xlayl_b>7
sao os pontos dos vértice sobre o
€iXo menor.

Ay = (11 +a,1) e Ay = (11 —
a, 1), sao os pontos dos vértice so-
bre o eixo maior.

C' = (z1,y1) s@o a coordenadas do
ponto que representa o centro.

O ponto P, esta associado as co-
ordenadas de um ponto qualquer
sobre a elipse..

D, representa o comprimentos do
segmento (Fy, P), ou seja, é a dis-
tancia do ponto P ao foco F}.

Dy representa o comprimentos do
segmento (P, Fy), ou seja, é a dis-
tancia do ponto P ao foco F}.
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LG = D, + Dy
= 10
. C
Excentricidade = 5
4
5
A1A; = Segmento(Ay, A1)

= 10

B1B; = Segmento(B4, B,)

=6

Figura 4.7

o LG = Dy+ Dy lugar geométrico da
elipse, cuja a soma das distancias
D, e Dy é constante.

. . c
e Excentricidade = —, mede o grau

a
de achatamento da elipse.

e O segmente A;A,, representa a
medida do eixo maior.

e O segmente B;B,, representa a
medida do eixo menor.

4.6.2 Representagao grafica da hipérbole.

€2 GeoGebra Classic

AL OO LN S

] @ 10

g

c=Vat4+b?

5

Fy = (a1 +¢,y1)

= (5.0

Fi=(a—cy)

= (5.0

A= (atay)
= (30

Az = (x1—ay1)

B.

2

Figura 4.8
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Descrigao e fungoes dos elementos representandos na janela algébrica

a=3

1 ®
b=14

1 @
x; =0

-10 *

yr =0
-10 *

eql: (x)2/3%-(y)* /4 =1

c = +va2+h?
=5
Fo = (xa+¢,v1)

= (5,0)

Fi = (a—c,y1)

= (-5,0)

10

Controles deslizante a e b, tem fun-
¢ao de alterar varios elementos da
hipérbole, tais como: comprimen-
tos dos eixos, distancia focal, ex-
centricidade.

Controles deslizantes z; e y;, tem
a fungao de transladar a hipérbole
na direcao horizontal e vertical.

2 2
5 % = 1 equacao da hipérbole.
¢ = Va?+b% Aplicacao do te-
orema de Pitdgoras no triangulo
B F>,C' para observar os pontos
dos focos F; e Fy da hipérbole.

Fiy = (x14c,yn) e Fy = (v1—c,y1)
representam os focos.
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O

Ay = (x1+a,y1)

= (3.0)

Ay = (1 —a,y1)

= (3,0)

B: = (x5, y1+b)

= (0, 4)

B, = (x,y1 —b)

= (0, -4)

P = Ponto(eql)

= (3.79, 3.09)

f = Segmento(Fy, P)

= 9.32

Figura 4.9

A = (m1+a,11) e Ay = (21 —
a, Y1), sdo os pontos dos vértice so-
bre o eixo focal..

By = (z1,y1+b) e By = (z1,y1-b),
sao os pontos dos vértice sobre o
eixo imaginario.

C' = (x1,11) sdo a coordenadas do
ponto que representa o centro.

c 3
FE = — & a excentricidade. E de-

a
terminado pela razao entre a hi-
potenusa e um cateto do triangulo
retangulo By A;C da figura 4.8.

O ponto P, esta associado as co-
ordenadas de um ponto qualquer
sobre a hipérbole.

O segmento (Fj, P) representa a
distancia do foco Fi, ao ponto P
da hipérbole.
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O

g = Segmento(P, F,)

= 3.32
o = Angulo(Ay, C, By)
= 90°

Lgeométrico =f- g

=6

j = Segmento(B;, A;)

=5

h = Segmento(A, A;)

=6

k = Segmento(Fy, F3)

= 10

i = Segmento(By, B>)

= B8

Figura 4.10

O segmento (P, Fy) representa a
distancia do ponto P, ao foco F,
da hipérbole.

L = f — g é o lugar geométrico
da hipérbole, cuja a diferenca das
distancias f e g é constante.

O segmente A;A,, é a medida da
distancia entre os vértices que es-
tao sobre o eixo real.

O segmentos FiF5, é a medida da
distancia entre os focos da hipér-
bole.

O segmente BiB,, é a medida da
distancia entre os vértices que es-
tao sobre o eixo imaginario.

4.6.3 Representacao grafica da parabola.

€2 GeoGebra Classic

AL OO LN e
X =0 =N
10— 10 ()
=0 H
10 e @ 10 (5)
Vo= (ay1) i

= (0,0

f : Reta(V, EixoY)

=x=0

p=35 :

0 @ 10 ()

c: Circulo(V, p)

-

a

=4y = 1225

F = Intersegio(c, f,2)

= (0,35)

A = Intersegio(c, ,1)

Diretriz

= (0,-35)

Diretriz : Perpendicular(A, f)

=y--35

Figura 4.11
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Descrigao e fungoes dos elementos representandos na janela algébrica

O

O

@

O

*q 0

-10 o 10 ®
y1 =0

-10 ® 10 ®
V= (x,y)

= (0,0)

f : Reta(V, EixoY)

=x=20

p=24 :
0 ® 10 O
c: Circulo(V, p)

y2 = 5.76

F = Intersecio(c, f,2)

— (O‘ 2.4)

A = Interse¢do(c, f, 1)

= (G‘ —24)

Diretriz : Perpendicular(A, f)

=y =-24

Figura 4.12

P = Intersecdo(g, i)

= (6.44, 4.37)

j = Segmento(F, P)

= 7.87

| = Segmento(P, B)

= 7.87

Figura 4.13

e O controle deslizante x1, translada
a parabola na direcao horizontal.

e O controle deslizante y;, translada
a parabola na direcao vertical.

e V = (21,y1) é ponto do vértice da
parabola.

e A reta f é o eixo de simetria, é
a reta que contém o foco e divide
a parabola em duas partes simétri-
cas, sendo perpendicular a diretriz.

e O controle deslizante p representa
o parametro da parabola, tem a
funcao de movimentar o foco e a
reta diretriz, em relagao ao vértice
da parabola.

e O Ponto F' é o foco da parébola.

o A retay = —2,4 é a diretriz da
parabola.

e O ponto P, esta associado as co-
ordenadas de um ponto qualquer
pertencente a parabola.

e j = segmento(FP) é a distancia
do foco F' ao ponto P qualquer
pertencente a parabola.

o | = segmento(PB) é a distancia
de um ponto P qualquer perten-
cente a parabola, ao ponto B da
reta diretriz.
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4.7 Sequéncias de atividades aplicadas com o uso do

software Geogebra

Com o uso do software Geogrebra, inicialmente foram desenvolvidas no laboratorio
de informatica uma sequéncia de exercicios, com o objetivo de reconhecer, identificar
e observar o comportamentos dos principais elementos das conicas (elipse, hipérbole e
parabola) e as relagbes impostantes existente entre eles. A partir de suas equagoes e

analise de graficos, sempre fundamentos com as fases do método Fedathi.

Vejamos a seguir uma sequéncia de ilustracoes graficas para as conicas, determinadas
a partir de suas equacoes, apresentada pelos alunos, que serao mencionados por suas
denominacoes ficticias em cada solugao. Apos ter encontrado o gréafico de cada equacao, a
partir dessas ilustragoes, o aluno é motivado a fazer suas conclusoes e encontrar a devida

solugao correta. Veremos as ilustragoes de algumas dessas solu¢oes no Apéndice B.

4.7.1 Exercicio 1 - Elipse

Usando a ferramenta "controle deslizante", apresentada na tela inicial do Geogebra,
represente geometricamente o grafico correspondente a acada equacao dada abaixo, em
seguida faca uma analise gréfica e a partir dessa analise, determine o centro, o eixo maior,
o eixo menor, a distancia focal, as coordenadas dos focos , excentricidade e as relacoes

existente entre essas variaveis.

22 P
0. —+==1
9+4
2 2
Y T
02. =+ —=1
9+4
(r—6)* ¢
03. = =1
25 +16
_42 22
04 (yg ) +(xJ; )’ _ 4
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Vejamos a seguir algumas ilustragoes graficas, que foram selecionadas pelo professor

pesquisador, sobre as equacoes das elipses acima, apresentadas pelo aluno E-15.

e Grafico da equacao 01.

€2 GeoGebra Classic

ka7 > O00 4L N =@

Figura 4.14

e Grafico da equacao 02.

€2 GeoGebra Classic

R]a LD OO LN =2

m
:
:

o Il

Figura 4.15
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e Grafico da equacao 03.

€2 GeoGebra Classic

X
R]A 7 A D> OO LN = Sc Q=
X;=6 :_@
——
y1=0
—— e
f
Q
. -
Figura 4.16
e Gréfico da equacao 04.
€2 GeoGebra Classic o X
R]r A D>OO LN =2 be Q =
@
a=3 X, =-2
— 7 —_—
b=1 y1=4
-~ o ———
2 L
1 Q

Figura 4.17
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4.7.2 Exercicio 02 - Hipérbole

Usando a ferramenta "controle deslizante", apresentada na tela inicial do Geogebra,
represente geometricamente o gréafico correspondente a cada equacao das hipérboles dadas
abaixo, em seguida faca uma analise grafica e a partir dessa analise, determine o centro,
o eixo maior, o eixo menor, a distancia focal, as coordenadas dos focos, excentricidade e

as relagoes existente entre essas variaveis.

.’172 y2
0. ——Z =1
9 4
2 2
Y X
02. 2 —— =1
9 4
(-3 (y—4)?
03. - =1
9 16
E\2 2
o W=5° (@427
9 16

Vejamos a seguir algumas ilustragoes graficas, que foram selecionadas pelo professor

pesquisador, sobre as equacoes das hipérboles acima, apresentadas pelo aluno E-4.

e Gréafico da equacao 01.

€2 GeoGebra Classic

R]d P> OO LN =@ o Q=

-4

-5

Figura 4.18
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e Grafico da equacao 02.

€2 GeoGebra Classic

R]A 7 A D> OO LN = Sc Q=
@
a=3
——y————————
b=2
e
X, =0
—_——
y,=0
—..—
f
Q
Figura 4.19
e Gréfico da equacao 03.
€2 GeoGebra Classic o X
R]r D> OO LN =2 Sc Q=
@
’ f
Q

1 2 B, 4

Figura 4.20
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e Grafico da equacao 04.

€2 GeoGebra Classic =

DY S SO IP AN S

o
o Il

Figura 4.21

4.7.3 Exercicio 03 - Parabola

Usando a ferramenta controle deslizante, apresentada na tela inicial do Geogebra,
represente geometricamente o grafico correspondente a cada equagao das equagoes das
parabolas dadas abaixo, em seguida faga uma anélise grafica e a partir dessa anélise,

determine as coordenadas do vértice, o foco, parametro e as relacoes existente entre essas

variaveis. .
01. y? = 2x
02. 22 = —4y

03. (y+5)* = 4(z — 6)

04. 2% = —4(y — 2)

Vejamos a seguir algumas ilustragoes graficas, que foram selecionadas pelo professor

pesquisador, sobre as equagoes das parabolas acima, apresentadas pelo aluno E-23.
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e Grafico da equacao 01.

€2 GeoGebra Classic = o X
k)]s 004N =@ 5o Q=
Diretriz_§ -d
6
X =0 5 P
—_———— T3 SNRER SREAE USREN SSSON S SPRSE MRS RN NNSAN SN S SR
y;=0 —--
-
—_— 4 e
-
p=05 i SEsecic T
- o T
-
2 -
- r 5,
1 > s
.-
Vv F_ - -
-9 -8 -6 -2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 " 12 13 14 15 16 17 18 19 20
-1
-2
-3
[~ "
5
s Q
-7
Figura 4.22
e Gréfico da equacao 02.
€2 GeoGebra Classic = o X
ka0 LN =2 bc Q =
6 @
X, =0
—————— s 5
y1=0
4
p=1
B 3
2
Diretriz 8
T
15 14 -13 -12 -1 10 -7 -6 5 4 -3 -2 7 8 9 10 n 12 13 14 15

FEERE ANRER EREAN AN SRS SR S

Figura 4.23
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e Grafico da equacao 03.

€2 GeoGebra Classic

R]Ar AP OO LN = 5

M«

2 Diretriz @
1
B P
o B 7l b b 2 oo 1 2 3 4 3 14 15 1 1 18
=1
X, =6
—_—— 2
v =-5
—y— 3
p=1

[ S ——— "

s

Figura 4.24

e Gréfico da equacao 04.

€2 GeoGebra Classic

Rt~ A D> OO LN = S

Jli

g 1«

7
6
5
4
Diretriz B8
T
1
1 v
1
} F
)
1
1
15 -14 13 -12 1 10 9 -8 7 8 ¥ 1 2 4 5 6 7 8 9 10 1" 12
)
)
X, =0 1
.“ 1
]
y1=2 |
I
[}
p=1 1
-— 4
-5
5
=

Figura 4.25
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4.8 Analise e resultados

Nesta secao faremos uma anélise dos resultados que foram alcancados a partir das
metodologias aplicadas em nossa pesquisa. Para analisarmos o nivel de aprendizagem,
foram aplicados, as duas turmas, um questionario composto por 12 questoes objetivas com
o tema conicas (elipse, hipérbole e parabola). As questoes foram divididas, da seguinte
forma: 4 questoes de elipse, 4 questoes de hipérbole e 4 questoes de pardabola. Todos os
exercicios foram selecionados com base nas atividades desenvolvidas durante a pesquisa e

nas sequéncias de livros inseridos como referéncia neste trabalho.

4.8.1 Questionario para analise de resultados

Elipse: Questoes de 01 4 04

01. (UFPB-2011) A secretaria de infraestrutura de um municipio contratou um
arquiteto para fazer o projeto de uma praca. Na figura a seguir, esta o esboco do projeto
proposto pelo arquiteto: uma praca em formato retangular medindo 80m x 120m, onde

deveré ser construido um jardim em forma de uma elipse na parte central

10m

10m 10m

80m

10m|®

120m

Figura 4.26

Estao destacados na figura os seguimentos AC e BD que sao, respectivamente , o eixo
maior e o eixo menor da elipse, bem como os focos Fi e I3, que sao os focos da elipse
onde deverao ser colocados os dois postes de iluminacao. Com base nessas informagoes,

conclui-se que a distancia entre os postes de iluminacao sera, aproximadamente, de:

a) 68m
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b) 72m
c) 76m
d) 80m

e) 84m

02. (Cesgranrio-2011) Uma camara dos sussurros é um espago em que, se duas pessoas
estao nas posigoes especificadas como foco, elas podem falar entre si, mesmo sussurrando,
a uma distancia consideravel. Isso porque os painéis colocados atris delas sao partes de
uma mesma elipse cujos focos sao as posicoes das cabecas das pessoas. Na camara de
sussurros representada na Figura a seguir, a distancia entre as duas pessoas ¢ de 20 m, e

a distancia de cada pessoa até um vértice da elipse é de 2 m.

. 20m i

Figura 4.27

A equacao da elipse que contém os painéis da camara representada no sistema de eixos

proposto na Figura é:

a) %th%:l
b) i—i+%:1
c) i—i%—%:l
d) %204-%:1
e) %—l—%:l
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03. (Ufpe) Considere dois pontos distintos A e B de um plano. O lugar geométrico dos
pontos P deste plano tal que a soma das distancias de P aos pontos A e B é constante, é

uma curva denominada:

a) circunferéncia
b) parabola

c¢) hipérbole

d) elipse

e) reta

04.(Unep) A equagao da elipse de focos F; = (—2,0), F» = (2,0) e eixo maior igual a 6

¢ dada por

a) f—;—l—%:l
b) %2+%2:1
c) %2+%:1
d) ‘%2+%:1
e) %th%:l

Hipérbole: Questoes de 05 4 08

05. (UFPI) O gréfico da equacio x2 — y* = 4 representa uma hipérbole. Os focos

dessa hipérbole séo:

b) (2,0) e (=2,0)
¢) (2v/2,0) e (—2v/2,0)
d) (0,v2) e (0, —/2)

71



Capitulo 4. Praticas pedagégicas: método tradicional e uso do software Geogebra.

06. Seja 2a a medida do eixo real e 2b a medida do eixo imaginario da hipérbole de
(y—2° (z+1)
32

equacao = 1, entao, 2a + 2b é:

a) 8v/2
b) 10v/2
c) 12v2
d) 14v2
e) 15v/2

07. A equacao da hipérbole com centro em (3, —1), eixo focal vertical, eixo real igual a

8 e eixo imaginario igual a 4 é:

(y+1)? (z-3)°

L T
SCEL IS
0 (yzl)2_(9641r63)2:1
MUESTEEL
REUESCEL

08. O conjunto de pontos cujo modulo da diferenca das distancias a dois pontos fixos é

constante é uma:

a) circunferéncia
b) elipse

c¢) hipérbole

d) parabola

e) reta
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Parabola: Questoes de 09 4 12

09. A respeito da definicao de parabola, assinale a alternativa correta:

a) Uma parabola é uma figura geométrica que representa a equacao y = ax? + bx + c.

b) Uma parabola é um conjunto de pontos cuja distancia até um ponto chamado foco é

constante.
¢) Uma parabola é um conjunto de pontos cuja distancia até uma reta é constante.

d) Uma parabola é um conjunto de pontos no qual, dado um ponto P, a distancia de P

até a reta diretriz é igual & distancia de P até o foco.

e) Uma parébola é uma curva cuja distancia até o foco é fixa.

10. A respeito dos elementos de uma pardbola, assinale entre as alternativas abaixo

aquela que for correta.

a) O foco de uma parabola é uma reta, que participa da definigdo dessa figura.

b) A diretriz de uma parabola é uma reta, que participa da defini¢gdo dessa figura.

c) O parametro, em uma parabola, é a menor distancia entre o foco e a propria parabola.
d) O parametro, em uma parabola, é a maior distancia entre o foco e a propria parabola.

e) O vértice de uma parabola jamais podera estar sobre o segmento de reta conhecido

como parametro.

11. O conjunto dos pontos P = (z,y) que estdo a uma mesma distancia do ponto

F =(0,2) e do eixo Ox no plano cartesiano xy é:

a) y=12>+4
b) y=a?+1
c) y=4zr*+1
d) y=22*>+1
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e) y=a>+3

12. O foco da parabola de equacio y* = 12z é:

a) F(0,3)
b) F(—3,0)
¢) F(6,0)
d) F(3,0)

e) F(—6,0)

4.8.2 Resultados.

Na tabela a seguir serao apresentados os resultados obtidos, apos aplicacao do questi-
onario. Consideramos apenas a quantidade de alunos que acertaram determinada questao
por turma, resultando mais subsidios para a avaliacao do nosso estudo. Durante a apli-
cagao do questionéario houve auséncia de alguns alunos, nesse casso, esses ficaram fora da
analise dos resultados finais, posteriormente faremos um grafica do percentual de acertos
das turmas por questao. Na turma E tivemos um total de 30 alunos que participaram do

questionério, enquanto na turma G tivemos 29 participantes. Vejamos:

Questoes 01[02{03]04[05|06|07|08]|09]10]11 |12 | Total

Acertos turma E | 24 | 16 | 26 | 15| 12 | 18 | 20 | 25 | 20 | 28 | 11 | 21 | 236

Acertos turma G |19 |16 |20 | 13| 9 [12 [ 12 |25 |21 | 20| 10| 13| 190

Ao planejarmos nossa pesquisa, tinhamos uma perspectiva de elaborar um trabalho
que pudéssemos contribuir com o ensino da matemaética, através de uma sequéncia didatica
onde investigariamos os resultados de uma aplicacao do software Geogebra, para isso,
propomos desenvolver a pesquisa em duas situacoes antagonicas e depois comparar os
resultados obtidos. Como vimos, em todo o desenrolar do trabalho, enfatizamos sempre o
uso do método Fedathi nas duas situagoes. Estudamos conceitos e resolvemos situagoes-

problemas pelo método tradicional e com o uso do Geogebra, sempre com o objetivo
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de proporcionar a compreensao dos diversos conceitos e propriedades existente sobre o
tema, possibilitando e estimulando mudancgas na percepgao do aluno sobre a forma de
estudar matemética. No entanto, foi fundamental orientar os alunos quanto ao uso do
software, pois muitos deles apresentavam imensas dificuldades. Para que possamos obter
informacgoes mais consistente apresentamos o grafico abaixo, que relaciona a porcentagem

de acertos de questoes por turma:

PORCENTAGEM DE ACERTOS POR TURMA EM CADA
QUESTAO

100%
90%
80%
70%

60%
50%
40%
30%
20%
10%

0%

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

HTurmaE ®WTurmaG

Figura 4.28

Analisando sucintamente, é notério que os resultados obtidos foram positivos, pois
ha uma diferenca significativa em termos quantitativos entre as duas turmas. Além disso,
durante todo o desenvolvimento da pesquisa, tivemos um nivel de atengao maior na turma
na qual fizemos a interven¢ao com uso do software Geogebra. Ressaltamos ainda a impor-
tancia do aluno ser o protagonista no processo de ensino-aprendizagem, pois acreditamos
que, em algumas situagoes, o ensino da matemaética se encontra centralizado na figura do
professor como o detentor do conhecimento e o aluno como um agente passivo que deve

receber as respostas prontas.

Esse contato com as novas tecnologias, que foi possivel a partir do uso do Geogebra,
foi uma experiéncia de aprendizagem muito positiva para todos. Nesse sentido, deve
ser compartilhado com os demais estudantes e assim ser utilizado em outras situacoes
didaticas, pois se trata de uma ferramenta de facil manuseio e que pode ser usado para
incentivar a construcao de conhecimento em diversas areas da matemaética, estimulando

a criatividade, e o questionamentos através de sua interatividade e dinamismo.
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Esta pesquisa foi desenvolvida, de modo a incentivar e motivar o aluno a se apro-
priar ativamente da construcao de novos conhecimentos, sendo o principal protagonista
no seu desenvolvimento, dessa forma procuramos sempre instigar no aluno o processo
de investigagao matemaética, buscando coloca-lo no centro da construcao do processo de
ensino-aprendizagem, se apropriando de novos conhecimentos pela participacao ativa da
construcao deles. O uso de novas tecnologias no ensino da matemaética, foi a principal mo-
tivacao para aplicar novas metodologias em sala de aula e consequentemente, mostrarmos

resultados satisfatorios.

O Uso do Geogebra permitiu que os alunos realizassem visualizagoes de forma mais
dindmica em diversas situagoes envolvendo as conicas e suas propriedades, tornando a
aprendizagem mais significativa e motivadora, diferentemente das situagoes que envolvem
o método tradicional, como nos mostra os resultados obtidos na pesquisa. O uso do soft-
ware permite formulacao de conjecturas, a partir de observagoes facilitando a compreensao
dos conceitos geométricos com mais clareza e dinamismo que no método tradicional, que
envolve apenas os recursos bésicos que um professor pode ter em sala de aula. Tais como:
pincel, quadro, apagador, livro didatico e lista de exercicios para que o aluno pratique,

muitas vezes, de forma exaustiva para fixar o conhecimento.

Atualmente, o ensino das Conicas dificilmente é abordado no ensino médio, muitas
vezes, quando é ensinado, sao ensinados as féormulas para somente depois relacionar com
o conceito de lugar geométrico. Partindo desse pressuposto, nosso estudo propos ao

aluno a possibilidade de fazer com que seguissemos um método inverso, por meio do
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software Geogebra e o método Fedhati, desenvolvemos nossos estudos, com o aluno tendo
o primeiro contado com o lugar geométrico que representa cada Conica, para a partir
desse contado conhecer seus elementos, fazer dedugoes e chegar a um resultado que possa

levar a conjecturar sua formula.

Finalmente, destacamos a importancia de promover as discussoes durante a resolu-
¢ao de cada questao, isto foi fundamental, visto que todas as atividades tem o objetivo de
levar os alunos a refletir, agir, e a partir dessas agoes, levantar hipoteses e fazer dedugoes

sobre o contetdo estudado.
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Apéndice A

Ilustracoes das solucoes: método

tradicional de ensino

A.1 Solucao do Exercicio 01 - Elipse

Observe a representacao grafica da elipse. Determine os seguintes elementos: as
coordenadas do centro, vértices e focos; a medida do comprimento do eixo maior, eixo

menor e distancia focal; calcule e excentricidade e encontre sua equacao reduzida.

y/\
8

8\/

Figura A.1
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Apéndice A. llustracdes das solucdes: método tradicional de ensino

Vejamos a solugao apresentada pelo aluno com denominacao G-7.

_Kasconyos
Coocdenadas  elos \;Pm\inf;.
Al(.j,SL) : A2£1ﬂ$1}2 P)I(G 29182(6.3) L
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A (08 =N 6-2)0 (2-9)" -\ U+ (4 Vigra=\zc = 5,
d(P182) :\j_(é-zﬂ[g-s]i alluieg® Nierg=\od = 5,

d(h ) =(6-1) =5,
d(ho () =(H-¢)=5,

Dbsﬁva[{ﬂxg & 1M Yol :ia_-n}e &3 .
A R = d(BucVYa d U, )’ n 30y (Tearens' do pdorer )
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Fte E2 sdb o< fome

C & o cenko.
d (A M) — 4> compnmeddo do_eixo wmaion

] . r

diBe k) =6 e

; d(F1, Fo) < & disfimuo docal
Lledl ook = U (excen i odade )
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Figura A.2
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Fi(2,¢ - (10,5 -
d(E, h- (Fo P) =10
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Figura A.3

A.2 Solucao do Exercicio 02 - Hipérbole

Observe a representacao grafica da hipérbole. Determine os seguintes elementos: as
coordenadas do centro, vértices e focos; a medida do comprimento do eixo maior, eixo

menor e distancia focal; calcule e excentricidade e encontre sua equagao reduzida.

Figura A.4
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Vejamos a solucao apresentada pelo aluno com denominacao G-12.

Y sapponty
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Al-52), Ful-30) cloa)

o 2 Ao piow @mixuws e Frepa tm pdpgpo o0
um, Qoo - £9(3,9) ¢ Ay [ 5,2).

J’UU}M’WCMW olos ﬂmmm tlements

Codimadas do mﬁo c(0.2)
Uinbiees  Au-3,9) « Aa(3.0) ¢ 4otos L4[-5,9) 4 br]5,2).

M el d(ﬁx F2)- 4
iimnmmmto do exp pdol d (Ri,ag) =dp

eyombigdads e -c - 3
4 "6

(’mnmummtn Wit Ao d (B B,) -
Atoving ot .&ﬁmfm N0

= Iﬁl / ‘l@mmm Flmc

NI TV Y (e e
P N e 26 - hdl
-5 /3 Rk b*49-.25

W?.25-9
bzzfé
- Vb
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Figura A.6

A.3 Solucao do Exercicio 03 - Parabola

Observe a representacao grafica da pardbola. Determine os seguintes elementos:
as coordenadas do vértices e foco, a reta diretriz, o pardmetro e encontre sua equacao

reduzida.

|V

Figura A.7
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Vejamos a solucao apresentada pelo aluno com denominacao G-3.

T 3 I1?I;J;/_-? : |
W PP . i . B BT D
—F (-2 ) s u/yac g B BRITR R
-—‘--\CiLmﬁﬁclwcr?n%:_ Il T . TR i
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dlge) - d(a 9]
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Apéndice B

Ilustracoes das solucoes: Uso do

software (Geogebra

B.1 Solucao do Exercicio 01 - Elipse

e Grafico da equacao 03 e solucao completa apresentada pelo aluno E-15.

cccccccccccccccc

R]d >0 LN = Q =
@

a=5
.

b=4
—

Figura B.1
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Apéndice B. llustracdes das solucées: Uso do software Geogebra
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Figura B.2

B.2 Solucao do Exercicio 02 - Hipérbole

e Grafico da equacao 04 e solucao completa apresentada pelo aluno E-4.
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€2 GeoGebra Classic
Rlea AP OO &N =

Figura B.3
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B.3 Solucao do Exercicio 03 - Parabola

e Gréfico da equacao 02 e solugao completa apresentada pelo aluno E-23.
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Apéndice B. llustracdes das solucées: Uso do software Geogebra

€ GeoGebra Classic X
A]Ad P> OO LN =@ =
: @
X, = :
¥1=0
p=1
Diretriz 8
: a
| a
Q
Figura B.5
Jo lug Fo:
X+ ¢ 9 vamavel que deslocs no  séntido
hovizontal.

X1 ¢ 2 varigvel que deslocs 9 ?am’bala na
ve rFical.

2 vavigvel “p” y:gpwea'en%s 0 pawé'me«tro:d;a-ﬁwr?
do vértice 3 veta Jiretriz.0u o distoncia

9o véptice 30 foco.
cavde nadas %o Sg?ﬂhce:
V(X‘f;d{)"‘o 0
coowdemcl;(s)dL Poco:
F (40)"1)

Pavimetyo -
P-4

Reta Jipetpiz:
J=4

Figura B.6

89



Apéndice C

Introducoes e atividades propostas

desenvolvidas do caderno do aluno.

Anexo-01: Introducao as cdnicas.

#Secgdes cdnicas

O termo "cdnicas” pode nos remeter a figura geométrica espacial cone, o que faz todo
sentido, pois as cénicas podem ser abtidas por meia de cones com falhas que se estendem
indefinidamente em ambas as diragaes.

Considere duas retas no espago, e e g, concorrentes no ponto Ve nao perpendiculares. Ao girara
reta g 360° em tomo da reta e, mantendo o mesmo dngulo de formagao entre elas, obternos uma
superficie denominada superficie conica circular reta de duas folhas, com vértice V, geratriz g e
eixo de rotagio e.

Aintersecgao de um plano com essa superficie conica pode resultar em diferentes tipos
de figura, como um ponte, uma reta, um par de retas, uma circunferéncia, uma elipse uma
hipérbole ou uma paribola. Agara, vamos estudar a elipse, a hipérbole e a paribala

Apalnio fai um dos trés grandes matemiticos do século Il aC, a0 lado de Euclides e
Arquimedes. Ele nasceu por volta de 262 a.C.em Perga, sul da Asia Menor; por isso, é comum
se referir a ele coma Apolnio de Perga, mas pouco se sabe a respeito de sua vida. Por causa
da sua extraordindria obra intitulada Secgdes conicas, seus contemporneos o chamavam
de "0 grande gedmetra”. Nessa obra, Apoldnio apresenta as conicas por meio de secgdes de
um plano em uma superficie canica circular reta de duas folhas. As nomenclaturas elipse,
paribola e hipérbole também foram introduzidas por Apolanio.

Elipse Hipérbale Pardbola

> Aa indicar que o plana na passa pelo vértice V, estamos
afirmando que o ponto V no pertence aa plana.

Qual deve ser a posi¢io de um plana em relagdo ao eixo e da superficie canica circular

reta de duas folhas para obter uma circunferéncia?

Figura C.1

90



Apéndice C. Introducdes e atividades propostas desenvolvidas do caderno do aluno.

Anexo-02: Estudo da Elipse

B Elipse
Para um estudo analitico dessa cnica, vamaos defini-la por meio 2 Mo estudo da Lingua
de propriedades métricas que seus pontos devem satisfazer. Portuguesa, a palavra

“elipse” indica supressio
de um termo gue

Elipse é o conjunto de pontos de um plano em que asoma se subentende pela

das distincias a dois pontos fixos & uma constante dada. cantexte; par exempla:
"Ma minha bolsa, hd um
Esses pontos fixos s3o chamados focos da elipse. estojo, no estajo, [hi

: . : ; . canetas e |apis".
E possivel provar que a elipse pode ser obtida seccionando a P!

superficie conica circular reta de duas folhas.

De maneira pratica, podemos obter a representagao geométrica de uma elipse marcando
inicialmente dois pontos distintos em uma folha de papel, os quais serdo os focos F e F,.
Em seguida, fixamos neles as extremidades de um barbante com medida maior do que a
distincia entre os focos. Depois, tragamos uma curva continua com o barbante sempre esti-
cado para obtermos a representagao dessa elipse.

A soma das distincias de qualquer ponto dessa elipse aos pontos F, e F, é constante e,
nesse caso, tem a mesma medida do barbante.

Considere dois pontos distintos F, e F, pertencentes a um plano a tal que a distincia entre
eles seja 2c. Uma elipse de focos F e F, € formada pelo conjunto de pontos P de o, cujasoma
das distancias a F, e F, € igual a uma constante 2a, com 20> 2c.

=
PF +PF, =20 4 \

- ]
Z0=2c=0 ( x /F/

Observe os principais elementos de uma elipse:
= focos: F e F,

s centro: ()

* eixo maior: A A,

» eixo menor: B B,

s« distdncia focal: 2c

» medida do eixo maior: 2a

» medida do eixo menor: 2b » O contro de uma alipse
torresponde ao ponto

+ excentricidade: e = =, com D< g <1 L
a médio de FF, A A eBE,

a z 2 2
*relagio notivel: o® = b + ¢

Figura C.2
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Quanto mais préximo de O for a excentricidade () de uma elipse, mais préxima de uma
circunferéncia ela serd e, guanto mais proxime de 1for sua excentricidade, mais "achatada"” sera.

1 elipse com 1 elipse com 1 elipse com 1 elipse com
expentricidade 005 excentricidae 035 excentricidade 0ES excentricidase 095

' Em 1609, nasua obraintitulada Astronomio nova, johannes » Pesquise mais

Hepler anunciou suas duas primeiras leis da Astronomia a infarmagdes sobre o

respeito do movimento dos planetas. Em uma delas, ele afir- ;55“;'-0 "‘"D"';"E”TD
- - os planetas. Busque

ma que os planetas descrevem drbitas elipticas em torno do textos clemificos para

Sol, com o Sol sendo um dos focos da elipse. As leis de Kepler

- - S - gue possa analisi-
sig consideradas marcos tanto na historia da Astronomia

-los & compara-los

como na da Matematica. 1 Astribnoma alerndo corm as informagdes
Fonto de pesquisa Boves, Carl Senjamin. Histdno do matemahicon .'aha"'"_'eﬁ Kepler apresentadas._
Trad. Helena Castra. 58 Pauls: Edgar Bibcher, 3012 (157-1630)

Agora, considere uma elipse no plano cartesiano com o eixe maior paralelo
ao eixo das abscissas e um ponto qualquer P[:x, y] pertencente a essa conica.
Desenvaolvendo a igualdade PF + PF, = 2a e utilizando a relacio notavel
o=b"+ ¢ obtemos a equacaa:
2 1

:- ("_xcj N (y_yo} .

b!

a

Esta equagdo é chamada equacio reduzida da elipse de centro [Jl:xp, yc}.

Mo caso particular em gue o centro de uma elipse coincide com a origem
do plano cartesiano Q(0,0) e os focos pertencem ao eixo das abscissas. A
equacdo reduzida dessa elipse & dada por:

¥ A
]
Ao considerarmos uma elipse no plano cartesiano com o eixo maiar P,
paralelo ao eixa das ordenadas, um ponto qualquer P(x, y) pertencente a

3 ida- B, B
ela e centro U{xp,yﬂl ),ternos a equagido reduzida: N B =
F
7
3
A i
[ i
- ) EE

¥ No caso particular em gque o centro de uma elipse coincide com a origem do plano
cartesiano @0, 0| e os focos pertencem ao eixo das ordenadas, qual serd a equagio

reduzida dessa elipse? © - " -
o x

Figura C.3
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Tarefar a5 respostas mo caderna.
0. Qual deve ser a posigio de um plano em relagio ao
eixo e da superficie cdnica circular reta de duas
folhas para se obter um ponto? 0 pano deve formar com o

eine & um dngulo maior do que o formadi pelas perstrices & passar pelo vértice.

T1. Determine a equacdo reduzida da elipse descrita
em cada item.

a) Elipse de focos F (2,0} e F,(—2,0) cujo compri-
menta do eixo maior 66, -+ ' 1

b) Elipse de focos F (0,2) e F (0, 3) que contém o
ponto 0(0, ).

¢) Elipse de centro (2, 2) foro F(2.1) e que passa

PDlﬂ{ﬂ,zjl x-2/ L :
4 8

2
(x=1)
1L Seja a elipse de equagio 5= 1,
determine: (y : )
a) sewcentro, g1 N+ = |

b) a medida de seu eixa maior; 2a-& 4
¢ ) a medida de seu eixa menar, 26- 4
d) sua distincia focal, 245
e) sua excentricidade. ‘35
13. Ferramentas | Em cada item, determine a equa-
= cdo da elipse representada na imagem, sabendo
que 05 pontos A e 8530 seus focos.

a)
¥
x ¥ 1
I
B
-5 [ E]
b) »
H
z
£
x—12 |p—8 o ¥ -
11} x I

M. Determine as coordenadas do centro e dos focos

das elipses.
X . t _5)I l’j"_z]r
X ¥ _
AR L e
P R TYARRITAL R
B y—4) -1 e 0[00)F (8 -2E |
oj0.aLF (01 LF 0T Pl B2VE |

15. As drbitas dos planetas em torno do Sol padem ser
descritas por elipses. Observe o quadro a seguir.

Planeta Eﬂ;:;r'l ;‘::de
Mercirio 02055
Wanus opoes
Terra ulsjl-v)
Marte 00934
|Opiter 00485
Saturno 00556
Urano 00472
Netuno O00Es

Fante de pesquisa: Instituts de Fzica da UFRCS Oispanl-
el em: «vwww ifufrgs befoey'solar/solard4/solarda htm:

. . Acesso e & |un 2020
Wénus, pois & o planets gue possui

uma drbita eliptica com excentricidade mais prixima de zéra.
De acordo com essas informagdes, qual planeta do

Sistemna Solar temn a drbita mais parecida com uma
circunferdneia? Justifique sua resposta.

16. (EsPCEx-5F) Mum estidio de futebol em forma de
elipse, o gramado é o retingulo MNPC, inscrito na
chnica, conforme mostra a figura. Escolhendo o sis-
tema de coordenadas cartesianas indicado e to-
mande o metro coma unidade, a elipse & descrita

2
pela equagio ;?+§= 1. Sabe-se também gue

o5 focos da elipse estio situados em lados do retan-

Builo MNP ¥

Asgsim, a distdncia entre as Q o

retas MN e P & Ahernstiva e = .

a)4@m H
T £

b)Ea&m \uw) % ;

c)B4m g

d)52m Ay

e)9Em

Figura C.4
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Anexo-03: Estudo da Hipérbole

.
B Hipérbole
Assim como fizemos com a elipse, vamos definir hipérbole com as propriedades métricas

que seus pontos devem satisfazer.

Hipérbole é o conjunto de pontos de um plano cujo valor absoluto da
diferenga das distancias a dois pontos fixos & uma constante dada.

Esses pontos fixos sao chamados de focos da { A palavra “hipérbole” & homénima & figura

hipérbole. de linguagem que enfatiza expressies
E possivel provar que a hipérbole pode ser resultantes do exagero. Por exemplo:
obtida seccicnando a superficie cénica circular “Meu irman morreu de medo do filme”.

reta de duas folhas.

De maneira pratica, podemaos obter a representagao geométrica de uma hipérbole mar-
cando inicialmente dois pontos distintos em uma folha de papel, que serdo os focos F e F,
Em seguida, fixamos a extremidade de uma régua em um desses pontos {FI ]I e,Na outra ex-
tremidade da régua, fixamos a extremidade de um barbante. No outro ponto fFE } fixamos
também a outra extremidade do barbante. A diferenca, em madulo, entre o comprimento
do barbante e o comprimento da régua deve ser menor do que a distincia entre os focos.
Depois, tragamos uma curva continua com o |apis apoiado na régua e com o barbante sem-
pre esticado para obtermos um ramo da representagac dessa hipérbole. Procedendo de
maneira semelhante, obtemos o outro ramo dessa hipérbaole.

A diferenga, em madulo, das distincias de qualquer ponto dessa hipérbole aos pontos F e F,
& constante e menor do que F F.

Figura C.5
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Considere dois pontos distintos F e F_ pertencentes a um plano a tal que a distancia entre
eles seja 2c. Uma hipérbole de focos F e F, € formada pelo conjunto de pontos P de o, cuja
diferenga, em médulo, das distancias aF e F, € igual auma constante 2o, com 2a<2c.

|PF, — PF;|=2a
0<2a<2c
Observe os principais elementos de uma hipérbale:
= focos: F e F, 8,
* centro:
» eixo real ou transverso: A A
» eixo imagindrio: B B, b .
« distancia focal: 2c :
* medida do eixo real: 2a f . oI f
* medida do eixo imaginario: 2b
» gxcentricidade: e = %, com e =1 .

s relacio notivel c=a’ + b’

0s pontos B, e B, sdo pontos da mediatriz de A A, que formam triangulos retingulos em (,
com urm dos catetos medindo o e hipotenusa medindo ¢

Quanto mais praximo de 1 for a excentricidade (e) de uma hipérbole, mais “fechadas”®
serdo seus ramos e, quanto mais distante de 1 for sua excentricidade, mais seus ramos se
aproximardo de retas.

'Hipérhole com excentricidade 2.

> O centro de
uma hipérbole
corresponde ao
ponto médio de

e B

FF,AA eBE. B
8, B, j
| A
Hipérbale com excentricidade 3 Hipérbole com excentricidade 5
Figura C.6
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Apéndice C. Introducdes e atividades propostas desenvolvidas do caderno do aluno.

Outro elemento importante das hipérboles sdo suas retas assintotas. Para obté-las, po-
demos construir um retangulo KLMN, que possui A, B A e B como pontos médios de seus
lados de medidas 20 e 2b. Esse retingulo é chamado de retingulo de referéncia ou retdn-
gulo auxiliar da hipérbale.

As retas KM e LN que cont&m as diagonais desse retingulo sdo denominadas assintotas da
hipérbole. A hipérbale ndo possui ponto em comum com as assintotas e, quanto mais distan-
te um ponta da hipérbole estiver de seu centro, mais proximo esse ponto estarad da assintota.

> Mo caso em gue o retangulo auxiliar for
um guadrado (hipérbole 3 direita), isto &,
quando 2a = 2b, teremos uma hipérbole
chamada hipérbole equilitera

Agora, considere uma hipérbole no plano cartesiano com o eixo real paralelo ao eixo das
abscissas e um ponto gualquer P{x,y} pertencente a essa conica.

Desenvolvendo a igualdade |PF] = PF?| = 20 e utilizando a relagio notdvel ¢ =a" + hz, oh-
temos a equagdo:

n! hl

chamada equagio reduzida da hipérbole de centro O("n--"'a)-
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Apéndice C. Introducdes e atividades propostas desenvolvidas do caderno do aluno.

No caso particular em que o centro de uma hipérbole coincide com a origem do plano
cartesiano, O[U, 0), e os focos pertencem ao eixo das abscissas, a equagio reduzida dessa

hipérbole & dada por:

x _
a

Ao considerar uma hipérbole no plano cartesiano com o eixo real paralelo ao eixo das
ordenadas, um ponto qualquer P(x,y} pertencente a ela e centro O{xc,yﬂ ] temos a equacdo

reduzida:

X
Mo caso particular em que o centro de uma hipér- ¥
bole coincide com a origem do plano cartesiano, -
0(0,0), e os focos pertencem ao eixo Oy, qual serd
a equacdo reduzida dessa hipérbole? Axy A.———”/
¥ X 1 .
o E, @ R
F,
Figura C.8
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Apéndice C. Introducdes e atividades propostas desenvolvidas do caderno do aluno.

Tarefas

Ancite as respostas no caderno.

1L Determine a equagio da hipérbaole descrita em ca-

da item.

a) Hipérhole de focos £ (5,0) e F (—5,0) que con-
témoponto A (2,0} 4 - -1

b) Hipérbole de focos F,(0,2) e F,(0, —2) e assinto-
tasy=xey = —x : ’;’ '

€) Hipérbole com eixo real de extremos A (51) e
Al-11)eassintotasy=x—ley= —x+ 3

d) Hipérbole com um dos foros F[2,1] centro

0[2,—2) e eixo real de medida 20 = 4.

20. Vamos verificar que a hipérbole b

N
4 16

ndo intersecta suas retas assintotas. Primeiro, de-
terminaremos suas assintotas, s, e 5, Como h esta
centrada na origem, suas assintotas sio dadas por

y=t %x. Assim:
Soy=Ixes y=-—
Vamos supor, por absurdo, que exista um ponto

F'(xu,yn] na intersecgdn de h e 5. Desse modao,

temas:
18. Ern cada item, determine as equagbes das assinto-

tas da hipérbole representada, sabendo que F e F, Y=, e Yo _ Yo _ 1
sdo seus focos. 4 16

a) ¥ Assim:
2
o t 2 T 2
wa ik * ]_X,_,vu_xu_(l’f,}_
’ ¥ F - = =
v+ 2 x—1f 3 y=IVizey= —-Ivix 4 18 4 18
17.d) 1
Il 5 2 xﬂl 4132 xna ‘DI o
£ A T4 T 4 &
i 4+ b
-4 -3 =2 - '13 4 X
-2
-3
-4

¥ ¥

o que é falso, pois 1# 0. Dessa maneira, h e s
nan <e intersectam. De modo andlogo, pode-se
mostrar gue f e 5, ndo se intersectam.

Com argumentos semelhantes, mostre que as

hipérbales abaixo ndo intersectam suas retas as-
. Resposia na Resolog@o das tanefas nas
sintotas. Orientagdes para o professor
T
x x

AT !

3
F. o 1
\f—/ N R
1

b)

o

2 3
"E“-y
1
2 3

|

1 4

S—_——r

-4 -3-2-110 x
F
/—_:\
=3

18. Determine as coordenadas dos focos e a excentricl-
dade das hipérboles abaixo.

Y
e
c) .

21. Determine o valer de m, senda m # 0, para que a

. _{y—zf
‘w8

[ ————

hipérbole de equagio =1 tenha

excentricidade iguala 2. = - 3

2
a)%—%=l.r_ S0LF(-50jee=1 §
! 22. Em grupo \ Redna-se com um colega e mostrem
¥ & . ﬁ gue a excentricidade de uma hipérbale equilitera &
- = lee 1 Respesta ra Reselugio d red
b) Sag g =1 AR e g sempre igual 2 V2 1.0 mcies pars o proessr

[x+ 2)‘ (¥ + Sf 23, Determine a equagdo da hipérbole equildtera de
<) S focos F (4,0) e F,(—4,0) £ LA |

.
F(2—6)F[ -8 -5)e o= 230

Figura C.9
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Apéndice C. Introducdes e atividades propostas desenvolvidas do caderno do aluno.

Anexo-04: Estudo da Parabola

# Pariabola

Provavelmente, vocé ja estudou que a representacdo grafica de uma funcio quadratica é
uma parabola cujo eixo de simetria é paralelo ou coincidente ao eixo das ordenadas. Agora,
realizaremos um estudo mais aprofundado dessa conica.

Assim como realizamos com a elipse e comn a hipérbole, vamos definir parabola com as pro-
priedades métricas que seus pontos devemn satisfazer.

+ A palavra "parabola”
também é utilizada
para indicar narrativas
alegdricas, cujo objetivo

Essa reta fixa & chamada de diretriz e esse ponto fixo, ndo pertencente a & transmitir mensagens,

diretriz, &€ chamado de foco da parabola. geralmente moral ou

" ) . . religiosa, de maneira
E possivel provar que a paribola pode ser obtida seccionando a superficie metaférica, isto 6, de

cdnica circular reta de duas folhas. modao indireto.

Pardbola é o conjunto de pontos de um plano cujas
distancias a um ponto fixo e a uma reta fixa sdo iguais.

De maneira pratica, podemos obter a representacio geométrica de uma paribola mar-
cando primeira um ponte em uma folha de papel, que serd o foco F. Em seguida, fixamos
uma extremidade de um barbante nesse ponto e a outra extremidade do barbante fixamos
em um esquadro. Depois, com o auxilio de uma régua em um lugar fixo, tracamoas uma reta
e uma curva continua deslizando o esquadro, apoiando-o na régua, no local em que esta
localizada a reta, com o barbante sempre esticado para obtermos a representagio dessa

parabola.
» O comprimento do barbante deve ser aproximado ao
comprimento do cateto do esquadro em que o barbante foi fixado.
g E
i - T

A distancia de qualquer ponto dessa parabola & reta tracada e ao ponto F é a mesma.

Considere um ponto Fe uma reta d pertencentes aum plano «, tal que Fndo pertence a d.
Uma paribola de foco F e diretriz d & formada pelo conjunto de pontos P de o, que estdo a
mesma distincia de Fe de d. A distincia entre o foco Fe a diretriz d & denominada pardmetro.

Observe os principais elementos de uma paribola:

= foca: F
* vértice: V » O eixo de simetria,
= diretriz: d indicado pela reta g,

& arefa gue passa
pF = pp L4 : pelo foco Fe é
= eixo de simetria: e P perpendicular &
« relag3o notdvel: Fv' = P’ & a projecio ortogonal diretriz d
2 do ponto P sobre a reta d

= pardmetro: p

Figura C.10




Apéndice C. Introducdes e atividades propostas desenvolvidas do caderno do aluno.

! Galileu Galilei fez contribuigfes notaveis paraa Matemdtica e outros
rarmos da Cigncia nos séculos XV e XVII. Entre elas, podemaos destacar
o invento do microscdpio moderno, a construgdo de uma espécie de
bindculos de longo alcance e a mecanica dos corpos em queda livre,
com base no fato de a distancia percorrida por um corpo em gueda
livre ser proporcional ao quadrado do tempo do inicio da queda. Foi
ele também o primeiro a perceber que a trajetdria de um projétil,
desconsiderando a resisténcia do ar, & de natureza parabdlica.

Fonte de pesquisa: Eves, Howard. introdugdo & histania do matemdtica Calileu Calilel
Trad Hygira H. Damingues. Campinas: Ed. da Unicamp, 2004 (1564-1842)

Astrtinomao italiano

Agora, considere uma pardbola no plano cartesiano com a reta diretriz paralela ao eixo das
abscissas, vértice acima da diretriz e um ponto qualquer P{x,y) pertencente a essa conica.

an§ h ______“TI_;_.H.—"‘ if"[X._l-ﬂ
W[z L
e HIES H
[ [ i
v : i d
0 X, x
Desenvolvendo a igualdade PF= PP’, obtemos a equagio: » Podemos reescrever a
e . equagio reduzida da
: paribola como
i(x—xn}=2p(y—ytji y=ax + bx + ¢, sendo
b ettt ettt o, e
chamada equacdo reduzida da paribola de vértice V(xt,ynj}acima 2 ': P
o P R p %
da diretriz, foco F(xu,y: + T) eretadiretrizy =y, — 5 Br= BTl + ¥y

\ieja outras possibilidades de equagdes de parabola:
* parabola com a reta diretriz paralela ao eixo das abscissas e vértice abaixo da diretriz,

¥
e S
TN E— . p
- ;r§ loco_F(xu,_y: T)
%A1 ---_____T
’ o X, reta diretriz: y = v, + %

* parabola com a reta diretriz paralela ao eixo das abscissas e vértice coincidinde com a
origem V{0, 0), mas acima da diretriz;

’ e=2py]
2 F lp LT Ty
V[ Z lcn:o_'F(D_%)
i1 ol e x
EE 2
o [ d reta diretriz: y = —%

T Qual é a reta correspondente ao eixo de simetria dessa pardbola? o

Figura C.11
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Introducdes e atividades propostas desenvolvidas do caderno do aluno.

= pardhola com a reta diretriz paralela ao eixo das abscissas e vértice coincidindo com

a arigemn V(0, 0), mas abaixo da diretriz;

¥
(I
i%%\‘

W o

fa:o:F(x;%, u)

retadiretriz. x = x, — —

* parabola com a reta diretriz paralela ao eixo das ordenadas e vértice coincidindo com a

origern V[0, 0), mas i direita da diretriz,

d W

L]
i)
L

reta diretriz. x = —%

= pardbola com a reta diretriz paralela ao eixo das ordenadas e vértice coincidindo com a

origern V(0, 0), mas i esquerda da diretriz.

o, Horad L s

Figura C.12:

o _F
fa:o.F( 2,0)

reta diretriz: x =

—2px |

~|e

caderno do aluno
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Apéndice C. Introducdes e atividades propostas desenvolvidas do caderno do

aluno.

Tarefas LR :
Wel|x—2[ =8|y-1

24. Determine o foco, o vértice e a equagdo da reta | 25. Em cada caso, determine a equagio da pardbaola,

diretriz das pardbelas cujas equagbes sdo dadas sabendo que:
abaixo. Em seguida, eshoce cada pardbola no a) o vértice & V[0, 0) e 2 equagho da diretriz, y= —2.+ - 5y
plana fa'L_ESIﬁ”U- b) o vértice & ¥(2,1) e o foco, F{5,1). |y 17 =12(x—2
= alx— 4) Respestas na Resalugds das o
a)(y+1) =4x tareias ras Orientagdes para ) ofoco & F(2,3) e a equacio da diretriz, y = —1.
o pealessor

d) o vértice & V{0,0), o eixo de simetria coincide
) com o elxo das abscissas e a pardbola passa pelo
e} (y+2) =-8(x-1) pente P2, -3} - %y

B) (x+2) = -8y +1)

Figura C.13

—
26. Ferramentas | Determine a equago de cadauma | 27 Determine o vértice, o foco e a equagio da diretriz

Wl das parabolas representadas a Seguir, em que es- de cada pardbola a seguir.
tio indicades o foce F, o vértice Ve a reta diretriz d. a)y=r+2x+3vi-12kd 2} eyt
VT i
a) ¥-mx ¥ i
10
9
8
7
[
5
4
3
1
—
43210112 =x
=3

b) bly=—-x+6x—5
13 5 ) g 18
aeaf ) Jsr VIZdpAL - fdy=—
&
3
2
1
3
c) -a H
-5 H
x+3) = y — g ]
B
j 28. Determine o foco e a equagdo da reta diretriz das
3 pardbalas.
5
i a) =8y Fu.zky=-2
E] h:ly'-= —2x l‘ 0fix '1
29, Determine os pontos de interseccdo da pardbola
Ly=xcomaelipse B: ' + S =6.4/11]e8 1.
d) y ¥ W )
dix=7 30. Para qual valor dem apardbola (x — 6] = m[y =1)
prd| =-12{x-4 intersecta o eixo das ordenadas em (0, 4)7 m=12
31. Determine a equagdo da pardbola gue passa pelos
LE pantos P(—4,4] V(0,8) e K(8, —8) conforme a figura.
d=—4{y-8
¥
v
i
i HIER
P
I — ko2
§

Figura C.14
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Apéndice D

Autorizacao para aplicacao de pesquisa

- EEFMANASTACIOALVES BRAGA
CNPJ 07 954 514/0034-93
INEP: 23035684
GOVERNO bo

EsTADO po CEARA

SOLICITACAO DE AUTORIZACAO PARA PESQUISA

Através do presente instrumento, ‘solicito ao Gestor da escola E.E.M Anastacio Alves Braga,
autorizagdo para realizagcdo da pesquisa integrante do Trabalho de Conclusdo de Curso do
Mestrado Profissional em Matematica -PROFMAT. Tendo como pesquisador o docente
integrante do quadro de profissionais desta institui¢do: Francisco Edinaldo Martins. Com o
titulo: O USO DO GEOGEBRA COMO FERRAMENTA PEDAGOGICA PARA O ENSINO DAS CONICAS:
ELIPSE, HIPERBOLE E PARABOLA. A coleta de dados serd realizada através do
desenvolvimento de atividades pedagdgicas e aplicagdo de questionario.

7[ tomiso il Lalwy

Assinatura Prof. Pesquisador

Deferido (X) Indeferido ( )

O’""’“‘ Lyl

Assinatura e carimbo do gestor

Onofre Fausto Me!s Filho
Direter Gsral
D.0.06nG13 %

FXTA Anasticio A. Braga

Itapipoca-Ce, {5 de Lg%m y7¢ _de 2022 .

Figura D.1
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