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Centro de Ciências da Natureza

Pós-Graduação em Matemática
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CONFORMEMENTE PLANOS E RIGIDEZ DE

SUPERFÍCIES CAPILARES

Bruno Vasconcelos Mendes Vieira

Teresina - 2022



Bruno Vasconcelos Mendes Vieira

Tese de Doutorado:

Sobre Hipersuperf́ıcies em Espaços Conformemente Planos e
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Agradeço a minha querida filha Maria Vitória, pois ela veio ao mundo durante o curso

deixando assim a caminhada mais feliz e agradável.

ii



iii

Agradeço também a meu sogro Fernando, pelo apoio e confiança.

Agradeço aos professores do curso de Matemática da Universidade Federal do Piaúı
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José, Alex, Erik, Ańısia, Kláudia, João Santos e Daniel. Em especial gostaria de agradecer

ao professor Francisco Gilberto por ter aceito ser membro suplente da banca avaliadora e

contribuir com dicas para melhoria na escrita deste trabalho.
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Resumo

Na primeira parte deste trabalho investigamos hipersuperf́ıcies helicoidais em uma vari-

edade Riemanniana, que é o espaço Euclidiano munido de uma métrica conformemente

plana, e mostramos que uma hipersuperf́ıcie helicoidal é mı́nima neste espaço. Cons-

trúımos uma famı́lia a 2-parâmetros de superf́ıcies helicoidais com curvatura média pres-

crita em um espaço tridimensional conformemente plano com métricas ciĺındricas ge-

rais. Finalmente, damos uma caracterização para uma classe de superf́ıcies translacionais

mı́nimas em um espaço tridimensional conformemente plano. Na segunda parte, inves-

tigamos a geometria de gráficos translacionais generalizados (GTG) imersos no espaço

Euclidiano equipado com uma métrica conforme à métrica Euclidiana e obtemos resulta-

dos que caracterizam tais hipersuperf́ıcies. Aplicando os resultados de caracterização e

usando técnicas de resolução de EDO, constrúımos exemplos de GTG satisfazendo pro-

priedades geométricas não válidas em relação à métrica Euclidiana. Na terceira parte,

obtemos uma estimativa precisa para o comprimento L(∂Σ) do bordo ∂Σ de uma su-

perf́ıcie capilar mı́nima Σ2 em M3, onde M é uma variedade compacta tridimensional

com bordo estritamente convexo, assumindo que Σ tem ı́ndice um. A estimativa é em

termos do gênero de Σ, do número de componentes conexas de ∂Σ e do ângulo de contato

θ. Fazendo uma suposição extra sobre a geometria deM ao longo de ∂M, caracterizamos

a geometria global de M, que é atingida apenas pelas bolas Euclidianas tridimensionais.

Para superf́ıcies CMC capilares estáveis, também obtemos resultados semelhantes.

Palavras-chave: Espaço conformemente plano, Hipersuperf́ıcie helicoidal, Curvatura

média prescrita, Gráfico translacional generalizado, Curvatura média.
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Abstract

In the first part of this work we investigate helicoidal hypersurfaces in a Riemannian

manifold, which is the Euclidean space endowed with a conformally flat metric, and we

show that a helicoidal hypersurface is minimal in this space. We build a 2-parameter

family of helicoidal surfaces with prescribed mean curvature in a confroamlly flat 3-space

with general cylindrial metrics. Finally, we give a characterization for a class of minimal

translation surfaces in a conformally flat 3-space. In the second part we investigate the

geometry of generalized translation graph (GTG) immersed in Euclidean space equipped

with a metric conformal to Euclidean metric and obtain results that characterize such

hypersurfaces. Applying the characterization results, and using ODE solving techniques,

we build examples of GTG satisfying geometric properties not valid in relation to the

Euclidean metric. In the third part, we obtain one sharp estimate for the length L(∂Σ)

of the boundary ∂Σ of a capillary minimal surface Σ2 in M3, where M is a compact 3-

manifold with strictly convex boundary, by assuming that Σ has index one. The estimate

is obtained in term of the genus of Σ, the number of connected components of ∂Σ and the

contact angle θ. By making an additional assumption on the geometry of M along ∂M

we characterize the global geometry of M, which is achieved only by the 3-dimentional

Euclidean ball. For capillary stable CMC surfaces we also obtain similar results.

Keywords: Conformally flat at space, Helicoidal hypersurface, Prescibed mean curva-

ture, Generalized translation graph, Mean curvature, Capillary surfaces.
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Introdução

No presente trabalho de tese estudamos hipersuperf́ıcies helicoidais, gráficos translacionais

generalizados em espaços conformemente planos e Rigidez de superf́ıcies capilares em

variedades tridimensionais com bordo estritamente convexo, o trabalho está dividido em

quatro caṕıtulos, no Caṕıtulo 1 veremos alguns resultados preliminares que são necessários

para a prova dos nossos resultados.

No Caṕıtulo 2 trabalharemos com o espaço conformemente plano (En+1
F , ⟨, ⟩) cujo

tensor métrico é dado por ⟨, ⟩ = 1
F2
⟨, ⟩0, onde ⟨, ⟩0 é a métrica padrão do espaço Euclidiano

Rn+1 e F : Rn+1 → R é um fator conforme positivo.

O estudo de espaços conformemente planos é um tópico clássico da Geometria Diferen-

cial e constitui um ambiente frut́ıfero para investigar problemas envolvendo subvariedades

do espaço Euclidiano. Em [12] Colding e Minicozzi deram uma caracterização variacional

de self-shrinkers do fluxo da curvatura média em Rn+1 mostrando que são hipersuperf́ıcies

mı́nimas do espaço En+1
F com fator conforme F(x) = e

|x|2

4n . Espaços conformemente pla-

nos incluem importantes espaços de curvatura constante, tal como Sn − {p} e o espaço

hiperbólico Hn (para n ⩾ 3), bem como alguns espaços produto. Em [2] Araújo, Corro

e Pina provaram que o espaço produto H2 × S1 é isométrico a E3
F := {R3 − {z − eixo}}

munido com uma métrica conforme onde F(r) =
√
r, para r = x21 + x

2
2. No mesmo traba-

lho, eles provaram que o espaço produto warped H2 ×f R com função warped f = F−1, é

isométrico ao espaço conformemente plano E3
F cujo fator conforme é dado por F(r) = 1−r

2
,

para 0 < r < 1.

Outra fonte de motivação vem do fato de que espaços conformemente planos têm

sido usados para dar respostas negativas a alguns problemas importantes, como em [14]

onde Corro, Pina e Souza provaram a existência de superf́ıcies completas com curvatura

gaussiana estritamente negativa em um espaço conformemente plano, em contraste com

o Teorema de Efimov para Rn+1 e o Teorema de Schlenker para Hn+1. Recentemente,

1



Sumário 2

Ou e Tang [46] obtiveram uma resposta negativa à conjectura generalizada de Chen sobre

subvariedades biharmônicas.

Superf́ıcies imersas isometricamente em formas espaciais e espaços produto têm sido es-

tudadas em diversos trabalhos sob algumas condições geométricas, como curvatura média

constante, superf́ıcies de translação e rotação (ver [6], [14], [15], [33], [35] , [36], [47]). Em

particular, destacamos a classificação de todas as superf́ıcies de rotação completa com

curvatura média constante em R3 devido a Kenmotsu [27] e a extensão deste resultado

dada por do Carmo e Dajczer [16] para hipersuperf́ıcies de rotação imersas em espaços

formas de dimensão (n+1). Outros resultados de classificação para superf́ıcies invariantes

em S3 foram obtidos em [17, 41].

Uma generalização natural das superf́ıcies de rotação em formas espaciais são as cha-

madas superf́ıcies helicoidais. A grosso modo, caracterizam-se como superf́ıcies invariantes

sob a ação do subgrupo helicoidal de isometrias, cujos elementos podem ser vistos como

a composição de uma translação com uma rotação para um dado eixo. Em um traba-

lho célebre [15], do Carmo e Dajczer descreveram o espaço de todas as superf́ıcies em

R3 que possuem curvatura média constante e são invariantes por movimentos helicoidais.

Resultados semelhantes aos obtidos por do Carmo e Dajczer foram dados por Sá Earp-

Toubiana [60], para superf́ıcies em H2 × R e S2 × R. Mais tarde, Caddeo e outros em

[8] generalizaram um resultado clássico de Bour sobre superf́ıcies helicoidais no espaço

Euclidiano tridimensional R3 para o caso de superf́ıcies helicoidais nas variedades Rie-

mannianas tridimensionais cujas métricas têm grupos de isometrias de dimensão 4 ou

6.

Superf́ıcies helicoidais de curvatura média constante foram também consideradas por

Edelen e Solomon [21], e superf́ıcies helicoidais mı́nimas foram caracterizadas por Perdomo

[49] (ver também [47]). No espaço hiperbólico H3, Mart́ınez, dos Santos e Tenenblat [38]

estendem a classificação de superf́ıcies planas de rotação, devido a Kokubu, Umehara e

Yamada [28], para superf́ıcies helicoidais por meio de dados meromórficos e Ripoll [52]

provou alguns resultados referentes a superf́ıcies helicoidais mı́nimas. Superf́ıcies mı́nimas

helicoidais em S3 foram investigadas em [20, 53] e uma classificação completa em termos

de funções ângulo lineares foi fornecida por Manfio e dos Santos em [37]. Mais geralmente,

superf́ıcies invariantes sob a ação de algum subgrupo de isometrias com curvatura média

ou gaussiana constante têm sido estudadas: Roussos [54] provou que uma superf́ıcie heli-
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coidal em R3 tem curvatura média constante se, e somente se, seus eixos principais fazem

um ângulo constante com as órbitas; Figueroa e outros em [22] estudaram superf́ıcies

invariante dos grupos de Heisenberg; superf́ıcies mı́nimas e com curvatura média cons-

tante SO(2)-invariantes em espaços tridimensionais homogêneos foram consideradas por

Caddeo e outros em [9]; Montaldo e Onnis [40] deram um procedimento de redução para

determinar as superf́ıcies invariantes com curvatura de Gauss constante em uma variedade

tridimensional.

Mais recentemente, superf́ıcies helicoidais foram estudadas no espaço conformemente

plano E3
F munido de um fator conforme ciĺındrico F(x1, x2, x3) = e

−x21−x
2
2 por Araújo, Cui

e Pina [3], onde os autores provaram que essas superf́ıcies são minimamente imersas em

E3
F. Nosso primeiro teorema fornece uma extensão deste resultado para hipersuperf́ıcies

helicoidais em En+2
F (Teorema 4).

Superf́ıcies de rotação definidas no espaço Euclidiano por uma função de curvatura

média prescrita foram intensamente estudadas, veja, por exemplo, [5, 27]. Prescrever

a curvatura média é um problema antigo que remonta aos problemas de Christoffel e

Minkowski para ovaloides (cf. [1, 11, 50] ). Recentemente, tem sido investigado para

superf́ıcies de curvatura média constante completa, veja Bueno e outros em[6] e suas

referências. Ao considerar uma curva perfil que gera uma superf́ıcie helicoidal, Baikoussis

e Koufogiorgos [4] descreveram superf́ıcies helicoidais com curvaturas média ou gaussiana

em termos de equações diferenciais ordinárias. Em [29], Lee, Lee e Yoon constrúıram uma

famı́lia a 2-parâmetros de superf́ıcies helicoidais com curvatura média prescrita no espaço

conformemente plano E3
F cujo fator conforme é escolhido como F(x1, x2, x3) = F(r) =

√
r,

onde r = x21 + x
2
2. Em nosso segundo resultado, estendemos o resultado dado em [29]

considerando um fator conforme ciĺındrico genérico F(x1, x2, x3) = F(r) (Teorema 5).

Outra classe importante de superf́ıcies é dada pelos gráficos mı́nimos sobre um domı́nio

aberto em um espaço forma ou espaço produto. Os esforços para estudar gráficos mı́nimos,

principalmente relacionados ao célebre problema de Bernstein, deram uma forte contri-

buição para o surgimento da Análise Geométrica, veja Dierkes e outros em [18] e re-

ferências nele contidas. Uma caracterização de gráficos mı́nimos no espaço conforme E3
F,

com fator conforme ciĺındrico F(x1, x2, x3) = F(r) , r = x21 + x
2
2, foi provada por Souza

em [63]. Estendemos esta caracterização para espaços conformemente planos de dimensão

superior En+1
F , onde F(x1, · · · , xn+1) = F(r) e r = x

2
1 + · · ·+ x2n (Proposição 3).
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A Proposição 3 fornece uma condição necessária e suficiente para que um gráfico seja

mı́nimo no espaço En+1
F . Neste contexto, surge naturalmente uma questão.

Pergunta 1. Seja φ : U ⊂ Rn → R uma função suave. Existe um fator conforme F tal

que o gráfico de φ é uma hipersuperf́ıcie mı́nima em En+1
F ?

Apresentamos uma resposta positiva à Pergunta 1 no caso particular que o gráfico é

um parabolóide (Exemplo 3).

Como notamos, a ligação entre espaços conformemente planos, espaços forma e espaços

produto, torna esta questão bastante geral. De fato, vários resultados de rigidez envol-

vendo superf́ıcies mı́nimas foram provados em muitos espaços ambientes (ver [12, 36, 48]).

No último resultado do Caṕıtulo 2, investigamos restrições de rigidez restritas à classe de

superf́ıcies translacionais bidimensionais em E3
F. Lembramos que uma superf́ıcie transla-

cional é o gráfico de uma função φ(u, v) = f(u) + g(v), onde f e g são funções suaves.

Por exemplo, no espaço Euclidiano, isto é, para F = 1 Scherk [61] provou que, além dos

planos, as únicas superf́ıcies translacionais mı́nimas são dadas por

z(x,y) =
1

a
ln

∣∣∣∣cos(ay)cos(ax)

∣∣∣∣,
onde a é uma constante diferente de zero. Essa superf́ıcie, única a menos de isometrias, é

chamada de superf́ıcie mı́nima de Scherk. Superf́ıcies translacionais no espaço Euclidiano

também foram estudadas em [33, 35, 36].

Liu [33] considerou as superf́ıcies translacionais com curvatura constante no espaço

Euclidiano tridimensional e no espaço de Lorentz-Minkowski. Assumindo que a curvatura

gaussiana K é constante, o autor provou que se as superf́ıcies translacionais são congruentes

a um cilindro, então K = 0. No caso de curvatura média constante, Liu provou que

z(x,y) = −

√
1+ a2

2H

√
1− 4H2 · x2 − ay, a ∈ R.

O conceito de superf́ıcies translacionais foi generalizado para hipersuperf́ıcies de Rn+1

por Dillen, Verstraelen e Zafindratafa [19], eles consideraram gráficos de funções dadas

por F(x1, . . . , xn) = f1(x1)+· · ·+fn(xn) e obteveram uma classificação de hipersuperf́ıcies

translacionais mı́nimas do espaço Euclidiano (n+ 1)-dimensional.

Uma classificação de hipersuperf́ıcies translacionais com curvatura média constante no

(n + 1)-dimensional espaço Euclidiano foi feito por Chen, Sun e Tang [10]. Ou seja, eles
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provaram que

F(x1, . . . , xn) = −

√
c

nH

[
1− (nHx1 + c1)

2
] 1

2 + a2x2 + · · ·+ anxn + c2,

onde ai, c, c1, c2 ∈ R.

Observe que essas hipersuperf́ıcies têm curvatura de Gauss-Kronecker nula. Por outro

lado, Seo [62] classificou hipersuperf́ıcies translacionais com curvatura constante de Gauss-

Kronecker no espaço Euclidiano. Mais precisamente, Seo provou que tais hipersuperf́ıcies

são congruentes a um cilindro e, portanto, a curvatura de Gauss-Kronecker deve ser zero.

Mais recentemente, Moruz e Munteanu [42] definiram uma nova classe de hipersu-

perf́ıcies translacionais em R4 como um gráfico da forma

w(x,y, z) = f(x) + g(y, z).

Este novo conceito foi generalizado para dimensões superiores por Munteanu e outros

em [43], conforme veremos no Caṕıtulo 1.

Em [42], Moruz e Munteanu consideraram hipersuperf́ıcies translacionais generalizadas

mı́nimas em R4 e deram uma classificação dessas hipersuperf́ıcies. Em um trabalho recente

[32] Lima e outros deram uma classificação de hipersuperf́ıcies translacionais generalizadas

com curvatura média constante ou curvatura de Gauss-Kronecker constante. Mais pre-

cisamente, os autores provaram que em ambos os casos a curvatura de Gauss-Kronecker

deve ser zero. Munteanu e outros em [43], estudaram hipersuperf́ıcies translacionais ge-

neralizadas em Rn+1 com curvatura média zero impondo condições naturais em ϕ e ψ,

como harmonicidade, minimalidade e eikonalidade .

Dessa forma, como no Caṕıtulo 2, no Caṕıtulo 3 consideramos o espaço Euclidiano

Rn+1 munido com uma métrica ⟨ , ⟩ = 1
F2
⟨ , ⟩0. Observe que, se F é limitado, então

En+1
F = (Rn+1, ⟨ , ⟩) é completo.

É interessante estudar hipersuperf́ıcies mı́nimas em espaços conformemente planos

pois possuem geometrias interessantes e podem ter significado f́ısico. Em [2] Araújo,

Corro e Pina consideraram superf́ıcies mı́nimas helicoidais no espaço conformemente plano

tridimensional E3
F = (R3, ⟨ , ⟩), onde F(x1, x2, x3) = e−x

2
1−x

2
2 . Esta métrica aparece como

uma solução da equação de Einstein obtida por Pina e Tenenblat em [51].

Inspirados nesses trabalhos, consideramos o espaço Ep+q+1
F = (Rp+q+1, ⟨ , ⟩) cujo fator
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de conformidade F : Rp × Rq × R → R é dado por F(x,y, z) = e−u(|x|
2), para alguma

função suave u : [0,+∞) → R, e um gráfico translacional generalizado Mf em Ep+q+1
F

definido pela função f(x,y) = ϕ(x)+ψ(y), onde ϕ : U ⊂ Rp → R e ψ : V ⊂ Rq → R são

funções suaves. No Teorema 7 consideramos o caso em que as funções ϕ e ψ são eikonais.

Como aplicação do Teorema 7 provamos um resultado da existência de GTG mı́nimo em

Ep+q+1
F , satisfazendo as hipóteses do Teorema 7, que não é um hiperplano, contrário ao

Teorema 3.2 de [43].

Nos Teoremas 8 e 9 apenas uma das funções é eikonal. Se ϕ for afim e u pertencer

a uma classe especial de funções, aplicamos o Teorema 8 para obter uma caracterização

de Mψ. Mais especificamente, quando ϕ é afim, impomos uma restrição adequada na

primeira derivada da função u e provamos que Mψ é um gráfico mı́nimo em Rq+1.

Em um trabalho recente [59], Ruiz-Hernández estudou a geometria das hipersuperf́ıcies

translacionais generalizadas cuja curvatura média não é zero e depende de suas primeiras

p ou de suas segundas q variáveis. Motivados por este trabalho obtemos um resultado

em nosso Teorema 9, onde consideraremos hipersuperf́ıcies translacionais generalizadas

cuja curvatura média depende de suas primeiras p variáveis. Uma consequência fácil,

mas útil do Teorema 9 será obtida, mais precisamente, classificaremos as hipersuperf́ıcies

translacionais generalizadas mı́nimas no caso especial p = 1 e u(t) =
√
t.

No Teorema 10, obtivemos um resultado quando a função ψ é não-eikonal. Com as

suposições do Teorema 10, se p = 1, ∆ψ = 0 e existe t tal que u ′(t) ̸= 0, provamos que

Mf é um 1-cilindro sobre a hipersuperf́ıcie mı́nima Mψ. Este fato amplia o resultado

comprovado por Munteanu e outros em (Corolário 6.2, [43]) para uma grande classe de

variedades.

Finalmente, no Caṕıtulo 4 abordamos um problema variacional muito interessante e

importante em geometria diferencial, o problema de bordo livre para hipersuperf́ıcies de

curvatura média constante (CMC) ou mı́nimas. Dada uma variedade Riemanniana com-

pacta (Mn+1,g) com bordo não vazio, o problema consiste em encontrar pontos cŕıticos do

funcional área entre todas as hipersuperf́ıcies compactas Σ ⊂M com ∂Σ ⊂ ∂M que divide

M em dois subconjuntos de volumes prescritos. Os pontos cŕıticos para este problema

são hipersuperf́ıcies mı́nimas ou de curvatura média constante Σ ⊂M, encontrando ∂M

ortogonalmente ao longo de ∂Σ e são conhecidas como hipersuperf́ıcies mı́nimas ou CMC

com bordo livre. Nos últimos anos, este assunto tem sido estudado por muitos autores,
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por exemplo, [7], [23], [56], [55], [57], [58], [45] e [39].

Uma generalização natural de hipersuperf́ıcies de bordo livre são hipersuperf́ıcies capi-

lares. Estas são pontos cŕıticos de um determinado funcional energia, que será apresentado

na Seção 1.4. Como será deduzido posteriormente, elas podem ser caracterizadas como

hipersuperf́ıcies mı́nimas ou CMC cujo bordo encontra o bordo do ambiente em um ângulo

constante.

Assim como no caso de bordo livre, questões relacionadas à topologia e à geometria

das hipersuperf́ıcies despertam muita atenção dos geômetras. O primeiro resultado nesse

sentido foi obtido por Nitsche [44], que provou que qualquer disco capilar imerso na esfera

unitária de R3 deve ser uma calota esférica ou um disco plano. Mais tarde, Ros e Souam

[57] estenderam este resultado para discos capilares em bolas tridimensionais de espaços

forma. Recentemente, Wang e Xia [64] analisaram o problema em dimensão arbitrária e

provaram que qualquer hipersuperf́ıcie capilar estável, imersa na bola em espaços forma

é totalmente umb́ılica.

Motivados pelos resultados citados acima, impomos condições na curvatura da varie-

dade ambiente tridimensional e procuramos restrições na topologia de posśıveis superf́ıcies

capilares mı́nimas ou CMC imersas. Nosso objetivo neste Caṕıtulo 4 é estender o resultado

provado por Mendes [39], para superf́ıcies mı́nimas de bordo livre imersas em variedades

compactas tridimensionais com bordo não vazio estritamente convexo, para superf́ıcies

mı́nimas capilares.



Caṕıtulo 1

Noções Preliminares

No presente caṕıtulo, discutiremos alguns resultados básicos que serão utilizados na prova

dos resultados principais.

1.1 Notações e fórmulas em um espaço conforme-

mente plano

Dado U ⊂ Rn um conjunto aberto, consideremos uma hipersuperf́ıcie parametrizada

regular X : U → Rn+1. Vamos denotar por N a aplicação de Gauss, λ1, λ2, · · · , λn
as curvaturas principais e H0 a curvatura média de X(U) com a métrica induzida pela

métrica Euclidiana padrão ⟨, ⟩0. O conjunto En+1
F é o espaço Euclidiano Rn+1 munido

com a métrica conforme plana ⟨, ⟩ = F−2⟨, ⟩0, onde F : Rn+1 → R é um fator conforme

positivo. A curvatura média H̃ e as curvaturas principais λ̃1, λ̃2, · · · , λ̃n de X(U) imersa

em En+1
F , as curvaturas médias e as curvaturas principais com respeito às duas métricas,

são relacionadas como segue.

Proposição 1. Seja X(U) uma hipersuperf́ıcie imersa em En+1
F . Então

H̃ = FH0 − ⟨N,grad F⟩0 e λ̃i = Fλi − ⟨N,grad F⟩0

para i = 1, · · · ,n.

Prova.Veja Teorema 1 em [14], a prova segue linhas similares.

8
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1.2 Hipersuperf́ıcies helicoidais

Seja Π ⊂ Rn+2 um 2−plano, e seja L ⊂ Π uma linha reta. Lembramos que uma hipersu-

perf́ıcie de rotação em Rn+2 é definida pela rotação de uma curva perfil γ : I ⊂ R → Π

em torno de uma reta L, chamada de eixo de rotação. Uma generalização natural das

hipersuperf́ıcies de rotação é dada assumindo que a curva perfil γ gira em torno do eixo L

deslocando linhas paralelas ortogonais a L, de modo que a velocidade de deslocamento é

proporcional à velocidade de rotação. Uma hipersuperf́ıcie definida ao longo desta cons-

trução é chamada de hipersuperf́ıcie helicoidal com eixo L e passo aj ∈ R, para 1 ⩽ j ⩽ n,

onde
∑
a2
j ̸= 0. É fácil ver que hipersuperf́ıcies de rotação correspondem à escolha com-

plementar aj = 0, ∀j = 1, · · · ,n.

A partir de agora, sem perda de generalidade, assumiremos que L é o eixo en+2, o

plano Π é gerado pelos vetores {e1, en+2} e a curva perfil é parametrizada por

γ(u) = (u, 0, · · · , 0,φ(u)),

onde φ é uma função diferenciável para todo u ∈ I. Assim, a hipersuperf́ıcie helicoidal

correspondente com o eixo en+2 e passo aj ∈ R é dada por

X(u, θ1, · · · , θn) =

(
uϕ(θ1, · · · , θn),φ(u) +

n∑
1

ajθj

)
,

onde ϕ(θ1, · · · , θn) é a parametrização ortogonal (em coordenadas polares) da esfera

unitária em Rn+1. A saber, escrevendo ϕ = (ϕ1, · · · ,ϕn+1), temos

ϕ1 = senθn · · · senθ3senθ2senθ1,

ϕ2 = senθn · · · senθ3senθ2cosθ1,

ϕ3 = senθn · · · senθ3cosθ2,
...

ϕn−1 = senθnsenθn−1cosθn−2,

ϕn = senθncosθn−1

ϕn+1 = cosθn,

onde 0 ⩽ θ1 ⩽ 2π e 0 ⩽ θi ⩽ π para i = 2, · · · ,n. É bem sabido que ⟨ϕi,ϕj⟩ = 0,

∀ i ̸= j, onde ϕ0 = ϕ e ϕi =
∂ϕ
∂θi

, ∀i = 1, · · · ,n. Seja gij os coeficientes da primeira
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forma fundamental de ϕ, com respeito a métrica Euclidiana ⟨, ⟩0. Então, gij = 0, se i ̸= j,

e não é dif́ıcil verificar que gii não depende da variável θ1.

Um ingrediente principal na prova do Teorema 4 é a seguinte

Proposição 2. Seja Mn+1 uma hipersuperf́ıcie de Rn+2 parametrizada por

X(u, θ1, · · · , θn) = (uϕ(θ1, · · · , θn),k+ aθ1),

onde a ̸= 0 e k são constantes e ϕ(θ1, · · · , θn) é parametrização ortogonal em Rn+1.

Então, Mn+1 é uma hipersuperf́ıcie mı́nima de Rn+2.

Prova. Os campos coordenados associados a X são dados por

X0 := ∂X
∂u

(u, θ) = (ϕ(θ), 0),

X1 := ∂X
∂θ1

(u, θ) = (uϕ1(θ),a),

Xi := ∂X
∂θi

(u, θ) = (uϕi(θ), 0), ∀i = 2, · · · ,n.

Calculando os coeficientes da primeira forma fundamental de X, obteremos

G00 = ⟨X0,X0⟩0 = 1,G11 = ⟨X1,X1⟩0 = u2g11 + a
2,

Gii = ⟨Xi,Xi⟩0 = u2giipara2 ⩽ i ⩽ n,

e

Gij = ⟨Xi,Xj⟩0 = 0

se i ̸= j. Portanto, a matriz da métrica G = (Gij) é diagonal, assim como sua inversa

G−1.

Para calcular a aplicação de Gauss N observe que N é uma combinação linear dos

vetores {X1, en+2}. Um cálculo simples mostra que N satisfaz

WN = aX1 − (u2g11 + a
2)en+2,

onde W = |aX1 − (u2g11 + a
2)en+2|. Assim, a segunda forma fundamental B = (Bij) de

X satisfaz

WBij = ⟨W ·N,Xij⟩0.
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Como

X00 = (0, · · · , 0) e Xii = (uϕii(θ), 0), ∀i = 1, · · · ,n,

conclúımos que WB00 = 0 e WBii = a⟨X1,Xii⟩0 para 1 ⩽ i ⩽ n. Portanto podemos ver

que WB11 =
a

2

∂

∂θ1
(|X1|

2) e, se 2 ⩽ i ⩽ n, temos

WBii = a⟨X1,Xii⟩0 = −a⟨X1i ,Xi⟩0 = −a⟨Xi1,Xi⟩0 = −
a

2

∂

∂θ1
(|Xi|

2).

Agora usando que |X1|
2 = u2g11 + a

2 e |Xi|
2 = u2gii não depende da variável θ1, para

qualquer 2 ⩽ i ⩽ n, obtemos Bii = 0 para todo i = 1, · · · ,n. Assim, finalmente

conclúımos que a curvatura média H0 de X, com respeito à métrica Euclidiana, é dada

por

H0 =
1

n+ 1
tr(G−1B) = 0.

1.3 Hipersuperf́ıcies translacionais

No espaço Euclidiano R3, uma superf́ıcieM2 é chamada superf́ıcie translacional se é dada

por uma imersão

Φ : U ⊂ R2 → R3

definida por Φ(x,y) = (x,y, z(x,y)), onde z(x,y) = f(x) + g(y), para f e g funções

suaves de uma variável, isto é, Φ é obtida com uma translação Euclidiana da curva suave,

α(x) = (x, 0, f(x)) pontualmente ao longo da curva β(y) = (0,y,g(y)).

O conceito de superf́ıcies translacionais foi generalizado para hipersuperf́ıcies do Rn+1

por Dillen, Verstraelen e Zafindratafa [19], eles consideraram gráficos de funções dadas

por F(x1, · · · , xn) = f1(x1) + · · · + fn(xn). Muito recentemente, Moruz e Munteanu [42]

definiram uma nova classe de hipersuperf́ıcies translacionais em R4 como um gráfico da

forma

w(x,y, z) = f(x) + g(y, z).

Este novo conceito foi generalizado para dimensões maiores por Munteanu, Palmas e

Ruiz-Hernández em [43], como segue.
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Definição 1. Sejam ϕ : U ⊂ Rp → R e ψ : V ⊂ Rq → R funções suaves e seja

f : U × V → R definida por f(x,y) = ϕ(x) + ψ(y). O gráfico de f, denotado por Mf, é

chamado gráfico translacional generalizado (GTG).

Agora, dados um aberto W ⊂ Rn e uma função suave ξ : W → R denotamos por

Mξ = {(x, ξ(x)) : x ∈ W} o gráfico de ξ e por Hξ a curvatura média de Mξ. Também

consideramos as seguintes notações: ∇ξ, ∆ξ e Hessξ para o gradiente, o Laplaciano e a

Hessiana de ξ. É conhecido que a curvatura média Hξ de Mξ é dada por

Hξ =
1

n
div

(
∇ξ√

1+ |∇ξ|2

)
.

Em [43] Munteanu, Palmas e Ruiz-Hernández obtiveram uma expressão para curvatura

média de um gráfico translacional generalizado. Mais precisamente

Lema 1 (Teorema 2.3,[43]). Sejam ϕ : U ⊂ Rp → R e ψ : V ⊂ Rq → R funções suaves.

Defina f : U × V ⊂ Rp+q → R por f(u, v) = ϕ(u) + ψ(v). Então a curvatura média de

Mf em Rp+q+1 é dada por

Hf =
pW3

ϕHϕ + qW3
ψHψ + |∇ψ|2∆ϕ+ |∇ϕ|2∆ψ
(p+ q)W3

f

,

onde Wf =
√

1+ |∇ϕ|2 + |∇ψ|2,Wϕ =
√
1+ |∇ϕ|2 e Wψ =

√
1+ |∇ψ|2.

Sabemos que uma função é eikonal quando seu gradiente tem norma constante. Con-

sideremos então o seguinte lema, que usaremos nas provas dos nossos resultados sobre

gráficos translacionais generalizados.

Lema 2 (Lema 3.1,[43]). Seja f uma função eikonal em um domı́nio no Rn tal que seu

laplaciano é constante. Então f é uma função afim.

1.4 Hipersuperf́ıcies capilares mı́nimas e CMC

Seja (Mn+1,g) uma variedade Riemanniana com bordo não vazio ∂M. Seja Σn uma

variedade compacta suave com bordo não vazio e seja φ : Σ→M uma imersão suave de

Σ em M. Dizemos que φ é uma imersão própria se φ(Σ) ∩ ∂M = φ(∂Σ).

Assumimos que φ é orientável. Fixe um campo vetorial normal unitário N para Σ ao

longo de φ e denote por ν o conormal unitário exterior para ∂Σ em Σ. Além disso, seja
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N o normal unitário que aponta para fora para ∂M e seja ν o normal unitário para ∂Σ

em ∂M tal que as bases {N,ν} e {N,ν} determinam a mesma orientação em (T∂Σ)
⊥.

Denote por A e H a segunda forma fundamental e a curvatura média da imersão

φ, respectivamente. Precisamente, A(X, Y) = −g(DXN, Y) e H = tr(A), onde D é a

conexão de Levi-Civita de M. Além disso, seja II(v,w) = g(DvN,w) a segunda forma

fundamental de ∂M.

Uma função suave Φ : Σ × (−ε, ε) → M é chamada de variação própria de φ se as

aplicações φt : Σ →M, definidas por φt(x) = Φ(x, t), são imersões próprias para todos

os t ∈ (−ε, ε) e φ0 = φ.

Vamos fixar uma variação própria Φ de φ. O campo vetorial variacional associado a

Φ é o campo vetorial ξ : Σ→ TM ao longo de φ definido por

ξ(x) =
∂Φ

∂t
(x, 0), x ∈ Σ.

Para esta variação, o funcional áreaA : (−ε, ε) → R e o funcional volume V : (−ε, ε) →

R são definidos por

A(t) =

∫
Σ

dAφ∗
tg
,

V(t) =

∫
Σ×[0,t]

Φ∗(dV),

onde dAφ∗
tg

denota o elemento área de (Σ,φ∗
tg) e dV é o elemento volume deM. Dizemos

que a variação Φ preserva volume se V(t) = 0 para cada t ∈ (−ε, ε). Outro funcional

área, que é chamado de funcional área “molhada” W : (−ε, ε) → R é definido por

W(t) =

∫
∂Σ×[0,t]

Φ∗(dA∂M),

onde dA∂M denota o elemento área de ∂M. Fixe um número real θ ∈ (0,π), o funcional

energia E : (−ε, ε) → R é definido por

E(t) = A(t) − cosθ ·W(t).

As fórmulas primeiras variação de V(t) e E(t) para uma variação com um campo
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vetorial de variação ξ(x) são dadas por

V ′(0) =

∫
Σ

g(ξ,N)dA;

E ′(0) = −

∫
Σ

Hg(ξ,N)dA+

∫
∂Σ

g(ξ,ν− cosθν)ds,

onde dA e ds são o elemento área de Σ e ∂Σ, respectivamente.

Dizemos que a imersão φ é uma imersão capilar CMC se E ′(0) = 0 para cada variação

preservando o volume de φ. Se E ′(0) = 0 para cada variação de φ, chamamos φ de

imersão capilar mı́nima.

Observe que Σ é uma hipersuperf́ıcie capilar CMC se, e somente se, Σ tem curvatura

média constante e g(N,N) = cos θ ao longo de ∂Σ, esta última condição significa que

∂Σ encontra ∂M em um ângulo de contato θ. Da mesma forma, Σ é uma hipersuperf́ıcie

capilar mı́nima quando Σ é uma hipersuperf́ıcie mı́nima e ∂Σ encontra ∂M em um ângulo

de contato θ. Quando θ = π
2
, usamos o termo hipersuperf́ıcie de bordo livre CMC (ou

mı́nimo).

Para uma hipersuperf́ıcie capilar CMC ou mı́nima Σ, com ângulo de contato θ ∈ (0,π),

as bases ortonormais {N,ν} e {N,ν} estão relacionadas pelas seguintes equações:

N = cosθ ·N+ senθ · ν;

ν = −senθ ·N+ cosθ · ν.

Sejam f : Σ → R uma função suave que satisfaça
∫
Σ
fdA = 0 e φ uma imersão

capilar CMC, para uma variação própria preservando volume de φ tal que f = g(ξ,N).

A segunda fórmula variacional de E é dada por

E ′′(0) = −

∫
Σ

[∆f+ (Ric(N) + ∥A∥2)f]f dA+

∫
∂Σ

(
∂f

∂ν
− qf

)
f ds,

onde ∆ é o operador de Laplace em Σ em relação à métrica induzida de M e

q =
II(ν,ν)

senθ
+ cotθA(ν,ν).

Definição 2. A imersão capilar CMC φ : Σ → M (ou apenas Σ) é chamada de estável

se E ′′(0) ⩾ 0 para qualquer variação que preserva volume de φ. Se φ for uma imersão
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capilar mı́nima, nós a chamamos de estável sempre que E ′′(0) ⩾ 0 para cada variação de

φ.

Alternativamente, seja F = {f ∈ H1(Σ) :
∫
Σ
fdA = 0}, onde H1(Σ) é o primeiro espaço

de Sobolev de Σ. A forma ı́ndice Q : H1(Σ)×H1(Σ) → R de Σ é dada por

Q(f,h) =

∫
Σ

[g(∇f,∇h) − (Ric(N) + ∥A∥2)fh]dA−

∫
∂Σ

qfhds,

onde ∇ é o gradiente em Σ em relação à métrica induzida deM. Então φ é uma imersão

estável capilar CMC se, e somente se, Q(f, f) ⩾ 0 para cada f ∈ F. Se φ é uma imersão

capilar mı́nima, então ela é estável precisamente quando Q(f, f) ⩾ 0 para cada f ∈ H1(Σ).

Ros e Souam [57] mostraram que bolas totalmente geodésicas e calotas esféricas imersas

na bola Euclidiana são capilares CMC estáveis. Por outro lado, o problema da unicidade

foi primeiramente estudado por Ros e Vergasta [58] para hipersuperf́ıcies mı́nimas ou

CMC em caso de bordo livre, ou seja, θ = π
2
e posteriormente Ros e Souam [57] para

capilares gerais. Em [64], Wang e Xia provaram que hipersuperf́ıcies capilares estáveis

imersas em uma bola em formas espaciais são totalmente umb́ılicas.

Por outro lado, considerando as bolas totalmente geodésicas imersas na bola Euclidiana

com ângulo de contato θ como hipersuperf́ıcies capilares mı́nimas, temos que 1 ∈ H1(Σ)

é uma função admisśıvel para testar a estabilidade. Então,

Q(1, 1) = −
Area(∂Σ)

senθ
< 0.

Portanto, bolas totalmente geodésicas com ângulo de contato θ são hipersuperf́ıcies

capilares mı́nimas instáveis. O ı́ndice de estabilidade de uma hipersuperf́ıcie capilar CMC

(resp. mı́nima) Σ é a dimensão do maior subespaço vetorial de F (resp. H1(Σ)) restrito ao

qual a forma bilinear Q é definida negativa. O ı́ndice de Σ é indicado por ind(Σ). Assim,

hipersuperf́ıcies estáveis são aquelas que possuem ı́ndice igual a zero.

Nos Teoremas 11 e 12 do Caṕıtulo 4, vamos utilizar o seguinte resultado.

Teorema 1 (Gabard,[24]). Seja M uma superf́ıcie Riemanniana de bordo compacto e

gênero g, com r componentes de bordo. Então, existe uma aplicação conforme (ramificada)

f :M→ ∆ = {z ∈ C| |z| ⩽ 1} com grau menor do que ou igual a r+ g.

Além disso, será considerado também um lema bastante útil, que está baseado em um
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argumento apresentado em [26].

Lema 3 (Mendes,[39]). Sejam Σ2 uma superf́ıcie Riemanniana compacta com bordo ∂Σ

não vazio, F : Σ → D e ϕ1 : Σ → [0,∞) funções cont́ınuas. Suponha que F(Σ \ ∂Σ) ⊂ D.

Então existe h ∈ Aut(D) tal que
∫
Σ
(h ◦ F)ϕ1dA = 0.

Um resultado de grande utilidade na prova do Corolário 5, devido ao matemático

C.Xia é o seguinte.

Teorema 2 (Xia,[65]). Seja Ω uma variedade Riemanniana compacta (n+1)-dimensional

com curvatura de Ricci não negativa e bordo não vazio M = ∂Ω munida com a métrica

induzida de Ω, e seja N o normal unitário interior em M. Assuma que as curvaturas

principais de M são limitadas por baixo por uma constante positiva c (ou seja, se de-

notarmos por σ a segunda forma fundamental de M em relação a N, então σ ⩾ cI no

sentido da matriz). Então, o primeiro autovalor diferente de zero do Laplaciano agindo

nas funções em M satisfaz λ1(M) ⩾ nc2 com igualdade se, e somente se, Ω é isométrico

a uma bola Euclidiana (n+ 1)-dimensional de raio
1

c
.

Ainda na prova do Corolário 5, como ∂Σ não é uma geodésica do ∂M, não foi posśıvel

aplicar diretamente o Teorema de Toponogov, assim aplicamos o seguinte resultado.

Teorema 3 (Hang-Wang, [25]). Seja (M2,g) uma superf́ıcie compacta com bordo e curva-

tura Gaussiana K ⩾ 1. Suponha que a curvatura geodésica k do bordo γ satisfaz k ⩾ c ⩾ 0.

Então, L(γ) ⩽ 2π/
√
1+ c2. Além disso a igualdade ocorre se, e somente se, (M,g) é

isométrica a um disco de raio cot−1(c) em S2.



Caṕıtulo 2

Hipersuperf́ıcies em espaços

conformemente planos

Neste caṕıtulo apresentamos resultados que podem ser encontrados no artigo [30], escrito

pelo autor em parceria com B.P. Lima e P.A. Sousa, no qual estudamos hipersuperf́ıcies

helicoidais em uma variedade Riemanniana, que é o espaço Euclidiano munido de uma

métrica conforme e mostramos que uma hipersuperf́ıcie helicoidal é mı́nima neste espaço.

Constrúımos uma famı́lia a 2-parâmetros de superf́ıcies helicoidais com curvatura média

prescrita em um espaço tridimensional conforme com métrica ciĺındrica geral. Para este

tipo de métrica, também caracterizamos gráficos mı́nimos por meio de uma equação di-

ferencial parcial. Finalmente, damos uma caracterização para uma classe de superf́ıcies

translacionais mı́nimas em um espaço tridimensional conforme.

2.1 Hipersuperf́ıcies mı́nimas helicoidais em espaços

conformemente planos

Lembramos que N denota a aplicação de Gauss de X, H0 é a curvatura média com res-

peito a métrica Euclidiana ⟨, ⟩0 e H̃ denota a curvatura média com respeito à métrica

conformemente plana ⟨, ⟩ = 1
F2
⟨, ⟩0.

Recentemente, superf́ıcies helicoidais foram estudadas no espaço conformemente plano

E3
F munida com um fator conforme ciĺındrico F(x1, x2, x3) = e−x

2
1−x

2
2 por Araújo, Cui e

Pina em [3]. Nosso primeiro teorema fornece uma extensão deste resultado para hipersu-

perf́ıcies helicoidais.

17
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Teorema 4. Seja En+2
F um espaço conformemente plano, com fator conforme

F(x2, · · · , xn+2) = e
−x21−···−x2n+1 .

Seja Mn+1 uma hipersuperf́ıcie helicoidal cuja parametrização X : U ⊂ Rn+1 → En+1
F é

dada por

X(u, θ1, · · · , θn) = (uϕ(θ1, · · · , θn),k+ aθ1),

onde a ̸= 0 e k são constantes e a função ϕ(θ1, · · · , θn) é a parametrização ortogonal

em coordenadas polares da esfera unitária em Rn+1. Então, Mn+1 é uma hipersuperf́ıcie

mı́nima de En+2
F .

Prova. Da Proposição 1 temos que H̃ = FH0 − ⟨N,grad F⟩0 e da Proposição 2 sabemos

que H0 = 0, assim teremos H̃ = −⟨N,grad F⟩0, onde W ·N = aX1 − (u2g11 + a
2)en+2 e

grad F é avaliado em X(u, θ1, · · · , θn) = (uϕ(θ1, · · · , θn),k+ aθ1). Como

grad F = −2F(x1, x2, · · · , xn+2) · (x1, · · · , xn+1, 0),

temos

grad F(X(u, θ1, · · · , θn)) = −2F(X(u, θ1, · · · , θn)) · (uϕ(θ1, · · · , θn), 0).

Com isso em mãos, obtemos que H̃ = 0, o que conclui a prova.

A ligação entre espaços conformemente planos e espaços produtos fornece uma ma-

neira muito interessante de construir novos exemplos de hipersuperf́ıcies imersas iso-

metricamente em espaços produto satisfazendo certas propriedades geométricas. Nos

próximos exemplos apresentamos hipersuperf́ıcies helicoidais que são minimamente imer-

sas em espaços conformemente planos e que são isométricos a espaços produto hiperbólico,

tais como Hn+1 × S1 e Hn+1 ×f R para alguma função de deformação f, veja [2] onde os

autores provaram isso para espaços tridimensionais.

Exemplo 1. Considere En+2
F = (Rn+2, ⟨, ⟩) um espaço conformemente plano com métrica

⟨, ⟩ = 1
F
⟨, ⟩0 e F(x1, · · · , xn+2) = F(r) =

√
r com r = x21+x

2
2+ · · ·+x2n+1. Seja M

n+1 uma

hipersuperf́ıcie helicoidal cuja parametrização X : U ⊂ Rn+1 → En+2
F é dada por

X(u, θ1, · · · , θn) = (uϕ(θ1, · · · , θn),k+ aθ1),
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onde a ̸= 0 e k são constantes, e ϕ(θ) = ϕ(θ1, · · · , θn) é a parametrização ortogonal em

coordenadas polares para a esfera unitária no Rn+1. Como na prova do Teorema 4, segue

que a aplicação de Gauss N satisfaz W ·N = aX1−(u2g11+a
2)en+2 e a curvatura média

H̃ = −⟨N,grad F⟩. Sendo grad F = 1
F
(x1, · · · , xn+1, 0), temos

grad F(X(u, θ)) =
1

F(X(u, θ))
· (uϕ(θ), 0).

Portanto, não é dif́ıcil mostrar que H̃ = 0. Seguindo as ideias de [2] é posśıvel verificar

que En+2
F é isométrico a Hn+1 × S1.

Exemplo 2. Seja En+2
F um espaço conformemente plano com F(r) = 1−r

2
definido para

r = x21 + · · ·+ x2n+1 < 1. A hipersuperf́ıcie helicoidal X(u, θ) é minimamente irmersa em

En+2
F . De fato, como grad F = −(x1, · · · , xn+1, 0) então

grad F(X(u, θ)) = −(uϕ(θ), 0).

Assim facilmente conclúımos que H̃ = 0. Novamente, usando ideias de [2] podemos provar

que En+2
F é isométrico a Hn+1 ×f R, com função warped f = 1

F
.

Em [29], Lee, Lee e Yoon constrúıram uma famı́lia a 2-parâmetros de superf́ıcies he-

licoidais com curvatura média prescrita no espaço conformemente plano E3
F cujo fator

conforme escolhido foi F(x1, x2, x3) = F(r) =
√
r, onde r = x21 + x

2
2. Em nosso próximo te-

orema provamos uma extensão deste resultado, considerando um fator conforme ciĺındrico

genérico F(x1, x2, x3) = F(r).

Teorema 5. Seja γ(u) = (u, 0, λ(u)) a curva perfil de uma superf́ıcie helicoidal

X(u, v) = (ucosv,usenv, λ(u) + hv)

imersa em E3
F. Assuma que F(x1, x2, x3) = F(r), onde r = x21 + x

2
2, e a curvatura média

em um ponto (u, 0, λ(u)) é dada por H̃(u). Então, para quaisquer constantes c1, c2 e h,

existe uma famı́lia a 2-parâmetros de superf́ıcies helicoidais geradas pela curva plana

γ(u, H̃(u),h, c1, c2) =

(
u, 0,±

∫ √
(u2 + h2)(

∫
2uFH̃du+ c1)

u[F4u2 − (
∫
2uFH̃du+ c1)]

1
2

du+ c2

)
.

Reciprocamente, dada uma função suave H̃(u), podemos construir uma famı́lia a 2-parâmetros
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de curvas γ(u, H̃(u),h, c1, c2) gerando superf́ıcies helicoidais em E3
F com curvatura média

H̃(u) e passo h.

Prova.

Seja H0 a curvatura média de X(u, v) com respeito à métrica Euclidiana. Uma conta fácil

dá

H0 =
(u2 + h2)uλ̈+ u2λ̇3 + (u2 + 2h2)λ̇

2(u2λ̇2 + u2 + h2)
3
2

,

onde λ̇ e λ̈ denotam as derivadas da função λ. Além disso, a aplicação de Gauss é dada

por

N =
1√

h2 + u2λ̇2 + u2

(
hsenv− uλ̇cosv,−uλ̇senv− hcosv,u

)
.

Pela Proposição 2 segue que

H̃ = FH0 − ⟨N,grad F⟩.

Como grad F = 2Ḟ(x1, x2, 0) e grad F(X(u, v)) = 2Ḟ(ucosv,usenv, 0), onde Ḟ(r) de-

nota a derivada de F com respeito a r, temos

⟨N,grad F⟩ = −
2Ḟu2λ̇√

u2λ̇2 + u2 + h2
.

Dáı

H̃ = F

[
(u2 + h2)uλ̈+ u2λ̇3 + (u2 + 2h2)λ̇

2(u2λ̇2 + u2 + h2)
3
2

]
+

2Ḟu2λ̇√
u2λ̇2 + u2 + h2

,

isto é,

H̃ =
F[(u2 + h2)uλ̈+ u2λ̇3 + (u2 + 2h2)λ̇] + 4Ḟu2λ̇(u2λ̇2 + u2 + h2)

2(u2λ̇2 + u2 + h2)
3
2

, (2.1)

que depende apenas do parâmetro u. Para resolver a EDO (2.1) consideremos

Ψ =
F2λ̇√

u2λ̇2 + u2 + h2
.

Diferenciando com respeito a u, e usando que r(X(u, v)) = u2, obtemos
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Ψ̇ =

(4FḞuλ̇+ F2λ̈)
√
u2λ̇2 + u2 + h2 −

F2λ̇(2uλ̇2 + 2u2λ̇λ̈+ 2u)

2
√
u2λ̇2 + u2 + h2

u2λ̇2 + u2 + h2

=
(4uλ̇FḞ+ F2λ̈)(u2λ̇2 + u2 + h2) − F2λ̇(uλ̇2 + u2λ̇λ̈+ u)

(u2λ̇2 + u2 + h2)3/2
.

Veja que

uΨ̇ =
(4u2λ̇FḞ+ uF2λ̈)(u2λ̇2 + u2 + h2) − F2λ̇(u2λ̇2 + u3λ̇λ̈+ u2)

(u2λ̇2 + u2 + h2)3/2
.

Dáı

2Ψ+ uΨ̇ =
(4u2λ̇FḞ+ uF2λ̈)(u2λ̇2 + u2 + h2) − F2λ̇(u2λ̇2 + u3λ̇λ̈+ u2)

(u2λ̇2 + u2 + h2)3/2

+
2F2λ̇√

u2λ̇2 + u2 + h2

= 2F

[
(4u2λ̇Ḟ+ uFλ̈)(u2λ̇2 + u2 + h2) − Fλ̇(u2λ̇2 + u3λ̇λ̈+ u2)

2(u2λ̇2 + u2 + h2)3/2

]

+2F

[
Fλ̇√

u2λ̇2 + h2 + u2

]

= 2F

[
Fλ̇√

u2λ̇2+h2+u2
+ F(u2+h2)uλ̈−Fu2λ̇3−u2Fλ̇+4u2λ̇Ḟ(u2λ̇2+u2+h2)

2(u2λ̇2+u2+h2)3/2

]

= 2F

[
F[(u2 + h2)uλ̈+ u2λ̇3 + (u2 + 2h2)λ̇] + 4Ḟu2λ̇(u2λ̇2 + u2 + h2)

2(u2λ̇2 + u2 + h2)
3
2

]
.

Assim, de (2.1), podemos deduzir

2Ψ+ uΨ̇ = 2FH̃,

que implica
d

du
(u2Ψ) = 2uFH̃.
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Integrando a equação acima podemos concluir que

Ψ =
1

u2

(∫
2uFH̃+ c1

)

para algum c1 ∈ R, que implica

1

u2

(∫
2uFH̃+ c1

)
=

F2λ̇√
u2λ̇2 + u2 + h2

.

Tomando o quadrado em ambos os lados e fazendo algumas manipulações algébricas

podemos escrever

u2λ̇2
[
F4u2 −

( ∫
2FuH̃du+ c1

)2]
= (u2 + h2)

( ∫
2uFH̃du+ c1

)2

,

ou equivalentemente,

λ̇2 =
(u2 + h2)(

∫
2uFH̃du+ c1)

2

u2[F4u2 − (
∫
2uFH̃du+ c1)2]

.

Portanto, a solução λ é dada por

λ = ±
∫ √

(u2 + h2)(
∫
2uFH̃du+ c1)

u[F4u2 − (
∫
2uFH̃du+ c1)2]

1
2

du+ c2,

para algum c1, c2 ∈ R.

Reciprocamente, suponha que h ̸= 0 e H̃(u) é uma função real suave definida em um

intervalo I ⊂ (0,+∞). Seja F : I× R → R uma função definida por

F(u, c1) = F
4u2 −

( ∫
2uFH̃du+ c1

)2

.

Para qualquer u0 ∈ I, seja

c̃1 = −

(∫
2uFH̃du

)
(u0).

Assim, podemos encontrar um subintervalo aberto Ĩ ⊂ I contendo u0 e um intervalo

aberto J contendo c̃1, tal que a função F(u, c1) é positiva para qualquer (u, c1) ∈ Ĩ × J.

De fato, vale que

F(u0, c̃1) = F
4
0u

2
0 > 0.

Por continuidade de F, ela é positiva em I×R ⊂ R2. Portanto para qualquer (u, c1) ∈ Ĩ×J,
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c2 ∈ R, h ̸= 0 e a função suave H̃(u) dada, podemos definir uma famı́lia a 2-parâmetros

de curvas

γ(u, H̃(u),h, c1, c2) =

(
u, 0,±

∫ √
u2 + h2(

∫
2uFH̃du+ c1)

u[F4u2 − (
∫
2uFH̃du+ c1)2]

1
2

du+ c2

)
.

2.2 Gráficos em espaços conformemente planos

Outra classe importante de superf́ıcies é dada pelos gráficos mı́nimos sobre um domı́nio

aberto em um espaço forma ou espaço produto. Os esforços para estudar gráficos mı́nimos,

principalmente relacionados ao célebre problema de Bernstein, deram uma forte contri-

buição para o surgimento da Análise Geométrica, ver [18] e referências nele contidas.

Uma caracterização de gráficos mı́nimos em um espaço conformemente plano E3
F, com

fator conforme ciĺındrico F(x1, x2, x3) = F(r), r = x21 + x
2
2, foi provado em [63]. Nosso

próximo resultado estende essa caracterização para dimensões mais altas, em espaços

conformemente planos En+1
F , onde F(x1, · · · , xn+1) = F(r) e r = x

2
1 + · · ·+ x2n.

Proposição 3. Seja En+1
F um espaço conformemente plano como acima. Seja Mn um

gráfico sobre um conjunto aberto U ⊂ Rn cuja parametrização X : U ⊂ Rn → En+1
F é

dada por

X(u1, · · · ,un) = (u1, · · · ,un,φ(u1, · · · ,un)).

Então X é uma hipersuperf́ıcie mı́nima em En+1
F se, e somente se, a função φ satisfaz a

seguinte equação diferencial

H0 = −
2Ḟ

F
√

1+φ2
1 + · · ·+φ2

n

(u1φ1 + · · ·+ unφn),

onde φi =
∂φ
∂ui

, Ḟ(r) denota a derivada de F com respeito à variável r e H0 a curvatura

média de X com respeito à métrica Euclidiana.

Prova.

Dado U ⊂ Rn um subconjunto aberto e φ : U → R uma função suave, sabemos que a
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curvatura média de um gráfico é dada por

H0 =
1

n
div

(
gradφ√

1+ |gradφ|2

)
(2.2)

e a aplicação de Gauss é

N =
1√

1+ |gradφ|2
(−gradφ, 1).

Pela Proposição 1, a hipersuperf́ıcie X é mı́nima imersa em En+1
F se, e somente se,

H0 =
1

F
⟨N,grad F⟩.

Como o fator conforme F satisfaz F(x1, · · · , xn) = F(r) com r = x21 + · · ·+ x2n, obtemos

grad F = 2Ḟ(x1, · · · , xn, 0).

Assim

grad F(X(u1, · · · ,un)) = 2Ḟ(r)(x1, · · · , xn, 0),

que implica

⟨N,grad F⟩ =
2Ḟ√

1+ |gradφ|2
⟨(−φ1, · · · ,−φn, 1), (u1, · · · ,un, 0)⟩

= −
2Ḟ√

1+ |gradφ|2
(u1φ1 + · · ·+ unφn).

Portanto

H0 = −
2Ḟ

F
√

1+ |gradφ|2
(u1φ1 + · · ·+ unφn)

que completa a prova.

No teorema seguinte provamos um resultado de rigidez para algumas superf́ıcies trans-

lacionais imersas no espaço conformemente plano E3
F.

Teorema 6. Seja g : I ⊂ R → R uma função suave. A superf́ıcie translacional

X(u, v) = (u, v,au + b + g(v)), para a,b ∈ R, é mı́nima no espaço conformemente

plano E3
F, com fator conforme F(x1, x2, x3) = e

−x21−x
2
2 se, e somente se, a = 0 e a função
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g é dada por

g(v) = ±
∫

c1e
2v2√

1− c21e
4v2
dv+ c2,

onde c1, c2 ∈ R são constantes satisfazendo 1− c21e
4v2 > 0.

Prova.

Seja H0 a curvatura média da superf́ıcie translacional X(u, v) = (u, v,au+b+g(v)), com

respeito à métrica Euclidiana. Uma conta fácil mostra que

H0 =
g̈(1+ a2)

2(1+ a2 + ġ2)3/2

e que aplicação de Gauss é

N =
1√

1+ a2 + ġ2
(−a,−ġ, 1).

Como grad F = −2F · (x1, x2, 0) e grad F(X(u, v)) = −2F · (u, v, 0), sabemos que, pela

Proposição 1, X(u, v) é mı́nima imersa em E3
F se, e somente se,

g̈(1+ a2)

2(1+ a2 + ġ2)3/2
=

2√
1+ a2 + ġ2

(ua+ vġ),

ou equivalentemente
g̈(1+ a2)

1+ a2 + ġ2
− 4vġ = 4ua.

Isto implica que a = 0, isto é, f é constante e

g̈

1+ ġ2
= 4vġ.

Se ġ = 0, segue que g é constante. Caso contrário, considerando a mudança de variável

z = ġ, temos
ż

1+ z2
= 4vz.

Separando as variáveis obtemos

dz

z(1+ z2)
= 4vdv.
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Integrando esta última igualdade temos

∫ (
1

z
−

z

1+ z2

)
dz =

∫
dz

z(1+ z2)
=

∫
4vdv,

que implica

ln

(
|z|√
1+ z2

)
= ln|z|−

1

2
ln(1+ z2) = 2v2 + b1

para algum b1 ∈ R. Portanto,
|z|√
1+ z2

= c1e
2v2 ,

para alguma constante c1 ∈ R. Como z = ġ, obtemos

g(v) = ±
∫

c1e
2v2√

1− c21e
4v2
dv+ c2

para algum c2 ∈ R, isso conclui a prova do teorema.

Conclúımos este caṕıtulo com um exemplo particular, onde exibimos um fator con-

forme para o qual o parabolóide é uma hipersuperf́ıcie mı́nima em En+1
F .

Exemplo 3. Seja X : U ⊂ Rn → Rn+1 uma hipersuperf́ıcie parametrizada regular dada

por

X(u1, · · · ,un) = (u1, · · · ,un,φ(u1, · · · ,un)),

onde φ(u1, · · · ,un) = u2
1 + · · · + u2

n. Vamos considerar Mn = X(U) como uma hiper-

superf́ıcie no espaço conformemente plano En+1
F , com fator conforme F(x1, · · · , xn+1) =

F(r), onde r = x21 + · · · + x2n. Mostraremos que Mn é uma hipersuperf́ıcie mı́nima em

En+1
F se, e somente se, o fator conforme satisfaz

F(r) = c ·
√

(1+ 4r)1/n

r
, c ∈ R.

De acordo com a prova da Proposição 3, veja (2.2), como gradφ = (φ1, · · · ,φn) temos

nH0 =

n∑
i=1

∂

∂ui

[
φi√

1+ |gradφ|2

]
.

Note que, para 1 ⩽ i ⩽ n, podemos calcular
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∂
∂ui

[
φi√

1+ |gradφ|2

]
=
φii ·

√
1+ |gradφ|2 −

φi·
∑n
j=1φjφji√

1+|gradφ|2

1+ |gradφ|2

=
φii(1+ |gradφ|2) −φi ·

∑n
j=1φjφji

(1+ |gradφ|2)
3
2

.

Portanto,

H0 =
1

n

n∑
i=1

φii(1+ |gradφ|2) −φi ·
∑n
j=1φjφji

(1+ |gradφ|2)
3
2

. (2.3)

Agora, substituindo φ = 2ui e φii = 2 para qualquer 1 ⩽ i ⩽ n, φij = 0 para todo

i ̸= j, e r = r(X(u1, · · · ,un)) = u2
1 + · · ·+ u2

n em (2.3) obtemos

H0 =
1

n(1+φ2
1 + · · ·+φ2

n)
3
2

n∑
i=1

[φii(1+φ
2
1 + · · ·+φ2

n) −φ
2
iφii]

=
1

n(1+ 4r)
3
2

n∑
i=1

[2(1+ 4r) − 8u2
i ]

=
2n(1+ 4r) − 8r

n(1+ 4r)
3
2

,

isto é,

H0 =
2n(1+ 4r) − 8r

n(1+ 4r)
3
2

. (2.4)

Por outro lado, pela Proposição 3, M é uma hipersuperf́ıcie mı́nima em En+1
F se, e

somente se, a curvatura média H0 de M, em relação à métrica Euclidiana, satisfaz

H0 = −
Ḟ

F

4r√
1+ 4r

.

Assim substituindo (2.4) na equação acima podemos escrever

Ḟ

F
=

4r− n(1+ 4r)

2nr(1+ 4r)
.

Integrando a equação acima com respeito a r obtemos
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lnF =

∫
4r− n(1+ 4r)

2nr(1+ 4r)
dr

=

∫ (
2

n(1+ 4r)
−

1

2r

)
dr

= ln

(
c ·
√

(1+4r)1/n

r

)
.

Então conclúımos que

F(r) = c ·
√

(1+ 4r)1/n

r
,

para alguma constante c ∈ R.



Caṕıtulo 3

GTG em espaços conformemente

planos

Neste caṕıtulo apresentamos resultados que podem ser encontrados em [31], escrito pelo

autor em parceria com B.P. Lima e P.A. Sousa, no qual classificamos gráficos translacionais

generalizados (GTG)Mf em Ep+q+1
F = (Rp+q+1, ⟨, ⟩) definidos por uma função f(x,y) =

ϕ(x)+ψ(y), onde ϕ : U ⊂ Rp → R e ψ : U ⊂ Rq → R, cujo fator conforme F : Rp×Rq×

R → R é definido por F(x,y, z) = e−u(|x|
2), para alguma função suave u : [0,+∞) → R.

3.1 Caso 2-eikonal

Nesta seção consideramos o caso em que ambos ϕ e ψ são eikonais, isto é, |∇ϕ| = λ e

|∇ψ| = µ para λ e µ constantes. Denotando por H̃f a curvatura média de Mf provamos

o seguinte resultado.

Teorema 7. Assuma que ϕ e ψ são eikonais. Se H̃f é constante, então ψ é uma função

afim e ϕ satisfaz a condição

∆ϕ− 2(p+ q)u ′(|x|2)⟨x,∇ϕ⟩ =
(p+ q)H̃f

√
1+ |∇ϕ|2 + |∇ψ|2
e−u(|x|

2)
.

Prova.

Seja Mf um gráfico translacional generalizado cuja parametrização X : U× V → Ep+q+1
F

é dada por X(x,y) = (x,y, f(x,y)), onde f(x,y) = ϕ(x) + ψ(y). Denotando por Hf a

29
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curvatura média de Mf com respeito à métrica Euclidiana, temos

Hf =
1

(p+ q)
div

(
∇f√

1+ |∇ϕ|2 + |∇ψ|2

)

e a aplicação de Gauss é

N =
1√

1+ |∇ϕ|2 + |∇ψ|2
(−∇ϕ,−∇ψ, 1).

Usando que ϕ e ψ são eikonais temos que |∇ϕ| e |∇ψ| são constantes, implicando que

Hf =
1

(p+ q)

∆f√
1+ |∇ϕ|2 + |∇ψ|2

=
∆ϕ+ ∆ψ

(p+ q)
√

1+ |∇ϕ|2 + |∇ψ|2
.

Como ∇F(x,y, z) = −2u ′(|x|2)F · (x, 0, 0) temos pela Proposição 1 que H̃f satisfaz

H̃f = F ·Hf − ⟨N,∇F⟩

= F · ∆ϕ+ ∆ψ

(p+ q)
√

1+ |∇ϕ|2 + |∇ψ|2
−

2u ′(|x|2)F√
1+ |∇ϕ|2 + |∇ψ|2

⟨x,∇ϕ⟩

=
F

(p+ q)
√

1+ |∇ϕ|2 + |∇ψ|2
[∆ϕ+ ∆ψ− 2(p+ q)u ′(|x|2)⟨x,∇ϕ⟩] ,

isto é,

H̃f(p+ q)
√
1+ |∇ϕ|2 + |∇ψ|2
F

− ∆ϕ+ 2(p+ q)u ′(|x|2)⟨x,∇ϕ⟩ = ∆ψ.

Agora tomando as derivadas com respeito a yi (i = 1, · · · ,q) e usando que |∇ϕ|, |∇ψ|

e H̃f são constantes obtemos ∂
∂yi

(∆ψ) = 0, isto é, ∆ψ é constante. Então pelo Lema 2

conclúımos que ψ é uma função afim, Hψ = ∆ψ = 0 e

∆ϕ− 2(p+ q)u ′(|x|2)⟨x,∇ϕ⟩ =
(p+ q)H̃f

√
1+ |∇ϕ|2 + |∇ψ|2
e−u(|x|

2)

finalizando a prova do teorema.

Em [43] Munteanu, Palmas e Ruiz-Hernández provaram uma versão do Teorema 7 para

GTG de curvatura média constante no espaço Euclidiano Rp+q+1. Assumindo as mesmas

hipóteses do Teorema 7 eles provaram que Mf é um hiperplano. A seguir construiremos

um exemplo de GTG mı́nimo em Ep+q+1
F que não é um hiperplano, em contraste com o

Teorema 3.2 de [43].
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Corolário 1. Seja u(t) = p−1
2(p+q)

ln t. Existe um gráfico translacional generalizado mı́nimo

(GTG) em Ep+q+1
F que não é um hiperplano do espaço Euclidiano.

Prova.

Seja ϕ : Rp − {0} → R a função distância ϕ(x) = |x|, uma conta fácil mostra que

∇ϕ(x) = x

|x|
, ⟨x,∇ϕ(x)⟩ = |x|, |∇ϕ(x)| = 1 e ∆ϕ(x) =

p− 1

|x|
.

Portanto, a função ϕ é uma solução da equação

∆ϕ− 2(p+ q)u ′(|x|2)⟨x,∇ϕ⟩ = 0.

Agora considere ψ : Rq → R a função afim ψ(y) = ⟨a,y⟩ + b, onde a ∈ Rq e b ∈ R.

Então |∇ψ| = |a| e ∆ψ = 0. Finalmente, seja f : (Rp \ {0}) × Rq → R definida por

f(x,y) = ϕ(x) +ψ(y). Da expressão obtida para H̃f na prova do Teorema 7 segue que o

gráfico de f é GTG mı́nimo em Ep+q+1
F .

3.2 Caso 1-eikonal

Nesta seção vamos considerar o caso onde uma das funções ϕ ou ψ é eikonal. O seguinte

resultado caracteriza GTG mı́nimos no caso 1-ekonal.

Teorema 8. Se ϕ é eikonal, então Mf é mı́nimo se, e somente se, ϕ e ψ satisfazem as

condições

∆ϕ = 2(p+ q)u ′(|x|2)⟨x,∇ϕ⟩+ c

e

q(1+ |∇ψ|2) 3
2Hψ + λ2∆ψ+ c(1+ λ2 + |∇ψ|2) = 0,

onde |∇ϕ| = λ, c ∈ R e Hψ denota a curvatura média de Mψ em Rq+1.

Prova.

Seja Hf a curvatura média de Mf, com respeito à métrica Euclidiana. Do Lema 1

Hf =
p(1+ |∇ϕ|2) 3

2Hϕ + q(1+ |∇ψ|2) 3
2Hψ + |∇ψ|2∆ϕ+ |∇ϕ|2∆ψ

(p+ q)(1+ |∇ϕ|2 + |∇ψ|2) 3
2

.
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Como no Teorema 7, seja X(u, v) a parametrização do GTG. Desde que o fator con-

forme F satisfaz ∇F = −2u ′(|x|2)F(X(u, v)) · (x, 0, 0) e a aplicação de Gauss é

N =
1√

1+ |∇ϕ|2 + |∇ψ|2
(−∇ϕ,−∇ψ, 1),

temos

⟨N,∇F⟩ = 2u ′(|x|2)F√
1+ |∇ϕ|2 + |∇ψ|2

⟨x,∇ϕ⟩.

Segue da Proposição 1 que a curvatura média em Ep+q+1
F é dada por H̃f = FHf −

⟨N,∇F⟩. Então Mf é mı́nimo em Ep+q+1
F se, e somente se, Hf =

1
F
⟨N,∇F⟩. Assim,

p(1+ |∇ϕ|2) 3
2Hϕ + q(1+ |∇ψ|2) 3

2Hψ + |∇ψ|2∆ϕ+ |∇ϕ|2∆ψ
(p+ q)(1+ |∇ϕ|2 + |∇ψ|2)

= 2u ′(|x|2)⟨x,∇ϕ⟩.

Como ϕ é eikonal temos |∇ϕ|2 constante e p(1 + |∇ϕ|2) 1
2Hϕ = ∆ϕ. Substituindo na

equação anterior obtemos

2(p+ q)u ′(|x|2)⟨x,∇ϕ⟩ =
∆ϕ(1+ |∇ϕ|2) + q(1+ |∇ψ|2) 3

2Hψ + |∇ψ|2∆ϕ+ |∇ϕ|2∆ψ
(1+ |∇ϕ|2 + |∇ψ|2)

=
∆ϕ(1+ |∇ϕ|2 + |∇ψ|2) + q(1+ |∇ψ|2) 3

2 + |∇ϕ|2∆ψ
1+ |∇ϕ|2 + |∇ψ|2

= ∆ϕ+
q(1+ |∇ψ|2) 3

2Hψ + |∇ϕ|2∆ψ
1+ |∇ϕ|2 + |∇ψ|2

.

Portanto,

∆ϕ− 2(p+ q)u ′(|x|2)⟨x,∇ϕ⟩ = −
q(1+ |∇ψ|2) 3

2Hψ + |∇ϕ|2∆ψ
1+ |∇ϕ|2 + |∇ψ|2

.

Como o lado esquerdo da igualdade depende apenas da variável x e o lado direito

depende apenas da variável y, existe uma constante c ∈ R tal que

∆ϕ− 2(p+ q)u ′(|x|2)⟨x,∇ϕ⟩ = c

e

q(1+ |∇ψ|2) 3
2Hψ + λ2∆ψ+ c(1+ λ2 + |∇ψ|2) = 0,

onde |∇ϕ| = λ ∈ R. Isto finaliza a prova do teorema.
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Se ϕ é uma função afim e u pertence a uma classe especial de funções, aplicamos o

Teorema 8 para obter uma caracterização deMψ. Mais especificamente, quando ϕ é afim

impomos uma restrição adequada na primeira derivada da função u e provamos que Mψ

é um gráfico mı́nimo em Rq+1.

Corolário 2. Seja f : (0,∞)×V ⊂ R×Rq → R uma função suave definida por f(x,y) =

ax+b+ψ(y) com a,b ∈ R. Assuma que o gráfico de f é uma hipersuperf́ıcie translacional

mı́nima em Eq+2
F , onde F(x,y, z) = e−u(|x|

2) e u ′(t2) · t é não constante. Então a = 0 e

o gráfico de ψ é mı́nimo em Rq+1.

Prova.

De fato, veja que ∇ϕ = a e ∆ϕ = 0. Então segue da prova do Teorema 8 que

0 = 2a(1+ q)u ′(x2)x+ c

e

q(1+ |∇ψ|2) 3
2Hψ + a2∆ψ+ c(1+ a2 + |∇ψ|2) = 0.

Como a função u ′(t2)·t não é constante, pela primeira identidade, obtemos que a = c = 0.

Agora, substituindo na segunda equação dá

q(1+ |∇ψ|2) 3
2Hψ = 0.

Portanto, completamos a prova do corolário.

Observação 1. Uma função u(t) não satisfaz a hipótese do Corolário 2 se, e somente

se, existe uma constante k ∈ R tal que u ′(t2) · t = k, ∀ t > 0. Fazendo a mudança da

variável s = t2 obtemos

u ′(s) =
k√
s

, então u(s) = 2k
√
s.

Este fato implica que o resultado indicado no Corolário 2 vale essencialmente para

qualquer função que não seja um múltiplo da função u(s) =
√
s.

Em um trabalho recente [59], Ruiz-Hernández estudou a geometria dos gráficos trans-

lacionais generalizados, cuja curvatura média não é zero e depende de suas primeiras p
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ou de suas segundas q variáveis. Motivados por este trabalho, no próximo resultado con-

sideraremos gráficos translacionais generalizados cuja curvatura média depende de suas

primeiras p variáveis. Mais precisamente,

Teorema 9. Se ψ é eikonal e H̃f = H̃f(x,y) = H̃f(x), então Mψ é mı́nimo e

H̃f =
e−u(|x|

2)

(p+ q)
√
1+ |∇ϕ|2 + µ2

[
∆ϕ− 2(p+ q)u ′(|x|2)⟨x,∇ϕ⟩− Hessϕ(∇ϕ,∇ϕ)

1+ |∇ϕ|2 + µ2

]
,

onde µ = |∇ψ|. Em particular, se ψ for constante obtemos

H̃f =
e−u(|x|

2)

(p+ q)

[
pHϕ − 2(p+ q)u ′(|x|2)

⟨x,∇ϕ⟩√
1+ |∇ϕ|2

]
,

onde Hϕ denota a curvatura média de Mϕ em Rp+1.

Prova.

Como ψ é eikonal, temos |∇ψ| = µ ∈ R. Considerando Wf =
√

1+ |∇ϕ|2 + µ2 e as

notações introduzidas nas demonstrações dos Teoremas 7 e 8 temos

H̃f = FHf − ⟨N,∇F⟩;

Hf =
1

(p+ q)

[
−
Hessϕ(∇ϕ,∇ϕ)

W3
f

+
∆ϕ+ ∆ψ

Wf

]
;

⟨N,∇F⟩ =
2u ′(|x|2)F

Wf

⟨x,∇ϕ⟩,

deste modo

H̃f =
e−u(|x|

2)

(p+ q)Wf

[
−
Hessϕ(∇ϕ,∇ϕ)

W2
f

+ ∆ϕ+ ∆ψ− 2(p+ q)u ′(|x|2)⟨x,∇ϕ⟩
]
.

Assim,

(p+ q)H̃fWf

e−u(|x|
2)

+
Hessϕ(∇ϕ,∇ϕ)

W2
f

− ∆ϕ+ 2(p+ q)u ′(|x|2)⟨x,∇ϕ⟩ = ∆ψ.

Como a função H̃f não depende da variável y, derivamos ambos os lados em relação

a yi e obtemos que ∆ψ é constante. Do Lema 2, segue que ψ é afim e Hψ = ∆ψ = 0.
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Substituindo ∆ψ = 0 na equação obtida para H̃f dá

H̃f =
e−u(|x|

2)

(p+ q)Wf

[
−
Hessϕ(∇ϕ,∇ϕ)

W2
f

+ ∆ϕ− 2(p+ q)u ′(|x|2)⟨x,∇ϕ⟩
]
.

Se a função ψ é constante temos µ = 0 e

H̃f =
e−u(|x|

2)

(p+ q)

[
pHϕ − 2(p+ q)u ′(|x|2)

⟨x,∇ϕ⟩√
1+ |∇ϕ|2

]
.

No próximo resultado obtemos uma classificação dos gráficos translacionais generali-

zados mı́nimos no caso especial p = 1 e u(t) =
√
t.

Corolário 3. Seja f : (α,β) × V ⊂ R × Rq → R uma função suave definida por

f(x,y) = ϕ(x) +ψ(y), onde α > 0 e ψ é eikonal. Se o gráfico de f é uma hipersuperf́ıcie

translacional generalizada mı́nima em Eq+2
F , com F(x,y, z) = e−u(x

2) e u(t) =
√
t, então

ϕ é constante ou

ϕ(x) = ±
∫

1√
C1e−2(1+q)x − C2

1+a2

dx,

onde C1, C2 ∈ R e a = |∇ψ|.

Prova.

A condição de minimalidade para Mf e o Teorema 9 dá

ϕ ′′ − 2(1+ q)u ′(x2)xϕ ′ −
ϕ ′′ · (ϕ ′)2

1+ (ϕ ′)2 + a2
= 0.

Como u(t) =
√
t e x > α > 0, obtemos u ′(t) =

1

2
√
t
e

ϕ ′′ − (1+ q)ϕ ′ −
ϕ ′′ · (ϕ ′)2

1+ (ϕ ′)2 + a2
= 0,

deste modo

ϕ ′′ = (1+ q)ϕ ′ +
1+ q

1+ a2
(ϕ ′)3.

Fazendo a mudança da variável y = ϕ ′(x) obtemos a equação diferencial de Bernoulli
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abaixo

y ′ = (1+ q)y+
1+ q

1+ a2
y3.

Observe que y = 0 é a solução trivial da equação. Neste caso, temos que ϕ é constante.

Se y ̸= 0, considere w = y−2 dáı y = ± 1√
w
, substituindo os coeficientes da equação ob-

tida na expressão geral da solução de uma equação de Bernoulli tem-se

w = c̃0e
−(−2)

∫
(−(1+q))dx + e−(−2)

∫
(−(1+q))dx

∫
e(−2)

∫
(−(1+q))dx(−2)

(1+ q)

1+ a2
dx

= c̃0e
−2(1+q)x+k1 + e−2(1+q)x+k2

∫
e2(1+q)x+k3(−2)

(1+ q)

1+ a2
dx

= c̃0e
−2(1+q)x+k1 + e−2(1+q)x+k2

[
−e2(1+q)x+k3

1+ a2
− c̃1

]

= c̃0e
−2(1+q)x+k1 + c̃1e

−2(1+q)x+k2 −
ek2+k3

1+ a2

= C1e
−2(1+q)x −

C2

1+ a2
,

onde C1 = c̃0e
k1 + c̃1e

k2 e com isso segue que

y = ± 1√
C1e−2(1+q)x −

C2

1+ a2

,

então lembrando que y = φ ′(x) completamos a prova.

3.3 Caso ψ não-eikonal

No Teorema 7 consideramos o caso em que as funções ϕ e ψ são eikonal, no Teorema 8

e 9 apenas uma das funções é eikonal. No Teorema 10 abaixo, obtivemos um resultado

quando a função ψ é não-eikonal.

Teorema 10. Suponha que ∆ψ = a e Hψ sejam constantes e que a função ψ não seja
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eikonal. Se Mf for mı́nimo em Ep+q+1
F , então Hψ = 0, ∆ϕ = 2(p+ q)u ′(|x|2)⟨x,∇ϕ⟩ e

Hϕ =
2(p+ q)u ′(|x|2)⟨x,∇ϕ⟩(1+ |∇ϕ|2) − a|∇ϕ|2

p(1+ |∇ϕ|2) 3
2

.

Prova.

Novamente considerando as notações introduzidas nas demonstrações dos Teoremas 7 e

8, e usando as hipóteses, obtemos

2(p+ q)u ′(|x|2)⟨x,∇ϕ⟩(1+ |∇ϕ|2 + |∇ψ|2) = (3.1)

p(1+ |∇ϕ|2) 3
2Hϕ + q(1+ |∇ψ|2) 3

2Hψ + |∇ψ|2∆ϕ+ |∇ϕ|2∆ψ.

A derivada em relação à variável yj (j = 1, 2, 3, ...,q), na igualdade acima, dá

3

2
q(1+ |∇ψ|2) 1

2Hψ · ∂(|∇ψ|
2)

∂yj
+ ∆ϕ

∂(|∇ψ|2)
∂yj

= 2(p+ q)u ′(|x|2)⟨x,∇ϕ⟩∂(|∇ψ|
2)

∂yj
.

Isto é,

[
3

2
q(1+ |∇ψ|2) 1

2Hψ + ∆ϕ− 2(p+ q)u ′(|x|2)⟨x,∇ϕ⟩
]
∂(|∇ψ|2)
∂yj

= 0.

Como ψ não é eikonal, devemos ter

3

2
q(1+ |∇ψ|2) 1

2Hψ + ∆ϕ− 2(p+ q)u ′(|x|2)⟨x,∇ϕ⟩ = 0.

Observando que o primeiro termo depende apenas de y, que o segundo e terceiro termos

dependem apenas de x, conclúımos que existe uma constante real b tal que

3

2
q(1+ |∇ψ|2) 1

2Hψ = ∆ϕ− 2(p+ q)u ′(|x|2)⟨x,∇ϕ⟩ = b.

Se Hψ ̸= 0, segue que |∇ψ|2 é constante e portanto ψ é eikonal, contradizendo a

hipótese. Assim, b = Hψ = 0 e ∆ϕ = 2(p + q)u ′(|x|2)⟨x,∇ϕ⟩. Agora substituindo em
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(3.1) obtemos

2(p+ q)u ′(|x|2)⟨x,∇ϕ⟩(1+ |∇ϕ|2 + |∇ψ|2) =

p(1+ |∇ϕ|2) 3
2Hϕ + 2(p+ q)u ′(|x|2)⟨x,∇ϕ⟩|∇ψ|2 + a|∇ϕ|2,

que implica

p(1+ |∇ϕ|2) 3
2Hϕ + a|∇ϕ|2 = 2(p+ q)u ′(|x|2)⟨x,∇ϕ⟩(1+ |∇ϕ|2),

isto é,

Hϕ =
2(p+ q)u ′(|x|2)⟨x,∇ϕ⟩(1+ |∇ϕ|2) − a |∇ϕ|2

p(1+ |∇ϕ|2) 3
2

.

Com as mesmas hipóteses do Teorema 10, no corolário abaixo obtemos a expressão

geral da função ϕ no caso p = 1. Além disso, se ∆ψ = 0 e existe t tal que u ′(t) ̸= 0,

provamos que Mf é um 1-cilindro sobre a hipersuperf́ıcie mı́nima Mψ.

Corolário 4. Com as suposições do Teorema 10, se p = 1 vale o seguinte:

ϕ(x) = c1 ·
∫
e(1+q)u(x

2)dx+ c2, onde c1, c2 ∈ R.

Em particular, se ∆ψ = a = 0 e existe t tal que u ′(t) ̸= 0, então ϕ é constante.

Prova.

Segue como consequência da prova do Teorema 10 que a função ϕ satisfaz ϕ ′′ = 2(1 +

q)u ′(x2)xϕ ′. A equação diferencial ordinária obtida é homogênea de segunda ordem e

pode ser facilmente resolvida, cuja solução é

ϕ(x) = c1 ·
∫
e(1+q)u(x

2)dx+ c2, onde c1, c2 ∈ R.

Como a = 0, usando a expressão para a curvatura de uma curva regular e a expressão

de Hϕ dada pelo Teorema 10 temos

c1(1+ q)2xu
′(x2)e(1+q)u(x

2)

(1+ c21e
2(1+q)u(x2))

3/2
=

2(1+ q)u ′(x2)xc1e
(1+q)u(x2)

(1+ c21e
2(1+q)u(x2))1/2

,
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que implica

c1u
′(x2)

(1+ c21e
2(1+q)u(x2))

= c1u
′(x2) , então c31u

′(x2)e2(1+q)u(x
2) = 0.

Portanto, conclúımos que c1 = 0, então ϕ é constante e Mf é um 1-cilindro sobre a

hipersuperf́ıcie mı́nima Mψ.

A seguir, consideramos um caso especial da função u(t), no caso particular p = 1 e

q = 2 obtemos um exemplo que nos assegura que a condição de minimalidade para Mf é

essencial no Corolário 4.

Observação 2. Considere o caso especial u(t) =
√
t e tome p + 1 = q = 2, segue do

Corolário 4 que

ϕ(x) =
c1

1+ q
e(1+q)x + c̃2.

Seja ψ : (0, π
2
)× (0, π

2
) ⊂ R2 → R definida por

ψ(y1,y2) = arctan

(
y2

y1

)
,

é fácil verificar que ψ não é eikonal, ∆ψ = a = 0 e Hψ = 0. A função ψ satisfaz as

hipóteses do Corolário 4 e a função ϕ é solução da equação

∆ϕ = 2(p+ q)u ′(|x|2)⟨x,∇ϕ⟩.

Usando a expressão para a curvatura de uma curva regular, obtemos que a curvatura do

gráfico de ϕ é

Hϕ =
3c1e

(1+q)x

(1+ c21e
2(1+q)x)

3/2
̸= 2(p+ q)u ′(|x|2)⟨x,∇ϕ⟩(1+ |∇ϕ|2) − a |∇ϕ|2

p(1+ |∇ϕ|2)3/2
.

Por outro lado, um cálculo fácil mostra que

H̃f = −
c31e

8x(
1+ c21e

6x + 1
y2
1+y

2
2

)3/2 ̸= 0, if c1 ̸= 0.

Dáı, conclúımos que a condição de minimalidade para M, no Corolário 4, é essencial.



Caṕıtulo 4

Rigidez de Superf́ıcies Capilares

Neste caṕıtulo, obtemos uma estimativa precisa para o comprimento L(∂Σ) do bordo ∂Σ de

uma superf́ıcie capilar mı́nima Σ2 emM3, ondeM é uma variedade compacta tridimensi-

onal com bordo estritamente convexo, assumindo que Σ tem ı́ndice um. A estimativa é em

termos do gênero de Σ, do número de componentes conexas de ∂Σ e do ângulo de contato

θ. Fazendo uma suposição extra sobre a geometria deM ao longo de ∂M, caracterizamos

a geometria global de M, que é atingida apenas pelas bolas Euclidianas tridimensionais.

Para superf́ıcies capilares CMC estáveis também obtemos resultados semelhantes.

4.1 Superf́ıcies capilares mı́nimas de ı́ndice um

Nessa seção estendemos os resultados provados por Mendes [39], que considerou superf́ıcies

mı́nimas de bordo livre imersas em variedades compactas tridimensionais com bordo não

vazio estritamente convexo, para superf́ıcies mı́nimas capilares. Mais precisamente,

Teorema 11. Seja M3 uma variedade Riemanniana compacta tridimensional com bordo

não vazio ∂M. Suponha que RicM ⩾ 0 e II∂M ⩾ 1, onde RicM é o tensor Ricci de

M e II∂M é a segunda forma fundamental de ∂M. Se Σ2 for uma superf́ıcie mı́nima

capilar propriamente mergulhada de ı́ndice um em M, com ângulo de contato constante

θ ∈ (0,π), então o comprimento L(∂Σ) de ∂Σ satisfaz

L(∂Σ) + cosθ

∫
∂Σ

A(ν,ν)ds ⩽ 2π(g+ r)senθ, (4.1)

onde A denota a segunda forma fundamental de Σ, ν é o conormal unitário exterior para

40
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∂Σ em Σ, g é o gênero de Σ e r é o número de componentes conexas de ∂Σ. Além disso,

se a igualdade ocorre, temos o seguinte:

(i) Σ é isométrica a um disco plano de raio senθ;

(ii) Σ é totalmente geodésia em M;

(iii) a curvatura geodésica de ∂Σ em ∂M é k = cot θ;

(iv) II = 1; e

(v) todas as curvaturas seccionais de M são nulas em Σ.

Prova.

Seja ϕ1 : Σ → R a primeira autofunção de Q. Conforme o Lema 1.35 em Colding

e Minicozzi [13] ϕ1 não muda de sinal. Então, sem perda de generalidade, podemos

assumir ϕ1 ⩾ 0. Desde que ind(Σ) = 1, para todo f ∈ C∞(Σ) com ∫
Σ
f ·ϕ1dA = 0, temos

Q(f, f) ⩾ 0, ou seja,

∫
Σ

[
∥∇f∥2 − (Ric(N) + ∥A∥2)f2

]
dA ⩾

∫
∂Σ

(
II(ν,ν)

senθ
+ cotθ ·A(ν,ν)

)
f2ds.

Pelo Teorema 1, existe uma aplicação conforme F = (f1, f2) : Σ → D2
satisfazendo

deg(F) ⩽ g + r, onde D2
= {z ∈ R2 : ∥z∥ ⩽ 1} é o disco Euclidiano unitário. Pelo Lema

3, podemos assumir
∫
Σ
fi · ϕ1dA = 0. Então, usando fi como função teste, obtemos

∫
∂Σ

(
II(ν,ν)

senθ
+ cotθ ·A(ν,ν)

)
f2ids ⩽

∫
Σ

[
∥∇fi∥2 − (Ric(N) + ∥A∥2)f2i

]
dA ⩽

∫
Σ

∥∇fi∥2dA.

Observe que, como F é conforme,

2∑
i=1

∫
Σ

∥∇fi∥2dA =

∫
Σ

∥∇F∥2dA = 2 · Area(F(Σ)) = 2 · Area(D2
)deg(F) ⩽ 2π(g+ r).

Portanto, como F(∂Σ) = F(Σ) ∩ S1 ⊂ S1 (já que F é própria ), Ric ⩾ 0 e II ⩾ 1,

∫
∂Σ

(
1

senθ
+ cotθ ·A(ν,ν)

)
ds ⩽ 2πdeg(F) ⩽ 2π(g+ r),

implicando

L(∂Σ) + cosθ

∫
∂Σ

A(ν,ν)ds ⩽ 2π(g+ r)senθ.
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o que garante (4.1).

Se a igualdade em (4.1) acontece, todas as desigualdades acima também são igualdades.

Em particular, A ≡ 0 (Σ é totalmente geodésica) o que garante (ii), Ric(N) = 0 e

II(ν,ν) = 1. Usando a equação de Gauss R + H2 − ∥A∥2 = 2(Ric(N) + K), onde K é a

curvatura gaussiana de Σ e R é a curvatura escalar de M, temos 2K = R ⩾ 0.

Considere T a tangente unitária a ∂Σ. Como ν = senθN+ cosθν ao longo de ∂Σ, a

curvatura geodésica de ∂Σ em Σ é dado por

k = −g(DTT ,ν) = g(DTν, T)

= g(DT (senθN+ cosθν), T)

= senθ · II(T , T) + cosθg(DTν, T).

Por outro lado

g(DTν, T) = g(DT (−senθN+ cosθν), T)

= senθ ·A(T , T) + cosθ · k = cosθ · k.

Dáı conclúımos que

k = senθ · II(T , T) + cos2θ · k,

ou seja,

k =
II(T , T)

senθ
⩾

1

senθ
.

Além disso, ocorre igualdade se, e somente se, II(T , T) = 1. Pelo teorema de Gauss-Bonnet

2π(2− 2g− r) = 2πχ(Σ) =

∫
Σ

KdA+

∫
∂Σ

kds

⩾
L(∂Σ)

senθ
= 2π(g+ r),

ou seja,

2π(2− 2g− r) ⩾ 2π(g+ r)

2− 2g− r ⩾ g+ r

2 ⩾ 3g+ 2r
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o que implica g = 0 e r = 1. Então todas as desigualdades acima devem ser igualdades.

Então, K = 0, L(∂Σ) = 2πsenθ, k =
1

senθ
garantindo assim (i) e II(T , T) = 1. Além

disso, observe que a curvatura geodésica k de ∂Σ em ∂M satisfaz

k = −g(DTT ,ν) = −g(DTT ,−senθ ·N+ cosθ · ν)

= senθg(DTT ,N) − cosθ g(DTT ,ν)

= senθA(T , T) + cosθ k = cosθ k

= cotθ,

o que nos garante (iii). Agora, sejam x ∈ Σ e {e1, e2, e3 = N} ⊂ TxM tais que {e1, e2} é

uma base ortonormal de TxΣ e denote por KM a curvatura seccional de M. Desde que

Ric(e1, e1) + Ric(e2, e2) + Ric(e3, e3) = R = 0

em Σ e Ric ⩾ 0 em todos os pontos, temos Ric(ei, ei) = 0 em Σ para i = 1, 2, 3, o que

implica KM(ei, ej) = 0 para i ̸= j provando (v).

Sejam a,b ∈ R tais que a2 + b2 = 1. Como II(ν,ν) = 1 e II(T , T) = 1, segue que

II(aν+ bT ,aν+ bT) = a2 · II(ν,ν) + 2ab · II(ν, T) + b2 · II(T , T)

= a2 + b2 + 2ab · II(ν, T),
da mesma forma

II(aν− bT ,aν− bT) = a2 · II(ν,ν) − 2ab · II(ν, T) + b2 · II(T , T)

= a2 + b2 − 2ab · II(ν, T).
Então

II(aν+ bT ,aν+ bT) ⩾ 1, então 2ab · II(ν, T) ⩾ 0;

II(aν− bT ,aν− bT) ⩾ 1, então − 2ab · II(ν, T) ⩾ 0,

inferimos que II(ν, T) = 0 e II = 1 o que nos garante (iv).

Se fizermos uma suposição extra sobre a geometria de M ao longo de ∂M, podemos

caracterizar a geometria global de M quando a igualdade em (4.1) for válida.

Corolário 5. Seja M3 uma variedade Riemanniana tridimensional compacta com bordo

não vazio ∂M. Suponha que Ric ⩾ 0 e II ⩾ 1 e KM(Tp∂M) ⩾ 0 para todo p ∈ ∂M, onde

KM é a curvatura seccional deM. Se Σ2 for uma superf́ıcie mı́nima capilar propriamente
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mergulhada de ı́ndice um em M, com ângulo de contato constante θ ∈ (0,π), então

L(∂Σ) + cosθ

∫
∂Σ

A(ν,ν)ds ⩽ 2π(g+ r)senθ.

Além disso, se a igualdade ocorre, então M3 é isométrica a uma bola Euclidiana tridi-

mensional e Σ2 é isométrica ao disco Euclidiano de raio senθ.

Prova.

De acordo com o Teorema 11, a desigualdade é válida. Além disso, se ocorrer igualdade

Σ2 é totalmente geodésica e a curvatura geodésica de ∂Σ em ∂M é k = cotθ. Além disso,

obtemos L(∂Σ) = 2πsenθ. Podemos supor, por uma posśıvel mudança de orientação, que

k = cotθ ⩾ 0.

Agora, denote por K∂M a curvatura gaussiana de ∂M. Além disso, denote por k1 e k2

as curvaturas principais de ∂M em M. Pela equação de Gauss

K∂M = KM(Tp∂M) + k1k2 ⩾ 1.

Como ∂Σ é uma curva simples de ∂M (pois Σ está mergulhada em M), segue do

Teorema 3 que ∂Σ limita um domı́nio em ∂M que é isométrico a uma bola geodésica em

S2. Cortamos ∂M ao longo de ∂Σ para obter duas superf́ıcies compactas com a geodésica

∂Σ como bordo comum. Aplicando o Teorema 3 a qualquer uma dessas duas superf́ıcies

compactas com bordo, conclúımos que ∂M é isométrica à 2-esfera unitária padrão.

Assim pelo Teorema 2,M3 é isométrica à bola Euclidiana tridimensional. Finalmente,

usando que Σ2 é totalmente geodésico, podemos concluir que Σ é isométrica ao disco

Euclidiano de raio senθ.

No próximo resultado, obtemos uma estimativa superior sharp para a área de Σ,

quando M3 é um corpo estritamente convexo em R3.

Corolário 6. Seja Ω um domı́nio limitado suave em R3 cujo bordo ∂Ω é estritamente

convexo, digamos II ⩾ 1, onde II é a segunda forma fundamental de ∂Ω em R3. Se Σ2

for um disco capilar mı́nimo propriamente mergulhado de ı́ndice um em Ω, com ângulo

de contato constante θ ∈ (0,π), então a área de Σ satisfaz

A(Σ) ⩽

(
2πsenθ− cosθ

∫
∂Σ
A(ν,ν)ds

)2
4π

.
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Além disso, se a igualdade ocorre, então Ω é a bola Euclidiana unitária tridimensional e

Σ2 é o disco Euclidiano de raio senθ.

Prova.

A desigualdade isoperimétrica para superf́ıcies mı́nimas (ver Teorema 1, [34]) diz que

4πA(Σ) ⩽ L2(∂Σ).

Então, pelo Teorema 11,

A(Σ) ⩽
L2(∂Σ)

4π
⩽

(
2πsenθ− cosθ

∫
∂Σ
A(ν,ν)ds

)2
4π

.

Observe que se ocorrer igualdade, pelo Corolário 5 inferimos queΩ é a bola Euclidiana

tridimensional e Σ2 é o disco Euclidiano de raio senθ.

4.2 Superf́ıcies estáveis capilares CMC

Wang e Xia [64] provaram que qualquer hipersuperf́ıcie capilar estável imersa em uma bola

em formas espaciais é totalmente umb́ılica. Em nosso próximo resultado, consideramos

superf́ıcies capilares estáveis CMC imersas em uma variedade Riemanniana tridimensional

compacta com curvatura de Ricci não negativa e bordo estritamente convexo e provamos

o seguinte:

Teorema 12. Seja M3 uma variedade Riemanniana tridimensional compacta com bordo

não vazio ∂M. Suponha que Ric ⩾ 0 e II ⩾ 1. Se Σ2 for uma superf́ıcies capilar estável

CMC propriamente mergulhada emM, com ângulo de contato constante θ ∈ (0,π), então

o comprimento L(∂Σ) de ∂Σ satisfaz

L(∂Σ) + cosθ

∫
∂Σ

A(ν,ν)ds ⩽ 2π(g+ r)senθ,

onde A denota a segunda forma fundamental de Σ, ν é o conormal unitário externo para

∂Σ em Σ, g é o gênero de Σ e r é o número de componentes conexas de ∂Σ. Além disso,

se a igualdade ocorre, temos o seguinte:

(i) Σ é isométrica a um disco plano de raio senθ;
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(ii) Σ é totalmente geodésica em M;

(iii) a curvatura geodésica de ∂Σ em ∂M é k = cotθ;

(iv) II = 1; e

(v) todas as curvaturas seccionais de M são nulas em Σ.

Prova.

Como na prova do Teorema 11, seja F = (f1, f2) : Σ → D2
uma aplicação conforme.

Tomando ϕ1 = 1 no Lema 3, podemos supor

∫
Σ

fi dA = 0

para i = 1, 2. Como Σ é estável

∫
Σ

[
∥∇fi∥2 − (Ric(N) + ∥A∥2)f2i

]
dA ⩾

∫
∂Σ

(
II(ν,ν)

senθ
+ cotθ ·A(ν,ν)

)
f2ids.

Somando em i e como f21 + f
2
2 = 1 em ∂Σ, obtemos

∫
Σ

[
∥∇F∥2 − (Ric(N) + ∥A∥2)(f21 + f22)

]
dA ⩾

∫
∂Σ

(
II(ν,ν)

senθ
+ cotθ ·A(ν,ν)

)
ds.

Deste modo,
L(∂Σ)

senθ
+ cotθ

∫
∂Σ

A(ν,ν)ds ⩽ 2π(g+ r).

Além disso, se a igualdade for válida, A ≡ 0 (Σ é totalmente geodésica), Ric(N) = 0 e

II(ν,ν) = 1. Trabalhando exatamente como na prova do Teorema 11, temos o resultado.

Observação 3. Os Corolários 5 e 6 também são verdadeiros se mudarmos a hipótese

“mı́nimo de ı́ndice um”por “CMC estável .”
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[3] Araújo, K.O., Cui, N., Pina, R.: Helicoidal Minimal Surfaces in a Conformally Flat

3-Space. Bull. Korean Math. Soc. 53 (N.2) (2016), 531-540 .

[4] Baikoussis, C., Koufogiorgos, T.: Helicoidal surfaces with prescribed mean or Gaus-

sian curvature. J. Geom. 63(1-2) (1998), 25-29 .

[5] Bueno, A., Gálvez, J., Mira, P.: Rotational hypersurfaces of prescribed mean curva-

ture. J. Diferential Equations, 268(5) (2020), 2394-2413 .

[6] Bueno, A., Gálvez, J., Mira, P.: The global geometry of surfaces with prescribed

mean curvature in R3. Trans. Amer. Math. Soc. 373(6) (2020), 4437-4467 .

[7] Brendle, S.: A sharp bound for the area of minimal surfaces in the unit ball. Geom.

Funct. Anal., 22 (3) (2012), 621–626.

[8] Caddeo, R., Onnis, I.I., Piu, P. Bour’s theorem and helicoidal surfaces with constant

mean curvature in the Bianchi-Cartan-Vranceanu spaces. Ann. Mat. Pura Appl. 201

(2022),913-932 .

[9] Caddeo, R., Piu, P., Ratto, A.: SO(2)-invariant minimal and constant mean cur-

vature surfaces in three dimensional homogeneous spaces. Manuscripta Math. 87

(1995), 1-12.

47



Referências Bibliográficas 48
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[47] Palmer, B., Perdomo, O. M.: Rotating drops with helicoidal summetry. Pacific J.

Math. 273 (2)(2015), 413-441 .

[48] Pauls, S.D.: Minimal Surfaces in the Heisenberg Group. Geomtriae Dedicata

104(2004), 201-231.

[49] Perdomo, O. M.: Helicoidal minial surfaces in R3. Illinois J. Math. 57(1)(2013),

87-104.

[50] Pogorelov, A. V.: Extension of a general uniqueness theorem of A.D. Açeksandrov to
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