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Resumo

Na primeira parte deste trabalho investigamos hipersuperficies helicoidais em uma vari-
edade Riemanniana, que é o espaco Euclidiano munido de uma métrica conformemente
plana, e mostramos que uma hipersuperficie helicoidal é minima neste espaco. Cons-
truimos uma familia a 2-parametros de superficies helicoidais com curvatura média pres-
crita em um espaco tridimensional conformemente plano com métricas cilindricas ge-
rais. Finalmente, damos uma caracterizagao para uma classe de superficies translacionais
minimas em um espaco tridimensional conformemente plano. Na segunda parte, inves-
tigamos a geometria de graficos translacionais generalizados (GTG) imersos no espago
Euclidiano equipado com uma métrica conforme a métrica Euclidiana e obtemos resulta-
dos que caracterizam tais hipersuperficies. Aplicando os resultados de caracterizacao e
usando técnicas de resolucao de EDO, construimos exemplos de GTG satisfazendo pro-
priedades geométricas nao validas em relacao a métrica Euclidiana. Na terceira parte,
obtemos uma estimativa precisa para o comprimento L(0X) do bordo 0X de uma su-
perficie capilar minima 22 em M3, onde M é uma variedade compacta tridimensional
com bordo estritamente convexo, assumindo que X tem indice um. A estimativa é em
termos do género de X, do nimero de componentes conexas de 0X e do angulo de contato
0. Fazendo uma suposicao extra sobre a geometria de M ao longo de 0M, caracterizamos
a geometria global de M, que é atingida apenas pelas bolas Euclidianas tridimensionais.
Para superficies CMC capilares estaveis, também obtemos resultados semelhantes.

Palavras-chave: Espaco conformemente plano, Hipersuperficie helicoidal, Curvatura

média prescrita, Gréfico translacional generalizado, Curvatura média.



Abstract

In the first part of this work we investigate helicoidal hypersurfaces in a Riemannian
manifold, which is the Euclidean space endowed with a conformally flat metric, and we
show that a helicoidal hypersurface is minimal in this space. We build a 2-parameter
family of helicoidal surfaces with prescribed mean curvature in a confroamlly flat 3-space
with general cylindrial metrics. Finally, we give a characterization for a class of minimal
translation surfaces in a conformally flat 3-space. In the second part we investigate the
geometry of generalized translation graph (GTG) immersed in Euclidean space equipped
with a metric conformal to Euclidean metric and obtain results that characterize such
hypersurfaces. Applying the characterization results, and using ODE solving techniques,
we build examples of GTG satisfying geometric properties not valid in relation to the
Euclidean metric. In the third part, we obtain one sharp estimate for the length L(9X)
of the boundary 90X of a capillary minimal surface £? in M3, where M is a compact 3-
manifold with strictly convex boundary, by assuming that X has index one. The estimate
is obtained in term of the genus of £, the number of connected components of 0L and the
contact angle 0. By making an additional assumption on the geometry of M along oM
we characterize the global geometry of M, which is achieved only by the 3-dimentional
Euclidean ball. For capillary stable CMC surfaces we also obtain similar results.

Keywords: Conformally flat at space, Helicoidal hypersurface, Prescibed mean curva-

ture, Generalized translation graph, Mean curvature, Capillary surfaces.
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Introducao

No presente trabalho de tese estudamos hipersuperficies helicoidais, graficos translacionais
generalizados em espacos conformemente planos e Rigidez de superficies capilares em
variedades tridimensionais com bordo estritamente convexo, o trabalho esta dividido em
quatro capitulos, no Capitulo 1 veremos alguns resultados preliminares que sao necessarios
para a prova dos nossos resultados.

No Capitulo 2 trabalharemos com o espago conformemente plano (EF* (,)) cujo
tensor métrico é dado por (,) = F—12<, Yo, onde (, )¢ é a métrica padrao do espaco Euclidiano
R™ ! e F: R — R ¢ um fator conforme positivo.

O estudo de espacos conformemente planos é um tépico classico da Geometria Diferen-
cial e constitui um ambiente frutifero para investigar problemas envolvendo subvariedades
do espaco Euclidiano. Em [12] Colding e Minicozzi deram uma caracterizacao variacional
de self-shrinkers do fluxo da curvatura média em R™ ™! mostrando que sao hipersuperficies
minimas do espago Ef*! com fator conforme F(x) = e%. Espacos conformemente pla-
nos incluem importantes espagos de curvatura constante, tal como S™ — {p} e o espago
hiperbélico H™ (para n > 3), bem como alguns espacos produto. Em [2] Araijo, Corro
e Pina provaram que o espaco produto H? x S! é isométrico a E} := {R? — {z — eixo}}
munido com uma métrica conforme onde F(r) = /T, para T = x3 + x3. No mesmo traba-

lho, eles provaram que o espaco produto warped H? x¢ R com funcao warped f = F~1, é

1—r

isométrico ao espago conformemente plano E? cujo fator conforme é dado por F(r) = 5

para 0 <1 < 1.

Outra fonte de motivagao vem do fato de que espacos conformemente planos tém
sido usados para dar respostas negativas a alguns problemas importantes, como em [14]
onde Corro, Pina e Souza provaram a existéncia de superficies completas com curvatura
gaussiana estritamente negativa em um espaco conformemente plano, em contraste com

o Teorema de Efimov para R™"! e o Teorema de Schlenker para H™!. Recentemente,
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Ou e Tang [46] obtiveram uma resposta negativa a conjectura generalizada de Chen sobre
subvariedades biharmonicas.

Superficies imersas isometricamente em formas espaciais e espagos produto tém sido es-
tudadas em diversos trabalhos sob algumas condigoes geométricas, como curvatura média
constante, superficies de translacdo e rotagao (ver [6], [14], [15], [33], [35] , [36], [47]). Em
particular, destacamos a classificacao de todas as superficies de rotacao completa com
curvatura média constante em R* devido a Kenmotsu [27] e a extensao deste resultado
dada por do Carmo e Dajczer [16] para hipersuperficies de rotagdo imersas em espagos
formas de dimensao (n+1). Outros resultados de classificacao para superficies invariantes
em S? foram obtidos em [17, 41].

Uma generalizagao natural das superficies de rotacao em formas espaciais sao as cha-
madas superficies helicoidais. A grosso modo, caracterizam-se como superficies invariantes
sob a acao do subgrupo helicoidal de isometrias, cujos elementos podem ser vistos como
a composicao de uma translacao com uma rotagao para um dado eixo. Em um traba-
lho célebre [15], do Carmo e Dajczer descreveram o espago de todas as superficies em
R? que possuem curvatura média constante e sao invariantes por movimentos helicoidais.
Resultados semelhantes aos obtidos por do Carmo e Dajczer foram dados por Sa Earp-
Toubiana [60], para superficies em H? x R e S* x R. Mais tarde, Caddeo e outros em
[8] generalizaram um resultado classico de Bour sobre superficies helicoidais no espago
Euclidiano tridimensional R3 para o caso de superficies helicoidais nas variedades Rie-
mannianas tridimensionais cujas métricas tém grupos de isometrias de dimensao 4 ou
6.

Superficies helicoidais de curvatura média constante foram também consideradas por
Edelen e Solomon [21], e superficies helicoidais minimas foram caracterizadas por Perdomo
[49] (ver também [47]). No espago hiperbélico H?, Martinez, dos Santos e Tenenblat [38]
estendem a classificacao de superficies planas de rotagao, devido a Kokubu, Umehara e
Yamada [28], para superficies helicoidais por meio de dados meromérficos e Ripoll [52]
provou alguns resultados referentes a superficies helicoidais minimas. Superficies minimas
helicoidais em S* foram investigadas em [20, 53] e uma classificacio completa em termos
de fungoes angulo lineares foi fornecida por Manfio e dos Santos em [37]. Mais geralmente,
superficies invariantes sob a acao de algum subgrupo de isometrias com curvatura média

ou gaussiana constante tém sido estudadas: Roussos [54] provou que uma superficie heli-
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coidal em R3 tem curvatura média constante se, e somente se, seus eixos principais fazem
um angulo constante com as drbitas; Figueroa e outros em [22] estudaram superficies
invariante dos grupos de Heisenberg; superficies minimas e com curvatura média cons-
tante SO(2)-invariantes em espagos tridimensionais homogéneos foram consideradas por
Caddeo e outros em [9]; Montaldo e Onnis [40] deram um procedimento de redugao para
determinar as superficies invariantes com curvatura de Gauss constante em uma variedade
tridimensional.

Mais recentemente, superficies helicoidais foram estudadas no espaco conformemente
plano E munido de um fator conforme cilindrico F(x;, o, x3) = e 1% por Aratjo, Cui
e Pina [3], onde os autores provaram que essas superficies sao minimamente imersas em
E2. Nosso primeiro teorema fornece uma extensao deste resultado para hipersuperficies
helicoidais em E ™2 (Teorema 4).

Superficies de rotagao definidas no espago Fuclidiano por uma fungao de curvatura
média prescrita foram intensamente estudadas, veja, por exemplo, [5, 27]. Prescrever
a curvatura média é um problema antigo que remonta aos problemas de Christoffel e
Minkowski para ovaloides (cf. [1, 11, 50] ). Recentemente, tem sido investigado para
superficies de curvatura média constante completa, veja Bueno e outros em[6] e suas
referéncias. Ao considerar uma curva perfil que gera uma superficie helicoidal, Baikoussis
e Koufogiorgos [4] descreveram superficies helicoidais com curvaturas média ou gaussiana
em termos de equagoes diferenciais ordinarias. Em [29], Lee, Lee e Yoon construiram uma
familia a 2-parametros de superficies helicoidais com curvatura média prescrita no espago
conformemente plano E} cujo fator conforme ¢ escolhido como F(x1, %2, x3) = F(r) = /T,
onde 1 = x} + x3. Em nosso segundo resultado, estendemos o resultado dado em [29]
considerando um fator conforme cilindrico genérico F(xq,x2,x3) = F(r) (Teorema 5).

Outra classe importante de superficies ¢ dada pelos graficos minimos sobre um dominio
aberto em um espaco forma ou espago produto. Os esforcos para estudar graficos minimos,
principalmente relacionados ao célebre problema de Bernstein, deram uma forte contri-
buigao para o surgimento da Andlise Geométrica, veja Dierkes e outros em [18] e re-
feréncias nele contidas. Uma caracterizagao de graficos minimos no espago conforme E2,
com fator conforme cilindrico F(xi,x2,%x3) = F(r) , 1 = x? + x4, foi provada por Souza
em [63]. Estendemos esta caracterizagao para espagos conformemente planos de dimensao

superior EP™!, onde F(x1,++ ,xnq1) = F(r) e 1 =x% + -+ +x2 (Proposicio 3).
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A Proposicao 3 fornece uma condicao necesséria e suficiente para que um grafico seja

minimo no espaco EF . Neste contexto, surge naturalmente uma questio.

Pergunta 1. Seja @ : U C R™ — R wma funcdo suave. Eziste um fator conforme F tal

. . . . . n4+1
que o grdfico de @ é uma hipersuperficie minima em EF™" ¢

Apresentamos uma resposta positiva a Pergunta 1 no caso particular que o gréafico é
um paraboldide (Exemplo 3).

Como notamos, a ligacao entre espacos conformemente planos, espacos forma e espagos
produto, torna esta questao bastante geral. De fato, varios resultados de rigidez envol-
vendo superficies minimas foram provados em muitos espagos ambientes (ver [12, 36, 48]).
No tltimo resultado do Capitulo 2, investigamos restricoes de rigidez restritas a classe de
superficies translacionais bidimensionais em E?. Lembramos que uma superficie transla-
cional é o grafico de uma funcao @(u,v) = f(u) + g(v), onde f e g sao fungdes suaves.
Por exemplo, no espago Euclidiano, isto é, para F = 1 Scherk [61] provou que, além dos

planos, as unicas superficies translacionais minimas sao dadas por

1
z(x,y) = aln

cos(ay)
cos(ax)

Y

onde a é uma constante diferente de zero. Essa superficie, iinica a menos de isometrias, é
chamada de superficie minima de Scherk. Superficies translacionais no espago Euclidiano
também foram estudadas em [33, 35, 36].

Liu [33] considerou as superficies translacionais com curvatura constante no espago
Euclidiano tridimensional e no espaco de Lorentz-Minkowski. Assumindo que a curvatura
gaussiana K é constante, o autor provou que se as superficies translacionais sao congruentes

a um cilindro, entao K = 0. No caso de curvatura média constante, Liu provou que

_\/1+a2

z(x,y) = o 1—4H? - x? —ay, a € R.

O conceito de superficies translacionais foi generalizado para hipersuperficies de R™*1
por Dillen, Verstraelen e Zafindratafa [19], eles consideraram graficos de fungoes dadas
por F(x1,...,xn) = f1(x1)+---+fna(xn) e obteveram uma classificacao de hipersuperficies
translacionais minimas do espaco Euclidiano (n + 1)-dimensional.

Uma classificacao de hipersuperficies translacionais com curvatura média constante no

(n 4 1)-dimensional espago Euclidiano foi feito por Chen, Sun e Tang [10]. Ou seja, eles
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provaram que

C 1
F(X1,...,%Xn) = —niH [1— (MHxq 4+ ¢1)?]? + agxa + - 4+ @nXn + Ca,

onde ai, C, C1, C2 € R.

Observe que essas hipersuperficies tém curvatura de Gauss-Kronecker nula. Por outro
lado, Seo [62] classificou hipersuperficies translacionais com curvatura constante de Gauss-
Kronecker no espaco Euclidiano. Mais precisamente, Seo provou que tais hipersuperficies
sao congruentes a um cilindro e, portanto, a curvatura de Gauss-Kronecker deve ser zero.

Mais recentemente, Moruz e Munteanu [42] definiram uma nova classe de hipersu-

perficies translacionais em R* como um gréfico da forma

w(x,y,z) = f(x) + g(y, z).

Este novo conceito foi generalizado para dimensoes superiores por Munteanu e outros
em [43], conforme veremos no Capitulo 1.

Em [42], Moruz e Munteanu consideraram hipersuperficies translacionais generalizadas
minimas em R* e deram uma classificacao dessas hipersuperficies. Em um trabalho recente
[32] Lima e outros deram uma classificagao de hipersuperficies translacionais generalizadas
com curvatura média constante ou curvatura de Gauss-Kronecker constante. Mais pre-
cisamente, os autores provaram que em ambos os casos a curvatura de Gauss-Kronecker
deve ser zero. Munteanu e outros em [43], estudaram hipersuperficies translacionais ge-
neralizadas em R™"! com curvatura média zero impondo condicoes naturais em ¢ e 1,
como harmonicidade, minimalidade e eikonalidade .

Dessa forma, como no Capitulo 2, no Capitulo 3 consideramos o espago Euclidiano
R™"! munido com uma métrica {,) = %(, )o. Observe que, se F é limitado, entao
Ept! = (R™*L () é completo.

E interessante estudar hipersuperficies minimas em espagos conformemente planos
pois possuem geometrias interessantes e podem ter significado fisico. Em [2] Araijo,
Corro e Pina consideraram superficies minimas helicoidais no espaco conformemente plano
tridimensional E2 = (R3, (, )), onde F(x1,X2,%3) = e XI . Esta métrica aparece como
uma solugao da equacao de Einstein obtida por Pina e Tenenblat em [51].

Inspirados nesses trabalhos, consideramos o espaco EE+q+1 = (RPF9+L () cujo fator
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de conformidade F : RP x R9 x R — R é dado por F(x,y,z) = e (") para alguma
funcao suave u : [0, +00) — R, e um grafico translacional generalizado M; em EEMH
definido pela funcao f(x,y) = d(x) +P(y), onde p: U CRP - Re:V C RY — R sdo
funcgoes suaves. No Teorema 7 consideramos o caso em que as funcoes ¢ e P sao eikonais.
Como aplicacao do Teorema 7 provamos um resultado da existéncia de GTG minimo em
EE+q+1, satisfazendo as hipdteses do Teorema 7, que nao é um hiperplano, contrario ao
Teorema 3.2 de [43].

Nos Teoremas 8 e 9 apenas uma das funcgoes é eikonal. Se ¢ for afim e u pertencer
a uma classe especial de funcoes, aplicamos o Teorema 8 para obter uma caracterizacao
de My,. Mais especificamente, quando ¢ ¢ afim, impomos uma restricao adequada na
primeira derivada da fun¢ao u e provamos que My, é um gréfico minimo em RI+1.

Em um trabalho recente [59], Ruiz-Herndndez estudou a geometria das hipersuperficies
translacionais generalizadas cuja curvatura média nao é zero e depende de suas primeiras
p ou de suas segundas q variaveis. Motivados por este trabalho obtemos um resultado
em nosso Teorema 9, onde consideraremos hipersuperficies translacionais generalizadas
cuja curvatura média depende de suas primeiras p varidaveis. Uma consequéncia fécil,
mas util do Teorema 9 serd obtida, mais precisamente, classificaremos as hipersuperficies
translacionais generalizadas minimas no caso especial p = 1 e u(t) = v/t.

No Teorema 10, obtivemos um resultado quando a funcao 1V é nao-eikonal. Com as
suposigoes do Teorema 10, se p = 1, AP = 0 e existe t tal que u'(t) # 0, provamos que
M;¢ é um 1-cilindro sobre a hipersuperficie minima M,,. Este fato amplia o resultado
comprovado por Munteanu e outros em (Coroldrio 6.2, [43]) para uma grande classe de
variedades.

Finalmente, no Capitulo 4 abordamos um problema variacional muito interessante e
importante em geometria diferencial, o problema de bordo livre para hipersuperficies de
curvatura média constante (CMC) ou minimas. Dada uma variedade Riemanniana com-
pacta (M™! g) com bordo nao vazio, o problema consiste em encontrar pontos criticos do
funcional area entre todas as hipersuperficies compactas £ C M com 0L C OM que divide
M em dois subconjuntos de volumes prescritos. Os pontos criticos para este problema
sao hipersuperficies minimas ou de curvatura média constante ¥ C M, encontrando oM
ortogonalmente ao longo de 90X e sao conhecidas como hipersuperficies minimas ou CMC

com bordo livre. Nos ultimos anos, este assunto tem sido estudado por muitos autores,



Sumario 7

por exemplo, [7], [23], [56], [55], [57], [58], [45] e [39].

Uma generalizacao natural de hipersuperficies de bordo livre sao hipersuperficies capi-
lares. Estas sao pontos criticos de um determinado funcional energia, que seré apresentado
na Secao 1.4. Como serd deduzido posteriormente, elas podem ser caracterizadas como
hipersuperficies minimas ou CMC cujo bordo encontra o bordo do ambiente em um angulo
constante.

Assim como no caso de bordo livre, questoes relacionadas a topologia e a geometria
das hipersuperficies despertam muita atencao dos geometras. O primeiro resultado nesse
sentido foi obtido por Nitsche [44], que provou que qualquer disco capilar imerso na esfera
unitdria de R? deve ser uma calota esférica ou um disco plano. Mais tarde, Ros e Souam
[57] estenderam este resultado para discos capilares em bolas tridimensionais de espagos
forma. Recentemente, Wang e Xia [64] analisaram o problema em dimensao arbitraria e
provaram que qualquer hipersuperficie capilar estavel, imersa na bola em espagos forma
é totalmente umbilica.

Motivados pelos resultados citados acima, impomos condigoes na curvatura da varie-
dade ambiente tridimensional e procuramos restrigoes na topologia de possiveis superficies
capilares minimas ou CMC imersas. Nosso objetivo neste Capitulo 4 é estender o resultado
provado por Mendes [39], para superficies minimas de bordo livre imersas em variedades
compactas tridimensionais com bordo nao vazio estritamente convexo, para superficies

minimas capilares.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

No presente capitulo, discutiremos alguns resultados béasicos que serao utilizados na prova

dos resultados principais.

1.1 Notacoes e formulas em um espaco conforme-
mente plano

Dado U € R™ um conjunto aberto, consideremos uma hipersuperficie parametrizada
regular X : U — R™. Vamos denotar por N a aplicacdo de Gauss, Aj,Ag, - ,An
as curvaturas principais e Hg a curvatura média de X(U) com a métrica induzida pela
métrica Euclidiana padrdo (,)o. O conjunto E}*! é o espago Euclidiano R™*! munido
com a métrica conforme plana (,) = F72(,)o, onde F : R*"! — R é um fator conforme
positivo. A curvatura média H e as curvaturas principais 5\1, 7\2, e ,in de X(U) imersa
em E?H, as curvaturas médias e as curvaturas principais com respeito as duas métricas,

sao relacionadas como segue.

Proposigao 1. Seja X(U) uma hipersuperficie imersa em E} . Entdo
H=FH,— (N,gradF), e A;=FA;— (N, gradF),

parai=1,--- M.

Prova.Veja Teorema 1 em [14], a prova segue linhas similares. ]
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1.2 Hipersuperficies helicoidais

Seja TT C R™2 um 2—plano, e seja L C TT uma linha reta. Lembramos que uma hipersu-
perficie de rotacao em R™2 ¢ definida pela rotacao de uma curva perfil y : I C R — TT
em torno de uma reta L, chamada de eixo de rotacao. Uma generalizacao natural das
hipersuperficies de rotacao é dada assumindo que a curva perfil y gira em torno do eixo L
deslocando linhas paralelas ortogonais a L, de modo que a velocidade de deslocamento é
proporcional a velocidade de rotagao. Uma hipersuperficie definida ao longo desta cons-
trucao ¢ chamada de hipersuperficie helicoidal com eixo L e passo a; € R, para 1 <j < n,
onde )_ a)? # 0. E facil ver que hipersuperficies de rotagao correspondem a escolha com-
plementar a; =0, Vj=1,--- n.

A partir de agora, sem perda de generalidade, assumiremos que L é o eixo e, 2, O

plano TT é gerado pelos vetores {e;, en 2} € a curva perfil é parametrizada por

onde @ é uma funcao diferenciavel para todo w € I. Assim, a hipersuperficie helicoidal

correspondente com o €ixo en 1 € passo a; € R ¢ dada por

X(uyela"' 791’1) - <u¢(617 79n)7(p(u) +Zale)> )
1

onde ¢(0q,---,0,) é a parametrizacdo ortogonal (em coordenadas polares) da esfera
unitaria em R™"!. A saber, escrevendo ¢ = (¢!, -, d™ "), temos
¢! = senO,---senBzsendysend,
$> = senO,---sends;send,cos0,
¢2 = senO,---sends;cos0y,
¢! = senBpsend,_1cos0, o,
é" = senbB,cosf, 1
¢t = cosO,,
onde 0 < 0, <2me0<0; <mparai=2-.,n B bem sabido que (b1, d;) = 0,
V 1#j,onde g = P e b; = g—gi, Vi=1,--- ,n. Seja gi; os coeficientes da primeira
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forma fundamental de ¢, com respeito a métrica Euclidiana (, )o. Entao, gi; =0, se i # 3,
e nao ¢ dificil verificar que gi; nao depende da varidvel 0;.

Um ingrediente principal na prova do Teorema 4 é a seguinte

Proposicao 2. Seja M™! uma hipersuperficie de R™"2 parametrizada por

X(ua 617 e 7en) = (ud)(917 e 7en)7k+ ael)?

onde a # 0 e k sio constantes e $(01,---,0,) € parametrizacio ortogonal em R™H1.

Entao, M"Y € uma hipersuperficie minima de R™2,

Prova. Os campos coordenados associados a X sao dados por

Xo = §3(w,0)=((0),0),

Xl = g_exl(uae) :(ud)l(e)7a)7
Xi = géi (uae) = (u¢1(e)a0)7 Vi= 27' T

Calculando os coeficientes da primeira forma fundamental de X, obteremos
Goo = (Xo, Xo)o = 1, G11 = (X1, X1)o = u’gy; + a?,

Gii = (Xi, Xi)o = u’gypara2 <i < n,

Gy = (Xi,Xj)0 =0

se 1 # j. Portanto, a matriz da métrica G = (Gy;) ¢ diagonal, assim como sua inversa
G—l
Para calcular a aplicacao de Gauss N observe que N é uma combinacao linear dos

vetores {Xi, eny2}. Um cédlculo simples mostra que N satisfaz
WN = aX; — (u?gy; + a?)enyo,

onde W = [aX; — (u*gy1 + a?)eniol. Assim, a segunda forma fundamental B = (By;) de
X satisfaz

WBy; = (W - N, Xy5)o.
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Como

XOO:(07"' 7O) e XH:(LLCI)ﬁ(e),O)’ V],:l’ N,

concluimos que WBgo = 0 e WBy; = a(Xy, Xii)o para 1 < i < n. Portanto podemos ver

0
que WBy; = a

Ea—el(IXﬂ?) e, se 2 <1< n, temos

a o0
WBy; = C1<X1,Xu>o = —C1<X1UX1>0 = —CI(Xu, Xi>0 = _§£(|Xi|2)~
1

Agora usando que |X;*> = ugy; + a? e |Xi|* = u?gi; nao depende da varidvel 0, para

qualquer 2 < i < n, obtemos Bj; = 0 para todo i = 1,--- ,n. Assim, finalmente
concluimos que a curvatura média Hy de X, com respeito a métrica Euclidiana, é dada

por

1
n+1

Ho = tr(G™'B) = 0.

1.3 Hipersuperficies translacionais

No espaco Euclidiano R3, uma superficie M? é chamada superficie translacional se ¢ dada
por uma imersao

O:UcCR? >R

definida por ®@(x,y) = (x,y,z(x,y)), onde z(x,y) = f(x) + g(y), para f e g fungoes
suaves de uma variavel, isto é, @ é obtida com uma translacao Euclidiana da curva suave,
a(x) = (x,0,f(x)) pontualmente ao longo da curva 3(y) = (0,y, g(y)).

O conceito de superficies translacionais foi generalizado para hipersuperficies do R™*1
por Dillen, Verstraelen e Zafindratafa [19], eles consideraram graficos de fungoes dadas
por F(xq, -+ ,xn) = f1(x1) + - -+ + fn(xn). Muito recentemente, Moruz e Munteanu [42]
definiram uma nova classe de hipersuperficies translacionais em R* como um grafico da

forma

w(x,y,z) = f(x) + g(y, z).

Este novo conceito foi generalizado para dimensoes maiores por Munteanu, Palmas e

Ruiz-Herndndez em [43], como segue.
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Definicao 1. Sejam ¢ : U C RP — R e : V C RY — R fungoes suaves e seja
f:UxV = R definida por f(x,y) = d(x) +¥(y). O grdfico de f, denotado por Mg, é

chamado grdfico translacional generalizado (GTG).

Agora, dados um aberto W C R™ e uma funcao suave & : W — R denotamos por
Mg = {(x,&(x)) : x € W} o gréfico de & e por Hg a curvatura média de Mg. Também
consideramos as seguintes notagoes: V&, A& e Hessé para o gradiente, o Laplaciano e a

Hessiana de &. E conhecido que a curvatura média Hg de Mg é dada por

H L div —VE
a = — .
n 1+ |VE]?
Em [43] Munteanu, Palmas e Ruiz-Herndndez obtiveram uma expressdo para curvatura

média de um gréafico translacional generalizado. Mais precisamente

Lema 1 (Teorema 2.3,[43]). Sejam ¢ : U CRP - R el :V C RY — R funcgoes suaves.
Defina f: U xV C RPTY — R por f(u,v) = d(u) + Y(v). Entdo a curvatura média de

M em RPT9*L ¢ dada por

B PWiHe + qWi Hy, + [VUIPAD + [Vo[*Ap
(p+q)W}

onde Wy = \/1+|VOP + VPP, Wy, = /1 + VP2 e Wy, = /1 + VP

Sabemos que uma funcao é eikonal quando seu gradiente tem norma constante. Con-

f )

sideremos entao o seguinte lema, que usaremos nas provas dos nossos resultados sobre

graficos translacionais generalizados.

Lema 2 (Lema 3.1,[43]). Seja f uma func¢ao eikonal em um dominio no R™ tal que seu

laplaciano € constante. Entao f € uma funcdao afim.

1.4 Hipersuperficies capilares minimas e CMC

Seja (M™"! g) uma variedade Riemanniana com bordo nio vazio OM. Seja L™ uma
variedade compacta suave com bordo nao vazio e seja @ : L — M uma imersao suave de
Y~ em M. Dizemos que ¢ é uma imersao prépria se @(Z) N oM = @(0X).

Assumimos que @ é orientavel. Fixe um campo vetorial normal unitario N para X ao

longo de @ e denote por v o conormal unitario exterior para 0X em X. Além disso, seja
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N o normal unitdrio que aponta para fora para OM e seja ¥ o normal unitédrio para 9%
em OM tal que as bases {N, v} e {N, ¥} determinam a mesma orientacio em (Tox)™.

Denote por A e H a segunda forma fundamental e a curvatura média da imersao
@, respectivamente. Precisamente, A(X,Y) = —g(DxN,Y) e H = tr(A), onde D é a
conexdo de Levi-Civita de M. Além disso, seja II(v,w) = g(D,N,w) a segunda forma
fundamental de 0M.

Uma funcao suave @ : £ x (—e¢, ) — M é chamada de variagao prépria de @ se as
aplicacoes @ : L — M, definidas por @¢(x) = ®(x,t), sdo imersoes proprias para todos
ost e (—¢¢e)e@yg= .

Vamos fixar uma variagao propria @ de ¢. O campo vetorial variacional associado a

@ é o campo vetorial &: X — TM ao longo de ¢ definido por

oD
E(x) = ﬁ(x,O), x €L

Para esta variacao, o funcional drea A : (—¢, ¢) — R e o funcional volume V : (—¢, €) —

R sao definidos por

Alt) = J dA g,
X

V() = J O (dV),
¥ x[0,t]

onde dA x4 denota o elemento drea de (X, 7g) e dV ¢ o elemento volume de M. Dizemos
que a variacao @ preserva volume se V(t) = 0 para cada t € (—¢, e). Outro funcional

area, que é chamado de funcional area “molhada” W : (—e, e) — R é definido por

W) =J O (dAow),
0X X [O,t]

onde dAym denota o elemento drea de 0M. Fixe um numero real 8 € (0, 7), o funcional

energia E : (—e, ¢) — R é definido por
E(t) = A(t) — cosO - W(t).

As férmulas primeiras variacao de V(t) e E(t) para uma variacdo com um campo
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vetorial de variacao &(x) sao dadas por

V() = L g(£,N)dA:

E'(0) = —J Hg(&,N)dA+J g(&, v —costv)ds,
b %

onde dA e ds sao o elemento area de L e 0X, respectivamente.

Dizemos que a imersao ¢ ¢ uma imersao capilar CMC se E’(0) = 0 para cada variacao
preservando o volume de @. Se E’(0) = 0 para cada variacdo de ¢, chamamos ¢ de
imersao capilar minima.

Observe que X é uma hipersuperficie capilar CMC se, e somente se, £ tem curvatura
média constante e g(N,N) = cos0 ao longo de X, esta tltima condicdo significa que
0X encontra 0M em um angulo de contato 8. Da mesma forma, X é uma hipersuperficie
capilar minima quando £ é uma hipersuperficie minima e 0L encontra 0M em um angulo
de contato 0. Quando O = 7, usamos o termo hipersuperficie de bordo livre CMC (ou
minimo).

Para uma hipersuperficie capilar CMC ou minima X, com angulo de contato 8 € (0, 7),

as bases ortonormais {N, v} e {N, ¥} estao relacionadas pelas seguintes equagoes:

N = cos0-N+senb-v;

—sen® - N + cosO - v.

<
Il

Sejam f : ¥ — R uma funcao suave que satisfaca fz fdA = 0 e @ uma imersao
capilar CMC, para uma variagao prépria preservando volume de ¢ tal que f = g(&, N).

A segunda férmula variacional de E é dada por
1 . 2 af
E”(0) = — | [Af + (Ric(N) + ||A||*)fIf dA + — —(qf | fds,
px or \ OV

onde A é o operador de Laplace em X em relagao a métrica induzida de M e

II(v,v
q= M + cotBA(v, V).
send

Defini¢ao 2. A imersdao capilar CMC ¢ : £ — M (ou apenas X) é chamada de estdvel

se E”(0) > 0 para qualquer variagao que preserva volume de @. Se @ for uma imersao
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capilar minima, nds a chamamos de estavel sempre que E”(0) > 0 para cada variagao de

Q.

Alternativamente, seja F = {f € H'(X) : [; fdA = 0}, onde H'(Z) é o primeiro espago
de Sobolev de Z. A forma fndice Q : H}(X) x H(Z) — R de Z é dada por

Q) = |

[9(V, Vh) — (Ric(N) + [A[2)fh]dA —J qfh ds.
z

ox

onde V ¢é o gradiente em X em relacao a métrica induzida de M. Entao ¢ é uma imersao
estavel capilar CMC se, e somente se, Q(f,f) > 0 para cada f € F. Se @ é uma imersao
capilar minima, entao ela é estavel precisamente quando Q(f, f) > 0 para cada f € H}(X).

Ros e Souam [57] mostraram que bolas totalmente geodésicas e calotas esféricas imersas
na bola Euclidiana sao capilares CMC estéveis. Por outro lado, o problema da unicidade
foi primeiramente estudado por Ros e Vergasta [58] para hipersuperficies minimas ou
CMC em caso de bordo livre, ou seja, 8 = 7 e posteriormente Ros e Souam [57] para
capilares gerais. Em [64], Wang e Xia provaram que hipersuperficies capilares estaveis
imersas em uma bola em formas espaciais sao totalmente umbilicas.

Por outro lado, considerando as bolas totalmente geodésicas imersas na bola Euclidiana

com angulo de contato © como hipersuperficies capilares minimas, temos que 1 € H!(X)

¢ uma funcao admissivel para testar a estabilidade. Entao,

_Area(a):)

sen® <0

Portanto, bolas totalmente geodésicas com angulo de contato 8 sao hipersuperficies
capilares minimas instaveis. O indice de estabilidade de uma hipersuperficie capilar CMC
(resp. minima) X é a dimensao do maior subespaco vetorial de F (resp. H'(X)) restrito ao
qual a forma bilinear Q é definida negativa. O indice de I é indicado por ind(X). Assim,
hipersuperficies estaveis sao aquelas que possuem indice igual a zero.

Nos Teoremas 11 e 12 do Capitulo 4, vamos utilizar o seguinte resultado.

Teorema 1 (Gabard,[24]). Seja M uma superficie Riemanniana de bordo compacto e
género g, com v componentes de bordo. Entdo, existe uma aplicagcdo conforme (ramificada)

f:M—=>A={zeC| |z| <1} com grau menor do que ou igual a v+ g.

Além disso, serd considerado também um lema bastante til, que esta baseado em um
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argumento apresentado em [26].

Lema 3 (Mendes,[39]). Sejam £? uma superficie Riemanniana compacta com bordo 0%
nao vazio, F: L = D e ¢y : £ — [0, 00) funcoes continuas. Suponha que F(Z\ 0X) C D.
Entio existe h € Aut(D) tal que Js(hoF)p1dA =0.

Um resultado de grande utilidade na prova do Corolario 5, devido ao matematico

C.Xia é o seguinte.

Teorema 2 (Xia,[65]). Seja Q uma variedade Riemanniana compacta (n+1)-dimensional
com curvatura de Ricci ndo negativa e bordo nao vazio M = 0Q munida com a métrica
induzida de Q, e seja N o normal unitdrio interior em M. Assuma que as curvaturas
principais de M sao limitadas por baizo por uma constante positiva ¢ (ou seja, se de-
notarmos por o a sequnda forma fundamental de M em relagao a N, entdo o > cl no
sentido da matriz). Entao, o primeiro autovalor diferente de zero do Laplaciano agindo
nas funcées em M satisfaz A (M) = nc? com igualdade se, e somente se, Q € isométrico

1
a uma bola Fuclidiana (n + 1)-dimensional de raio s

Ainda na prova do Corolario 5, como 0X nao é uma geodésica do 0M, nao foi possivel

aplicar diretamente o Teorema de Toponogov, assim aplicamos o seguinte resultado.

Teorema 3 (Hang-Wang, [25]). Seja (M?, g) uma superficie compacta com bordo e curva-
tura Gaussiana K = 1. Suponha que a curvatura geodésica k do bordoy satisfazk > ¢ > 0.
Entao, L(y) < 2/ 14 c2. Além disso a igualdade ocorre se, e somente se, (M, g) €

isométrica a um disco de raio cot'(c) em S2.
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Hipersuperficies em espacos

conformemente planos

Neste capitulo apresentamos resultados que podem ser encontrados no artigo [30], escrito
pelo autor em parceria com B.P. Lima e P.A. Sousa, no qual estudamos hipersuperficies
helicoidais em uma variedade Riemanniana, que é o espaco Euclidiano munido de uma
métrica conforme e mostramos que uma hipersuperficie helicoidal é minima neste espaco.
Construimos uma familia a 2-parametros de superficies helicoidais com curvatura média
prescrita em um espago tridimensional conforme com métrica cilindrica geral. Para este
tipo de métrica, também caracterizamos graficos minimos por meio de uma equagao di-
ferencial parcial. Finalmente, damos uma caracterizacao para uma classe de superficies

translacionais minimas em um espaco tridimensional conforme.

2.1 Hipersuperficies minimas helicoidais em espacos
conformemente planos

Lembramos que N denota a aplicacao de Gauss de X, Hg é a curvatura média com res-
peito a métrica Buclidiana (,)o e H denota a curvatura média com respeito & métrica
conformemente plana (,) = 2 (, )o.

Recentemente, superficies helicoidais foram estudadas no espago conformemente plano
E2 munida com um fator conforme cilindrico F(xi,x2,x3) = e 1% por Aratjo, Cui e
Pina em [3]. Nosso primeiro teorema fornece uma extensao deste resultado para hipersu-

perficies helicoidais.

17
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Teorema 4. Seja B} um espago conformemente plano, com fator conforme

22
F(xa, - xny2) =€ L,

Seja M™Y uma hipersuperficie helicoidal cuja parametrizagio X : U C R — ErHE ¢
dada por
X(uu 917 e 791’1) = (ud)(el? e 7en)7 k + ael)7

onde a # 0 e k sdo constantes e a funcao $(01,---,0,) € a parametrizacdo ortogonal
em coordenadas polares da esfera unitdria em R, Entdo, M™! ¢ uma hipersuperficie
minima de E}*2.

Prova. Da Proposicao 1 temos que H = FH, — (N, grad F)y e da Proposicao 2 sabemos
que Hy = 0, assim teremos H = —(N,gradF)y, onde W - N = aX; — (u?gy; + a®)en o €
gradF é avaliado em X(u, 01,---,0,) = (udp(0,---,0,),k+ ab;). Como

QTadF = _QF(X17X2> e 7XT1+2) : (Xla e 7Xn+170)7
temos
gTadF(X(u7 917' o 7eT‘L)) - _2F(X(u7917 : 79n)) . (ud)(ela e 7en)70)'

Com isso em maos, obtemos que H= 0, o que conclui a prova. [

A ligacao entre espacos conformemente planos e espacos produtos fornece uma ma-
neira muito interessante de construir novos exemplos de hipersuperficies imersas iso-
metricamente em espacos produto satisfazendo certas propriedades geométricas. Nos
proximos exemplos apresentamos hipersuperficies helicoidais que sao minimamente imer-
sas em espagcos conformemente planos e que sao isométricos a espagos produto hiperbdlico,
tais como H™ ™! x S! e H"*! X R para alguma funcao de deformagao f, veja [2] onde os

autores provaram isso para espacos tridimensionais.

Exemplo 1. Considere E}™* = (R™2 (,}) um espago conformemente plano com métrica
() =1()o e Flxi, - s xni2) = F(1) = V1 comm =i +x5+ - +x7 1. Seja MM uma

hipersuperficie helicoidal cuja parametrizagio X : U C R — K22 ¢ dada por

X(ua 917 o 761’1) = (ud)(el? o 7en)7k+ (161),
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onde a # 0 e k sao constantes, e (0) = $(04,---,0,) € a parametrizacao ortogonal em
coordenadas polares para a esfera unitdria no R, Como na prova do Teorema 4, seque
que a aplicacdo de Gauss N satisfaz W-N = aX; — (u?gy; + a?)en o € a curvatura média

H= —(N, gradF). Sendo gradF = %(xl, “++  Xn41,0), temos

1

gTCld F(X('LL, 9)) = m

- (u(0),0).

Portanto, ndo ¢ dificil mostrar que H = 0. Seguindo as ideias de [2] € possivel verificar
que E}*? € isométrico a H™! x St

Exemplo 2. Seja EM? um espago conformemente plano com F(r) = 1;; definido para
r=x3+--+x%, <1. A hipersuperficie helicoidal X(u,0) € minimamente irmersa em

Ep*2. De fato, como gradF = —(xq, -+ ,Xn41,0) entdo
grad F(X(u, 0)) = —(ud(0),0).

Assim facilmente concluimos que H = 0. Novamente, usando ideias de [2] podemos provar
que B2 ¢ isométrico a H™! x¢ R, com funcio warped f = %

Em [29], Lee, Lee e Yoon construiram uma familia a 2-parametros de superficies he-
licoidais com curvatura média prescrita no espago conformemente plano E} cujo fator
conforme escolhido foi F(x1,Xs,%x3) = F(r) = /T, onde r = x? + x2. Em nosso préximo te-
orema provamos uma extensao deste resultado, considerando um fator conforme cilindrico

genérico F(x1,Xa,x3) = F(r).

Teorema 5. Seja y(u) = (u,0,A(uw)) a curva perfil de uma superficie helicoidal
X(u,v) = (ucosv,usenv, A(u) + hv)

imersa em E¥. Assuma que F(x1,%2,%x3) = F(r), onde v = x} + X3, e a curvatura média
em um ponto (u,0,A(u)) € dada por H(w). Entdo, para quaisquer constantes cq,cs € h,

existe uma familia a 2-parametros de superficies helicoidais geradas pela curva plana

X <u70’ij\/(ug+h2)(f2uFHdu+cl)du+CQ>‘

'LI,,H u 7h7c 7C = 5 1
v( (u) 1, C2) u[Ffu? — ([ 2uFHdAu + ¢4)]2

Reciprocamente, dada uma func¢ao suave H(u), podemos construir uma familia a 2-parametros
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de curvas y(u, H(u), h, ¢y, co) gerando superficies helicoidais em B} com curvatura média

H(u) e passo h.
Prova.
Seja Hg a curvatura média de X(u,v) com respeito a métrica Euclidiana. Uma conta fécil
dé-’ .. . .
(u? + h2)uA + u?A3 4 (u? + 2h?)A

Hy = : _ ,
2(uZA? + u? + h?)3

onde A e A denotam as derivadas da funcao A. Além disso, a aplicacao de Gauss é dada

por
1

VR A

Pela Proposicao 2 segue que

N (hsenv — uAcosv, —uAsenv — hcosv, u) .

H = FH, — (N, grad F).

Como gradF = 2F(x1, x2,0) e grad F(X(u,v)) = 2F(ucosv, usenv, 0), onde F(r) de-

nota a derivada de F com respeito a r, temos

2FuA
(N,gradF) = — _ b :
VU2A? + u? 4 h?
Dal/ .. . . . .
0 —F (u? + h2)uA + u?A3 + (u? + 2h2)A N 2Fu’A
2(u?A? + 12 + h?)3 VA2 £ u? 2’
isto é,

- Fl(u2 + h2)ul + uA3 + (u? + 2h2)A] + 4Fu?A (u?A? + u? + h?) (2.1)
2(uZA? + u? + h2)3 ’ '

que depende apenas do parametro u. Para resolver a EDO (2.1) consideremos

F2A

(S — .
VUZA2 4 u2 + h?

Diferenciando com respeito a u, e usando que 1(X(u,v)) = u?, obtemos
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F2A(2uA? 4 2uZAA 4 2u)
2\/u27\2 +u2 + h?
U2A2 4 u? + h?

(AFFuA + FPA)Vu2A? + u? + h? —

(4UAFF + F2A) (u2A2 + u2 + h2) — FPPA(uA? + u2AA + u)
(U2A2 + u2 4 h2)3/2

Veja que

(AUWPAFF + uF?A) (u?A? + u? + h?) — PPA(u?A? + uAA + u?)

wy = .
(u2)\2 + u2 + h2)3/2

Dai

(4UPAFF + uF?A) (u2A? 4 u? + h?) — FPPA(WA? + wAN + u?)
(u27\2 +u? + h2)3/2

W+ uy =
2F2A
VU2A? + u? 4+ h?

_op [ (AR uFA) (wA? 4 u? + ) — FAWA? + w4 u?)
N 2(U2A2 4 u2 + h2)3/2

FA

+2F =
\/LL27\2 +h? 4+ u?

— 9F [ FA F(u2+h2)uA—Fu2A3—u2FA+4u2AF (u2A24+u2+h2)

=2 \/u2}\2+h2+u2 2(u2A24u2+h2)3/2
_2F¢m€+whd+u%&+m?+%ﬂﬁ+ﬂnﬁm%%mﬁ+h%
| 2N+ + 1)’

Assim, de (2.1), podemos deduzir
W + uW = 2FH,

que implica
d _
— (u?V¥) = 2uFH.
du
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Integrando a equagao acima podemos concluir que

1 ~
u

para algum c; € R, que implica

1 - F2A
u VU2A? 4+ u? + h?

Tomando o quadrado em ambos os lados e fazendo algumas manipulacoes algébricas

podemos escrever

2

2
uA? {F“u2 — (JQFu]:ldu—i— C1) } = (u* +h? (JQuFHdu—F Cl) )

ou equivalentemente, .
s2 _ (u? +h?)([ 2uFHdu + ¢;)?

C w2 — ([ 2uFHdu + ¢p)?

Portanto, a solucao A é dada por

N iJ V/ (u? —I—h2)(f2uFl:ldu—|— cl)l du

u[Fu? — ( 2uFHdu + ¢;)?]

+C27

para algum cq,co € R.
Reciprocamente, suponha que h # 0 e H(uw) é uma funcao real suave definida em um

intervalo I C (0, +00). Seja F: 1 x R — R uma funcao definida por

2
Flu,c;) = Fu? — <J2uFl:ldu+c1) .

¢ =— (J 2uFF1du) (up).

Assim, podemos encontrar um subintervalo aberto I C I contendo uy e um intervalo

Para qualquer uy € I, seja

aberto | contendo ¢j, tal que a fungao F(u,cy) é positiva para qualquer (u,c;) € I x J.
De fato, vale que
?(‘LL(), C~1) = Féug > 0.

Por continuidade de F, ela é positiva em IxR C R?. Portanto para qualquer (u,c;) € Ix]J,
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co € R, h # 0 e a fungao suave H(u) dada, podemos definir uma familia a 2-parametros

de curvas

3 VuZ + h2([ 2uFHA
y(u, H(w), h, ey, c0) = u,O,iJ W RA(J2ufHdu+e) gy
u[Ffu? — ([ 2uFHdu + ¢;)?]2

2.2 Graficos em espacos conformemente planos

Outra classe importante de superficies é dada pelos graficos minimos sobre um dominio
aberto em um espaco forma ou espago produto. Os esforcos para estudar graficos minimos,
principalmente relacionados ao célebre problema de Bernstein, deram uma forte contri-
buicao para o surgimento da Andlise Geométrica, ver [18] e referéncias nele contidas.
Uma caracterizagao de graficos minimos em um espago conformemente plano E¥, com
fator conforme cilindrico F(x;,%s,x3) = F(r), 1 = x3 + x2, foi provado em [63]. Nosso
proximo resultado estende essa caracterizacao para dimensoes mais altas, em espagos

conformemente planos EF ™ onde F(xy,-+ ,%ny1) = F(r) et =xF+ - +x2.

Proposigao 3. Seja EF™ um espago conformemente plano como acima. Seja M™ um
grafico sobre um conjunto aberto U C R™ cuja parametrizacao X : U C R™ — IE?TF1+1 €
dada por

X(ula"' 7u'TL) = (ul)"' 7uﬂ7(p(u'17"' 7un))-

Entdo X é uma hipersuperficie minima em EFT! se, e somente se, a funcdo ¢ satisfaz a

sequinte equacao diferencial

oF

HOZ—
FVL+ @34+ @2

(ul(Pl + - +un(pn)7

onde @i = aa—f—_, F(r) denota a derivada de F com respeito a varidvel v e Hy a curvatura
1

média de X com respeito a métrica Fuclidiana.

Prova.

Dado U € R™ um subconjunto aberto e @ : U — R uma funcao suave, sabemos que a
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curvatura média de um grafico é dada por

1
Ho = - div ( grad ¢ ) (2.2)

1+ |grad o/?

e a aplicagao de Gauss é

1

T lorad oF (—grad e, 1).

Pela Proposicao 1, a hipersuperficie X é minima imersa em E}‘“ se, e somente se,

1
HO:F(N,gradF>.

Como o fator conforme F satisfaz F(xy, -+ ,xn) = F(r) com r = x? + - -+ + x%, obtemos
gradF = 2F(xy,- -+ ,%Xn,0).
Assim
grad F(X(uy, -+ ,un)) = 2F(r)(x1, -+, xn, 0),
que implica

oF
- s Ty T n717u7"'aun70
1+|gmd(p|2(( 01 Pn, 1), (W )
2F ( . )
= — u U P ).
V14 |grad @f? 11 ®
2F
Hy = — W@+ -+ uUn@n
0 F 1+|grad(p|2( 191 Pn)

que completa a prova. [ ]

(N,gradF) =

Portanto

No teorema seguinte provamos um resultado de rigidez para algumas superficies trans-

lacionais imersas no espaco conformemente plano E3.

Teorema 6. Seja g : I € R — R wma funcao suave. A superficie translacional
X(uw,v) = (w,v;au + b + g(v)), para a,b € R, é minima no espaco conformemente

242 ~
plano B2, com fator conforme F(x1,Xx2,x3) = € X172 se, e somente se, a =0 e a fungdo
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g € dada por

2
C1€2v

dv+c
1 —c2et? e

g(v)zij

~ . 2
onde c1,cy € R sdo constantes satisfazendo 1 — c?e®™” > 0.

Prova.

Seja Hy a curvatura média da superficie translacional X(u,v) = (u,v, au+b+g(v)), com

respeito a métrica Euclidiana. Uma conta facil mostra que
g(1+ a?)

H, =
T 201+ a2+ g2)3?

e que aplicacao de Gauss é

1
- (—a.—a.1).
1+a2+92( @ ~6.1)

Como gradF = —2F - (x1,%2,0) e grad F(X(u,v)) = —2F - (u,v,0), sabemos que, pela

Proposicao 1, X(u,v) é minima imersa em E? se, e somente se,

1 2 2 .
g + o) = (ua +vg),

2(1+4 a? + g2)3/2 1+ a2+ ¢g?

ou equivalentemente

(1 + a? .
Gu+a) s~ gua
1+a%+g?

Isto implica que a = 0, isto é, f é constante e

= dvg.
T+g Y

Se g = 0, segue que g é constante. Caso contrario, considerando a mudanga de variavel

z = g, temos

= 4vz.

1+ 22
Separando as variaveis obtemos

dz

— = 4vdv.
+z2) %
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Integrando esta ultima igualdade temos
1 z dz
- — dz=| —— = | 4vdv
[G-rim) e [am = o

4 ) 1 2 2
In{— )=zl —=In(14+2z°)=2v"+ b

para algum b; € R. Portanto,

que implica

para alguma constante ¢; € R. Como z = ¢, obtemos

(:162\»'2
gv) = iJ—de—i- Co
V1—cle®
para algum cy € R, isso conclui a prova do teorema. [

Concluimos este capitulo com um exemplo particular, onde exibimos um fator con-

forme para o qual o paraboldide é uma hipersuperficie mfnima em E} .

Exemplo 3. Seja X : U C R™ — R™"! wma hipersuperficie parametrizada reqular dada

por

X(ub e 7un) = (ub c 5, Un, (p(ula e 7u'n))7
onde @(uy, -+, uy) = ul + - +u. Vamos considerar M™ = X(U) como uma hiper-
superficie no espago conformemente plano E}*, com fator conforme F(xq, -+ ,Xni1) =

F(r), onde r = x¥ + --- +x%. Mostraremos que M™ € uma hipersuperficie minima em

Er*! se, e somente se, o fator conforme satisfaz

1+ 4r)t/n
F(r)=c- Q, ceR
T
De acordo com a prova da Proposi¢ao 3, veja (2.2), como grad @ = (@1, -+, @n) temos

Qi
1+ [gradel? ‘

1

Note que, para 1 <1< n, podemos calcular
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9
aui

/ 2 ) 1 PjPji
(8 L Igrad(pl vV 1+|9Tf1d<9\2
1+ |grad ¢|? 1+ [grad ¢/?

@il +grad o) — @i - X" @595
(1+ |grad [?)2 '

Portanto,

1 i @il +lgrad o) — @i 25", @595 (2.3)
- : :

(1+Igrad ¢2)?
Agora, substituindo @ = 2u; e @i = 2 para qualquer 1 < i < n, @y = 0 para todo
i#j, er=r(X(w, - ,un)) =ui+---+u2 em (2.8) obtemos
1 n

Ho = [pi(1+ @7+ + 07) — 9@l
e PILAAAAES

[NJ[oM]

n

_ 1 g2
= o ;[2(1 + 4r) — 8u?]

_2n(1+4r)—8r
n(l+4r)2

Y

isto €,
2n(1 4+ 4r) — 8r
n(1+4r)>2

Por outro lado, pela Proposicio 3, M é uma hipersuperficie minima em E}*' se, e
somente se, a curvatura média Hy de M, em relacao a métrica Euclidiana, satisfaz
F o 4r
Hy=——=——.
Fy/1+4r

Assim substituindo (2.4) na equagdo acima podemos escrever

F_ 4r —n(1 4 4r)

F 2nr(144r)

Integrando a equacao acima com respeito a v obtemos
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InF

Entao concluimos que

para alguma constante ¢ € R.

[ 4r —n(1 + 4r)
J 2nr(1 +4r)

_“ L_i dr
S\ n(1+4r) 2r

. (1+47)1/n
=1n (C . —

N————



Capitulo 3

GTG em espacos conformemente

planos

Neste capitulo apresentamos resultados que podem ser encontrados em [31], escrito pelo
autor em parceria com B.P. Lima e P.A. Sousa, no qual classificamos graficos translacionais
generalizados (GTG) My em IEE+q+1 = (RP 9+ (}) definidos por uma funcao f(x,y) =
d(x)+WP(y),onded: U CRP - Rep:UCRI— R, cujo fator conforme F : RP x R9 x

R — R é definido por F(x,y,z) = e u(X*) para alguma funcao suave u : [0, +o0) — R.

3.1 Caso 2-eikonal

Nesta secao consideramos o caso em que ambos ¢ e P sao eikonais, isto é, |[Vd| = A e
|IV{| = u para A e u constantes. Denotando por H¢ a curvatura média de My provamos

o seguinte resultado.

Teorema 7. Assuma que ¢ e P sdo eikonais. Se Hy € constante, entao \p € uma funcao

afim e ¢ satisfaz a condigao

(p+ @QHe /1T + VO] + VyP

A —2(p + q)u'(Ix*) (x, V) = o (X%

Prova.
Seja M um grafico translacional generalizado cuja parametrizacao X : U x V — EE”H

é dada por X(x,y) = (x,y,f(x,y)), onde f(x,y) = d(x) +P(y). Denotando por Hs a

29
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curvatura média de My com respeito a métrica Euclidiana, temos

! div Vi
" ptaq) VIFIVOPR + VP

e a aplicagao de Gauss é

1

N = — — .
\/1+IV¢!2+!V11)|2( Ve, =V, 1)

Usando que ¢ e P sao eikonais temos que |Vl e [V| sdo constantes, implicando que

_ 1 Af _ Ad + AP
(P+a) VI+IVOR+IVYE  (p+q)/1+IVOPE+ [V

Hy

Como VF(x,y,z) = —2u/([x]*)F - (x,0,0) temos pela Proposicao 1 que H; satisfaz
He =F-Hf— (N, VF)
A A 2u/(|x|?)F
. ¢+ AP B uw(|x) (x, V)
(p + qM1F+ VOR+ VPR /1+ VP + VP

[Ap + A —2(p + q)u/(IxX[*)(x, VP)],

T Pt VI IVOE VPP

isto ¢,
He(p + 1+ VO + (V2
f(p+q)y/ ' ¢ — AG +2(p + Q' (xP) (x, V) = Arp.
Agora tomando as derivadas com respeito a yi (i =1,---,q) e usando que |[Vl,|V |

e H sdo constantes obtemos %(All)) = 0, isto é, AP é constante. Entao pelo Lema 2

concluimos que VP é uma funcao afim, Hy, =Ap =0e

(P + q)Hey/T+ VO + [V
e—u(lx?)

Ab —2(p + g/ (X*) (x, V) =

finalizando a prova do teorema. ]

Em [43] Munteanu, Palmas e Ruiz-Herndndez provaram uma versao do Teorema 7 para
GTG de curvatura média constante no espaco Euclidiano RPT9+1 Assumindo as mesmas
hipéteses do Teorema 7 eles provaram que My é um hiperplano. A seguir construiremos

p+q+1
IEF

um exemplo de GTG minimo em que nao é um hiperplano, em contraste com o

Teorema 3.2 de [43].
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Corolario 1. Sejau(t) = 2—(% Int. Eziste um grafico translacional generalizado minimo

(GTG) em IFE,][F’J“]'Jrl que nao € um hiperplano do espaco Euclidiano.

Prova.

Seja ¢ : RP — {0} — R a funcao distancia ¢(x) = |x|, uma conta facil mostra que

Vo) = 5 (Vo) =, Vb =1 e Ap(x)=2 L.

X’ ]

Portanto, a funcao ¢ é uma solucao da equagao
Ap —2(p + q)u/(X*)(x, V) = 0.

Agora considere VP : RY — R a funcao afim Pp(y) = (a,y) + b, onde a € R e b € R.
Entao |VU| = |a| e AP = 0. Finalmente, seja f : (RP \ {0}) x RY — R definida por
f(x,y) = d(x) + P (y). Da expressio obtida para H; na prova do Teorema 7 segue que o

gréfico de f ¢ GTG minimo em ER*9*!,

3.2 Caso 1l-eikonal

Nesta secao vamos considerar o caso onde uma das fungoes ¢ ou P é eikonal. O seguinte

resultado caracteriza GTG minimos no caso 1-ekonal.

Teorema 8. Se ¢ € eikonal, entao My € minimo se, e somente se, & e satisfazem as
condicoes

Ad =2(p + qQu'(xP*)(x, V) + ¢

q(1+ [VU?)2Hy 4+ A2AP 4 (1 + A% 4 [V[2) =0,
onde Vol =A, ¢ € R e Hy, denota a curvatura média de My, em RI*TL,

Prova.

Seja Hf a curvatura média de My, com respeito a métrica Euclidiana. Do Lema 1

H, = PUFIVOR)EHy +q(l + [VHP) Hy + [VHPAG + VLAY
(P + Q)1+ VOR + |[VipP2)2 |
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Como no Teorema 7, seja X(u,v) a parametrizacdo do GTG. Desde que o fator con-

forme F satisfaz VF = —2u’([x|?)F(X(u,v)) - (x,0,0) e a aplicacao de Gauss é

1
N =
V14 VO + V)2

(—Vd), _VI-I)7 1)7

temos
2u/(Ix*)F

N.VF) =
N.VE) V1+ IVOR+ [V

(x, V).

Segue da Proposicao 1 que a curvatura média em E]FjJrqH é dada por H; = FH; —

(N, VF). Entao M¢ é minimo em EE+qH se, e somente se, Hy = %(N, VF). Assim,

p(1+IVHP)EHy + (1 + V)3 Hy + [VOPAG + [VOPAY _
P+ Q1+ [VOP + V)

21/ (Ix) (x, Vo).

Como ¢ é eikonal temos |[V|? constante e p(1 + ’V(MQ)%H(]) = A¢d. Substituindo na

equagao anterior obtemos

AD(1+ IVOP) + q(1 + [VUP)2Hy + [VUPAD + [V 2AY
1+ VPR + [VP)

2(p + Qu/(IxP)(x, Vo) =

_AGL+[VOP +[VHP) +q(1+ VP2 +[VHPAY
L+ [VOP + VP2

q(1 + [V s Hy, + [V[PAY
1+ VoL + [V

= A+

Portanto,

(1+ [VYP)2Hy + [VOPAY
L+ [VOP + [VipP2

Ad —2(p + Qu'(xP) (x, V) =

Como o lado esquerdo da igualdade depende apenas da varidvel x e o lado direito

depende apenas da variavel y, existe uma constante ¢ € R tal que

A —2(p + Q' (KP) (x, Vo) = ¢

q(1 + V2 2Hy, 4+ A2AP + (1 + A% 4 [V[2) =0,

onde [V| = A € R. Isto finaliza a prova do teorema. [ ]
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Se ¢ é uma funcao afim e u pertence a uma classe especial de fungoes, aplicamos o
Teorema 8 para obter uma caracterizacao de M,,. Mais especificamente, quando ¢ é afim
impomos uma restri¢ao adequada na primeira derivada da fungao u e provamos que My,

¢ um grafico minimo em R9*,

Corolario 2. Seja f: (0,00) XV C RxR9 — R uma func¢do suave definida por f(x,y) =
ax+b+yP(y) com a,b € R. Assuma que o grdfico de f é uma hipersuperficie translacional
minima em B3, onde F(x,y,z) = e (") ¢ w/(t?) - t € ndo constante. Entdo a =0 e

o grdfico de \p é minimo em R,
Prova.

De fato, veja que Vb = a e Ad = 0. Entao segue da prova do Teorema 8 que

0 =2a(l+ q)u'(x*)x+c

q(1+ VOP)FHy + a®Ap + (1 + a? + [VP) = 0.

Como a funcao u’(t?)-t nao é constante, pela primeira identidade, obtemos que a = ¢ = 0.

Agora, substituindo na segunda equacao d&
q(1+ [V[*)2Hy = 0.

Portanto, completamos a prova do corolario. [ ]

Observagao 1. Uma fung¢do w(t) nao satisfaz a hipdtese do Coroldrio 2 se, e somente
se, existe uma constante k € R tal que u'(t?) -t =k, Vt > 0. Fazendo a mudanca da

varidvel s = t% obtemos

u'(s) = % , entdo u(s) = 2k/s.

Este fato implica que o resultado indicado no Coroldrio 2 vale essencialmente para

qualquer funcgdo que ndo seja um maltiplo da funcdo u(s) = +/s.

Em um trabalho recente [59], Ruiz-Herndndez estudou a geometria dos gréficos trans-

lacionais generalizados, cuja curvatura média nao é zero e depende de suas primeiras p
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ou de suas segundas ( variaveis. Motivados por este trabalho, no préximo resultado con-
sideraremos graficos translacionais generalizados cuja curvatura média depende de suas

primeiras p variaveis. Mais precisamente,
Teorema 9. Se\ € eikonal e H = He(x,y) = He(X), entdo My, € minimo e

e—u(xl?)

T+ VIEIVOE 2

H

Hessq, (V, V(l))}

[A¢—2(p+q)u/(l><|2)<x, Vo)~ T VoR 2

onde w= |V|. Em particular, se P for constante obtemos

I ST gy V)

onde Hy, denota a curvatura média de Mg em RPT!,

Prova.

Como P é eikonal, temos V| = p € R. Considerando Wy = /1 +|Vd[2+ p? e as

notagoes introduzidas nas demonstracoes dos Teoremas 7 e 8 temos

Hf = FHy— (N, VF);

H 1 {_Hessd)(Vd),Vd)) n Ad +A1|)} .
! (p+4q) A% Wi ’
/ 2
v = 2 ),

deste modo

. e—u(x?) {_ Hessy (Vd, V)

_ ) o
RN W2 + A + AP —2(p + q)u'(xP){x, v¢>} .

Assim,

(p + q)HW; . Hessy (VO, V)

e u(ix?) W2 —Ad +2(p + gl (X)) (x, V) = Avp.

Como a fungao Hy nao depende da variavel y, derivamos ambos os lados em relacao

a Yi e obtemos que A é constante. Do Lema 2, segue que 1\ é afim e Hy = Ap = 0.
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Substituindo AP = 0 na equagao obtida para Hy d4

. e—u(x?) [_ Hessy (Vd, V)

. . I 2
= oTaw, W2 +Ab —2(p + q)u' (Ix)(x, Vd>>} :

Se a funcao 1\ é constante temos 1 =0 e

_enth )X V)
Hf = Pt PHe 2(p+q)u(lxl)\/w].

[ ]
No proximo resultado obtemos uma classificacao dos graficos translacionais generali-

zados minimos no caso especial p = 1 e u(t) = /1.

Corolario 3. Seja f : (x,p) x V € R x RY — R wma funcao suave definida por
f(x,y) = d(x) +W(y), onde x > 0 e € eikonal. Se o grifico de f é uma hipersuperficie
translacional generalizada minima em Eg”, com F(x,y,z) = e %) ¢ u(t) = V1, entdo

b € constante ou
1

d(x) = j:J dx,
\/Clef2(1+q)x_ 15(212
onde C1, Co € R e a=|V|.
Prova.
A condi¢ao de minimalidade para My e o Teorema 9 d&
" 2
" _9(1 102 r Cl) (d)) —0.
O =21+ Qo' — e
1
Como u(t) =vtex > a>0, obtemos u'(t) = —= e
mo u(t) = v/t mos u'(t) WG
d)//'(d)/)Q
n__ o _
deste modo
1+
¢ = (14 Q)0 + (0"

Fazendo a mudanga da variavel y = ¢’(x) obtemos a equagao diferencial de Bernoulli
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abaixo
1+q
1+ a2

y' =(1+qy+ Y.

Observe que y = 0 é a solugao trivial da equacao. Neste caso, temos que ¢ € constante.

1
Se y # 0, considere w =y 2 dai y = j:T, substituindo os coeficientes da equacao ob-
w

tida na expressao geral da solu¢ao de uma equacao de Bernoulli tem-se

W = e~ (D J(—(+a)dx 4 o—(=2) [(—(1+q))dx J (-2 [(=(1+a)ax(_g A+d) 4,

1+ a?
= Gpe2(1ta)xtki 4 e—2(1+a)xtks [ 21+ a)xtka(_g) (1+q) dx
J 1+ a?
- 2(14q)x+k 2(14q)xtk '_62(1+q)x+k3 ~
= Cpe 1L e e | — ¢
’ . 1+a? !
2(1+q)x+k 2(14+q)x+k ekatks
= Cpe2Utaix+k 4 o e—2(l+q)x+ks
" ' 1+ a?
— Cle—2(1+q)x o C2
1+ a?’
onde C; = ¢pe*t + ¢1e*? e com isso segue que
1
y== —
Cie201+q)x _ 2
\/ ' 1+ a?

entao lembrando que y = @’(x) completamos a prova.

3.3 Caso 1\ nao-eikonal

No Teorema 7 consideramos o caso em que as fungoes ¢ e P sao eikonal, no Teorema 8
e 9 apenas uma das fungoes é eikonal. No Teorema 10 abaixo, obtivemos um resultado

quando a funcao 1V é nao-eikonal.

Teorema 10. Suponha que AP = a e Hy, sejam constantes e que a funcao P nao seja
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eikonal. Se My for minimo em BRI entdo Hy, = 0, Ad = 2(p + q)u/([x[>)(x, V) e

_ 20 + QU (XP) (x, V) (1 +VPP) — al VP
p(1+|VoP)s '

Hg

Prova.
Novamente considerando as notacoes introduzidas nas demonstragoes dos Teoremas 7 e

8, e usando as hipoteses, obtemos

2(p + q)u (XI2) (x, V) (1 + [V + V) = (3.1)
p(1+ VP2 Hy + q(1 + IVOP) 2 Hy, + [VHPAG + [VH2AY.

A derivada em relacao a variavel y; (j =1,2,3,..., q), na igualdade acima, da

’ 2ty - AUV L\ Q0VP) I (V)
§Q(1+|V1|)| )2Hy, - 2, +Ad oy, =2(p + q)u/(|x]*)(x, V) oy
Isto é,
1 0 2
a1+ IV9P)  Hy + A0 — 2(p + qJu' (1K) (x, V) —Uz;i)l ) _

Como P nao é eikonal, devemos ter

a1+ VP, + A —2(p + a1 (P)x, V) = 0.

Observando que o primeiro termo depende apenas de y, que o segundo e terceiro termos

dependem apenas de x, concluimos que existe uma constante real b tal que
3 1
A1+ VP2 Hy = Ad —2(p + q)w/ (k) (x, Vo) = b.

Se Hy, # 0, segue que |[V|* é constante e portanto P é eikonal, contradizendo a

hipétese. Assim, b =Hy, =0 e Ap = 2(p + q)u/(|x[*)(x, V). Agora substituindo em
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(3.1) obtemos

2(p + g/ (IXP) (x, Vo) (1 + [V + [VY*) =
p(1+IVPP)2 Hy +2(p + q)u' (X) (x, VO) VI + al VP,

que implica
p(L+ VP 2Hy + alVI2 = 2(p + qu/ (XP)(x, V) (1 + [V ),

isto é,
_2(p + Qu (X (x, Vo) (1 + V) —alV[*
p(1+IVl*)? '

Hg

|
Com as mesmas hipdteses do Teorema 10, no corolario abaixo obtemos a expressao
geral da fungdo ¢ no caso p = 1. Além disso, se AP = 0 e existe t tal que u’(t) # 0,

provamos que My é um 1-cilindro sobre a hipersuperficie minima M.

Corolario 4. Com as suposi¢oes do Teorema 10, se p =1 vale o sequinte:
d(x) =c; - Je(”q)u("Q)dx + o, onde ¢q, ¢y € R.

Em particular, se AP = a =0 e existe t tal que U (t) # 0, entao ¢ € constante.

Prova.
Segue como consequéncia da prova do Teorema 10 que a funcao ¢ satisfaz ¢” = 2(1 +
g/ (x*)xd’. A equacao diferencial ordindria obtida ¢ homogénea de segunda ordem e

pode ser facilmente resolvida, cuja solucao é
(b(X) =C1- Je(l_'_q)u(XQ)dX + Cog, onde C1,Co2 € R.

Como a = 0, usando a expressao para a curvatura de uma curva regular e a expressao

de Hy dada pelo Teorema 10 temos

ci(1+ g)2xu/(x2)e b 9(1 4 g)u/(x?)xc et aut)
(1+ c2e2ramien®2 (14 cfe2lirajulx)l/z
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que implica

ciu’(x?)
(1 + C%eQ(lJrq)u(xQ))

= clu’(xz) , entao cfu’(x2)62(1+q)u(x2) —0.

Portanto, concluimos que ¢; = 0, entao ¢ é constante e My é um 1-cilindro sobre a
hipersuperficie minima M. [
A seguir, consideramos um caso especial da func¢ao u(t), no caso particular p =1 e
q = 2 obtemos um exemplo que nos assegura que a condicao de minimalidade para My é

essencial no Corolério 4.

Observagao 2. Considere o caso especial u(t) = vVt e tome p+1 = q = 2, seque do

Coroldrio 4 que

c
= L elltalx L ¢,
1+q

Sejap:(0,%) x (0,5) C R? = R definida por

$(x)

11’(91792) = arctan (2) )

Y1

é facil verificar que P nao € eikonal, Ap = a =0 e Hy, = 0. A fungao \ satisfaz as

hipoteses do Coroldrio 4 e a funcao ¢ € solugao da equacgao

Ad =2(p + QU (IXP)(x, V).

Usando a expressao para a curvatura de uma curva regular, obtemos que a curvatura do

grafico de ¢ é

3celtrak 2(p + Q' (XP) (x, V) (1 +[VPI*) — a V[

H. —
v (14 c2e2(1+a)x)¥/2 ? p(1+|V[*)3/2

Por outro lado, um cdlculo facil mostra que

3 ,8%
~ Cle

Hf:— 3/2%0, 1fC17§()

(1 + 0%66" + U%Jlry§>

Dai, concluimos que a condi¢ao de minimalidade para M, no Coroldrio 4, € essencial.



Capitulo 4

Rigidez de Superficies Capilares

Neste capitulo, obtemos uma estimativa precisa para o comprimento L(0X) do bordo 0X de
uma superficie capilar minima X2 em M3, onde M é uma variedade compacta tridimensi-
onal com bordo estritamente convexo, assumindo que £ tem indice um. A estimativa é em
termos do género de X, do nimero de componentes conexas de 0X e do angulo de contato
0. Fazendo uma suposicao extra sobre a geometria de M ao longo de 0M, caracterizamos
a geometria global de M, que é atingida apenas pelas bolas Euclidianas tridimensionais.

Para superficies capilares CMC estaveis também obtemos resultados semelhantes.

4.1 Superficies capilares minimas de indice um

Nessa secao estendemos os resultados provados por Mendes [39], que considerou superficies
minimas de bordo livre imersas em variedades compactas tridimensionais com bordo nao

vazio estritamente convexo, para superficies minimas capilares. Mais precisamente,

Teorema 11. Seja M3 uma variedade Riemanniana compacta tridimensional com bordo
ndo vazio OM. Suponha que Ric™ > 0 e II°™ > 1, onde Ric™ ¢ o tensor Ricci de
M e II°™ ¢ 4 sequnda forma fundamental de M. Se X2 for wma superficie minima
capilar propriamente mergulhada de indice um em M, com angulo de contato constante

0 € (0,7), entao o comprimento L(0X) de 0X satisfaz

L(0X) + cosGJ A(v,v)ds < 2mt(g + r)send, (4.1)
o

onde A denota a sequnda forma fundamental de L, v € o conormal unitdrio exterior para

40



Capitulo 4. Rigidez de Superficies Capilares 41

0X em X, g € o género de X e 1 € o numero de componentes conexas de 0L. Além disso,

se a iqualdade ocorre, temos o sequinte:
(i) X € isométrica a um disco plano de raio send;
(ii) L é totalmente geodésia em M;
(i4i) a curvatura geodésica de 9L em OM € k = cot 0;
(i) II=1; e
(v) todas as curvaturas seccionais de M sdo nulas em X.

Prova.

Seja ¢1 1 X — R a primeira autofuncao de Q. Conforme o Lema 1.35 em Colding
e Minicozzi [13] ¢; ndo muda de sinal. Entao, sem perda de generalidade, podemos
assumir ¢y > 0. Desde que ind(Z) = 1, para todo f € C*(X) com [ f-¢p1dA =0, temos
Q(f,f) > 0, ou seja,

11(v,v)
senf

J IV = (Ric(N) + [A[F)f] dA > J < + cot - A(v,v)) f2ds.
= or

Pelo Teorema 1, existe uma aplicacao conforme F = (fi,fy) : ¥ — D satisfazendo
deg(F) < g+, onde D' ={zecR?: ||z|]| < 1} é o disco Euclidiano unitario. Pelo Lema

3, podemos assumir f s fi - $1dA = 0. Entao, usando f; como funcao teste, obtemos

I(v,v
| ( (V’V)Jrcote-A(v,v)) Ras < | [IVAI? - (RielN) + |AJ*)2] dA < | [[9f:]PaA
or \ sen® z =

Observe que, como F é conforme,
2 2
ZJ |VFi||?dA = J IVF|[2dA =2 - Arca(F(Z)) = 2 - Area(D )deg(F) < 271(g +1).
b b

i=1

Portanto, como F(0X) = F(£) NS! ¢ S! (ja que F é prépria ), Ric > 0e Il > 1,

1
J ( + cotO - A(v,v)) ds < 2mdeg(F) < 27(g + 1),
ar \ send

implicando

L(0X) + COS@J A(v,v)ds < 27(g + r)sen®.
o
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o que garante (4.1).

Se aigualdade em (4.1) acontece, todas as desigualdades acima também sao igualdades.
Em particular, A = 0 (X é totalmente geodésica) o que garante (ii), Ric(N) = 0 e
[1(V,¥) = 1. Usando a equaciao de Gauss R + H? — [|A[|> = 2(Ric(N) + K), onde K é a
curvatura gaussiana de X e R é a curvatura escalar de M, temos 2K =R > 0.

Considere T a tangente unitdria a 0X. Como v = sen® N + cos0V ao longo de 9%, a

curvatura geodésica de 0L em X é dado por

k = _g(DTT7 V) = g(DTVa T)
= g(Dt(sen®N + cos6v), T)

= sen® - II(T,T) + cosOg(DtV, T).
Por outro lado

g(D1v,T) = ¢g(Dt(—sen®N +cosOv),T)
= senb-A(T,T)+ cosb -k =cosb - k.

Dai concluimos que

k =sen0 - II(T,T) + cos?0 - k,

ou seja,
II(T, T) 1
> .
send send

Além disso, ocorre igualdade se, e somente se, [I(T, T) = 1. Pelo teorema de Gauss-Bonnet

2n(2—2g—r1) = 2mx(X) = J KdA + J kds
ba s

ou seja,
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o que implica g = 0 e T = 1. Entao todas as desigualdades acima devem ser igualdades.
1
Entao, K = 0, L(0X) = 2mtsenB, k = <end garantindo assim (i) e II(T,T) = 1. Além

disso, observe que a curvatura geodésica k de 0L em OM satisfaz

k = —g(D+sT,¥) = —g(D+T,—send - N +cosb - v)
= sendg(DtT,N)—cos0g(D+T,v)
= senbA(T,T)+ cosOk =cosOk

= cot0,

o que nos garante (iii). Agora, sejam x € X e {e}, ez, e3 = N} C TyM tais que {e1, es} é

uma base ortonormal de T, X e denote por Ky, a curvatura seccional de M. Desde que
RiC(el, el) + RiC(eg, 62) + RiC(eg, 63) =R=0

em X e Ric > 0 em todos os pontos, temos Ric(ei,e;) =0 em X parai =1, 2, 3, o que
implica Ky (ei, e;) = 0 para i # j provando (v).

Sejam a,b € R tais que a? +b? = 1. Como II(V,¥) = 1 e II(T,T) = 1, segue que
[I(aV +bT,av+bT) =a?-1I(V,¥) +2ab - I[(V,T) +b% - II(T,T)

=a?+b2+2ab-I1(V,T),
da mesma forma

[I(av—bT,av—bT) =a?-1I(V,¥) —2ab-II(V,T) + b2 - II(T, T)
=a?+b%2—2ab-II(V,T).

Entao
[(av+bT,av+bT) =1, entio 2ab-II(¥,T) > 0;
[I(av—bT,av—>bT) >1, entdao —2ab-II(V,T) >0,

inferimos que II(v, T) =0 e II = 1 o que nos garante (iv). ]

Se fizermos uma suposigao extra sobre a geometria de M ao longo de dM, podemos

caracterizar a geometria global de M quando a igualdade em (4.1) for vélida.

Corolério 5. Seja M?® uma variedade Riemanniana tridimensional compacta com bordo
nao vazio OM. Suponha que Ric > 0 eIl > 1 e Ky (T,0M) > 0 para todo p € OM, onde

Km € a curvatura seccional de M. Se X2 for uma superficie minima capilar propriamente
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mergulhada de indice um em M, com angulo de contato constante 0 € (0, 7), entdo

L(0X) + COSGJ A(v,v)ds < 27(g + r)senb.
o%

Além disso, se a igualdade ocorre, entdo M? € isométrica a uma bola Euclidiana tridi-

mensional e L2 € isométrica ao disco Euclidiano de raio send.

Prova.

De acordo com o Teorema 11, a desigualdade é véalida. Além disso, se ocorrer igualdade
Y2 é totalmente geodésica e a curvatura geodésica de 90X em OM é k = cot0. Além disso,
obtemos L(0X) = 2mtsen®. Podemos supor, por uma possivel mudanca de orientacao, que
k = cotd > 0.

Agora, denote por Kap a curvatura gaussiana de 0M. Além disso, denote por k; e ko

as curvaturas principais de 0M em M. Pela equacao de Gauss
KaM - Km(TpaM) +k1k2 2 1.

Como 0X é uma curva simples de OM (pois L estd mergulhada em M), segue do
Teorema 3 que 0X limita um dominio em 0M que é isométrico a uma bola geodésica em
S2. Cortamos OM ao longo de 0X para obter duas superficies compactas com a geodésica
0Z como bordo comum. Aplicando o Teorema 3 a qualquer uma dessas duas superficies
compactas com bordo, concluimos que 0M é isométrica a 2-esfera unitaria padrao.

Assim pelo Teorema 2, M? é isométrica a bola Euclidiana tridimensional. Finalmente,
usando que X2 é totalmente geodésico, podemos concluir que L é isométrica ao disco
Euclidiano de raio sen®. [

No proximo resultado, obtemos uma estimativa superior sharp para a area de X,

quando M3 é um corpo estritamente convexo em R3.

Corolario 6. Seja Q um dominio limitado suave em R? cujo bordo 0Q) € estritamente
convezo, digamos I1 > 1, onde 11 € a sequnda forma fundamental de 0Q em R3. Se X2
for um disco capilar minimo propriamente mergulhado de indice um em ), com angulo

de contato constante © € (0,7), entdo a drea de X satisfaz

(2msen® — cos6 [,5 A(v, \/)ds)2

A(Z) €
() yp
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Além disso, se a igualdade ocorre, entao Q € a bola Fuclidiana unitaria tridimensional e

Y2 ¢ o disco Fuclidiano de raio sen@.

Prova.

A desigualdade isoperimétrica para superficies minimas (ver Teorema 1, [34]) diz que
4mtA(Z) < (%),

Entao, pelo Teorema 11,

2 9 _ 2
AlL) < L*(ez) _ (2rsen® — cosO [,5 A(v,v)ds) |

~

47t 47t

Observe que se ocorrer igualdade, pelo Corolario 5 inferimos que Q é a bola Euclidiana

tridimensional e £2 é o disco Euclidiano de raio sen®. ]

4.2 Superficies estaveis capilares CMC

Wang e Xia [64] provaram que qualquer hipersuperficie capilar estével imersa em uma bola
em formas espaciais é totalmente umbilica. Em nosso préximo resultado, consideramos
superficies capilares estaveis CMC imersas em uma variedade Riemanniana tridimensional
compacta com curvatura de Ricci nao negativa e bordo estritamente convexo e provamos

o seguinte:

Teorema 12. Seja M? uma variedade Riemanniana tridimensional compacta com bordo
nao vazio OM. Suponha que Ric > 0 e Il > 1. Se X2 for uma superficies capilar estdvel
CMC propriamente mergulhada em M, com angulo de contato constante © € (0, 7), entdo

o comprimento L(0L) de 0X satisfaz

L(0X) + cosGJ A(v,v)ds < 27(g + r)senb,
o

onde A denota a sequnda forma fundamental de X, v é o conormal unitario externo para
0X em X, g € 0 género de X e é o numero de componentes conezxas de 0X. Além disso,

se a iqualdade ocorre, temos o sequinte:

(i) L € isométrica a um disco plano de raio send;
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(ii) L € totalmente geodésica em M;

(iii) a curvatura geodésica de 9L em OM ¢é k = cot;
(iv) I=1;e

(v) todas as curvaturas seccionais de M sao nulas em L.

Prova.
Como na prova do Teorema 11, seja F = (f1,fy) : £ — D’ uma aplicagao conforme.

Tomando ¢; = 1 no Lema 3, podemos supor
J fidA =0
b

parai=1, 2. Como X é estavel

I1(v,v)
sen®

J [IVF:]]” — (Ric(N) + |A[]*)f;] dA > J < + cotO - A(v,v)) f2ds.
> ox

Somando em i e como 3 + 3 =1 em 90X, obtemos

11(v,v)
sen®

J [IIVF|[* = (Ric(N) + [|A|*)(f; + £3)] dA > J < + cot0 - A(v,v)) ds.
> 0x

Deste modo,

L(oX
(—) + Cotej A(v,v)ds < 2m(g + 7).
sen® ox

Além disso, se a igualdade for vélida, A = 0 (X é totalmente geodésica), Ric(N) =0e
I1(v,¥) = 1. Trabalhando exatamente como na prova do Teorema 11, temos o resultado.

Observacao 3. Os Coroldrios 5 e 6 também sao verdadeiros se mudarmos a hipdtese

“minimo de indice um”’por “CMC estavel .”
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