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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é demonstrar alguns resultados de rigidez e classi-
ficação para hipersuperfícies translacionais e hipersuperfícies translacionais generalizadas,
com curvatura média ou curvatura de Gauss - Kronecker constante, no espaço Euclidiano.

Palavras-chave: Hipersuperfície translacional. Hipersuperfície translacional generali-
zado. Curvatura média. Curvatura de Gauss - Kronecker.
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Abstract

The main objective of this work is to demonstrate some results of rigidity and classi-
fication for translational hypersurfaces and generalized translational hypersurfaces, with
average curvature or constant Gauss - Kronecker curvature, in the Euclidean space.

Key-words: Translational hypersurface. Generalized translational hypersurface. Mean
curvature. Gauss - Kronecker curvature.
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Introdução

O interesse em estudar superfícies mínimas remota ao século XVIII, com as obras seminais
de Euler, Lagrange e Meusnier. Eles também deram os primeiros exemplos não triviais
de tais superfícies, além dos planos: os catenóides (as únicas superfícies mínimas de
revolução) e os helicoides (as únicas superfícies mínimas reguladas).

Outra importante família de exemplos, as superfícies de Scherk, apareceu pela primeira
vez em um artigo publicado por Scherk em 1835. No mesmo artigo, ele caracterizou essa
família como as únicas superfícies mínimas (além dos planos) da forma z = f(x) + g(y)

para f e g funções suaves de uma única variável. Estas superfícies são chamadas de
superfícies de Scherk e são dados por

z =
1
a
log
∣∣∣∣cosaycosax

∣∣∣∣,
onde a é uma constante não nula.

As superfícies de Scherk podem ser expressas como a soma de duas curvas planas, a
saber, α(x) = (x, 0, f(x)) e β(y) = (0,y,g(y)). Outra superfície mínima que pode ser
escrita como a soma de duas curvas, que já era conhecida por Lie, é o helicoide

ψ(u, v) = (cos v · cosu, cos v · senu,u)

que se obtém como a soma de uma hélice circular α consigo mesma. De fato, considere a
hélice α(s) = 1

2(cos s, sen s, s), a mudança de coordenadas u = (s+t)
2 e v = (s−t)

2 dá

α(s) + α(t) = ψ(u, v).

Em geral, uma superfície M2 ⊂ R3 é chamada de superfície translacional se puder ser
expressa em uma forma paramétrica como

ψ(u, v) = α(u) + β(v),

onde α : I ⊂ R −→ R3, β : J ⊂ R −→ R3 são duas curvas regulares com α ′(s)×β ′(t) 6= 0.
Um caso particular das superfícies translacionais são os gráficos translacionais. No espaço
Euclidiano R3, uma superfície M2 é chamada de Gráfico Translacional se for dada
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como imagem de uma imersão Ψ : U ⊂ R2 −→ R3 da forma

Ψ(x,y) = (x,y, z(x,y)),

onde z(x,y) = f(x) + g(y) para f e g funções suaves de uma única variável, isto é, Ψ é
obtida como uma translação euclidiana da curva suave, α(x) = (x, 0, f(x)), pontualmente
ao longo da curva β(y) = (0,y,g(y)).

Mais recentemente, vários autores têm demonstrado interesse em estudar gráficos
translacionais. Por exemplo, Liu [8] obteve uma classificação para os gráficos transla-
cionais com curvatura média constante não nula ou Curvatura Gaussiana constante no
espaço Euclidiano de dimensão 3.

Teorema 0.1 (Liu,1999). Seja M2
f ⊂ R3 um gráfico translacional com curvatura Gaus-

siana constante Kf. Então Mf é congruente a um cilindro, assim Kf ≡ 0.

Teorema 0.2 (Liu,1999). Seja M2
f ⊂ R3 um gráfico translacional com curvatura média

constante Hf 6= 0. Então Mf é congruente à superfície dada pelo gráfico de

f(x,y) = −

√
1+ a2

2Hf

√
1− 4H2

fx
2 + ay ,a ∈ R.

Apresentaremos as demonstrações destes resultados na Seção 2.2.
O conceito de gráfico translacional em R3 foi generalizado por Dillen, Verstraelen e

Zafindratafa [3] para o espaço Rn+1. A saber, dizemos que uma hipersuperfície Mn do
espaço Euclidiano Rn+1 é umGráfico Translacional se for o gráfico de uma função dada
por F(x1 . . . , xn) = f1(x1) + · · · + fn(xn), onde (x1, ..., xn) são coordenadas cartesianas
e cada fi é uma função suave de uma variável real. Em [3], os autores obtiveram uma
classificação dos gráficos translacionais mínimos no espaço Euclidiano de dimensão n+ 1.
Em [2], Chen, Sun e Tang classificaram as gráficos translacionais com curvatura média
constante não nula, e Seo em [11] classificou os gráficos translacionais com curvatura de
Gauss-Kronecker constante em Rn+1. Estes resultados generalizam os teoremas do Liu,
e também apresentaremos suas demonstrações.

Agora, sejaMn ⊂ Rn+1 uma hipersuperfície orientada e λ1, . . . , λn são suas curvaturas
príncipais. Para cada r = 1, . . . ,n podemos considerar problemas similares, associados
ao r-ésimo polinômio simétrico elementar Sr, dado por Sr =

∑
16ii<···<ir6n λi1 · · · λir .

Em particular, S1 é a curvatura média, S2 é a curvatura escalar e Sn é a curvatura de
Gauss-Kronecker.

Lima, Santos e Sousa [6] apresentaram uma descrição completa de todos os gráficos
translacionais com curvatura escalar constante no espaço Euclidiano (n+ 1)-dimensional.
Lima et al. [5] obtiveram uma classificação completa dos gráficos translacionais com
r-curvatura Sr constante no espaço Euclidiano Rn+1, onde 3 6 r 6 n− 1.
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Recentemente, Moruz e Munteanu [9] definiram uma nova classe de gráficos translaci-
onais em R4, como o gráfico de uma função da forma

f(x,y, z) = g(x) + h(y, z).

No mesmo trabalho, os autores obtiveram uma classificação completa dos gráficos
translacionais mínimos. Ressaltamos que os gráficos translacionais, segundo a definição
de Moruz e Munteanu, também têm curvatura de Gauss-Kronecker nula.

Este novo conceito foi generalizado para dimensões mais altas por Munteanu, Palmas e
Hernández [10], que denominaram deGráficos Translacionais Generalizados(GTG).
Eles estudaram os GTG mínimos. Em particular, obtiveram uma expressão para a cur-
vatura média de um GTG que apresentamos nesta dissertação.

Seguindo essa linha, Aydin [1] porpôs o seguinte

Problema. Classificar os GTG de curvatura de Gauss-Kronecker constante e os GTG
de curvatura média constante em Rn+1, sem impor restrições ou restrições não naturais.

Em [7], os autores responderam à questão proposta por Aydin. A saber,

Teorema 0.3 (Lima, Santos, Sousa, 2019). Sejam φ : U ⊂ Rp −→ R e ψ : V ⊂ Rq −→ R
funções diferenciáveis. Considere o gráfico translacional generalizado Mf em Rp+q+1,
definido pela função f : U× V −→ R dada por f (u, v) = φ(u) +ψ(v). Se a curvatura de
Gauss-Kronecker Kf de Mf é constante, então Kf = 0.

Teorema 0.4 (Lima, Santos, Sousa, 2019). Seja f uma função diferenciável como no
teorema anterior. Se o gráfico translacional generalizado Mf ⊂ Rp+q+1 tem curvatura
média constante Hf 6= 0, então Kf ≡ 0.

Finalmente, demonstraremos tais resultados na Seção 2.3.
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Capítulo 1

Noções Preliminares

Neste capítulo vamos apresentar elementos da teoria de variedades diferenciáveies e de hi-
persuperfícies no espaço Euclidiano, que serão necessários para os cálculos das curvaturas
média e de Gauss-Kronecker.

1.1 Elementos da Teoria de Variedades Diferenciáveis

Seja M um espaço topológico. Dizemos que M é uma variedade topológica de dimensão
n ou n-variedade topológica se satisfaz as seguintes propriedades:

• M é um Espaço Hausdorff : para todo par de pontos distintos p,q ∈ M, existem
subconjuntos abertos disjuntos e U,V ⊂M tais que p ∈ U e q ∈ V .

• M possui uma base enumerável : existe uma base enumerável para a topologia de
M.

• M é localmente Euclidiano: cada ponto deM tem uma vizinhança que é homeomorfa
a um subconjunto aberto de Rn.

Uma carta coordenada emM é um par (U,ϕ), onde U é um subconjunto aberto deM
e ϕ : U→ Û é um homeomorfismo de U sobre um subconjunto aberto Û = ϕ(U) ⊂ Rn.

Seja M uma n-variedade topológica. Se (U,ϕ) e (V ,ψ) são duas cartas tais que
U ∩ V 6= ∅, a aplicação composta ψ ◦ ϕ−1 : ϕ (U ∩ V) → ψ (U ∩ V) é chamada a
aplicação de transição de ϕ para ψ . Duas cartas (U,ϕ) , (V ,ψ) são ditas ser suavemente
compatíveis se ou U ∩ V = ∅ ou ψ ◦ ϕ−1 é um difeomorfismo. Definimos um atlas para
M como uma coleção de cartas cujo os domínios cobrem M. Um atlas A é chamado um
atlas diferenciável se quaisquer duas cartas em A são suavemente compatíveis.

Um atlas é chamado maximal se não está contido própriamente em nenhum outro
atlas diferenciável. Se M é uma variedade topológica, uma estrutura diferenciável em M

é um atlas maximal diferenciável. Uma variedade diferenciável é um par (M,A), ondeM
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é uma variedade topológica e A é uma estrutura diferenciável. Se M é uma n-variedade
diferenciável, qualquer carta (U,ϕ) contida em um atlas diferenciável maximal é chamada
uma carta diferenciável.

Proposição 1.1. Seja M uma variedade topológica. Todo atlas diferenciável A para M
está contido em um único atlas diferenciável maximal chamado a estrutura diferenciável
determinada por A .

Demonstração. Ver [4], proposição 1.17.

Exemplo 1.1 (Gráficos de Funções Diferenciáveis). Se U ⊆ Rn é um subconjunto
aberto e f : U→ Rk é uma função diferenciável, o gráfico de f, Γ(f) = {(x,y) ∈ Rn×Rk :

x ∈ U e y = f(x)}, é uma n-variedade topológica. Seja π1 : Rn × Rk −→ Rn a projeção
sobre o primeiro fator. O atlas formado por uma única carta {(Γ(f),ϕ)}, ϕ : Γ(f) → U

(restrição de π1 a Γ(f)) determina a estrutura diferenciável em Γ(f).

Exemplo 1.2 (Subvariedades Abertas). Seja Mn é uma variedade diferenciável e
U ⊆M um subconjunto aberto. Considere o atlas definido em U por

AU = {cartas diferenciáveis (V ,ϕ) para M;V ⊆ U}.

Todo ponto p ∈ U está contido no domínio de alguma carta (W,ϕ) para M. Se V =

U ∩W, então (V ,ϕ|V) é uma carta em AU cujo domínio contém p. Além disso, o atlas
é diferenciável.

Exemplo 1.3 (Conjuntos de Nível). Suponha U ⊆ Rn um subconjunto aberto e seja
Φ : U → R uma função diferenciável. Para qualquer c ∈ R, o conjunto Φ−1(c) é
chamado um conjunto de nível de Φ. Escolha c ∈ R tal queM = Φ−1(c) 6= ∅, suponha
que ∇Φ(a) é não nulo em cada ponto a ∈ Φ−1(c), então existe i ∈ {1, . . . ,n} tal que
∂Φ
∂xi

(a) 6= 0 e pelo Teorema da Função Implícita existe uma vizinhança a ∈ Va ⊂M que
é localmente um gráfico de uma função ξa : Ua ⊂ Rn−1 → R. Segue do Exemplo 1.1
que o conjunto A = {(Γ(ξa),ϕa)} constitui um atlas para M e determina uma estrutura
diferenciável em M.

SuponhaM uma n-variedade diferenciável e f :M→ Rk,k > 1, uma função qualquer.
Dizemos que f é uma função diferenciável se para todo ponto p ∈ M, existe uma carta
diferenciável (U,ϕ) para M cujo domínio contém p e tal que a função composta f ◦ϕ−1

é diferenciável no conjunto aberto Û = ϕ−1(U) ⊆ Rn.
Sejam M e N variedades diferenciáveis e F : M → N uma função qualquer. Dizemos

que F é uma aplicação diferenciável se para todo ponto p ∈M existem cartas diferenciáveis
(U,ϕ) contendo p e (V ,ψ) contendo F(p) talque F(U) ⊆ V e a aplicação composta
ψ ◦ F ◦ψ−1 é diferenciável de ϕ(U) para ψ(V).
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Figura 1.1: Representação coordenada de F.

Um difeomorfismo de M para N é uma aplicação F bijetiva diferenciável que tem
inversa diferenciável. Dizemos que M e N são difeomorfas se existe um difeomorfismo
entre elas.

Exemplo 1.4. Se M é uma variedade diferenciável e (U,ϕ) é uma carta coordenada em
M, então ϕ : U −→ ϕ(U) ⊆ Rn é um difeomorfismo.

Uma aplicação linear v : C∞ (M)→ R é chamada uma derivação em p se satisfaz

v(fg) = f(p)vg+ g(p)vf, ∀f,g ∈ C∞(M).

O conjunto de todas as derivações de C∞(M) em p, denotado por TpM, é um espaço
vetorial chamado espaço tangente a M em p. Um elemento de TpM é chamado um vetor
tangente em p.

O Fibrado Tangente deM, denotado por TM, é a união disjunta dos espaços tangentes
em todos os pontos de M:

TM =
∐
p∈M

TpM.

Escrevemos um elemento desta união disjunta como um par ordenado (p, v), com
p ∈M e v ∈ TpM. Prova-se que o fibrado tangente de uma variedade diferenciávelMn é
uma varidedade diferenciável 2n-dimensional. No caso particular queM = Rn, mostra-se
que TRn é isomorfo a R2n.

Exemplo 1.5. A aplicação Dv(a) : C∞ (Rn) −→ R definida por

Dv(a)f = Dvf(a) =
d

dt

∣∣∣∣
0
f(a+ tv)

é uma derivação.

Se v =
∑
viei, em termos da base canônica, então Dv(a)f pode ser escrita como

Dv(a)f =
∑

vi
∂f

∂xi
(a).
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Proposição 1.2. Denotemos por Rna é o espaço dos vetores de Rn que tem origem no
ponto a. A aplicação va 7→ Dv(a) é um isomorfismo de Rna em TaRn.

Corolário 1.1. Para qualquer a ∈ Rn, as n derivações

∂

∂x1

∣∣∣∣
a

, . . . ,
∂

∂xn

∣∣∣∣
a

definidas por
∂

∂xi

∣∣∣∣
a

f =
∂f

∂xi
(a)

formam uma base para TaRn. Segue que TaRn tem dimensão n.

Se M e N são variedades diferenciáveis e F : M −→ N é uma função diferenciável,
para cada p ∈M é possível definir a aplicação

dFp : TpM −→ TF(p)N,

chamada diferencial de F em p. A saber, dado v ∈ TpM define-se dFp(v) como a derivação
em F(p) que age em f ∈ C∞(N) pela regra

dFp(v)f = v(f ◦ F).

Proposição 1.3 (Dimenção do Espaço Tangente). SeMn é uma variedade diferenciável,
então para cada p ∈M, o espaço tangente TpM é um espaço vetorial de dimensão n.

Demonstração. Ver [4], proposição 3.10.

SejamM uma variedade diferenciável e (U,ϕ) uma carta diferenciável. Pelo Exemplo
1.4, ϕ é em particular um difeomorfismo sobre ϕ(U). Logo dϕp : TpM −→ Tϕ(p)Rn

é um isomorfismo. Pelo Corolário 1.1, as derivações ∂
∂x1

∣∣
ϕ(p)

, . . . , ∂
∂xn

∣∣
ϕ(p)

formam uma

base de Tϕ(p)Rn. Portanto as preimagens ∂
∂xi

∣∣
p
= d(ϕ−1)ϕ(p)

(
∂
∂xi

∣∣
ϕ(p)

)
destes vetores

formam uma base para TpM. No caso especial em Rn, os vetores ∂
∂xi

∣∣
p
são literalmente

os operadores derivada parcial.
Se M é uma variedade, definimos uma curva em M como uma aplicação contínua

γ : J→M, onde J ⊆ R é um intervalo aberto. Agora sejaM uma variedade diferenciável.
Dado uma curva diferenciável em t0 ∈ J, definimos o vetor velocidade de γ em t0 denotado
por γ′(t0), como o vetor

γ′(t0) = dγ

(
d

dt

∣∣∣∣
t0

)
∈ Tγ(t0)M.

Proposição 1.4. Seja M uma variedade diferenciável e p ∈ M. Todo v ∈ TpM é a
velocidade de alguma curva diferenciável em M.

SejamM eN variedades diferenciáveis. Dado uma aplicação diferenciável F :M −→ N

e um ponto p ∈ M, definimos o posto de f em p como o posto da aplicação linear
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dFp : TpM→ TF(p)N, que é o posto da matriz jacobiana de F. Se F tem o mesmo posto r
em todo ponto, dizemos que tem posto constante e escrevemos posto F = r.

Como o posto de uma aplicação linear nunca é maior que a dimensão do domínio ou
contradomínio, obtemos que posto(F) 6 min{dimM, dimN}. Quando ocorre a igualdade
dizemos que F tem posto máximo em p, e se F tem posto máximo em todo ponto dizemos
que F tem posto máximo.

As aplicações de posto constante mais importantes são as de posto máximo. Uma
aplicação F : M −→ N é uma submersão diferenciável se a diferencial é sobrejetiva em
cada ponto (ou equivalentemente posto(F) = dimM). Uma aplicação F :M → N é uma
imersão diferenciável se a aplicação dFp : TpM → TF(p)N é injetiva em cada ponto (ou
equivalentemente posto(F) = dimN).

Exemplo 1.6. Se γ : J →M é uma curva diferenciável em uma variedade diferenciável
M, então γ é uma imersão se, e somente se, γ′(t) 6= 0 para todo t ∈ J.

Um mergulho diferenciável de M em N é uma imersão diferenciável que também é
um mergulho topológico, isto é, um homeomorfismo sobre F(M) ⊆ N na topologia de
subespaço. Uma subvariedade mergulhada de M é um subconjunto S ⊆ M que é uma
variedade com a topologia de subespaço, provida com uma estrutura diferenciável na qual
a aplicação inclusão ı : S ↪→ M é um mergulho diferenciável. Se S é uma subvariedade
mergulhada deM, a diferença dimM−dimS é chamada a codimensão de S em M. Uma
hipersuperfície mergulhada é uma subvariedade mergulhada de codimensão 1.

Proposição 1.5. Sejam M,N variedades diferenciáveis, U ⊆Mm aberto e f : U −→ Nn

diferenciável. Considere Γ(f) ⊆ M ×N. Então Γ(f) é uma subvariedade mergulhada de
dimensão m de M×N.

Demonstração. Defina a aplicação γf : U −→M×N por

γf(x) = (x, f(x)).

É claro que γf é uma aplicação diferenciável cuja imagem é Γ(f). Como a projeção πM :

M×N −→M satisfaz πM◦γf = x para todo x ∈ U, a composição d (πM)(x,f(x))◦d(γf)x é
a identidade em TxM para cada x ∈ U. Portanto, d(γf) é injetiva, logo γf é uma imersão
diferenciável. Além disso γf é um homeomorfismo sobre a imagem porque πM|Γ(f) é uma
inversa contínua. Portanto, Γ(f) é uma subvariedade mergulhada difeomorfa a U.

Se Φ :M −→ N é uma aplicação diferenciável, um ponto p ∈M é dito ser um ponto
regular de Φ se dΦp : TpM −→ TΦ(p)N é sobrejetiva, e um ponto crítico de Φ caso
contrário. Um ponto c ∈ N é dito ser valor regular de Φ se todo ponto do conjunto de
nível Φ−1(c) é um ponto regular, e valor crítico caso contrário.

8



Uma subvariedade imersa de M é um subconjunto S ⊆ M provido com uma topolo-
gia com respeito a qual é uma variedade topológica, e uma estrutura diferenciável com
respeito a qual a aplicação inclusão ı : S ↪→M é uma imersão diferenciável. Toda subva-
riedade mergulhada é uma subvariedade imersa. Uma hipersuperfície diferenciável é uma
subvariedade imersa de codimensão 1.

Proposição 1.6 (Imagens de Imersões como Subvariedades). Suponha que M e
N são variedades diferenciáveis e F : M −→ N uma imersão diferenciável injetiva. Seja
S = F(M). Então S tem uma única topologia e estrutura diferenciável tal que é uma
subvariedade diferenciável de N.

Demonstração. Ver [4], proposição 5.18.

Suponha S ⊆M uma subvariedade imersa de dimensão k. Uma parametrização local
de S é uma aplicação contínua X : U −→M cujo domínio é um subsonjuto aberto U ⊆ Rk,
cuja imagem é um subconjunto aberto de S e que considerando como uma aplicação em S,
é um homeomorfismo sobre a imagem. É chamado uma parametrização local diferenciável
se é um difeomorfismo sobre sua imagem. Se a imagem de X é toda S, é chamada uma
parametrização global.

Exemplo 1.7 (Parametrizações de Gráficos). Suponha U ⊆ Rn um subconjunto
aberto e f : U −→ Rk uma aplicação diferenciável. A aplicação γf : U −→ Rn ×Rk dada
por γf(u) = (u, f(u)) é uma parametrização global diferenciável de Γ(f).

Pela proposição 1.5, γf é uma imersão.
Um campo de vetores diferenciável é uma aplicação diferenciável X :M→ TM tal que

X(p) = Xp ∈ TpM para cada p ∈M. Para qualquer carta diferenciável (U,ϕ) podemos
escrever Xp em termos da base coordenada de vetores:

Xp =

n∑
i=1

Xi(p)
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

.

Isto define n funções Xi : U → R, chamadas as funções componentes de X na carta
dada. Na proposição abaixo apresentamos um critério para a diferenciábilidade de um
campo de vetores em função de suas funções componentes.

Proposição 1.7 (Critério de Diferenciabilidade para Campos de Vetores ). Seja M uma
variedade diferenciável e X :M −→ TM um campo de vetores. Se (U,ϕ) é qualquer carta
coordenada diferenciável em M, então a restrição de X a U é diferenciável se, e somente
se, as funções componentes com respeito a esta carta são diferenciáveis.
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1.2 Elementos da Teoria de Hipersuperfícies no Espaço

Euclidiano

A partir de agora todas as variedades consideradas serão subconjuntos do espaço Eucli-
diano Rn+1.

Associado a cada função diferenciável f : U ⊆ Rn+1 → R temos um campo de vetores
diferenciável chamado o gradiente ∇f de f, definido por

∇f(p) =
(
∂f

∂x1
(p), . . . ,

∂f

∂xn+1
(p)

)
.

Vimos no Exemplo 1.3 que os conjuntos de nível de funções f : U ⊂ Rn → R são
hipersuperfícies de Rn+1. O campo gradiente de f desempenha um importante papel na
obtenção do espaço tangente a cada ponto de um conjunto de nível, conforme enunciamos
no seguinte

Teorema 1.1. Seja U um conjunto aberto em Rn+1 e seja f : U → R uma função
diferenciável. Se c ∈ R é valor regular de f e p ∈ U é tal que c = f(p), então o conjunto
de todos os vetores tangentes a f−1(c) em p é igual a [∇f]>.

Toda hipersuperfície do espaço Euclidiano Rn+1 é localmente gráfico de alguma função
ξ : U ⊂ Rn → R. Além disso, podemos expressar gráficos como conjuntos de nível.

Exemplo 1.8. Seja f : U ⊂ Rn → R uma função diferenciável. Vimos que o gráfico de f

Γ(f) = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 : xn+1 = f(x1, . . . , xn)}

é uma hipersuperfície em Rn+1. Agora observe que Γ(f) = g−1(0), onde a função g é
dada como g(x1, . . . , xn+1) = xn+1 − f(x1, . . . , xn) e ∇g(p) = (− ∂f

∂x1
, . . . ,− ∂f

∂xn
, 1) nunca

se anula.

Se um campo de vetores em uma hipersuperfície M é tal que X(p) é tangente para
cada p ∈M, é chamado campo de vetores tangente emM. Se X(p) é ortogonal aM para
cada p ∈M, é chamado campo de vetores normal em M.

Um subconjuntoM ⊆ Rn+1 é dito ser conexo por caminhos se para cada par de pontos
p,q ∈M existe uma aplicação contínua α : [a,b]→M tal que α(a) = p e α(b) = q, ou
seja, α liga os pontos p e q.

Teorema 1.2. Seja M ⊆ Rn+1 uma hipersuperfície conexa. Então existe em M exata-
mente dois campos de vetores normais unitários N1 e N2, tal que N2(p) = −N1(p) para
todo p ∈M.

A escolha de um campo de vetores normal unitário diferenciável em uma hipersuper-
fície M ⊂ Rn+1 é chamado uma orientação. Uma hipersuperfície junto com a escolha de
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uma orientação é chamada uma hipersuperfície orientada. A cada hipersuperficie orien-
tada M está associada uma aplicação N :M→ Sn tal que |N(p)| = 1 para todo p ∈M,
chamada a Aplicação de Gauss. A imagem da aplicação de Gauss

N(M) = {q ∈ Sn : q = N(p) para algum p ∈M},

é chamada a imagem esférica da hipersuperfície orientada M.

1.2.1 A Aplicação de Weingarten

Considere o campo normal N definido sobre uma hipersuperfícieM ⊂ Rn+1. Para p ∈M
e v ∈ TpM, a derivada direcional de N ponto p na direção de v, denotada por ∇vN(p), é
ortogonal a N(p). Com efeito,

0 = ∇v(1) = ∇v (N ·N) (p) = ∇vN(p) ·N(p) +N(p) · ∇vN(p) = 2 · ∇vN(p) ·N(p).

Com isto, a aplicação linear Lp : TpM → TpM dada por Lp(v) = −∇vN(p) fica
bem definida. A aplicação Lp é denominada aplicação de Weingarten de M em p, ou
Operador Shape de M em p. A seguir, apresentamos um resultado que mostra a matriz
que representa Lp no caso que a hipersupefície é um conjunto de nível.

Proposição 1.8. Seja M = f−1(c) uma hipersuperfície em Rn+1, orientada por ∇f
|∇f| .

Suponha que existe p ∈M tal que ∇f(p)
|∇f(p)| = en+1, onde {e1, . . . , en, en+1} é base canônica

de Rn+1. Então a matriz de Lp com relação a base {e1, . . . , en} ⊂ TpM é(
−

1
|∇f|

∂2f

∂xi∂xj
(p)

)
. (1.1)

Demonstração. Considere N = (N1, . . . ,Nn,Nn+1) =
∇f
|∇f| , donde obtemos

∂f

∂x1
(p) = 0,

· · · , ∂f
∂xn

(p) = 0 e
∂f

∂xn+1
(p) = |∇f(p)|. Para obtermos a matriz de Lp usaremos que

Lp(ei) = − (∇eiN1, . . . ,∇eiNn,∇eiNn+1) (p),

e vamos calcular ∇eiNj(p) para i = 1, . . . ,n. Temos,

∇eiNj(p) =
∂Nj

∂xi
(p) =

∂

∂xi

(
∂f
∂xj

|∇f|

)
(p)

=
1

|∇f(p)|
∂2f

∂xi∂xj
(p) +

∂f

∂xj
(p)

∂

∂xi

(
1

|∇f|

)
(p)

=
1

|∇f(p)|
· ∂2f

∂xi∂xj
(p).

Da igualdade obtida concluímos o resultado.
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No teorema a seguir apresentamos uma importante propriedade do operador de Wein-
garten.

Teorema 1.3. A aplicação de Weingarten Lp é auto-adjunta, isto é,

Lp(v) ·w = v · Lp(w)

para quaisquer v,w ∈ TpM.

Demonstração. Seja Mn ⊂ Rn+1 uma hipersupefície. É sabido que localmente podemos
expressarM como conjunto de nível. Assim, dado um ponto q ∈M existe uma vizinhança
q ∈ Uq ⊂ M e uma função f : U ⊆ Rn −→ R tal que Uq = f−1(c) para algum valor
regular c ∈ R. Desta forma, o campo normal sobre Uq ⊂ M é N = ∇f

|∇f| . Então, para
todo p ∈ Uq vale

Lp(v) ·w =−∇vN(p) ·w

=−∇v
(
∇f
|∇f|

)
(p) ·w

=−

[
∇v
(

1
|∇f|

)
∇f(p) + 1

|∇f(p)|
∇v(∇f)(p)

]
·w

=−∇v
(

1
|∇f|

)
(p)∇f(p) ·w−

1
|∇f(p)|

∇v(∇f)(p) ·w.

Desde que ∇f(p) ·w = 0, o primeiro termo se anula. Portanto

Lp(v) ·w =−
1

|∇f(p)|
∇v(∇f)(p) ·w

=−
1

|∇f(p)|

(
∇v

∂f

∂x1
, . . . ,∇v

∂f

∂xn+1

)
(p) ·w

=−
1

|∇f(p)|

(
n+1∑
i=1

∂2f

∂xi∂x1
(p)vi, . . . ,

n+1∑
i=1

∂2f

∂xi∂xn+1
(p)vi

)
·w

=−
1

|∇f(p)|

n+1∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(p)viwj,

onde v = (v1, . . . , vn+1) e w = (w1, . . . ,wn+1). O mesmo cálculo trocando w e v mostra
que

Lp(w) · v = −
1

|∇f(p)|

n+1∑
i,j=1

n+1∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(p)wivj.

Desde que ∂2f
∂xi∂xj

(p) = ∂2f
∂xj∂xi

(p), concluímos que Lp(v) ·w = Lp(w) · v.

Por Lp ser uma aplicação linear auto-adjunta, existe uma base ortonormal de auto-
vetores para TpM. Seja v ∈ TpM tal que ||v|| = 1. O número k(v) = Lp(v) · v é
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chamado curvatura normal de M em p na direção de v. Os autovalores k1(p), . . . ,kn(p)
da aplicação de Weingarten Lp : TpM→ TpM são chamados curvaturas principais de M
em p, e os autovetores unitários são chamados direções principais

Associado a transformação linear auto-adjunta Lp : TpM → TpM, está uma função
Lp : TpM→ R definida por

Lp(v) = Lp(v) · v.

A função Lp é a forma quadrática associada com Lp. A forma quadrática associada com
a aplicação de Weingarten Lp em um ponto p de uma hipersupefície orientadaM ⊆ Rn+1

é chamada segunda forma fundamental deM em p. A primeira forma fundamental deM
em p é a forma quadrática Fp associada com a aplicação identidade em TpM. Portanto
Fp(v) = v · v = ||v||2, para todo v ∈ TpM.

1.2.2 Curvatura de Hipersuperfícies

O determinante K(p) = detLp é chamado a Curvatura de Gauss-Kronecker de M em p.
A curvatura média de M em p é definida como H(p) = 1

n
tr(Lp).

Teorema 1.4. SejaM uma hipersuperfície orientada em Rn+1 e p ∈M. Seja X qualquer
campo normal não-nulo em M tal que N = X

|X|
e {v1, . . . , vn} uma base qualquer em TpM.

Então

K (p) = (−1)n
detA

|X(p)|n detB
(1.2)

onde A =


∇v1X

...
∇vnX
X(p)

 e B =


v1
...
vn

X(p)

, e cada vetor representa uma linha da matriz.

Demonstração. Desde que X = |X| ·N,
∇v1X

...
∇vnX
X(p)

 =


∇v1(|X|)N(p) + (|X(p)|)∇v1N

...
∇vn(|X|)N(p) + (|X(p)|)∇vnN

|X(p)|N(p)


(n+1)×(n+1)

.

Denotaremos por li = ∇vi(|X|)N(p) + (|X(p)|)∇viN a i-ésima linha da matriz acima,
onde i = 1 . . . ,n, e ln+1 = |X(p)|N(p). Trocando cada linha li por li −

∇vi(|X|)
|X(p)|

ln+1
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obtemos uma nova matriz que possui o mesmo determinante. Daí,

det(A) = det


|X(p)|∇v1N

...
|X(p)|∇vnN
|X(p)|N(p)

 = |X(p)|n det


∇v1N

...
∇vnN

|X(p)|N(p)



= (−1)n|X(p)|n det


Lp(v1)

...
Lp(vn)

X(p)

 .

Note que 
Lp(v1)

...
Lp(vn)

X(p)

 =


0

[Lp]
> ...

0 · · · 0 1



v1
...
vn

X(p)


onde [Lp] é a matriz de Lp, com respeito a base {v1, . . . , vn} de TpM e [Lp]> sua transposta.
Portanto,

det


Lp(v1)

...
Lp(vn)

X(p)

 = det[Lp] det


v1
...
vn

X(p)

 .

Daí concluímos que,

detA =(−1)n|X(p)|n det[Lp] det


v1
...
vn

X(p)


=(−1)n|X(p)|n det[Lp] detB

=(−1)n|X(p)|nK(p) detB.

Isto completa a demonstração.

Exemplo 1.9. Seja f : U ⊂ Rn → R uma função diferenciável. A curvatura de Gauss-
Kronecker Kf, do gráfico de f denotado por Γ(f), é dada pela fórmula

Kf =
det (Hess f)

(1+ |∇f|2)
n+2

2
(1.3)
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onde a orientação N é escolhida tal que N(p) · (0, . . . , 0, 1) > 0, para todo p ∈ U.

Demonstração. Defina g : U × R −→ R por g(x1, . . . , xn, xn+1) = xn+1 − f(x1, . . . , xn).
Temos Γ(f) = g−1(0), ∇g = (− ∂f

∂x1
, . . . ,− ∂f

∂xn
, 1) e N = ∇g/|∇g|.

Seja {v1 = (1, 0, . . . , 0, ∂f
∂x1

(p)), · · · , vn = (0, . . . , 1, ∂f
∂xn

(p))} uma base de TpM. Veja
que

det


∇v1(∇g)

...
∇vn(∇g)
∇g

 = det


− ∂2f
∂x1∂x1

· · · − ∂2f
∂x1∂xn

0
... . . . ...

...
− ∂2f
∂xn∂x1

· · · − ∂2f
∂xn∂xn

0
− ∂f
∂x1

· · · − ∂f
∂xn

1


(n+1)×(n+1)

= det
(
−

∂2f

∂xi∂xj

)
=(−1)n detHess f.

Prova-se por indução que

det


v1
...
vn

∇g

 = det



1 0 · · · 0 ∂f
∂x1

0 1 · · · 0 ∂f
∂x2...

... . . . ...
...

0 0 · · · 1 ∂f
∂xn

− ∂f
∂x1

− ∂f
∂x2

· · · − ∂f
∂xn

1


=1+

n∑
i=1

(
∂f

∂xi

)2

= |∇g|2.

Pelo Teorema 1.4, obtemos que a expressão da curvatura de Gauss-Kronecker do gráfico
de f é

Kf =(−1)n
(−1)n detHess f

|∇g|n|∇g|2

=
detHess f

(1+ |∇f|2)
n+2

2
,

como queríamos.

Vamos agora a uma expressão da curvatura média H de uma hipersuperfície.

Proposição 1.9. Seja Mn uma hipersuperfície orientada por N em Rn+1. Então a
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curvatura média de M é dada por

H(p) = −
divN
n

.

Demonstração. A prova segue diretamente do seguinte fato:

divN = tr{v 7→ ∇vN} = tr (−Lp) .

Exemplo 1.10. A curvatura média Hf do gráfico de f : U ⊆ Rn → R, denotado por Γ(f),
é

Hf =
1
n
div

(
∇f√

1+ |∇f|

)
. (1.4)

Demonstração. Defina g : U × R −→ R por g(x1, . . . , xn+1) = xn+1 − f(x1, . . . , xn).
Assim Γ(f) = g−1(0). Temos que N = ∇g

|∇g| =
1√

1+|∇f|2

(
− ∂f
∂x1

, . . . ,− ∂f
∂xn

, 1
)
, ∆g = −∆f

e ∇g = (−∇f, 1).
Vamos usar a propriedade do divergente div(hX) = h div∇f + 〈∇h,∇f〉, aplicado a

h = 1√
1+|∇f|2

e X = ∇g. Para isto, veja que

∇

(
1√

1+ |∇f|2

)
=
−
(∑n+1

j=1
∂f
∂xj

∂2f
∂x1∂xj

, . . . ,
∑n+1
j=1

∂f
∂xj

∂2f
∂xn∂xj

, 0
)

(1+ |∇f|2)
3
2

=
(−Hess f · ∇f, 0)

(1+ |∇f|2)
3
2

.

Por um lado, temos

Hf =−
1
n
div
(
∇g(p)
|∇g(p)|

)
=−

1
n

[
div∇g√
1+ |∇f|2

+

〈
∇

(
1√

1+ |∇f|2

)
,∇g

〉]

=−
1
n

[
−∆f√
1+ |∇f|2

+

〈
(−Hess f · ∇f, 0)

(1+ |∇f|2)
3
2

, (−∇f, 1)
〉]

=
1
n

[
∆f

(1+ |∇f|2)
−

〈
Hess f · ∇f
(1+ |∇f|2)

3
2
,∇f

〉]
.
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Agora observe que

1
n
div

(
∇f√

1+ |∇f|2

)
=
1
n

[
div∇f√
1+ |∇f|2

+

〈
−Hess f · ∇f
(1+ |∇f|2)

3
2
,∇f

〉]

=
1
n

[
∆f√

1+ |∇f|2
−

〈
Hess f · ∇f
(1+ |∇f|2)

3
2
,∇f

〉]

=
(1+ |∇f|2)∆f− 〈Hess f · ∇f,∇f〉

n (1+ |∇f|2)
3
2

.

Com isto concluímos a demonstração.

Corolário 1.2 (da demonstração). A curvatura média do gráfico de f : U ⊆ Rn → R
é dada por

Hf =
(1+ |∇f|2)∆f− 〈Hess f · ∇f,∇f〉

n (1+ |∇f|2)
3
2

. (1.5)
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Capítulo 2

Gráficos Translacionais

Este capítulo ficou divido em três seções. Primeiro iremos definir os gráficos translacio-
nais (generalizados) no espaço Euclidiano e obter expressões para as curvaturas média e
de Gauss-Kronecker destas hipersuperfícies. As demonstrações dos principais resultados
serão apresentadas em outras duas seções, uma com os teoremas de Liu em R3 e outra
com resultados no espaço Euclidiano de dimensão qualquer.

2.1 Curvatura de gráficos translacionais

Abaixo apresentamos as definições de gráficos translacionais e gráficos translacionais ge-
neralizados.

Definição 2.1. Sejam fi : Ji ⊂ R −→ R uma função diferenciável de uma variável, Ji um
intervalo aberto, para i = 1, . . . ,n, e considere a função f : J1 × · · · × Jn −→ R definida
por f (x1, . . . , xn) = f1(x1) + · · ·+ fn(xn). Uma hipersuperfície Mn no espaço Euclidiano
Rn+1, n > 2, é um Gráfico Translacional se é dada como imagem de uma imersão

Ψ : U ⊂ Rn −→ Rn+1 : Ψ (x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn, f (x1, . . . , xn)) ,

onde U = J1 × · · · × Jn.

Definição 2.2. Sejam φ : U ⊂ Rp −→ R e ψ : V ⊂ Rq −→ R funções diferenciáveis
e f : U × V −→ R definida por f (u, v) = φ(u) + ψ(v). Uma hipersuperfície Mp+q no
espaço Euclidiano Rp+q+1 é um Gráfico Translacional Generalizado se é dada como
imagem de uma imersão

Ψ : U× V ⊂ Rp+q → Rp+q+1 : Ψ(u, v) = (u, v, f(u, v)).

Usaremos as notações u = (x1, . . . , xp) e v = (y1, . . . ,yq), e Mφ,Mψ e Mf para
denotar os gráficos de φ,ψ e f, respectivamente.
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No próximo teorema obtemos uma expressão para a curvatura média de gráficos trans-
lacionais.

Teorema 2.1. Sejam fi : Ji ⊂ R −→ R uma função diferenciável de uma variável, Ji um
intervalo aberto, onde i = 1, . . . ,n, e f : J1 × · · · × Jn −→ R definida por f (x1, . . . , xn) =
f1(x1) + · · ·+ fn(xn). A curvatura média Hf de Mf é dada por

Hf =

∑n
i=1

(
1+

∑n
j6=i,j=1(f

′
j)

2
)
f′′i

n (1+ |∇f|2)
3
2

. (2.1)

Demonstração. É fácil verificar que ∇f = (f′1, . . . , f′n), Hess f = diag(f′′1 , · · · , f′′n) e ∆f =∑n
i=1 f

′′
i . Aplicamos a matriz hessiana de f no gradiente da f obtemos

Hess f · ∇f =(f′1f
′′
1 , . . . , f

′
nf
′′
n).

Agora, fazendo o produto interno do vetor obtido com o gradiente da f temos

〈Hess f · ∇f,∇f〉 =
n∑
i=1

(f′i)
2f′′i .

Substituindo esses elementos na expressão da curvatura média do gráfico da f (em
(1.5)) concluímos que

Hf =

(
1+

∑n
j=1(f

′
j)

2
)∑n

i=1 f
′′
i −

∑n
i=1(f

′
i)

2f′′i

n (1+ |∇f|2)
3
2

=

∑n
i=1

(
1+

∑n
j=1(f

′
j)

2
)
f′′i −

∑n
i=1(f

′
i)

2f′′i

n (1+ |∇f|2)
3
2

=

∑n
i=1

(
1+

∑n
j=1(f

′
j)

2 − (f′i)
2
)
f′′i

n (1+ |∇f|2)
3
2

=

∑n
i=1

(
1+

∑n
j6=i,j=1(f

′
j)

2
)
f′′i

n (1+ |∇f|2)
3
2

,

como queríamos.

Teorema 2.2. Sejam fi : Ji ⊂ R −→ R uma função diferenciável de uma variável, Ji um
intervalo aberto, onde i = 1, . . . ,n, e f : J1 × · · · × Jn −→ R definida por f (x1, . . . , xn) =
f1(x1) + · · ·+ fn(xn). A curvatura de Gauss-Kronecker Kf de Mf é dada por

Kf =
f′′1 · · · f′′n

(1+ |∇f|2)
n+2

2
. (2.2)
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Demonstração. Note que Hess f = diag(f′′1 , . . . , f′′n). Segue do Exemplo 1.9 que

Kf =
det (diag(f′′1 , . . . , f′′n))

(1+ |∇f|2)
n+2

2

=
f′′1 · · · f′′n

(1+ |∇f|2)
n+2

2
.

Muntenu, Palmas e Ruiz-Hernández [10] obtiveram uma expressão para a curvatura
Média de um gráfico translacional generalizado. A saber

Teorema 2.3 (Muntenu, Palmas e Ruiz-Hernández, 2016). Sejam φ : U ⊂ Rp −→ R
e ψ : V ⊂ Rq −→ R funções diferenciáveis e f : U × V −→ R definida por f (u, v) =

φ(u) +ψ(v). Então a curvatura média Hf de Mf é dada por

Hf =
pW3

φHφ + qW3
ψHψ + |∇ψ|2∆φ+ |∇φ|2∆ψ
(p+ q)W3

f

, (2.3)

onde Wf =
√

1+ |∇φ|2 + |∇ψ|2, Wφ =
√

1+ |∇φ|2 e Wψ =
√

1+ |∇ψ|2.

Demonstração. Pelo Corolário 1.2 temos as segiuntes expressões para as curvaturas média
dos gráficos de φ e ψ,

pHφW
3
φ =W2

φ∆φ− 〈Hessφ · ∇φ,∇φ〉 e qHψW3
ψ =W2

ψ∆ψ− 〈Hessψ · ∇ψ,∇ψ〉,

respectivamente. Agora veja que∇f = (∇φ,∇ψ), |∇f|2 = |∇φ|2+|∇ψ|2 e ∆f = ∆φ+∆ψ.
Além disso,

Hess f =

(
Hessφ 0

0 Hessψ

)
.

Aplicando Hess f a ∇f obtemos(
Hessφ 0

0 Hessψ

)
(∇φ,∇ψ) = (Hessφ∇φ, Hessψ∇ψ) .

Agora fazemos o produto interno do vetor acima com ∇f temos

〈Hess f · ∇f,∇f〉 =〈(Hessφ · ∇φ, Hessψ · ∇ψ) , (∇φ,∇ψ)〉

=〈Hessφ · ∇φ,∇φ〉+ 〈Hessψ · ∇ψ,∇ψ〉.
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Novamente aplicando o Corolário 1.2 concluímos que

Hf =
(1+ |∇φ|2 + |∇ψ|2) (∆φ+ ∆ψ) − 〈Hessφ · ∇φ,∇φ〉− 〈Hessψ · ∇ψ,∇ψ〉

n (1+ |∇φ|2 + |∇ψ|2)
3
2

=
W2
φ∆φ+ |∇ψ|2∆φ+W2

ψ∆ψ+ |∇φ|2∆ψ− 〈Hessφ · ∇φ,∇φ〉− 〈Hessψ · ∇ψ,∇ψ〉

(p+ q) (1+ |∇φ|2 + |∇ψ|2)
3
2

=
W2
φ∆φ− 〈Hessφ∇φ,∇φ〉+W2

ψ∆ψ− 〈Hessψ∇ψ,∇ψ〉+ |∇ψ|2∆φ+ |∇φ|2∆ψ

(p+ q) (1+ |∇φ|2 + |∇ψ|2)
3
2

=
pHφW

3
φ + qHψW

3
ψ + |∇ψ|2∆φ+ |∇φ|2∆ψ

(p+ q) (1+ |∇φ|2 + |∇ψ|2)
3
2

.

Uma expressão para a curvatura de Gauss-Kronecker de um gráfico translacional ge-
neralizado foi obtida em [7]. A saber

Teorema 2.4 (Lima, Santos, Sousa, 2019). Sejam φ : U ⊂ Rp −→ R e ψ : V ⊂ Rq −→
R. Defina f : U× V ⊂ Rp+q+1 −→ R por f (u, v) = φ(u) + ψ(v). Então a curvatura de
Gauss-Kronecker Kf de Mf é dada por

Kf =
KφW

p+2
φ KψW

q+2
ψ

Wp+q+2
f

, (2.4)

onde Kφ e Kψ são as curvaturas de Gauss-Kronecker dos gráficos de φ e ψ respectiva-
mente.

Demonstração. Pelo Exemplo 1.9, temos KφWp+2
φ = detHessφ e KψWq+2

ψ = detHessψ.
Desde que a hessiana de f é dada por

Hess f =

(
Hessφ 0

0 Hessψ

)
,

obtemos que detHess f = det (Hessφ) det (Hessψ). Novamente aplicando o resultado
obtido no Exemplo 1.9 temos

Kf =
detHess f
Wp+q+2
f

=
det (Hessφ) det (Hessψ)

Wp+q+2
f

=
KφW

p+2
φ KψW

q+2
ψ

Wp+q+2
f

.
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2.2 Resultados no R3

Nesta seção apresentaremos os resultados de Liu para gráficos translacionais em R3.

Teorema 2.5 (Liu, 1999). Seja Mf um gráfico translacional com curvatura de Gauss
constante Kf no espaço Euclidiano de dimensão 3. EntãoMf é congruente a um cilindro,
assim Kf ≡ 0.

Demonstração. Considere Mf dada pelo gráfico da função f : I × J −→ R definida por
f(x,y) = g(x) + h(y), onde g : I −→ R e h : J −→ R são funções diferenciáveis, I e J
são intervalos abertos. Por (2.2) a curvatura de Gauss de Mf, para n = 2, é dada pela
expressão

Kf =
g′′(x)h′′(y)

(1+ g′(x)2 + h′(y)2)2
.

Por hipótese Kf é constante. Derivando Kf com relação a y temos

0 =
g′′(x)h′′′(y)(1+ |∇f|2)2 − 4g′′(x)h′(y)(h′′(y))2(1+ |∇f|2)

(1+ |∇f|2)4
,

logo
0 = g′′(x)h′′′(y)(1+ |∇f|2)2 − 4g′′(x)h′(y)(h′′(y))2(1+ |∇f|2).

Dividindo a equação por 1+ |∇f|2 e colocando g′′(x) em evidência obtemos

0 = g′′(x)
[
h′′′(y)(1+ |∇f|2) − 4h′(y)(h′′(y))2

]
. (2.5)

Suponha g′′(x) 6= 0. Então temos

h′′′(y)(1+ |∇f|2) = 4h′(y)(h′′(y))2. (2.6)

Da nossa suposição g′(x) é não constante, em particular g′(x) 6= 0. Vamos mostrar que
h′′′(y) = 0. Derivamos a equação (2.6) com relação a x obtem-se

h′′′(y)2g′(x)g′′(x) = 0.

Portanto h′′′(y) = 0. Voltando para a equação (2.6) temos

h′(y)(h′′(y))2 = 0.

Se fosse h′′ 6= 0 teríamos h′ não constante, em particular h′ 6= 0, um absurdo. Portanto
h′′ = 0. Integrando temos h(y) = ay+b,a,b ∈ R,a 6= 0. Considere Ψ : U = I× J −→ R3

22



dada por Ψ(x,y) = (x,y, f(x,y)) uma parametrização de Mf, então

Ψ(x,y) =(x,y,g(x) + ay+ b)

=(x, 0,g(x) + b) + y(0, 1,a),

que é um cilíndro. Por outro lado, supondo g′′(x) = 0, g temos que g é linear, assim,
concluímos em qualquer caso que Mf é um cilíndro e portanto Kf ≡ 0.

Teorema 2.6 (Liu, 1999). Seja Mf um gráfico translacional com curvatura média cons-
tante Hf 6= 0 no espaço Euclidiano de dimensão 3. Então Mf é congruente a superfície
dada pelo gráfico de

f(x,y) = −

√
1+ a2

2Hf

√
1− 4H2

fx
2 + ay ,a ∈ R.

Demonstração. Considere Mf dada pelo gráfico da função f : I × J −→ R definida por
f(x,y) = g(x) + h(y), onde g : I −→ R e h : J −→ R são funções diferenciáveis, I e J são
intervalos abertos. Por (2.1) a curvatura média deMf, para n = 2, é dada pela expressão

Hf =
g′′(x)(1+ (h′(y))2) + h′′(y)(1+ (g′(x)2))

2(1+ |∇f|2) 3
2

. (2.7)

Derivando Hf com relação a x temos

0 =
[g′′′(1+ (h′)2) + 2h′′g′g′′)] (1+ |∇f|2) 3

2

2(1+ |∇f|2)3

−
[g′′(1+ (h′)2) + h′′(1+ (g′(x)2))] 3(1+ |∇f|2) 1

2g′g′′

2(1+ |∇f|2)3
.

Reorganizando os termos temos

0 =
[g′′′(1+ (h′)2) + 2h′′g′g′′)]

2(1+ |∇f|2) 3
2

−
[g′′(1+ (h′)2) + h′′(1+ (g′)2))] 3(1+ |∇f|2) 1

2g′g′′

2(1+ |∇f|2) 3
2 (1+ |∇f|2) 3

2
.

Substituindo a expressão da curvatura média na segunda parcela da última equação
obtemos

3Hf(1+ |∇f|2) 1
2g′g′′

(1+ |∇f|2) 3
2

=
[g′′′(1+ (h′)2) + 2h′′g′g′′)]

2(1+ |∇f|2) 3
2

. (2.8)

Multiplicamos a igualdade (2.8) por 2(1+ |∇f|2) 3
2 temos

6Hf(1+ |∇f|2) 1
2g′g′′ =

[
g′′′(1+ (h′)2) + 2h′′g′g′′)

]
. (2.9)
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Agora derivamos esta última igualdade com relação a y

6Hf(1+ |∇f|2)− 1
2g′g′′h′h′′ = [g′′′2h′h′′ + 2h′′′g′g′′] .

Daí concluímos que

6Hfg′g′′h′h′′ = 2 [g′′′h′h′′ + h′′′g′g′′] (1+ |∇f|2) 1
2 . (2.10)

Vamos mostrar que g′′ = 0 ou h′′ = 0. Então vamos supor g′′ 6= 0 e h′′ 6= 0. Logo f′ e
g′ são não constantes, em particular f′ 6= 0 e g′ 6= 0. Portanto g′g′′h′h′′ 6= 0. Dividimos
a equação (2.10) por g′g′′h′h′′. Temos

3Hf =
(
g′′′

g′g′′
+
h′′′

h′h′′

)
(1+ |∇f|2) 1

2 . (2.11)

Veja que
h′′′

h′h′′
depende apenas de y. Derivando a equação com relação a x temos

0 =

(
g′′′

g′g′′

)′
(1+ |∇f|2) 1

2 +

(
g′′′

g′g′′
+
h′′′

h′h′′

)
(1+ |∇f|2)− 1

2g′g′′. (2.12)

Multiplicando (2.12) por 1+ |∇f|2 temos

0 =

(
g′′′

g′g′′

)′
(1+ |∇f|2) 3

2 +

(
g′′′

g′g′′
+
h′′′

h′h′′

)
(1+ |∇f|2) 1

2g′g′′.

Substituindo a equação (2.11) na última equação temos

0 =

(
g′′′

g′g′′

)′
(1+ |∇f|2) 3

2 + 3Hfg′g′′. (2.13)

Veja que g′g′′ depende apenas de x e Hf é constante. Derivando a última igualdade
com relação a y temos

0 =

(
g′′′

g′g′′

)′
3(1+ |∇f|2) 1

2h′h′′.

Por hipótese h′h′′ 6= 0. Logo
(
g′′′

g′g′′

)′
= 0. Voltando para a equação (2.13) temos

3Hfg′g′′ = 0, um absurdo, pois g′g′′ 6= 0. Donde concluímos que g′′ = 0 ou h′′ = 0.
Consideremos h′′ = 0 e vamos supor sem perda de generalidade que h(y) = ay, a 6= 0,
pois o caso a = 0 segue de imediato. Substituindo h na expressão da curvatura média
temos
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Hf =
g′′(x)(1+ a2)

2((1+ (g′(x))2 + a2)
3
2
.

E portanto temos a seguinte equação diferencial ordinária de segunda ordem

2Hf(1+ (g′(x))2 + a2)
3
2 = g′′(x)(1+ a2). (2.14)

Defina g(x) por

g(x) = −

√
1+ a2

2Hf

√
1− 4H2

fx
2.

Vamos mostrar que g é solução de (2.14). O lado esquerdo da igualdade (2.14) por ser
escrito como

2Hf(1+ (g′(x))2 + a2)
3
2 =2Hf

1+ a2 +

(
√
1+ a22Hf

x√
1− 4H2

fx
2

)2
 3

2

=2Hf
(
(1+ a2)

(
1+

4H2
fx

2

1− 4H2
fx

2

)) 3
2

=2Hf
(

1+ a2

1− 4H2
fx

2

) 3
2

.

Por outro lado,

g′′(x)(1+ a2) =

√
1+ a22Hf

(1− 4H2
fx

2)
3
2
(1+ a2).

Como queríamos, Mf é o gráfico da função desejada. O Teorema fica demonstrado.

Uma consequência desse teorema é que a curvatura de Gauss-Kronecker é nula. De
fato, considere

Ψ(x,y) = (x,y,−
√
1+ a2

2Hf

√
1− 4H2

fx
2 + ay).

uma parametrização de Mf. Veja que

Ψ(x,y) = (x, 0,−
√
1+ a2

2Hf

√
1− 4H2

fx
2) + y(0, 1,a),

que é um cilíndro, logo Kf ≡ 0.

2.3 Resultados no Espaço Euclidiano

Nesta seção abordaremos os resultados para gráficos translacionais (generalizados) no
espaço Euclidiano.
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Teorema 2.7 (Chen, Sun e Tang, 2003). Seja Mf um gráfico translacional no espaço
Euclidiano Rn+1 com curvatura média Hf 6= 0 constante. Então Mf é o gráfico da
seguinte função

f(x1, x2, . . . , xn) = −

√
c

nHf
[1− (nHfx1 + c1)

2]
1
2 + a2x2 + · · ·+ anxn + c2,

onde c = 1+
∑n
i=2 a

2
i e c1, c2 ∈ R.

Demonstração. Considere Mf ⊂ Rn+1 como gráfico da função f : U −→ R definida por
f(x1, . . . , xn) = f1(x1)+ · · ·+fn(xn), onde fi : Ji −→ R é suave e Ji é um intervalo aberto,
para i = 1, . . . ,n. Por (2.2) a expressão da curvatura média de um gráfico translacional
é dada pela expressão

Hf =

∑n
i=1

(
1+

∑n
j6=i,j=1(f

′
j)

2
)
f′′i

n (1+ |∇f|2)
3
2

.

Derivamos Hf com relação a x1. Temos

0 =

[
(f1)

′′′
(
1+

∑n
j6=1,j=1

(
f′j
)2)

+
∑n
i=2 f

′′
i (2f′1f′′1 )

]
(1+ |∇f|2)

3
2

n (1+ |∇f|2)3

−

(∑n
i=1

(
1+

∑n
j6=i,j=1

(
f′j
)2)

f′′i

)
3 (1+ |∇f|2)

1
2 f′1f

′′
1

n (1+ |∇f|2)3
.

Reorganizaremos a segunda parcela do lado direito para aparecer a expressão da cur-
vatura média, ou seja,

0 =

[
(f1)

′′′
(
1+

∑n
j6=1,j=1

(
f′j
)2)

+ (2f′1f′′1 )
∑n
i=2 f

′′
i

]
n (1+ |∇f|2)

3
2

−

(∑n
i=1

(
1+

∑n
j6=i,j=1

(
f′j
)2)

f′′i

)
3 (1+ |∇f|2)

1
2 f′1f

′′
1

n (1+ |∇f|2)
3
2 (1+ |∇f|2)

3
2

.

Substituindo a expressão da curvatura média na última equação obtemos

3Hff′1f′′1
(1+ |∇f|2)

=

[
(f1)

′′′
(
1+

∑n
j6=1,j=1

(
f′j
)2)

+ (2f′1f′′1 )
∑n
i=2 f

′′
i

]
n (1+ |∇f|2)

3
2

.

Multiplicando a equação por n (1+ |∇f|2) concluímos que

3nHff′1f
′′
1 =

[
(f1)

′′′
(
1+

∑n
j6=1,j=1

(
f′j
)2)

+ (2f′1f′′1 )
∑n
i=2 f

′′
i

]
(1+ |∇f|2)

1
2

.
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Derivamos agora a última equação com relação a x2, e usando que o lado esquerdo da
equação não depende de x2, obtemos

0 =
2 [f′′′1 f′2f′′2 + f′1f

′′
1 f
′′′
2 ] (1+ |∇f|2)

1
2

(1+ |∇f|2)

−

[
(f1)

′′′
(
1+

∑n
j6=1,j=1

(
f′j
)2)

+
∑n
i=2 f

′′
i (2f′1f′′1 )

]
(1+ |∇f|2)−

1
2 f′2f

′′
2

(1+ |∇f|2)
.

Substituindo a penúltima igualdade no numerador da segunda parcela, na última equa-
ção, segue que

0 =
2 [f′′′1 f′2f′′2 + f′1f

′′
1 f
′′′
2 ] (1+ |∇f|2)

1
2 − 3nf′1f′′1Hff′2f′′2

(1+ |∇f|2)
.

Daí concluímos que

3nf′1f
′′
1Hff

′
2f
′′
2 = 2 [f′′′1 f

′
2f
′′
2 + f′1f

′′
1 f
′′′
2 ]
(
1+ |∇f|2

) 1
2 . (2.15)

Vamos mostrar que f1 ou f2 é linear, ou seja, f′′1 = 0 ou f′′2 = 0. Suponha que f′′1 6= 0
e f′′2 6= 0, em particular, f′1 6= 0 e f′2 6= 0. Daí f ′1f ′′1 6= 0 e f ′2f ′′2 6= 0, e podemos dividir a
equação (2.15) por f′1f′′1 f′2f′′2 obtendo

3nHf = 2
[
f′′′1
f′1f
′′
1
+
f′′′2
f′2f
′′
2

] (
1+ |∇f|2

) 1
2 . (2.16)

Veja que
f′′′2
f′2f
′′
2
depende apenas de x2. Derivamos (2.16) com relação a x1 temos

0 = 2
(
f′′′1
f′1f
′′
1

)′ (
1+ |∇f|2

) 1
2 + 2

[
f′′′1
f′1f
′′
1
+
f′′′2
f′2f
′′
2

] (
1+ |∇f|2

)− 1
2 f′1f

′′
1 . (2.17)

Multiplicamos (2.17) por 1+ |∇f|2 obtem-se

0 = 2
(
f′′′1
f′1f
′′
1

)′ (
1+ |∇f|2

) 3
2 + 2

[
f′′′1
f′1f
′′
1
+
f′′′2
f′2f
′′
2

] (
1+ |∇f|2

) 1
2 f′1f

′′
1 .

Substituindo (2.16) na igualdade obtida temos

0 = 2
(
f′′′1
f′1f
′′
1

)′ (
1+ |∇f|2

) 3
2 + 3nHff′1f

′′
1 . (2.18)

Vamos mostrar que
(
f′′′1
f′1f
′′
1

)′
= 0. Derivando (2.18) com relação a x2 obtemos

0 = 6
(
f′′′1
f′1f
′′
1

)′ (
1+ |∇f|2

) 1
2 f′2f

′′
2 .
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Por hipótese f′2f′′2 6= 0, logo
(
f′′′1
f′1f
′′
1

)′
= 0. Voltando para (2.18), temos 3nHff′1f′′1 = 0,

um absurdo, já que o lado esquerdo da igualdade é diferente de zero. A contradição veio
em supormos que f ′′1 6= 0 e f ′′2 6= 0, então vamos admitir sem perda de generalidade que
f ′′1 6= 0 e f ′′2 = 0. Ressaltamos que o procedimento acima pode ser para a variável x1 e
qualquer outra variável xi, ao invés de x2, donde concluímos que f′′i = 0 para qualquer
i = 2, ...,n. Ou seja, fi(xi) = aixi + bi para i = 2, . . . ,n. Substituindo na expressão da
curvatura média obtemos a seguinte equação diferencial ordinária de segunda ordem

nHf

(
1+ (f′1(x1))

2 +

n∑
i=2

(ai)
2

) 3
2

=

(
1+

n∑
i=2

a2
i

)
f′′1 (x1). (2.19)

Tomemos a função f1(x1) = −

√
c

nHf
[1 − (nHfx1 + c1)

2]
1
2 , c = 1 +

∑n
i=2 a

2
i e c1 ∈

R. Vamos mostrar que f1 assim definida é solução da equação diferencial ordinária.
Substituindo no lado esquerdo (Le) da EDO, temos

Le = nHf

(
c+

(√
c(nHfx1 + c1)

[
1− (nHfx1 + c1)

2]− 1
2
)2
) 3

2

.

Seguindo, obtemos

Le = nHf

(
c+

c(nHfx1 + c1)
2

1− (nHfx1 + c1)2

) 3
2

= nHf

(
c

1− (nHfx1 + c1)2

) 3
2

.

Agora observe que o lado direito (Ld) da EDO pode ser escrito como

Ld = cf′′1 (x1) =c
√
cnHf

1

(1− (nHfx1 + c1)2)
3
2

= nHf

(
c

1− (nHfx1 + c1)2

) 3
2

.

Como queríamos, donde concluímos que Mf é gráfico da função

f(x1, x2, . . . , xn) = −

√
c

nHf
[1− (nHfx1 + c1)

2]
1
2 + a2x2 + · · ·+ anxn + c2,

onde c = 1+
∑n
i=2 a

2
i , c1 ∈ R e c2 = b2 + · · ·+ bn.

Como consequência, a hipersuperfície obtida tem curvatura de Gauss-Kronecker nula.
De fato, tomemos a parametrização

Ψ(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn,−
√
c

nHf
[1− (nHfx1 + c1)

2]
1
2 + a2x2 + · · ·+ anxn + c2),
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que pode ser reescrita da seguinte forma

Ψ(x1, . . . , xn) =(x1, 0, . . . , 0,−
√
c

nHf
[1− (nHfx1 + c1)

2]
1
2 + c2)

+ (0, x2, . . . , xn, x2a2 + · · ·+ xnan)

que é um cilindro. Portanto Kf ≡ 0.

Teorema 2.8 (Seo, 2013). Seja Mf um gráfico translacional com curvatura de Gauss-
Kronecker constante Kf em Rn+1. Então Mf é congruente a um cilindro, e portanto
Kf ≡ 0.

Demonstração. Considere que Mf seja gráfico da função f : U = J1 × · · · × Jn −→ R
definida por f(x1, . . . , xn) = f1(x1) + · · · + fn(xn) onde fi : Ji −→ R é uma função
diferenciável e Ji é um intervalo aberto, para i = 1, . . . ,n. Por (2.2) a curvatura de
Gauss-Kronecker de Mf é dada pela expressão

Kf =
f′′1 · · · f′′n

(1+ |∇f|2)
n+2

2
.

Por hipótese Kf é constante. Derivando a expressão de Kf com relação a x1, temos

0 =
f′′′1 f

′′
2 · · · f′′n (1+ |∇f|2)

n+2
2 − f′′1 · · · f′′n (n+ 2) (1+ |∇f|2)

n
2 f′1f

′′
1

(1+ |∇f|2)n+2 ,

logo
0 = f′′′1 f

′′
2 · · · f′′n

(
1+ |∇f|2

)n+2
2 − f′′1 · · · f′′n (n+ 2)

(
1+ |∇f|2

)n
2 f′1f

′′
1 .

Dividindo a equação por (1+ |∇f|2)
n
2 temos

0 = f′′′1 f
′′
2 · · · f′′n

(
1+ |∇f|2

)
− f′′1 · · · f′′n (n+ 2) f′1f

′′
1 .

Colocando f′′2 · · · f′′n em evidência concluímos que

0 = f′′2 · · · f′′n
[
f′′′1
(
1+ |∇f|2

)
− (n+ 2) f′1 (f

′′
1 )

2
]
.

Vamos supor f′′2 · · · f′′n 6= 0, então

f′′′1
(
1+ |∇f|2

)
= (n+ 2) f′1 (f

′′
1 )

2 . (2.20)

Da nossa suposição, f′i 6= 0 para i = 2, . . . ,n. Vamos mostrar que f′′′1 = 0. Derivando
a equação anterior com relação a x2, temos f′′′1 f′2f′′2 = 0. Portanto f′′′1 = 0. Daí f′′1 é
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constante. Voltando para (2.20) temos

(n+ 2) f′1 (f
′′
1 )

2
= 0.

Portanto f′′1 = 0, assim f1(x1) = ax1 + b, onde a, b ∈ R. Considere Ψ : U −→ Rn+1

uma parametrização de Mf, definida por

Ψ (x1 . . . xn) = (x1, . . . , xn, f(x1, . . . , xn))

= (x1, . . . , xn, f1(x1) + · · ·+ fn(xn)) .

Substituindo f1 temos

Ψ (x1, x2, . . . xn) = (x1, x2, . . . , xn,ax1 + b+ f2(x2) + · · ·+ fn(xn))

=(0, x2, . . . , xn,b+ f2(x2) + · · ·+ fn(xn)) + x1 (1, 0, · · · , 0,a) ,

que é um cilíndro. Por outro lado, supondo f′′2 · · · f′′n = 0 existe i ∈ {2, 3 . . . ,n} tal que
f′′i = 0. Logo fi(xi) = axi + b, a,b ∈ R. Como no caso anterior concluímos que Mf é
um cilíndro e portanto, Kf ≡ 0.

Antes de darmos continuidade, e apresentarmos as demonstrações dos teoremas que
classificam os gráficos translacionais generalizados, vamos enunciar um resultado provado
em [10], que será utilizado nas demonstrações.

Lema 2.1 (Muntenu, Palmas e Ruiz-Hernández, 2016). Seja f uma função eikonal em
um domínio de Rn tal que o Laplaciano é constante. Então f é uma função afim.

Definição 2.3. Uma função f : U ⊂ Rn → R é dita eikonal quando |∇f| = λ, onde λ é
constante.

A seguir apresentamos um resultado sobre hipersuperfiícies translacionais generaliza-
das que são gráfios de funções expressas como soma de duas funções φ,ψ eikonais.

Teorema 2.9 (Muntenu, Palmas e Ruiz-Hernández, 2016). Sejam φ : U ⊂ Rp −→ R
e ψ : V ⊂ Rq −→ R funções eikonais. Considere o gráfico translacional generalizado
Mf ⊆ Rp+q+1 definido pela função f : U× V −→ R tal que f (u, v) = φ(u) +ψ(v). Se a
curvatura média Hf é constante, então Mf é um hiperplano e portanto mínima.

Demonstração. Suponha que |∇φ| = λ e |∇ψ| = µ são constantes. Agora veja que
∇f = (∇φ,∇ψ), logo |∇f|2 = |∇φ|2 + |∇ψ|2 = λ2 + µ2 e f é eikonal. Também temos

Hf =
div∇f

(p+ q)
√
1+ λ2 + µ2

=
∆f

(p+ q)
√
1+ λ2 + µ2

.
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Como Hf é constante segue que ∆f também é constante. Pelo Lema 2.1 temos que f é
uma função afim. Logo Mf é um hiperplano e portanto uma hipersupefície mínima.

No que segue demonstraremos mais dois resultados sobre gráficos translacionais gene-
ralizados.

Teorema 2.10 (Lima, Santos, Sousa, 2019). Sejam φ : U ⊂ Rp −→ R e ψ : V ⊂ Rq −→
R funções diferenciáveis. Considere o gráfico translacional generalizado Mf em Rp+q+1

definido pela função f : U× V −→ R dada por f (u, v) = φ(u) +ψ(v). Se a curvatura de
Gauss-Kronecker Kf é constante, então Kf = 0.

Demonstração. Pelo Teorema 2.4 temos

Kf =
Kφ (1+ |∇φ|2)

p+2
2 Kψ (1+ |ψ|2)

q+2
2

(1+ |∇φ|2 + |∇ψ|2)
p+q+2

2
.

Desde que Kf é constante, derivando parcialmente temos

0 =
∂

∂xi
(Kf) =

∂

∂xi

(
Kφ (1+ |∇φ|2)

p+2
2

(1+ |∇φ|2 + |∇ψ|2)
p+q+2

2

)
Kψ
(
1+ |ψ|2

)q+2
2

para i = 1, . . . ,n. Supondo por contradição que Kf 6= 0, temos Kφ 6= 0 e Kψ 6= 0,
implicando que

∂

∂xi

(
Kφ (1+ |∇φ|2)

p+2
2

(1+ |∇φ|2 + |∇ψ|2)
p+q+2

2

)
= 0 , ∀ i = 1, . . . ,n.

Portanto, para cada i = 1, . . . ,n, temos

2
∂

∂xi

(
Kφ
(
1+ |∇φ|2

)p+2
2
) (

1+ |∇φ|2 + |∇ψ|2
)p+q+2

2 =

Kφ
(
1+ |∇φ|2

)p+2
2 (p+ q+ 2)

(
1+ |∇φ|2 + |∇ψ|2

)p+q
2 ∂

∂xi

(
|∇φ|2

)
. (2.21)

Dividimos (2.21) por (1+ |∇φ|2 + |∇ψ|2)
p+q

2 . Temos

2
∂

∂xi

(
Kφ
(
1+ |∇φ|2

)p+2
2
) (

1+ |∇φ|2 + |∇ψ|2
)
=

Kφ
(
1+ |∇φ|2

)p+2
2 (p+ q+ 2)

∂

∂xi

(
|∇φ|2

)
. (2.22)

Se ∂
∂xi

(|∇φ|2) ≡ 0, ∀i = 1, . . . ,n, segue que φ é eikonal, isto é, possui norma do
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gradiente constante. Caso contrário, existe uma vizinhaça U0 e i ∈ {1, . . .n} tal que

∂

∂xi

(
|∇φ|2

)
(x) 6= 0, ∀x ∈ U0.

Desta maneira, obtemos de (2.22) que ∂
∂xi

(
Kφ (1+ |∇φ|2)

p+2
2

)
6= 0 ∀x ∈ U0. Agora

tomando a derivada de (2.22) com relação a yj, para j = 1, . . . ,q, temos

∂

∂xi

(
Kφ
(
1+ |∇φ|2

)p+2
2
) ∂

∂yj

(
|∇ψ|2

)
= 0 ⇒ ∂

∂yj

(
|∇ψ|2

)
= 0, ∀j.

Portanto concluímos que uma das funções φ ou ψ é eikonal. Assumimos sem perda
de generalidade que a função φ é eikonal. Neste caso |∇φ|2 = c1, assim

√
1+ |∇φ|2

é constante e
√

1+ |∇φ|2 + |∇ψ|2 não depende das variáveis x1, . . . , xp. Derivando a
expressão de Kf temos

0 =
∂

∂xi
(Kf) =

∂

∂xi

(
Kφ (1+ |∇φ|2)

p+2
2 Kψ (1+ |∇ψ|2)

q+2
2

(1+ |∇φ|2 + |∇ψ|2)
p+q+2

2

)

=
∂

∂xi
(Kφ)

(
1+ |∇φ|2

)p+2
2 Kψ (1+ |∇ψ|2)

q+2
2

(1+ |∇φ|2 + |∇ψ|2)
p+q+2

2
. (2.23)

Donde concluímos que ∂
∂xi

(Kφ) = 0, ∀i = 1, . . . ,p, logo Kφ é constante. Com isto
temos o seguinte sistema:

∑(
∂φ
∂xi

)2
= |∇φ|2 = c1;

det (Hessφ) = Kφ (1+ |∇φ|2)
p+2
2 = b ∈ R

.

Tomamos a derivada com relação a xj, na primeira equação, temos

2
n∑
i=1

∂φ

∂xi

∂2φ

∂xjxi
= 0 ∀j = 1, . . . ,q.

Isso é o mesmo que Hessφ(∇φ) = 0. Se tivermos ∇φ ≡ 0, então ∂φ
∂xi
≡ 0 e ∂2φ

∂xjxi
≡

0 donde podemos afirmar que Hessφ = 0. Daí, detHessφ = 0 implicando Kφ ≡ 0,
donde Kf ≡ 0 contradizendo nossa suposição. Desta forma, existe x tal que ∇φ (x) 6= 0.
Então detHessφ(x) = 0, pois se detHessφ(x) 6= 0 então Hessφ(x) seria invertível e
teríamos ∇φ(x) = (Hessφ−1(x)◦Hessφ(x))(∇φ(x)) = 0. Desde que detHessφ = b ∈ R,
segue que detHessφ ≡ 0. Daí concluímos que Kf ≡ 0, contradizendo nossa suposição.
Concluindo a prova do Teorema.

Teorema 2.11 (Lima, Santos, Sousa, 2019). Seja f uma função diferenciável como no
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Teorema anterior. Se o gráfico translacional generalizado Mf ⊂ Rp+q+1 tem curvatura
média constante Hf 6= 0, então Kf ≡ 0.

Demonstração. Primeiro mostraremos que uma das funções φ ou ψ é eikonal. Para isto,
suponha por contradição que ambas não são eikonais. Então, existem pontos x0 ∈ U e
y0 ∈ V tal que

∂

∂xi
(|∇φ|2)(x0) 6= 0 e

∂

∂yj
(|∇ψ|2)(y0) 6= 0

para algum i = 1, . . . ,p e j = 1, . . . ,q. Por continuidade, existem vizinhanças U0 de x0 e
V0 de y0 tais que

∂

∂xi
(|∇φ|2)(x) 6= 0 e

∂

∂yj
(|∇ψ|2)(y) 6= 0

para todo x ∈ U0 e y ∈ V0. Pela expressão de Hf no caso de gráfico translacional
generalizado, segue que

(p+ q)W3
fHf = pW

3
φHφ + qW3

ψHψ + |∇ψ|2∆φ+ |∇φ|2∆ψ. (2.24)

Derivando (2.24) parcialmente com relação a xi e yj respectivamente, temos

∂2

∂xi∂yj

(
(p+ q)W3

fHf
)
=

∂2

∂xi∂yj

(
pW3

φHφ + qW3
ψHψ

)
+

∂2

∂xi∂yj

(
|∇ψ|2∆φ+ |∇φ|2∆ψ

)
=

∂2

∂xi∂yj
(|∇ψ|2∆φ) + ∂2

∂xi∂yj
(|∇φ|2∆ψ)

=
∂

∂xi
(∆φ)

∂

∂yj
(|∇ψ|2) + ∂

∂xi
(|∇φ|2) ∂

∂yj
(∆ψ).

Por outro lado,

∂2

∂xi∂yj

(
(p+ q)W3

fHf
)
=(p+ q)Hf

∂2

∂xi∂yj
(W3

f)

=(p+ q)Hf
3
2
∂

∂xi
(Wf)

∂

∂yj
(|∇ψ|2)

=(p+ q)Hf
3
2
∂

∂yj
(|∇ψ|2)1

2
1
Wf

∂

∂xi
(|∇φ|2)

=(p+ q)Hf
3
4
Hf

Wf

∂

∂xi
(|∇φ|2) ∂

∂yj
(|∇ψ|2).

Concluímos que na vizinhança U0 × V0 é válido que

(p+ q)Hf
3
4
Hf

Wf

∂

∂xi
(|∇φ|2) ∂

∂yj
(|∇ψ|2) = ∂

∂xi
(∆φ)

∂

∂yj
(|∇ψ|2) + ∂

∂xi
(|∇φ|2) ∂

∂yj
(∆ψ).
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Consequentemente, dividindo a última igualdade por ∂
∂xi

(|∇φ|2) ∂
∂yj

(|∇ψ|2) temos

3
4
(p+ q)

Hf

Wf

=

∂
∂xi

(∆φ)
∂
∂xi

(|∇φ|2)
+

∂
∂yj

(∆ψ)

∂
∂yj

(|∇ψ|2)
. (2.25)

Agora derivaremos (2.25) com relação a xi e yj. Para isto, note que a derivada de
segunda ordem lado direito de (2.25) será igual a zero já que cada termo é independente.
Assim,

0 =
3
4
(p+ q)Hf

∂

∂xi

(
∂

∂yj

(
1
Wf

))
=

3
4
(p+ q)Hf

∂

∂xi

(
−
1
2

1
W3
f

∂

∂yj
(|∇ψ|2)

)
=
3
4
(p+ q)Hf(−

1
2
)
∂

∂yj
(|∇ψ|2) ∂

∂xi

(
1
W3
f

)
=
3
4
(p+ q)Hf(−

1
2
)
∂

∂yj
(|∇ψ|2)

(
−
3
2

1
W5
f

∂

∂xi
(|∇φ|2)

)
=

9
16

(p+ q)
Hf

W5
f

∂

∂xi
(|∇φ|2) ∂

∂yj
(|∇ψ|2).

Um absurdo, pois Hf 6= 0 e supomos que as funções φ e ψ não são eikonais. Portanto,
podemos assumir sem perda de generalidade que a função φ é eikonal. Desta forma |∇φ|2

é constante e tem-se ∂
∂xi

(|∇φ|2) = 0, para i = 1, . . . ,p. Da igualdade

∂2

∂xi∂yj

(
(p+ q)W3

fHf
)
=

∂

∂xi
(∆φ)

∂

∂yj
(|∇ψ|2) + ∂

∂xi
(|∇φ|2) ∂

∂yj
(∆ψ)

segue que
∂

∂xi
(∆φ)

∂

∂yj
(|∇ψ|2) = 0, ∀(i, j).

Se ∂
∂xi

(∆φ) = 0, para cada i = 1, . . . ,p, então temos que ∆φ é constante e pelo Lema
2.1 segue que φ é uma função afim. Daí, Hessφ = 0 e Kφ = detHessφ

Wφ
= 0. Da expressão

de Kf,

Kf =
Kφ (1+ |∇φ|2)

p+2
2 Kψ (1+ |ψ|2)

q+2
2

(1+ |∇φ|2 + |∇ψ|2)
p+q+2

2
,

concluímos que Kf = 0.
Por outro lado, se ∂

∂yj
(|∇ψ|2) = 0 para i = 1, . . . ,p isso implica que |∇ψ|2 é constante,

isto é, ψ é eikonal. Neste caso,Wψ é constante e tambémWφ eWf são constantes. Logo

Hψ =
1
q
div
(
∇ψ
Wψ

)
=

1
q

div(∇ψ)
Wψ

=
∆ψ

qWψ

. (2.26)

Inserindo a expressão obtida para Hψ na expressão da curvatura média para gráfico
translacional generalizado temos
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Hf =
pW3

φHφ +W2
ψ∆ψ+ |∇ψ|2∆φ+ |∇φ|2∆ψ
(p+ q)W3

f

=
pW3

φHφ + |∇ψ|2∆φ+ (W2
ψ + |∇φ|2)∆ψ

(p+ q)W3
f

.

Derivando esta última igualdade com relação a yj obtemos

∂

∂yj
((W2

ψ + |∇φ|2)∆ψ) = 0

⇒ (W2
ψ + |∇φ|2) ∂

∂yj
(∆ψ) = 0

⇒ ∂

∂yj
(∆ψ) = 0, ∀j = 1, . . . ,q.

Portanto o laplaciano ∆ψ é constante. Pelo Lema 2.1, segue que ψ é uma função
afim. Então, Hessψ = 0 e Kψ = detHessψ

W3
ψ

= 0 implicando que Kf = 0. Em qualquer caso
concluímos que Kf ≡ 0. O teorema fica demonstrado.
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