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você ser barrado por um obstáculo, talvez
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Resumo

Neste trabalho, descreveremos resultados obtidos por Alexander Arbieto, André Jun-

queira e Bruno Santiago em 2017. Provamos a existência de atratores tanto topologi-

camente quanto sob o ponto de vista da medida teoricamente atratora. O estudo será

dividido em dois casos: no primeiro caso trabalharemos com o espaço de fase sendo um

espaço métrico compacto e no segundo caso trabalharemos com o espaço de fase sendo

um espaço métrico completo.

Palavras-chave: Sistemas Iterados de Funções, Atratores, Medida Invariante
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Abstract

In this work, we describe results obtained by Alexander Arbieto, André Junqueira and

Bruno Santiago in 2017. We prove the existence of attractors both in the topological and

measure theoretical viewpoint. The study will be divided into two cases: in the first case

we will work with the phase space being a compact metric space and in the second case

we will work with the phase space being a complete metric space.

Keywords: Iterated Function Systems, Attractors, Invariant Measure
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Introdução

O conceito de Sistema Iterado de Funções (IFS, na sigla em inglês) foi introduzido

por Hutchinson em [4] como uma forma de gerar uma ampla classe de fractais, embora

alguns resultados tenham aparecido no ińıcio de Williams em [11]. Existem aplicações de

IFS em diversas áreas cient́ıficas como, por exemplo, no processamento de imagens, como

pode ser visto em um artigo do Barnsley, [2]. Um IFS também pode ser visto como um

produto torcido sobre a função shift (termos que serão apresentados nesta dissertação).

Assim, pode ser considerado como um sistema dinâmico aleatório.

Hutchinson também introduziu o conceito de IFS hiperbólico, onde ele considera uma

coleção finita de contrações ϕ1, · · · ,ϕN : X→ X sobre um espaço métrico completo X.

Aqui apresentamos o conceito de IFS fracamente hiperbólico, onde consideramos uma

função cont́ınua ω : Λ × X → X dada por ω(λ, x) = ωλ(x), com Λ sendo um espaço

métrico compacto (chamado espaço de parâmetro) e X um espaço métrico completo. Ou

seja, a cada elemento λ ∈ Λ associa-se uma função cont́ınua ωλ : X → X. Com isso,

definimos aqui alguns operadores do IFS, que são chamados de operador de Hutchinson-

Barnsley e operador de transferência, assim definidos:

Operador de Hutchinson-Barnsley:

F : K(X)→ K(X) dado por F(A) :=
⋃
λ∈Λ

ωλ(A).

Operador de transferência:

Tp : M1(X)→M1(X) dado por Tp(µ) :=

∫
Λ

(ωλ)∗(µ) dp(λ),

onde ∗ representa o operador push-forward.

Motivados pelo estudo de IFS fracamente hiperbólico apresentamos também o conceito

de conjunto atrator de um IFS e de conjunto invariante por um IFS.

No caso particular em que X é apenas um espaço métrico compacto, apresentamos três

importantes resultados. O primeiro traz informações acerca do conjunto atrator do IFS
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(Teorema 5) e os dois resultados seguintes, Teorema 9 e Teorema 10, tratam da medida

teoricamente atratora, medida que, por definição, é um ponto atrator do operador de

transferência.

No caso mais geral em que X é um espaço métrico completo, definimos o que é um

espaço métrico ε-encadeado, e sob estas e outras condições obtemos mais dois resultados,

em que o Teorema 14 trata da existência de um conjunto atrator e o Teorema 15 da

existência da medida invariante. Por fim, ainda no caso completo, definimos o que significa

a órbita de um IFS desenhar um conjunto atrator e dáı então é estabelecido o Teorema

16. Os resultados apresentados aqui foram baseados no artigo de Arbieto, Junqueira e

Santiago [1].



Caṕıtulo 1

Noções Preliminares

1.1 Teoria da Medida

1.1.1 Álgebra e σ-álgebra

Definição 1. Seja X um conjunto não vazio. Uma álgebra de conjuntos sobre X é uma

coleção A de subconjuntos de X, fechada para a união finita e complementaridade, isto é,

1. Se E1,E2, · · · ,En ∈ A então E1 ∪ · · · ∪ En ∈ A.

2. Se E ∈ A então Ec ∈ A.

Observação 1. Se a álgebra A é fechada para uniões enumeráveis ela será chamada de

σ-álgebra.

Definição 2. Seja ξ um subconjunto do conjunto das partes de X. A σ-álgebra gerada

por ξ é dada pela intersecção de todas as σ-álgebras sobre X que contém ξ e indicaremos

ela por M(ξ).

Definição 3. A σ-álgebra de Borel BX de um espaço métrico (ou topológico) X é a σ-

álgebra gerado pelos conjuntos abertas de X (ou equivalente, pelos fechados de X), cons-

titúıda pelos conjuntos de Borel de X ou, simplesmente, borelianos de X.

1.1.2 Medidas

Definição 4. Seja X um conjunto com uma σ-álgebra A. Uma medida em A, é uma

função µ : A→ [0,∞] com as propriedades abaixo

3
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1. µ(∅) = 0;

2. Se (En)n∈N é uma sequência de conjuntos disjuntos em A, então vale

µ

( ∞⋃
n>1

En

)
=

∞∑
n=1

µ(En).

Definição 5. Seja X um conjunto qualquer e A uma σ-álgebra sobre X

1. O par (X,A) é dito um espaço mensurável e os conjuntos em A são chamados

conjuntos mensuráveis.

2. Se µ é uma medida em (X,A), a terna (X,A,µ) é dita ser um espaço de medida.

3. Dado um espaço de medida, a medida µ é dita finita se µ(X) < +∞.

4. Quando µ(X) = 1, então µ é dita ser uma medida de probabilidade.

Sejam (Xj,Aj,µj), j = 1, ...,n espaços de medida finita, isto é, tais que µj(Xj) < ∞.

É posśıvel tornar o produto cartesiano X1 × · · · × Xn um espaço de medida, da seguinte

forma. Considere em X1× · · · ×Xn a σ-álgebra gerada pela famı́lia de todos os conjuntos

da forma A1×· · ·×An com Aj ∈ Aj. Ela é chamada de σ-álgebra produto e é representada

por A1 ⊗ · · · ⊗An.

Teorema 1. Existe uma única medida µ em (X1 × · · · × Xn,A1 ⊗ · · · ⊗ An) tal que

µ(A1 × · · · ×An) = µ(A1) · · ·µ(An) para todo A1 ∈ A1, · · · ,An ∈ An. Em particular, µ

é uma medida finita.

Demonstração. Ver Teorema A.2.12. de [9].

Sejam (Xj,Bj,µj), j ∈ I espaços de medida com µj(Xj) = 1 para todo j ∈ I, onde o

conjunto de ı́ndices tanto pode ser I = N como I = Z. Considere o produto cartesiano

X =
∏
j∈I

Xj = {(xj)j∈I; xj ∈ Xj}.

Definição 6. Chamamos cilindros de X os subconjuntos da forma

[m; Am, ...,An] = {(xj)j∈L : xj ∈ Aj para m 6 j 6 n},

onde m ∈ I, n > m e Aj ∈ Bj para m 6 j 6 n.
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Exemplo 1. Note que o próprio X1 é um cilindro, uma vez que podemos escrever X1 =

[1; X1].

Definição 7. A σ-álgebra B =
∏
j∈I

Bj é gerada por todos os cilindros da forma [m; Am, ...,An].

Teorema 2. Existe uma única medida µ em (X,B) tal que

µ([m; Am, ...,An]) = µm(Am) · · ·µn(An)

para qualquer cilindro [m; Am, ...,An]. Em particular, µ é uma probabilidade.

Demonstração. Ver Teorema A.2.13 de [9].

1.1.3 Alguns Resultados de Convergência

Lema 1 (Fatou). Seja (X,A,µ) um espaço de medida e hn : X → [0,+∞] funções

mensuráveis. Então

a)

∫
lim inf hn dµ 6 lim inf

∫
hn dµ.

b) Em particular, se hn → h, então
∫
h dµ 6 lim inf

∫
hn dµ.

Demonstração. Ver Lema 3.3.6. de [3]

Teorema 3 (Teorema da Convergência Dominada). Seja X um espaço de medida qual-

quer, dotado de uma σ-álgebra A e de uma medida µ. Sejam f, f1, f2, · · · : X→ C funções

mensuráveis tais que fn → f em µ-q.t.p. (isto é, µ({x ∈ X; fn(x) 6→ f(x)}) = 0). Suponha

que exista g : X → [0,+∞] uma função integrável tal que |fn(x)| 6 g(x) em µ-q.t.p.

x ∈ X. Então
∫
fn dµ→

∫
f dµ.

Demonstração. Ver Teorema 3.3.7. de [3]

1.2 Análise Funcional

Definição 8. Uma norma no espaço vetorial X sobre o corpo K, onde K = R ou K = C

é uma função || · || : X→ R que satisfaz as seguintes condições:

(i) ||x|| > 0 ∀x ∈ X;

(ii) ||x|| = 0 ⇐⇒ x = 0;
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(iii) ||λx|| = |λ|||x||, ∀λ ∈ R e ∀x ∈ X;

(iv) ||x+ y|| 6 ||x||+ ||y||, ∀x,y ∈ X.

O par (X, || · ||) é chamado de espaço normado.

Definição 9 (Espaço de Banach). Chamamos de espaço de Banach um espaço normado

que é completo com a métrica induzida pela norma.

Exemplo 2. O espaço normado R é um espaço de Banach, pois toda sequência de Cauchy

de números reais converge.

Definição 10. Seja (X,A,µ) um espaço de medida. Definimos o espaço de funções L1(µ)

como L1(µ) := {f : X→ C; f é integrável}.

Definição 11 (Espaço de Hilbert). Chamamos de espaço de Hilbert um espaço com pro-

duto interno, que é completo com a norma induzida por este produto interno.

Exemplo 3. Se (X,M,µ) é um espaço de medida, então L2(X) é um espaço de Hilbert

com produto interno definido por

〈f,g〉2 :=
∫
X

f(x)g(x) dµ(x), f,g ∈ L2(X).

Definição 12. Um operador linear A : H→ H em um espaço de Hilbert H é dito positivo

se satisfizer a condição:

〈Ax, x〉 > 0, ∀ x ∈ H.

1.3 Teoria Ergódica

Definição 13. Dizemos que a medida µ, definida na σ-álgebra de X é de probabilidade,

ou simplesmente probabilidade, quando µ(X) = 1.

Exemplo 4. Seja X 6= ∅ um conjunto qualquer, e tome a álgebra A := P(X) onde P(X)

representa o conjunto das partes do conjunto X. Fixado um ponto a ∈ X, definimos a

medida de Dirac δa : A→ [0,+∞), suportada em a por:

δa(A) :=

1, se a ∈ A

0, caso contrário.

Definição 14. Sejam (X,A) e (Y,B) espaços de medida. Dizemos que f : X→ Y é uma

transformação mensurável se f−1(E) ∈ A, para todo E ∈ B.
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Definição 15. Seja (X,B,µ) um espaço de medida e seja f : X→ X uma transformação

mensurável. Dizemos que a medida µ é invariante por f se µ(E) = µ(f−1(E)) para todo

conjunto E ∈ B.

Definição 16. Seja µ uma medida na σ-álgebra de X. Definimos o suporte da medida µ

como sendo:

supp(µ) = {x ∈ X : µ(Vx) 6= 0 para todo Vx},

onde Vx denota uma vizinhança aberta que contém x.

Dada f : X→ X e qualquer medida η em X, denota-se por f∗η e chama-se push-forward

a medida definida por f∗η(B) = η(f−1(B)) para cada conjunto mensurável B ⊂ X. Note

que η é invariante por f se, e somente se, f∗η = η.

Considere X um espaço métrico. Nosso objetivo agora é definir a topologia fraca∗

no conjunto M1(X) das medidas borelianas de probabilidade em X e discutir as suas

propriedades principais.

Denotaremos por d a função distância em X e por B(x, δ) a bola de centro x ∈ X

e raio δ > 0. Dado B ⊂ X denotamos d(x,B) = inf {d(x,y) : y ∈ B} e chamamos de

δ-vizinhança de B ao conjunto Bδ dos pontos x ∈ X tais que d(x,B) < δ.

Dada uma medida µ ∈ M1(X), um conjunto finito Φ = {φ1, · · · ,φN} de funções

cont́ınuas e limitadas φi : X→ R e ε > 0, definimos

V(µ,Φ, ε) =

{
ν ∈M1(X) :

∣∣∣∣∫ φi dν−

∫
φi dµ

∣∣∣∣ < ε para todo i

}
. (1.1)

Definimos a topologia fraca∗ como sendo a topologia gerada pelas bases V(µ,Φ, ε)

para cada µ,Φ, ε. Na Seção 2.3 apresentaremos um teorema que estabelece uma relação

entre a topologia fraca∗ e a topologia de Hutchinson.

Lema 2. Uma sequência (µn)n∈N converge para uma medida µ ∈ M1(X) na topologia

fraca∗ se, e somente se,∫
φ dµn →

∫
φ dµ para toda função cont́ınua limitada φ : X→ R.

Demonstração. Ver Lema 2.1.1. de [9].

O próximo teorema é de grande importância para a demonstração do Teorema 10.
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Teorema 4 (Teorema Ergódico de Birkhoff). Seja f : M → M uma transformação

mensurável e seja µ uma probabilidade invariante por f. Dada qualquer função integrável

ϕ : M→ R, o limite

ϕ̃(x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

ϕ(fj(x))

existe em µ-q.t.p x ∈ M. Além disso, a função ϕ̃ definida desta forma é integrável e

satisfaz ∫
ϕ̃(x) dµ(x) =

∫
ϕ(x) dµ(x).

Demonstração. A demonstração deste teorema pode ser encontrada no Apêndice.



Caṕıtulo 2

Sistemas Iterados de Funções

Fracamente Hiperbólicos

2.1 Definições

Seja Λ um espaço métrico compacto e X um espaço métrico completo. Chamamos de

Sistema Iterado de Funções (IFS, na sigla em inglês) uma função cont́ınuaω : Λ×X→ X.

O espaço Λ é chamado espaço de parâmetro e X é o espaço de fase. O espaço ΛN das

sequências com elementos de Λ, com a topologia produto, será denotado por Ω := ΛN.

Dado um parâmetro fixo λ ∈ Λ, denotaremos por ωλ : X→ X a função parcial gerada

por este parâmetro, a qual é definida por ωλ(x) := ω(λ, x), para todo x ∈ X.

Denotemos ωλ1···λn := ωλ1 ◦ · · · ◦ωλn , onde (λ1, · · · , λn) ∈ Λn.

Para cada n ∈ N denotemos por ωn o IFS de Λn × X para X dado por

ωn(λ1, · · · , λn, x) := ωλ1···λn(x).

Definição 17. Sejam X e Λ espaços métricos compactos. Dizemos que um IFS ω : Λ×

X→ X é fracamente hiperbólico se para cada σ = (σ1,σ2, · · · ,σn, · · · ) ∈ Ω temos

lim
n→∞Diam (ωσ1···σn(X)) = 0.

Observação 2. Note que no caso particular em que ωσi é uma contração para todo

σi ∈ Λ, temos claramente um IFS fracamente hiperbólico.

9
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2.2 O Atrator Topológico

Denotemos por K(X) o conjunto de todos os subconjuntos compactos de X. Seja

d(x, F) = inf {d(x,y);y ∈ F} a distância do ponto x ao conjunto F. Definimos a métrica

de Hausdorff por

dH(A,B) = sup {d(a,B),d(b,A);a ∈ A,b ∈ B}, para A,B ∈ K(X).

Se (X,d) é um espaço métrico completo (respectivamente, compacto), pode-se provar

que (K(X),dH) é também um espaço métrico completo (respectivamente, compacto).

O operador de Hutchinson-Barnsley F : K(X)→ K(X) é definido por

F(A) :=
⋃
λ∈Λ

ωλ(A) = ω(Λ×A), para A ∈ K(X).

Definição 18. Dizemos que um IFS tem um atrator A ∈ K(X), se existe uma vizinhança

aberta U de A (chamada bacia de atração) tal que Fn(B)→ A na topologia de Hausdorff

para cada B ∈ K(X), com B ⊂ U. Se A ∈ K(X) é um ponto fixo de F, então dizemos que

A é um conjunto invariante por ω. Se U = X, então o IFS tem um atrator global.

Iremos tratar de atratores que podem não ser globais. A partir daqui, quando falarmos

que um IFS tem um atrator, mas não fizermos nenhum comentário sobre a bacia de

atração, estaremos falando de atratores globais.

O próximo resultado fornece a existência de um atrator global para um IFS fracamente

hiperbólico.

Teorema 5. Seja ω um IFS fracamente hiperbólico em um espaço métrico compacto X e

com um espaço de parâmetro Λ. Então F tem um atrator K, que é também um conjunto

compacto invariante. Além disso, ωσ1 ◦ · · · ◦ ωσn tem um único ponto fixo para todo

σ ∈ Ω e n > 1 e também K é o fecho da união de todos os pontos fixos.

O teorema acima será demonstrado na seção 2.4.

2.3 A Medida Teoricamente Atratora

Seja (X,d) um espaço métrico completo e separável e consideremos o espaço

Lip1(X;R) = {f : X→ R; |f(x) − f(y)| 6 d(x,y), para todo x,y ∈ X}.
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Seja M1(X) o conjunto das medidas de probabilidade de Borel µ tais que µ(f) =∫
X
f dµ < +∞ para cada f ∈ Lip1(X;R).

Definimos a métrica de Hutchinson em M1(X) por

H(µ,ν) = sup

{∣∣∣∣∫
X

f dµ−

∫
X

f dν

∣∣∣∣ ; f ∈ Lip1(X;R)
}

.

Teorema 6. Seja X um espaço métrico separável. Então o espaço (M1(X),H) é completo

se, e somente se, X é completo.

Demonstração. Ver demonstração em [6].

O teorema a seguir estabelece uma relação entre a topologia fraca∗ e a topologia de

Hutchinson.

Teorema 7. A topologia de Hutchinson e a topologia fraca∗ são equivalentes se, e somente

se, Diam(X) < +∞. Além disso, se Diam(X) = ∞, então a topologia de Hutchinson é

mais fina do que a topologia fraca∗.

Demonstração. Ver demonstração em [6].

Quando (X,d) é um espaço métrico compacto, temos o seguinte resultado na metri-

zabilidade de M1(X).

Teorema 8. Se X é um espaço métrico compacto e {fn}n∈N é um conjunto denso na esfera

unitária de C(X) com a métrica uniforme, então

D(µ,ν) :=

∞∑
n=1

1

2n

∣∣∣∣∫
X

fn dµ−

∫
X

fn dν

∣∣∣∣
é uma métrica em M1(X) gerando a topologia fraca∗.

Demonstração. Ver demonstração em [10].

Também temos uma noção de atrator sob o ponto de vista da medida teórica. Para

explicar essa noção, definiremos o operador de transferência.

Definição 19. Seja p uma medida de probabilidade em Λ. Definimos o operador de

transferência Tp : M1(X)→M1(X) por

Tp(µ)(B) :=

∫
Λ

µ(ω−1
λ (B)) dp(λ),

para cada conjunto de Borel B e cada medida µ ∈M1(X). Se a medida µ ∈M1(X) é um

ponto fixo do operador de transferência, dizemos que µ é uma medida invariante para ω.
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Observação 3. Algumas vezes omitiremos o conjunto B na definição e escreveremos

Tp(µ) :=

∫
Λ

(ωλ)∗(µ) dp(λ),

onde ∗ representa o operador push-forward.

Definição 20. Dizemos que a probabilidade ν ∈ M1(X) é uma medida teoricamente

atratora para ω se Tnp (µ) → ν, quando n → ∞ na métrica de Hutchinson para todo

µ ∈M1(X).

A seguir apresentamos um forte resultado que garante a existência de uma medida

teoricamente atratora.

Teorema 9. Se X é um espaço métrico compacto e ω é um IFS fracamente hiperbólico,

então ω tem uma medida teoricamente atratora ν ∈M1(X), o qual é o único ponto fixo do

operador de transferência. Além disso, se p(U) > 0 para cada conjunto aberto não-vazio

U ⊂ Λ, então temos que supp(ν) = K, onde K é o atrator topológico dado pelo Teorema

5.

O teorema acima será demonstrado na seção 2.5.

Se ν é uma medida invariante para um IFS ω, então podemos definir a ergodicidade

de ν.

Definição 21. Fixe p ∈ M1(Λ) e seja P = pN a medida produto. Dizemos que uma

medida invariante µ para ω é ergódica se para cada função cont́ınua f : X → R, cada

x ∈ X e P-quase todo σ ∈ Ω temos:

lim
n→∞

1

n

n∑
j=0

f(ωσj ◦ · · · ◦ωσ1(x)) =

∫
X

f dµ.

Se j = 0, então, por convenção, ωσj ◦ · · · ◦ωσ1(x) = x.

O próximo resultado trata da ergodicidade da medida teoricamente atratora.

Teorema 10. Se X é um espaço métrico compacto e ω é um IFS fracamente hiperbólico,

então a única medida teoricamente atratora é ergódica.

O teorema acima será demonstrado na seção 2.6.
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2.4 Demonstração do Teorema 5

Aqui usaremos a compacidade do espaço de fase para mostrar que Diam(ωσ1···σn(X))

tende a zero uniformemente. Em seguida, usamos esse fato juntamente com a abordagem

de Máté ([8]) para mostrar a existência do atrator. Para provar que tal atrator é o fecho

do conjunto dos pontos fixos das funções parciais ωσ1···σn , aplicamos o teorema do ponto

fixo de Jachymski (Teorema 12).

Lema 3. Para cada n ∈ N, a função (λ1, · · · , λn) ∈ Λn 7→ Diam(ωλ1···λn(X)) ∈ R é

uniformemente cont́ınua com respeito a métrica do máximo.

Demonstração. Seja ε > 0. Denote por ρ a métrica de Λ e d a métrica de X. Dados

A ⊂ X e t > 0, definimos

B(A, t) := {y ∈ X; d(y,A) 6 t}.

Como ωn : Λn × X→ X é uniformemente cont́ınua, existe δ > 0 tal que se

max {ρ(λ1, λ
∗
1), · · · , ρ(λn, λ∗n),d(x,y)} < δ,

então

d
(
ωλ1···λn(x),ωλ∗1···λ∗n(y)

)
< ε.

Sejam (λ1, · · · , λn), (λ
∗
1, · · · , λ∗n) ∈ Λn tais que

max {ρ(λ1, λ
∗
1), · · · , ρ(λn, λ∗n)} < δ.

Afirmação:

1. ωλ1···λn(X) ⊂ B
(
ωλ∗1···λ∗n(X), ε

)
;

2. ωλ∗1···λ∗n(X) ⊂ B (ωλ1···λn(X), ε) .

Com efeito, dado y ∈ ωλ1···λn(X), existe x ∈ X tal que ωλ1···λn(x) = y. Tome, por-

tanto, y∗ = ωλ∗1···λ∗n(x) e note que d(y,y∗) = d(ωλ1···λn(x),ωλ∗1···λ∗n(x)) < ε. Mas isto

implica que y ∈ B
(
ωλ∗1···λ∗n(X), ε

)
, e portanto conclúımos a demonstração do item 1 da

afirmação. A demonstração do item 2 é análoga a do item 1.

Como ε é arbitrário, pela afirmação acima podemos concluir que os comprimentos dos

diâmetros de ωλ1···λn(X) e ωλ∗1···λ∗n(X) estão suficientemente próximos. Logo, a função

(λ1, · · · , λn) ∈ Λn 7→ Diam(ωλ1···λn(X)) é uniformemente cont́ınua.
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Lema 4. Seja ω um IFS em um espaço métrico compacto X com um espaço de parâmetros

compacto, então as seguintes afirmações são equivalentes.

1. ω é fracamente hiperbólico.

2. Dado ε > 0, existe n0 = n0(ε) ∈ N tal que para todo n > n0 e σ ∈ Ω, temos

Diam (ωσ1···σn(X)) < ε.

Demonstração. (2)⇒ (1) Imediato!

(1)⇒ (2) Suponha que (2) não acontece. Então existe ε0 > 0, uma sequência crescente

(nk)→∞ e uma sequência de palavras (com alfabeto em Λ) a qual denotamos por

(σ11,σ
1
2, · · · ,σ1n1

), (σ21,σ
2
2, · · · ,σ2n2

), · · ·

tais que

Diam(ωσk1 ···σknk
(X)) > ε0 para qualquer k ∈ N. (2.1)

Assim, temos a seguinte matriz formada pelas palavras:

σ11 σ
1
2 σ

1
3 · · ·σ1n1

σ21 σ
2
2 σ

2
3 · · ·σ2n1

· · ·σ2n2

σ31 σ
3
2 σ

3
3 · · ·σ3n1

· · ·σ3n2
· · ·σ3n3

σ41 σ
4
2 σ

4
3 · · ·σ4n1

· · ·σ4n2
· · ·σ4n3

· · ·σ4n4

...

σk1 σ
k
2 σ

k
3 · · ·σkn1

· · ·σkn2
· · ·σkn3

· · ·σkn4
· · ·σknk

...

Agora, pela compacidade deΛ, obtemos uma subsequência convergente de (σk1 )k∈N que

converge em Λ, ou seja, existe N1 ⊂ N tal que (σk1 )k∈N1
é convergente em Λ. Do mesmo

modo, pela compacidade de Λ, a sequência (σk2 )k∈N1
possui uma subsequência convergente

em Λ, ou seja, existe N2 ⊂ N1 tal que (σk2 )k∈N2
é convergente em Λ. Continuando nesse

processo, obteremos uma sequência de conjuntos

N ⊃ N1 ⊃ N2 ⊃ · · ·Nk ⊃ · · · .
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Se nós definirmos por N∗ o conjunto composto pelo primeiro elemento de N1, o segundo

elemento de N2, e assim por diante, teremos que a matriz
(
σkj
)
k∈N∗ j 6 nk possui todas as

colunas convergentes em Λ. Assim, por simplicidade, podemos supor que a matriz inicial

possui todas as colunas convergentes em Λ e definimos por σ = (σ1,σ2,σ3, · · · ) ∈ Ω a

sequência cujo j-ésimo termo é limite da j-ésima coluna. Para finalizarmos a prova, é

suficiente provarmos que esta sequência não satisfaz a definição de hiperbolicidade fraca.

Assim, fixe m ∈ N. Como (nk)→∞, então nk > m, para todo k suficientemente grande.

Portanto, segue-se de (2.1) que

Diam(ωσk1σk2 ···σkm(X)) > Diam(ωσk1σk2 ···σknk
(X)) > ε0

para k suficientemente grande. Como limk→∞(σk1 ,σk2 , · · · ,σkm) → (σ1,σ2, · · · ,σm) na

métrica do máximo, conclúımos pelo Lema 3 que Diam(ωσ1σ2···σm(X)) > ε0. Como m

é arbitrário, isto contradiz a definição de hiperbolicidade fraca, concluindo então a prova

do lema.

Definição 22. Seja ω : Λ × X → X um IFS. Para cada σ ∈ Ω,n ∈ N e x ∈ X, defina

Γ(σ,n, x) := ωσ1···σn(x). Dizemos que ω satisfaz a Propriedade P∗ se

Γ(σ) := lim
n→∞ Γ(σ,n, x) (2.2)

existe para cada σ ∈ Ω e todo x ∈ X, não dependendo de x e é uniforme em σ ∈ Ω e

x ∈ X.

Proposição 1. Todo IFS fracamento hiperbólico ω : Λ × X → X, com X e Λ espaços

métricos compactos satisfaz a propriedade P∗.

Demonstração. Tome x ∈ X e ε > 0. Pelo Lema 4 sabemos que existe n0 = n0(ε) tal que

Diam(ωσ1···σn(X)) < ε,

para todo σ ∈ Ω e todo n > n0. Observe que

Γ(σ,n, x) ∈ ωσ1···σn(X)

e como ωσn+1···σn+p(X) ⊂ X, temos

Γ(σ,n+ p, x) ∈ ωσ1···σn+p(X) ⊂ ωσ1···σn(X),



Caṕıtulo 2. Sistemas Iterados de Funções Fracamente Hiperbólicos 16

e então temos que d(Γ(σ,n, x), Γ(σ,n + p, x)) 6 Diam(ωσ1···σn(X)) < ε, para todo

n > n0 e p ∈ N. Assim, a sequência (Γ(σ,n, x))n∈N é de Cauchy e portanto, converge

para todo x ∈ X e σ ∈ Ω. Agora, tome σ ∈ Ω e x,y ∈ X. Observe que

Γ(σ,n, x), Γ(σ,n,y) ∈ ωσ1···σn(X),

e então

d(Γ(σ,n, x), Γ(σ,n,y)) < ε, se n > n0,

e portanto a convergência acima independe de x e converge uniformemente em σ e x ∈ X.

Isto conclui a demonstração.

Agora iremos provar que se um IFS ω : Λ × X → X satisfaz a propriedade P∗ para

Λ sendo um espaço compacto arbitrário, então é garantida a existência de um atrator.

Antes, precisaremos de alguns lemas, onde o primeiro deles afirma que o operador de

Hutchinson-Barnsley é cont́ınuo. A prova que apresentaremos aqui também funciona no

caso em que X é completo, mas não necessariamente compacto, e este caso será usado

posteriormente.

Lema 5. Seja X um espaço métrico completo e Λ um espaço métrico compacto. Se

ω : Λ × X → X é cont́ınuo, então o operador de Hutchinson-Barnsley F também é

cont́ınuo.

Demonstração. Fixe um conjunto compacto K ⊂ X e tome ε > 0. Como ω é cont́ınuo e

Λ é compacto, existe δ > 0 tal que se x ∈ K e y ∈ X com d(x,y) < δ, então

d(ωλ(x),ωλ(y)) < ε, para todo λ ∈ Λ.

Assuma que A ∈ K(X) é tal que dH(A,K) < δ. Seja x ∈ K e tome a ∈ A de modo que

d(x,a) = d(x,A) < δ. Como a ∈ A, temos ω(a) ∈ ωλ(A) e então

d(ωλ(x),ωλ(A)) 6 d(ωλ(x),ωλ(a)) < ε, para todo λ ∈ Λ.

De maneira similar, seja a ∈ A e tome x ∈ K de modo que d(a, x) = d(a,K) < δ,

então

d(ωλ(a),ωλ(K)) 6 d(ωλ(a),ωλ(x)) < ε, para todo λ ∈ Λ.

Portanto,

dH(ωλ(A),ωλ(K)) = sup {d(ωλ(a),ωλ(K)),d(ωλ(x),ωλ(A));a ∈ Ax ∈ K} 6 ε,
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ou seja,

dH(ωλ(A),ωλ(K)) 6 ε, para todo λ ∈ Λ,

e logo,

dH(F(A),F(K)) = dH(ω(Λ×A),ω(Λ× K)) 6 ε.

Isto conclui a demonstração do lema.

Observe que o Proposição 1 define uma função Γ : Ω→ X, dada por

Γ(σ) = lim
n→∞ Γ(σ,n, x), para qualquer x ∈ X.

Lema 6. A função Γ : Ω→ X é cont́ınua na topologia produto em Ω.

Demonstração. Denotemos por ρ a métrica de Λ. Pela Proposição 1, para cada σ ∈ Ω

fixado e para todo ε > 0, existe m = m(ε) ∈ N tal que

d(ωσ1 ◦ · · · ◦ωσm(x), Γ(σ)) < ε, para todo x ∈ X.

Usando que ωm é cont́ınuo, obtemos δ > 0 tal que se

max {ρ(σ∗1,σ1), · · · , ρ(σ∗m,σm)} < δ

então

d(ωσ∗1···σ∗m(x),ωσ1···σm(x)) < ε, para todo x ∈ X.

Seja U a vizinhança de σ na topologia produto dada por

U = Bρ(σ1, δ)× · · · × Bρ(σm, δ)×Λ× · · · .

Note que se σ∗ ∈ U, então:

d(Γ(σ∗), Γ(σ)) 6 d(Γ(σ),ωσ1···σm(x)) + d(ωσ1···σm(x),ωσ∗1···σ∗m(x))

+ d(ωσ∗1···σ∗m(x), Γ(σ
∗))

< 3ε,

e isto conclui a demonstração do lema.

Finalmente, usaremos o teorema do ponto fixo de Jachymski. Esse teorema é uma

generalização do teorema do ponto fixo de Banach. Antes de apresentar, precisamos de

uma definição.
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Definição 23. Seja (X,d) um espaço métrico. Dizemos que uma função T : X → X é

uma contração assintótica se d(Tn(x), Tn(y))
n→+∞−→ 0 para todos x,y ∈ X e existe η > 0

tal que esta convergência é uniforme para x,y, com d(x,y) 6 η.

Teorema 11 (Cantor - Tychonov). Sejam Mi (i = 1, 2, · · · ) espaços métricos compactos.

Então M =
∏
i∈N

Mi é um espaço métrico compacto.

Demonstração. Ver Caṕıtulo 8 em [7].

Teorema 12 (Jachymski). Suponha que (X,d) é um espaço métrico completo e T : X→ X

é uma contração assintótica cont́ınua. Então T tem um único ponto fixo p e

d(Tn(x),p)
n→+∞−→ 0 para todo x ∈ X.

Demonstração. Ver a demonstração em [5].

Demonstração do Teorema 5. Observe que se A ∈ K(X), então

F(A) =
⋃
λ1∈Λ

ωλ1(A)

F2(A) = F(F(A))

= F

( ⋃
λ1∈Λ

ωλ1(A)

)

=
⋃
λ2∈Λ

ωλ2

( ⋃
λ1∈Λ

ωλ1(A)

)

=
⋃

(λ2,λ1)∈Λ2

ωλ2(ωλ1(A))

F3(A) = F(F2(A))

= F

 ⋃
(λ2,λ1)∈Λ2

ωλ2(ωλ1(A))


=
⋃
λ3∈Λ

ωλ3

 ⋃
(λ2,λ1)∈Λ2

ωλ2(ωλ1(A))


=

⋃
(λ3,λ2,λ1)∈Λ3

ωλ3(ωλ2(ωλ1(A)))

Continuando assim, obtemos

Fn(A) =
⋃

(λn,··· ,λ1)∈Λn
ωλn ◦ · · · ◦ωλ1(A) =

⋃
(λn,··· ,λ1)∈Λn

ωλn···λ1(A).
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Portanto, podemos escrever

Fn(A) =
⋃
σ∈Ω

ωσ1···σn(A).

Defina

K := Γ(Ω) =
{

lim
n→∞ Γ(σ,n, x); σ ∈ Ω

}
e observe que, como Λ é compacto e Ω = ΛN, pelo Teorema 11 temos Ω compacto. Dáı,

como já vimos no Lema 6 que Γ é cont́ınua, conclúımos que K é compacto. Resta então

provar que K é atrator. De fato, dado B ⊂ X um conjunto compacto e ε > 0 temos, pela

Proposição 1, que existe n0 = n0(ε) tal que

d(Γ(σ,n, x), Γ(σ)) < ε para todo n > n0, σ ∈ Ω e x ∈ B.

Fixe n > n0. Dado y ∈ Fn(B), existe σ ′ ∈ Ω e x ∈ B tais que

y = ωσ ′1···σ ′n(x) = Γ(σ
′,n, x).

Logo,

d(y, z) = d(Γ(σ ′,n, x), Γ(σ ′)) < ε,

onde z = Γ(σ ′).

De maneira análoga se mostra que para todo z ∈ K existe y ∈ Fn(B) tal que d(y, z) <

ε. Isto implica que se n > n0, então dH(F
n(B),K) < ε, ou seja, lim

n→+∞dH(Fn(B),K) = 0

e portanto K é atrator de F. Agora, pela continuidade de F, temos

lim
n→+∞dH(F(Fn(B)),F(K)) = 0⇒ lim

n→+∞dH(Fn+1(B),F(K)) = 0.

Como Fn+1(B) é uma subsequência de Fn(B), então estas devem ter o mesmo limite,

ou seja, F(K) = K, o que implica que K é um conjunto compacto invariante.

Para provar que ωσ1
◦ · · · ◦ωσn tem um único ponto fixo para todo σ ∈ Ω e n > 1,

considere g = ωσ1
◦ · · · ◦ωσn . Então temos que

gm(x) = ωσ1
◦ · · · ◦ωσn ◦ · · · ◦ωσ1

◦ · · · ◦ωσn(x),

onde ωσ1
◦ · · · ◦ωσn aparece m vezes. Dáı,

d(gm(x),gm(y)) 6 Diam(ωσ1
◦ · · · ◦ωσn ◦ · · · ◦ωσ1

◦ · · · ◦ωσn(X)).
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Como ω é um IFS fracamente hiperbólico, então Diam(ωσ1
◦ · · · ◦ωσn ◦ · · · ◦ωσ1

◦

· · · ◦ ωσn(X)) → 0 quando m → ∞ e então d(gm(x),gm(y)) → 0 para todos x,y ∈ X

e esta convergência é uniforme em X, ou seja, g é uma contração assintótica. Dáı, pelo

Teorema 12, g possui um único ponto fixo, o qual denotamos por qσ1···σn . Para finalizar

a demonstração vamos mostrar que o conjunto que todos esses pontos fixos é denso em

K. Para isso, vamos usar o mesmo argumento do Hutchinson.

Denote Aσ1···σp := ωσ1···σp(A). Usando o fato de K ser invariante, obtemos

K = F(K) = F(F(K)) = F2(K) = · · · = Fp(K) =
⋃

σ1···σp

ωσ1···σp(K),

donde

Kσ1···σp = ωσ1···σp(K)

= ωσ1···σp

⋃
σp+1

ωσp+1
(K)


=
⋃
σp+1

ωσ1···σp
(
ωσp+1

(K)
)

=
⋃
σp+1

ωσ1···σp+1
(K).

Dáı segue que

K ⊃ Kσ1
⊃ · · · ⊃ Kσ1···σp ⊃ · · ·

Como K é compacto e ω é um IFS fracamente hiperbólico, então a interseção de

todos estes conjuntos é apenas um ponto, o qual denotaremos por kσ, para algum σ =

(σ1, · · · ,σp, · · · ) ∈ Ω.

Agora, kσ ∈ Kσ1,··· ,σp e qσ1···σp ∈ Kσ1,··· ,σp . Pela hiperbolicidade fraca do IFS obtemos

que

kσ = lim
p→+∞qσ1···σp ,

e isto conclui a demonstração do teorema.

2.5 Demonstração do Teorema 9

Queremos mostrar que todo IFS fracamente hiperbólico tem uma medida teoricamente

atratora.
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A demonstração consiste em mostrarmos que as iterações de uma medida de Dirac

pelo operador de transferência convergem para uma medida de probabilidade e mostrar

que esta é invariante pelo IFS. Depois devemos mostrar que H(Tnp µ, Tnp δa) → 0, para

qualquer medida de probabilidade µ.

A ideia inicial é estabelecer a continuidade do operador de transferência, que é o nosso

primeiro lema.

Lema 7. Se ω : Λ× X→ X é cont́ınua e X é compacto, então para todo p ∈M1(Λ), o

operador de transferência Tp é cont́ınuo na topologia fraca∗.

Demonstração. Suponha que µn → µ na topologia fraca∗ de M1(X). Devemos mostrar

que Tpµn → Tpµ.

De fato, tome f ∈ C(X) e observe que∫
X

f dTpµn =

∫
Λ

∫
X

f ◦ωλ dµndp =

∫
X

∫
Λ

f ◦ωλ dp dµn.

Veja que a função Φ : X→ R definida por Φ(x) =
∫
Λ
f ◦ωλ(x) dp é cont́ınua. Dáı,

como µn → µ na topologia fraca∗, segue que∫
X

Φ dµn →
∫
X

Φ dµ, (2.3)

ou seja, ∫
X

∫
Λ

f ◦ωλ dp dµn →
∫
X

∫
Λ

f ◦ωλ dp dµ. (2.4)

Mas veja que ∫
X

∫
Λ

f ◦ωλ dp dµ =

∫
Λ

∫
X

f ◦ωλ dµdp =

∫
X

f dTpµ. (2.5)

Portanto, de (2.3), (2.4) e (2.5), conclúımos que Tpµn → Tpµ.

Agora iremos mostrar a existência de uma medida invariante.

Lema 8. Para todo a ∈ X, a sequência de medidas (Tnp (δa)) é convergente na topologia

fraca∗ em M1(X). Como consequência disso, ν = lim
n→∞(Tnp (δa)) é uma medida invariante

para o IFS ω.

Demonstração. Devemos inicialmente provar que (Tnp (δa)) é uma sequência de Cauchy em

M1(X). Se provarmos que
∫
X
f dTnp (δa) é uma sequência de Cauchy para cada f ∈ C0(X)

com ||f||0 = 1, então pelo Teorema 8 teremos que Tnp (δa) também será uma sequência de
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Cauchy, uma vez que D é uma métrica em M1(X). De fato, se para todo ε > 0 existir

n0 ∈ N tal que∣∣∣∣∫
X

f dTmp (δa) −

∫
X

f dTnp (δa)

∣∣∣∣ < ε, para todos m,n > n0,

então

D(Tmp (δa), T
n
p (δa)) =

∞∑
k=1

1

2k

∣∣∣∣∫
X

f dTmp (δa) −

∫
X

f dTnp (δa)

∣∣∣∣ < ε, para todos m,n > n0.

Pela definição do operador de transferência, temos que∫
X

f dTnp (δa) =

∫
Λn

∫
X

f(ωσ1
◦ · · · ◦ωσn(x)) dδadpn

=

∫
Λn
f(ωσ1

◦ · · · ◦ωσn(a)) dpn

=

∫
Λn
f ◦ Γ(σ,n,a) dpn. (2.6)

Tome n > m. Então do fato de p ser uma probabilidade, obtemos∫
Λm
f ◦ Γ(σ,m,a) dpm =

∫
Λn−m

∫
Λm
f ◦ Γ(σ,m,a) dpmdpn−m,

dáı,∣∣∣∣∫
X

f dTnp (δa) −

∫
X

f dTmp (δa)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
Λn
f ◦ Γ(σ,n,a) dpn −

∫
Λm
f ◦ Γ(σ,m,a) dpm

∣∣∣∣
6

∣∣∣∣∫
Λn
f ◦ Γ(σ,n,a) dpn −

∫
Λn−m

∫
Λm
f ◦ Γ(σ,m,a) dpmdpn−m

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Λn

(f ◦ Γ(σ,n,a) − f ◦ Γ(σ,m,a)) dpn
∣∣∣∣

6
∫
Λn

|f ◦ Γ(σ,n,a) − f ◦ Γ(σ,m,a)| dpn,

ou seja,∣∣∣∣∫
X

f dTnp (δa) −

∫
X

f dTmp (δa)

∣∣∣∣ 6 ∫
Λn

|f ◦ Γ(σ,n,a) − f ◦ Γ(σ,m,a)| dpn. (2.7)

Observe que f é uniformemente cont́ınua, uma vez que esta é cont́ınua e está definida

num compacto. Assim, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que d(x,y) < δ ⇒ |f(x) − f(y)| < ε

e, consequentemente, pela Proposição 1, existe n0 = n0(ε) tal que se m,n > n0, então

d(Γ(σ,n,a), Γ(σ,m,a)) < δ⇒ |f ◦ Γ(σ,n,a) − f ◦ Γ(σ,m,a)| < ε.
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Portanto, de (2.7) temos que∣∣∣∣∫
X

f dTnp (δa) −

∫
X

f dTmp (δa)

∣∣∣∣ 6 ∫
Λn

|f ◦ Γ(σ,n,a) − f ◦ Γ(σ,m,a)| dpn

<

∫
Λn
ε dpn

= ε.

Logo, (Tnp (δa)) é uma sequência de Cauchy. Como M1(X) é um espaço métrico com-

pacto, existe ν = limn→∞(Tnp (δa)).
Pela continuidade do operador Tp provada no Lema 7, segue que

ν = lim
n→∞ Tnp (δa) = lim

n→∞ Tn+1
p (δa) = lim

n→∞ Tp(Tnp (δa)) = Tp( lim
n→∞ Tnp (δa)) = Tp(ν).

Assim, conclúımos que ν é uma medida invariante.

O nosso próximo passo consistirá em provar que ν é de fato uma medida teoricamente

atratora do IFS.

Lema 9. Para todo µ ∈M1(X) e a ∈ X as sequências (Tnp (δa)) e (Tnp (µ)) têm o mesmo

limite na topologia fraca∗. Como consequência, (Tnp (µ))
n→∞−→ ν na topologia fraca∗ se

µ ∈M1(X).

Demonstração. Como antes, é suficiente provar que se ||f||0 = 1, então∣∣∣∣∫
X

f dTnp (µ) −

∫
X

f dTnp (δa)

∣∣∣∣→ 0.

Tome ε > 0 e observe que∫
X

f dTnp (µ) =

∫
Λn

∫
X

f(ωσ1
◦ · · · ◦ωσn(x)) dµdpn =

∫
Λn

∫
X

f ◦ Γ(σ,n, x) dµdpn. (2.8)

Como µ é uma probabilidade, temos que∫
X

f ◦ Γ(σ,n,a) dµ = f ◦ Γ(σ,n,a) · µ(X) = f ◦ Γ(σ,n,a).

Dáı obtemos∣∣∣∣∫
X

f dTnp (µ) −

∫
X

f dTnp (δa)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
Λn

∫
X

f ◦ Γ(σ,n, x) dµdpn −

∫
Λn
f ◦ Γ(σ,n,a) dpn

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Λn

∫
X

f ◦ Γ(σ,n, x) dµdpn −

∫
Λn

∫
X

f ◦ Γ(σ,n,a) dµdpn
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∫
Λn

∫
X

(f ◦ Γ(σ,n, x) − f ◦ Γ(σ,n,a)) dµdpn
∣∣∣∣

6
∫
Λn

∫
X

|f ◦ Γ(σ,n, x) − f ◦ Γ(σ,n,a)| dµdpn.
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Da continuidade uniforme de f e da Proposição 1, dado ε > 0, existe n0 = n0(ε) tal

que se n > n0, então |f ◦ Γ(σ,n, x) − f ◦ Γ(σ,n,a)| < ε e portanto∫
Λn

∫
X

|f ◦ Γ(σ,n, x) − f ◦ Γ(σ,n,a)| dµdpn < ε.

Como

∫
X

f dTnp (δa)→
∫
X

f dν, segue que

∫
X

f dTnp (µ)→
∫
X

f dν.

Isto conclui a demonstração do lema.

Para finalizar a demonstração do teorema, resta provarmos que supp(ν) = K.

Defina para cada λ ∈ Λ a função ηλ : Ω → Ω por ηλ(σ1,σ2, · · · ) := (λ,σ1,σ2, · · · ).

Observe que, dados σ = (σ1,σ2, · · · ) ∈ Ω e x ∈ X, temos

Γ ◦ ηλ(σ) = lim
n→∞ Γ(ηλ(σ),n, x)

= lim
n→∞ Γ((λ,σ1,σ2, · · · ),n, x)

= lim
n→∞ωλ ◦ωσ1

◦ · · · ◦ωσn−1
(x)

= lim
n→∞ωλ(Γ(σ,n− 1, x))

= ωλ( lim
n→∞ Γ(σ,n− 1, x))

= ωλ ◦ Γ(σ),

ou seja, Γ ◦ ηλ = ωλ ◦ Γ .

Lema 10. Se P é a medida produto em Ω induzida por p ∈ M1(Λ), então temos que

Γ∗(P) = ν.

Demonstração. Provaremos que Γ∗(P) é ponto fixo do operador de transferência para ω.

Dáı, como já provamos que este possui um único ponto fixo, seguirá o resultado.

Como Γ ◦ ηλ = ωλ ◦ Γ , então (ωλ)∗(Γ∗(P)) = Γ∗((ηλ)∗(P)).

Agora observe que P é um ponto fixo do operador de transferência para o IFS η : Λ×

Ω→ Ω.
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De fato,

Tp(Γ∗(P)) =
∫
Λ

(ωλ)∗(Γ∗(P)) dp(λ)

=

∫
Λ

Γ∗((ηλ)∗P) dp(λ)

= Γ∗

(∫
Λ

(ηλ)∗P dp(λ)
)

= Γ∗(P).

Isto conclui a demonstração do Lema.

Afirmamos que supp(ν) = Γ(supp(P)). De fato, tome a ∈ supp(P) e seja V uma vi-

zinhança aberta de Γ(a). Como Γ é cont́ınua, segue que Γ−1(V) é aberto, logo P(Γ−1(V)) =

Γ∗(P)(V) = ν(V) > 0, isto prova que Γ(a) ∈ supp(ν) e portanto mostramos que Γ(supp(P)) ⊂

supp(ν).

Agora considere a ∈ supp(ν) e suponha que a /∈ Γ(suppP), temos dois casos a analisar:

i. a ∈ Im Γ , mas a /∈ Γ(suppP);

ii. a /∈ Im Γ .

No primeiro caso, Γ−1(a) /∈ suppP e como Γ−1({a}) e suppP são conjuntos compactos,

existe um aberto U contendo Γ−1(a) tal que U ∩ suppP = ∅, dáı P(U) = 0, mas isto

contradiz a hipótese.

No segundo caso, existe um aberto V contendo a tal que V ∩ Im Γ = ∅. Dáı, ν(V) =

Γ∗(P)(V) = P(Γ−1(V)) = 0.

ν(V) = Γ∗(P)(V)

= P(Γ−1(V))

= 0.

Isto é uma contradição, pois a ∈ supp(ν). Assim, mostramos que supp(ν) ⊂ Γ(supp(P)),

e portanto,

supp(ν) = Γ(supp(P))

= Γ(Ω)

= K.

Isto conclui a demonstração do Teorema 9.
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2.6 Demonstração do Teorema 10

Para demonstrarmos o Teorema 10, usaremos a ergodicidade da função shift β : Ω→

Ω (também chamada de deslocamento de Bernoulli), a qual é dada por

β(σ1,σ2, · · · ) = (σ2,σ3, · · · ).

Lembremos que a medida produto P em Ω é uma medida ergódica invariante para a

função shift. Este resultado pode ser encontrado em [9], Proposição 4.2.7.

Uma ferramenta para relacionar a função shift com o IFS é a função produto torcido

τ : Ω× X→ Ω× X, a qual é definida por

τ(σ, x) := (β(σ),ωσ1
(x)).

Vamos mostrar como relacionar as médias ergódicas para o IFS com as médias ergódicas

para o produto torcido. Fixe f : X → R uma função cont́ınua. Vamos estender f para

Ω× X definindo f ′ : Ω× X→ R por f ′(σ, x) = f(x). Observe que

∫
Ω×X

f ′ d(P× ν) =
∫
X

f dν. (2.9)

Por outro lado,

f ′(τn(σ, x)) = f ′(τn−1 ◦ τ(σ, x))

= f ′(τn−1(β(σ),ωσ1
(x)))

= f ′(τn−2 ◦ τ(β(σ),ωσ1
(x)))

= f ′(τn−2(β2(σ),ωσ2
◦ωσ1

(x)))

...

= f ′(βn(σ),ωσn ◦ · · · ◦ωσ1(x))

= f(ωσn ◦ · · · ◦ωσ1
(x)).

Então,

1

n

n−1∑
j=0

f ′(τj(σ, x)) =
1

n

n−1∑
j=0

f(ωσj ◦ · · · ◦ωσ1
(x)). (2.10)

A seguir apresentamos um teorema que será fundamental para o próximo resultado.

Teorema 13. Seja f : M→M uma transformação mensurável e µ uma medida em M.

Então f preserva µ se, e somente se,∫
ϕ dµ =

∫
ϕ ◦ f dµ,
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para toda função integrável ϕ : M→ R.

Demonstração. Ver Proposição 1.1.1. de [9].

O teorema vale se considerarmos funções integráveis limitadas.

O seguinte resultado nos permite obter uma medida invariante para o produto torcido

a partir de uma medida invariante para o IFS.

Lema 11. Sejam X e Λ espaços métricos compactos. Se µ ∈ M1(X) é uma medida

invariante para um IFS ω : Λ× X→ X, então a medida P× µ é invariante por τ.

Demonstração. Pelo Teorema 13 basta mostrar que para toda função integrável limitada

f : Ω× X→ R temos: ∫
Ω×X

f ◦ τ d(P× µ) =
∫
Ω×X

f d(P× µ).

Para isto, podemos alternar a ordem de integração e usar uma decomposição adequada

deΩ. Precisamente, observe que a medida produtoΩ coincide nos cilindros com a medida

produto em Λ×Ω. Como a σ-álgebra é gerada por cilindros, segue-se que os dois espaços

de medida coincidem. Portanto, podemos decompor qualquer integração em Ω como uma

integração em Λ×Ω. Usando isto, podemos escrever∫
Ω×X

f ◦ τ d(P× µ) =
∫
Ω×X

f(β(σ),ωσ1
(x)) d(P× µ)

=

∫
Ω

∫
X

f(β(σ),ωσ1
(x)) dµdP

=

∫
Λ

∫
Ω

∫
X

f(β(σ),ωσ1
(x)) dµdP(σ2,σ3, · · · )dp(σ1)

=

∫
Ω

∫
Λ

∫
X

f(β(σ),ωσ1
(x)) dµdp(σ1)dP(σ2,σ3, · · · ). (2.11)

Para cada (σ2,σ3, · · · ) defina

H̃(x) = f((σ2,σ3, · · · ), x).

Omitiremos a dependência de (σ2,σ3, · · · ) por simplicidade.

Como, por hipótese, µ é invariante pelo IFS, então Tp(µ) = µ. Dáı,∫
X

H̃ dTpµ =

∫
Λ

∫
X

H̃ ◦ωλ dµdp.
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Por outro lado,∫
X

H̃(x) dµ =

∫
Λ

∫
X

H̃ ◦ωσ1
(x) dµdp(σ1)

=

∫
Λ

∫
X

f((σ2,σ3, · · · ),ωσ1
(x)) dµdp(σ1)

=

∫
Λ

∫
X

f(β(σ),ωσ1
(x)) dµdp(σ1).

Substituindo em (2.11), obtemos∫
Ω×X

f ◦ τ d(P× µ) =
∫
Ω

(∫
Λ

∫
X

f(β(σ),ωσ1
(x)) dµdp(σ1)

)
dP(σ2,σ3, · · · )

=

∫
Ω

∫
X

H̃(x) dµdP

=

∫
Ω

∫
X

f((σ2,σ3, · · · ), x) dµdP

=

∫
Ω×X

f((σ2,σ3, · · · ), x) d(P× µ)

=

∫
Ω×X

f d(P× µ).

Isto conclui a demonstração do Lema.

Demonstração do Teorema 10. Seja K ⊂ X o único atrator de ω e ν a única medida

invariante (garantida pelo Teorema 9).

Queremos mostrar que para todo x ∈ X,P-q.t.p. σ ∈ Ω, e para qualquer função

cont́ınua f : X→ R temos:

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f(ωσj ◦ · · · ◦ωσ1(x)) =

∫
X

f dν.

O primeiro passo é mostrar que o limite do lado esquerdo existe para P-q.t.p., σ ∈ Ω.

Pela equação (2.10), temos

1

n

n−1∑
j=0

f(ωσj ◦ · · · ◦ωσ1
(x)) =

1

n

n−1∑
j=0

f ′(τj(σ, x)).

Pelo Lema 11, P × ν é invariante por τ. Dáı, pelo Teorema Ergódico de Birkhoff,

obtemos que para P× ν-q.t.p. (σ, x),

f∗(σ, x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f ′(τj(σ, x)) (2.12)

existe.
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Consideremos o conjunto

Ω∗ = {σ ∈ Ω; existe x ∈ X tal que f∗(σ, x) está definida}.

Afirmamos que P(Ω∗) = 1. De fato, suponhamos que P(Ω∗) < 1, então existe algum

A ⊂ Ω, com P(A) > 0, tal que se σ ∈ A, então f∗(σ, x) não existe para todo x ∈ X. Pelo

Teorema de Fubini, isto implica a existência de um conjunto de P × ν−medida positiva

em Ω× X tal que f∗(σ, x) não existe, e isto contraria (2.12).

Agora, vamos ver que a Proposição 1 implica que se f∗(σ, x) existe para algum x ∈ X

então f∗(σ,y) também existe para todo y ∈ X, e f∗(σ, x) = f∗(σ,y).

Para provar isto, fixemos (σ, x) tal que f∗(σ, x) existe, e seja y ∈ X qualquer. Pela

desigualdade triangular, obtemos que

|f∗(σ, x) − f∗(σ,y)| 6 lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

∣∣f ′(τj(σ, x)) − f ′(τj(σ,y))
∣∣ .

Assim, precisamos apenas provar que

1

n

n−1∑
j=0

∣∣f ′(τj(σ, x)) − f ′(τj(σ,y))
∣∣→ 0, (2.13)

quando n→∞.

Pela Proposição 1, temos que para todo δ > 0 existe n0 = n0(δ) tal que se n > n0,

então

sup
α∈Ω

d(ωα1 ◦ · · · ◦ωαn(a),ωα1 ◦ · · · ◦ωαn(b)) 6 δ, para todos a,b ∈ X.

Em particular, dados a,b ∈ X,σ ∈ Ω, e n > n0temos

d(ωαn ◦ · · · ◦ωα1(a),ωαn ◦ · · · ◦ωα1(b)) 6 δ.

Agora, tome ε > 0. Pela continuidade uniforme da f, existe n1 > 0 tal que se n > n1,

então

|f(ωσn ◦ · · · ◦ωσ1
(a)) − f(ωσn ◦ · · · ◦ωσ1

(b))| < ε,

para todos a,b ∈ X.

Tome n2 > n1 tal que 2
n1C

n2

< ε, onde

C = max
06j6n1

{
|f(ωσj ◦ · · · ◦ωσ1

(x))|, |f(ωσj ◦ · · · ◦ωσ1
(y))|
}

.
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Portanto, se n > n2, então

1

n

n−1∑
j=0

∣∣f ′(τj(σ, x)) − f ′(τj(σ,y))
∣∣ = 1

n

n1−1∑
j=0

∣∣f ′(τj(σ, x)) − f ′(τj(σ,y))
∣∣

+
1

n

n−1∑
j=n1

∣∣f ′(τj(σ, x)) − f ′(τj(σ,y))
∣∣

<
1

n

n1−1∑
j=0

(∣∣f ′(τj(σ, x))
∣∣+ ∣∣f ′(τj(σ,y))

∣∣)+ 1

n

n−1∑
j=n1

ε

6
1

n

n1−1∑
j=0

2C+
1

n

n−1∑
j=n1

ε

=
2n1C

n
+

(n− n1)ε

n

6
2n1C

n2

+ ε−
n1ε

n

< 2ε.

Como ε é arbitrário, isto mostra o que queŕıamos. Logo, f∗(σ, x) é constante em x,

para σ ∈ Ω∗. Observe que a segunda parte do Teorema Ergódico de Birkhoff aplicado ao

produto torcido τ implica que∫
Ω×X

f∗ d(P× ν) =
∫
Ω×X

f ′ d(P× ν).

Pela igualdade (2.9), temos∫
Ω×X

f∗ d(P× ν) =
∫
Ω×X

f ′ d(P× ν) =
∫
X

f dν. (2.14)

Afirmamos que f∗(σ, x) é constante para P-q.t.p. σ ∈ Ω.

De fato, fixe x e pense em f∗(., x) como uma função em Ω, se provarmos que

f∗(β(σ), x) = f∗(σ, x), (2.15)

então da ergodicidade de (β,P) seguirá que f∗(σ, x) é constante para P-q.t.p. σ ∈ Ω.
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Tome σ ∈ Ω∗ ∩ β−1(Ω∗). Observe que∣∣∣∣∣ 1

n+ 1

n∑
j=0

f ′(τj(σ, x)) −
1

n

n−1∑
j=0

f ′(τj(β(σ), x))

∣∣∣∣∣ (2.16)

=

∣∣∣∣∣ 1

n+ 1

n∑
j=0

f(ωσj ◦ · · · ◦ωσ1(x)) −
1

n

n−1∑
j=0

f(ωσj+1
◦ · · · ◦ωσ2(x))

∣∣∣∣∣
6

|f(x)|

n(n+ 1)
+

|f(ωσ1
(x))|

n+ 1
+

∣∣∣∣∣ 1

n+ 1

(
n∑
j=2

f(ωσj ◦ · · · ◦ωσ1(x)) −

n−1∑
j=1

f(ωσj+1
◦ · · · ◦ωσ2(x))

)∣∣∣∣∣
+

1

n(n+ 1)

∣∣∣∣∣
n−1∑
j=1

f(ωσj+1
◦ · · · ◦ωσ2

(x))

∣∣∣∣∣
6

|f(x)|

n(n+ 1)
+

|f(y)|

n+ 1
+

1

n+ 1
·
n∑
j=2

∣∣f(ωσj ◦ · · · ◦ωσ2
(y)) − f(ωσj ◦ · · · ◦ωσ2

(x))
∣∣

+
1

n(n+ 1)

∣∣∣∣∣
n−1∑
j=1

f(ωσj+1
◦ · · · ◦ωσ2

(x))

∣∣∣∣∣ ,
onde y = ωσ1

(x).

Com o mesmo argumento usado em (2.13), conclúımos que (2.16) converge a zero

quando n → ∞, e isto prova (2.15). Ou seja, f∗(σ, x) é constante para P-q.t.p. e,

portanto, de (2.14) temos ∫
X

f dν =

∫
Ω×X

f∗ d(P× ν) = f∗.

Logo, pelas equações (2.12) e (2.10), obtemos∫
X

f dν = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f(ωσj ◦ · · · ◦ωσ1
(x)),

como queŕıamos mostrar.
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O Caso Completo

Propomos a seguinte definição como uma extensão do conceito de IFS fracamente

hiperbólico.

Definição 24. Seja ω : Λ× X→ X um IFS cont́ınuo, onde (X,d) é um espaço métrico

completo. Dizemos que ω é fracamente∗ hiperbólico se para todos x,y ∈ X e σ ∈ Ω temos:

lim
n→+∞d(ωσ1···σn(x),ωσ1···σn(y)) = 0,

onde a convergência é assumida uniforme em Ω e localmente uniforme em X. Noutras

palavras, existe η > 0 tal que para todo ε > 0 existe n0 = n0(ε) tal que se n > n0 então

d(ωσ1···σn(x),ωσ1···σn(y)) < ε,

para todo σ ∈ Ω e x,y satisfazendo d(x,y) < η.

Observação 4. Note que no caso particular em que ωσi é uma contração para todo

σi ∈ Λ, temos claramente um IFS fracamente hiperbólico.

No Caṕıtulo 3 provaremos que se X é compacto, então um IFS ω é fracamente∗

hiperbólico se, e somente se, ω é fracamente hiperbólico. Apresentamos aqui resultados

no caso completo. Segue abaixo o resultado sobre a existência de um atrator global

topológico no caso completo.

Definição 25. Seja (M,d) um espaço métrico. Dado ε > 0 e x,y ∈M, uma ε−cadeia

unindo x e y é uma sequência x0 = x, x1, · · · , xn−1, xn = y de pontos em M tais que

d(xi, xi+1) < ε, para todo i = 0, · · · ,n − 1. n + 1 é o número de elementos da cadeia.

Dizemos que M é ε−encadeado, se para quaisquer x,y ∈M existe uma ε−cadeia unindo

x e y.

32
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Agora que temos as ferramentas necessárias, apresentamos a seguir um teorema que

garante a existência de um atrator.

Teorema 14. Seja ω um IFS fracamente∗ hiperbólico em um espaço métrico completo X

e com um espaço de parâmetros compacto Λ. Assuma que (K(X),dH) é ε−encadeado para

todo ε > 0. Então F tem um atrator K que é também um conjunto invariante compacto.

O teorema acima será demonstrado na seção 3.2.

Observe que este teorema pode ser aplicado quando X é um espaço de Banach ou uma

variedade Riemanniana completa.

Exemplo 5. Considere o IFS ω : Λ×X→ X, com Λ = {1, 2, 3} e X = R2, cujas funções

são dadas por

f1(x,y) =

(
1

2
x,

1

2
y

)
;

f2(x,y) =

(
1

2
x+ 1,

1

2
y

)
;

f3(x,y) =

(
1

2
x+

1

2
,
1

2
y+ 1

)
.

Observe que cada uma das funções é uma contração com coeficiente de contração igual

a
1

2
. Portanto, este é um IFS fracamente hiperbólico.

O atrator para este IFS é conhecido como Triângulo de Sierpinski. A seguir temos

uma imagem ilustrativa deste atrator.

Figura 3.1: Triângulo de Sierpinski
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Definição 26. Dado ε > 0, dizemos que um espaço métrico X é uniformemente ε−encadeado

em bolas se para toda bola B(a, r) ⊂ X existe um inteiro k = k(a, r, ε) tal que para todos

x,y ∈ B(a, r) existe uma ε−cadeia com, no máximo, k elementos unindo x e y.

Outro resultado importante de IFS fracamente∗ hiperbólico garante a existência de

uma única medida invariante, como segue.

Teorema 15. Seja (X,d) um espaço métrico completo, uniformemente ε−encadeado em

bolas e com (K(X),dH) ε−encadeado, para todo ε > 0. Se ω é um IFS fracamente

hiperbólico, então existe uma única medida invariante ν ∈M1(X) tal que supp(ν) ⊂ K e

na verdade temos supp(ν) = K se p(U) > 0 para cada U ⊂ Λ aberto, onde K é o atrator

dado pelo Teorema 14. Além disso, se µ ∈M1(X) tem suporte compacto então Tnp (µ)→ ν

quando n→∞, na métrica de Hutchinson.

O teorema acima será demonstrado na seção 3.3.

3.1 Desenhando o Atrator

Aqui apresentaremos um resultado que trata de como encontrar o conjunto atrator

através de órbitas do IFS em vez de calcular através do operador de Hutchinson-Barnsley.

Definição 27. Uma órbita do IFS iniciando em algum ponto x é um sequência (xn)
∞
n=0

em X tal que x0 = x, xk = ωσk(xk−1), para alguma sequência σ = (σk)k∈N ∈ Ω.

Definição 28. Dado um IFS ω : Λ×X→ X com um atrator A, dizemos que uma órbita

iniciando em x desenha o atrator, se as “caudas” desta órbita estão se aproximando do

atrator A na métrica de Hausdorff, ou seja, se

A = lim
k→∞(xn)∞n=k, na métrica de Hausdorff.

Dado um IFS ω : Λ×X→ X com um atrator A (com bacia de atração U) e um ponto

x ∈ X, denotamos por A(x) ⊂ Ω o conjunto formado pelas sequências (σk)k∈N tais que a

órbita correspondente x0 = x, xk = ωσk(xk−1) desenha o atrator.

Definição 29. Dizemos que uma probabilidade p ∈ M1(Λ) é justa se existe uma função

positiva f : (0,+∞)→ (0, 1] tal que

p(B(λ, δ)) > f(δ), para todo λ ∈ Λ.
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Definição 30. Um espaço métrico é dito próprio se toda bola fechada é compacta.

O nosso próximo e último resultado diz respeito a órbitas do IFS que desenha o atrator.

Teorema 16. Seja X um espaço métrico completo próprio, e ω : Λ × X → X um IFS

cont́ınuo. Suponha que ω tem um atrator A com bacia local de atração U. Então para

todo ponto x ∈ U, temos P(A(x)) = 1.

O teorema acima será demonstrado na seção 3.4.

Nosso próximo resultado diz que, no caso do espaço de fase compacto, as duas de-

finições (fraca e fraca∗ hiperbolicidade) são as mesmas.

Teorema 17. Suponhamos que Λ e X são espaços métricos compactos. Então um IFS

ω : Λ× X→ X é fracamente∗ hiperbólico se, e somente se, é fracamente hiperbólico.

Demonstração. Suponhamos que ω é fracamente hiperbólico. Se σ ∈ Ω e x,y ∈ X, então

d(ωσ1···σn(x),ωσ1···σn(y)) 6 Diam(ωσ1···σn(X)).

Como ω é fracamente hiperbólico, obtemos que

lim
n→∞Diam(ωσ1···σn(X)) = 0,

e portanto,

lim
n→∞d(ωσ1···σn(x),ωσ1···σn(y)) = 0.

Pelo Lema 4, tal convergência é uniforme em Ω e X, e portanto, ω é fracamente∗

hiperbólico.

Reciprocamente, assuma que ω é fracamente∗ hiperbólico e tome σ ∈ Ω.

Pela compacidade de X, existem sequências (xn) e (yn) em X tais que

Diam(ωσ1···σn(X)) = d(ωσ1···σn(xn),ωσ1···σn(yn)), para todo n ∈ N.

Como ωσ1···σn(X) é uma sequência de conjuntos encaixados, é suficiente mostrar que

d(ωσ1···σnk (xnk),ωσ1···σnk (ynk))→ 0, para alguma sequência nk →∞. (3.1)

Pela compacidade de X, as sequências (xn) e (yn) admitem subsequências (xnk) e

(ynk) convergentes em X tais que (xnk)→ x e (ynk)→ y. Iremos mostrar, portanto que
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estas são as sequências desejadas para (3.1). Assim, tome ε > 0 e considere η > 0 dado

pela Definição ??. Então existe k1 ∈ N tal que se k > k1, então

d(xnk , x) < η e d(ynk ,y) < η (3.2)

Como assumimos que ω é um IFS fracamente∗ hiperbólico, obtemos k2 ∈ N tal que

se k > k2, então

d(ωσ1···σnk (x),ωσ1···σnk (y)) < ε (3.3)

Agora, consideremos k0 = max {k1,k2}. Se k > k0, usando (3.2), (3.3) e a uniformidade

local da Definição ??, obtemos

d(ωσ1···σnk (xnk),ωσ1···σnk (ynk)) 6 d(ωσ1···σnk (xnk),ωσ1···σnk (x))

+ d(ωσ1···σnk (x),ωσ1···σnk (y))

+ d(ωσ1···σnk (y),ωσ1···σnk (ynk))

6 3ε.

Isto mostra a veracidade de (3.1) e conclui a demonstração.

3.2 Demonstração do Teorema 14

Aqui iremos provar a existência de um atrator no caso completo.

Demonstração do Teorema 14. Provaremos que o operador de Hutchinson-Barnsley é uma

contração assintótica em (K(X),dH). Tome ε > 0 e considere η > 0 e n0 = n0(ε) dados

pela Definição ??. Suponhamos que dH(A,B) < η, para algum A,B ∈ K(X). Temos que

Fn(A) =
⋃

σ∈Ω,x∈A

ωσ1···σn(x) e Fn(B) =
⋃

σ∈Ω,y∈B

ωσ1···σn(y).

Se c = ωσ1···σn(a), com a ∈ A, então usando que dH(A,B) < η, segue-se que existe

b ∈ B tal que d(a,b) < η. Assim, obtemos

d(ωσ1···σn(a),ωσ1···σn(b)) < ε, se n > n0.

Analogamente, se z = ωσ1···σn(b), com b ∈ B, então existe a ∈ A tal que d(a,b) < η,

e dáı,

d(ωσ1···σn(a),ωσ1···σn(b)) < ε, se n > n0.
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Portanto,

dH(F
n(A),Fn(B)) < ε para todo n > n0.

Resta mostrar que

dH(F
n(A),Fn(B))

n→∞−→ 0

para quaisquer A,B ∈ K(X). Como K é ε−encadeado, existe {K1, · · · ,Kp} ⊂ K(X) com

K1 = A,Kp = B e dH(Ki,Ki+1) < η, se 1 6 i 6 p− 1. Então

dH(F
n(A),Fn(B)) 6 dH(F

n(A),Fn(K2)) + · · ·+ dH(Fn(Kp−1),F
n(B)).

Mas como cada um dos termos do lado direito tende a 0 quando n→∞, conclúımos

que dH(F
n(A),Fn(B))→ 0 quando n→∞, ou seja, F é uma contração assintótica. As-

sim, pelo Teorema 12, existe um atrator K ∈ K(X), que é também um conjunto invariante.

Como, pelo Lema 5, F é cont́ınuo, então K é compacto. E isto conclui a demonstração do

teorema.

Corolário 1. Seja (X, ||.||) um espaço de Banach e d sua métrica induzida. Se ω é

um IFS fracamente hiperbólico em (X,d), então F tem um atrator K que é também um

conjunto invariante compacto.

Demonstração. Provaremos que (K(X),dH) é ε−encadeado para todo ε > 0, e o resultado

segue do teorema demonstrado acima.

Afirmamos que se B ∈ K(X), e x ∈ X, então existe uma função cont́ınua ψB : [0, 1]→

K(X) tal que ψB(0) = B e ψB(1) = {x}.

Para provar a afirmação, definimos a função φ : [0, 1] × X → X dada por φ(t,y) =

tx+ (1 − t)y e a função parcial φt : X→ X dada por φt(z) = φ(t, z).

Considere agora a função ψB : [0, 1]→ K(X), definida por

ψB(t) = φt(B).

Observe que φ é cont́ınua, e então como B é compacto, temos que ψB(t) é compacto

para todo t ∈ [0, 1]. Note, ainda, que ψB(0) = B e ψB(1) = {x}. Resta então provar que

ψB é cont́ınua. De fato, pela continuidade da φ, dado ε > 0 existe δ > 0 tal que se

|t1 − t2| < δ então d(φt1(b),φt2(b)) < ε, para cada b ∈ B. E portanto, se |t1 − t2| < δ

então dH(ψB(t1),ψB(t2)) < ε, o que prova a continuidade de ψB. E isto finaliza a

demonstração da afirmação.
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Dados A,B ∈ K(X), podemos definir uma função cont́ınua ξ : [0, 1] → K(X) tal que

ξ(0) = A e ξ(1) = B como segue: fixe um ponto x ∈ X satisfazendo a afirmação e defina

ξ(t) =

ψA(2t), se t ∈
[
0, 1

2

]
ψB(2 − 2t), se t ∈

[
1
2
, 1
] .

Veja que

ξ(0) = ψA(0) = A,

ξ

(
1

2

)
= ψA(1) = ψB(1) = {x},

ξ(1) = ψB(0) = B.

Assim,

dH(A,B) = dH(ξ(0), ξ(1)).

Mas como ξ é cont́ınua, então existe uma sequência t0 = 0, t1, · · · , tn = 1 de pon-

tos de [0, 1] tais que dH(ξ(ti), ξ(ti+1)) < ε, ou seja, existe uma sequência ξ(t0) =

A, ξ(t1), · · · , ξ(tn) = B de elementos de K(X) tais que dH(ξ(ti), ξ(ti+1)) < ε, para

todo i = 0, · · · ,n − 1. Portanto, existe uma ε−cadeia que une A e B, para todo ε > 0.

Logo, pelo Teorema 14 conclúımos que F tem um atrator K que é também um conjunto

invariante compacto.

3.3 Demonstração do Teorema 15

Observe que, pelo Teorema 14, é garantida a existência de um atrator K, que é também

um conjunto compacto invariante. Ou seja,

K = F(K) =
⋃
λ∈Λ

ωλ(K),

e dáı, ωλ(K) ⊂ K, para cada λ ∈ Λ. Assim, ω|K : Λ × K → K é um IFS fracamente

hiperbólico, com K compacto.

Aplicando o Teorema 9 obtemos que ω|K possui uma única medida invariante ν ∈

M1(K) e, além disso, se p(U) > 0 para todo U ⊂ Λ aberto, então supp(ν) = K.

Se ν ∈M1(K) é tal que supp(ν) ⊂ K, então da invariância de K temos supp(Tp(ν)) ⊂ K

e portanto a função Tp|K : M1(K) → M1(K) é bem definida. Logo, ν é a única medida
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invariante por ω|K tal que supp(ν) = K. Agora iremos provar a última afirmação do

teorema.

Queremos mostrar que H(Tnp (µ),ν)→ 0, quando n→∞. Pelo Lema 8, para qualquer

a ∈ K, Tnp (δa) → ν, quando n → ∞ na topologia fraca∗ (e portanto, na métrica de

Hutchinson), então é suficiente provar que

H(Tnp (µ), T
n
p (δa))→ 0, quando n→∞.

De fato, d+ado f ∈ Lip1(X;R), de (2.8), temos∫
X

f dTnp (µ) =

∫
X

∫
Λn
f ◦ Γ(σ,n, x) dpndµ. (3.4)

e de (2.6) ∫
X

f dTnp (δa) =

∫
Λn
f ◦ Γ(σ,n,a) dpn =

∫
X

∫
Λn
f ◦ Γ(σ,n,a) dpndµ. (3.5)

Esta última igualdade segue do fato de

∫
Λn
f ◦ Γ(σ,n,a) dpn ser constante. Dáı, de

(3.4), (3.5), e usando que f ∈ Lip1(X;R), segue que∣∣∣∣∫
X

f dTnp (µ) −

∫
X

f dTnp (δa)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
X

∫
Λn

(f ◦ Γ(σ,n, x) − f ◦ Γ(σ,n,a)) dpndµ

∣∣∣∣
6
∫
X

∫
Λn

|f ◦ Γ(σ,n, x) − f ◦ Γ(σ,n,a)| dpndµ

6
∫
X

∫
Λn
d(Γ(σ,n, x), Γ(σ,n,a)) dpndµ.

Então

H(Tnp (µ), T
n
p (δa)) 6

∫
X

ξn dµ, (3.6)

onde ξn =

∫
Λn
d(Γ(σ,n, x), Γ(σ,n,a)) dpn.

Agora, tome r > 0 tal que supp(µ) ⊂ B(a, r). Então temos
∫
X
ξn dµ =

∫
B(a,r) ξn dµ.

Afirmamos que ξn → 0 uniformemente em B(a, r). De fato, tome δ > 0. Como

temos, por hipótese, que X é uniformemente η−encadeado em B(a, r), então existe um

inteiro k = k(a, r,η) > 0 tal que para todo x ∈ B(a, r) existe uma η−cadeia x0 =

x, x1, · · · , xk = a, com no máximo k + 1 elementos. Pela hiperbolicidade fraca do IFS,

existe n0 = n0(δ,k) > 0 tal que n > n0 implica em

d(Γ(σ,n, x), Γ(σ,n,y)) 6
δ

k
,
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para todo σ ∈ Ω e todos x,y ∈ X, com d(x,y) < η. Portanto, se n > n0 obtemos

d(Γ(σ,n, x), Γ(σ,n,a)) 6
k−1∑
j=0

d(Γ(σ,n, xj), Γ(σ,n, xj+1)) 6
k−1∑
j=0

δ

k
= δ,

para todo σ ∈ Ω, e então

ξn =

∫
Λn
d(Γ(σ,n, x), Γ(σ,n,a)) dpn < δ,

para todo x ∈ B(a, r). E isto conclui a prova da afirmação feita. Logo, pela afirmação e

a desigualdade (3.6) conclúımos que

H(Tnp (µ), T
n
p (δa))→ 0,

e isto finaliza a demonstração do teorema.

3.4 Demonstração do Teorema 16

Antes de iniciarmos a demonstração precisaremos de alguns lemas, que serão apresen-

tados a seguir.

Lema 12. Seja X um espaço métrico completo e C ⊂ X compacto. Então X é próprio se,

e somente se, B(C, r) é compacto para todo r > 0.

O próximo lema fornece algum controle (uniforme) para a velocidade de convergência

das iteradas Fk({x}) para o atrator, mas apenas para pontos x próximos ao atrator. Este

controle será um dos pontos principais para demonstrar o Teorema 16.

Lema 13. Sejam ω : Λ × X → X um IFS cont́ınuo, X um espaço métrico completo

próprio e Λ um espaço de parâmetros compacto. Suponha que ω tem um atrator local A

com bacia de atração local U. Então para qualquer ε > 0 existe um inteiro N = N(ε) tal

que para qualquer x ∈ B(A, ε) ∩U existe um inteiro m = m(x, ε) < N tal que

dH(A,Fm({x})) <
ε

4
.

Demonstração. Assumimos, sem perda de generalidade, que B(A, ε) ⊂ U. Se x ∈ B(A, ε),

então como Fn(K) → A para todo K compacto na bacia de atração, existe um inteiro

m = m(x, ε) tal que

dH(A,Fm({x})) <
ε

8
.
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Como F é um operador cont́ınuo, existe rx > 0 tal que para todo y ∈ B(x, rx) temos

dH(F
m({x}),Fm({y})) <

ε

8
.

Logo,

dH(A,Fm({y})) 6 dH(A,Fm({x})) + dH(F
m({x}),Fm({y})) <

ε

4
,

para todo y ∈ B(x, rx). Como X é próprio, temos, pelo Lema 12, que B(A, ε) é compacto

e então existe um conjunto finito {x1, · · · , xn} tal que

B(A, ε) ⊂
n⋃
i=1

B(xi, rxi).

Seja N = max {m(xi, ε); i = 1, · · · ,n} + 1. Então, para qualquer x ∈ B(A, ε), existe

i ∈ {1, · · · ,n} tal que x ∈ B(xi, rxi) e portanto

dH(A,Fm({x})) <
ε

4
,

com m = m(xi, ε) < N. Isto conclui a demonstração do lema.

A seguir usaremos a continuidade do IFSω para controlar órbitas de pontos próximos.

O interessante é que isto pode ser feito uniformemente em B(A, ε) devido a compacidade.

Lema 14. Sejam ω : Λ×X→ X um IFS cont́ınuo, X um espaço métrico completo próprio

e Λ um espaço de parâmetros compacto. Suponha que ω tem um atrator A com bacia

local de atração U. Para todo ε > 0 e todo inteiro N > 0, existe δ = δ(ε,N) tal que para

todo m < N, se x ∈ B(A, ε) e d(λi,σi) < δ em Λ, i = 1, · · · ,m, então

d(ωλm ◦ · · · ◦ωλ1(x),ωσm ◦ · · · ◦ωσ1
(x)) <

ε

4
.

Demonstração. Fixe ε > 0. A prova é feita por indução sobre N. Como B(A, ε) é

compacto, o caso N = 1 segue da continuidade uniforme. Assim, suponha que o lema

é válido para N e iremos provar que é válido também para N + 1. Novamente, como

Y = ∪Nn=0F
n(B(A, ε)) é um espaço métrico compacto, ω restrita a Y é uniformemente

cont́ınua. Consequentemente, existe δ1 = δ1(ε,N) > 0 tal que se λN,σN ∈ Λ e a,b ∈ Y,

com d(λN,σN) < δ1 em Λ e d(a,b) < δ1 em Y, então

d(ωλN(a),ωσN(b)) < ε.
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Pela hipótese de indução, existe δ2 = δ2(N, ε) tal que se d(λi,σi) < δ2 para todo

i = 1, · · · ,N− 1, então

d(ωλN−1
◦ · · · ◦ωλ1(x),ωσN−1

◦ · · · ◦ωσ1
(x)) < δ1.

Portanto, tomando δ = min{δ1, δ2}, se d(λi,σi) < δ para todo i = 1, · · · ,N, segue-se

que

d(ωλN ◦ · · · ◦ωλ1(x),ωσN ◦ · · · ◦ωσ1
(x)) < ε.

Logo, o caso N+ 1 é válido. Isto conclui a demonstração do lema.

O próximo lema reduz a demonstração do Teorema 16 para a demonstração de uma

afirmação mais simples.

Lema 15. Fixe um ponto x ∈ X. Suponha que a seguinte propriedade seja satisfeita.

Para cada ε > 0 existe Kε > 0 tal que para todo L > Kε exista um conjunto BL ⊂

Ω com P(BL) = 1, e tal que se σ ∈ BL e xk = ωk(xk−1) é a σ-órbita de x, então

dH(A, (xk)k>L) < ε. Então existe B ⊂ Ω ∩A(x) com P(B) = 1.

Demonstração. Seja Bε = ∩L>KεBL. Como para cada L > Kε temos BL ⊂ Ω, então

Bε ⊂ Ω. Além disso, toda x-órbita {xk = ωk(xk−1)} gerada por alguma sequência σ =

(σk) ∈ Bε satisfaz dH(A, (xk)k>L) < ε, para todo L > Kε. Agora, tomemos εn = 1
n

e

defina B = ∩n∈NBεn . Observe que P(B) = P(∩n∈NBεn) = 1 e B ⊂ A(x). De fato, tome

σ ∈ B e considere (xk) a órbita de x gerada por σ. Para qualquer ε > 0 podemos tomar n

suficientemente grande de modo que εn < ε. Como σ ∈ Bεn , temos que L > Kεn implica

em dH(A, (xk)k>L) < εn < ε. Logo, A = limL→∞(xk)k>L, o que prova que B ⊂ A(x).

Isto conclui a demonstração do lema.

Agora iniciaremos de fato a demonstração do Teorema 16

Demonstração do Teorema 16. Iremos aplicar o Lema 15. Fixemos ε > 0. Pela definição

do atrator, existe Kε tal que k > Kε implica que

dH(F
k({x}),A) < ε,

em particular, dada qualquer sequência (λk)k∈N ∈ Ω, a órbita correspondente satisfaz

xk ∈ Fk({x}) ⊂ B(A, ε),
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para todo k > Kε. Tome L > Kε e considere o conjunto BL.

Considere um conjunto {a1, · · · ,al} ⊂ A tal que A ⊂ ∪lj=1B(aj,
ε
4
). Observe que

se um conjunto R ⊂ B(A, ε) tem interseção não vazia com toda bola B(aj,
ε
4
) então

dH(A,R) < ε. Em virtude disto, dizemos que uma palavra finita {σ1, · · · ,σn} ⊂ Λ

corrige um ponto a se existem n1, · · · ,nl ⊂ {1, · · · ,n} tais que

ωσnj ◦ · · · ◦ωσn1 (a) ∈ B
(
aj,
ε

2

)
, para cada j.

Agora, observe que o Lema 13 implica que para cada a ∈ B(A, ε) existe uma palavra

finita λ1, · · · , λm tal que

ωλm ◦ · · · ◦ωλ1(a) ∈ B
(
a1,

ε

4

)
,

e o comprimentom desta palavra é limitado porN = N(ε). Aplicando o mesmo racioćınio

com ωλm ◦ · · · ◦ ωλ1(a) no lugar de a, encontramos uma segunda palavra finita, com

a mesma constante de limitação para seu comprimento, então a órbita de a sob esses

dois blocos de palavras agora visita ambas as bolas B(a1,
ε
4
) e B(a2,

ε
4
). Continuando

desta maneira, podemos encontrar uma palavra finita com comprimento no máximo lN

visitando todas as bolas B(aj,
ε
4
).

Pelo Lema 14, existe δ = δ(ε,N) tal que para toda palavra finita com o mesmo

comprimento da palavra encontrada anteriormente com uma distância δ desta, a órbita

correspondente também visita todas as bolas B(aj,
ε
4
).

Como p é uma medida justa, pela Definição 29 temos que a P−medida do conjunto

C0 = {σ ∈ Ω;σL+1, · · · ,σL+lN corrige xL}

é pelo menos f(δ)lN. Pela mesma razão, a medida de cada conjunto

Cj = {σ ∈ Ω;σL+jlN+1, · · · ,σL+(j+1)lN corrige xL+jlN}

é pelo menos f(δ)lN. Além disso, como estes conjuntos são independentes, segue-se que

P

( ∞⋂
j=0

(Ω− Cj)

)
6 P

(
t−1⋂
j=0

(Ω− Cj)

)
6 (1 − f(δ)lN)t.

Portanto, P(∪j∈NCj) = 1.

Pela construção dos conjuntos Cj, para toda σ ∈ ∪j∈NCj a órbita correspondente

satisfaz

A ⊂ B((xk)k>L, ε),
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e como L > Kε, também obtemos que (xk)k>L ⊂ B(A, ε). Logo

dH(A, (xk)k>L) < ε.

Assim, colocando BL = ∪j∈NCj e usando o Lema 15, conclúımos o resultado.



Caṕıtulo 4

Apêndice

Aqui iremos apresentar e demonstrar o Teorema Ergódico de Birkhoff, resultado que

será bastante útil para a prova do Teorema 10. Para isto, veremos alguns resultados antes.

Teorema 18 (Teorema Ergódico Maximal). Seja f : X → X uma transformação men-

surável e µ uma probabilidade invariante por f. Dada qualquer função integrável ϕ : X→

R e sendo ϕ∗(x) = sup
n>1

1

n

n−1∑
j=0

ϕ(fj(x)), temos

∫
D

ϕ dµ > 0,

onde D = {x ∈ X;ϕ∗(x) > 0}.

Antes de iniciarmos a demonstração deste teorema, apresentamos um lema que será

útil em nossa demonstração.

Lema 16. Seja U : L1(µ) → L1(µ) um operador linear positivo satisfazendo ||U||1 6 1.

Dado um natural N > 0 e ϕ ∈ L1(µ) defina

ϕ0 = 0,ϕ1 = ϕ, · · · ,ϕn =

n−1∑
j=0

Ujϕ, 1 6 n 6 N, e ψN = max
06i6N

ϕi.

Então ∫
AN

ϕ dµ > 0,

onde AN = {x ∈ X; ψN(x) > 0}.

Demonstração. Sejam f,g ∈ L1(µ) com f(x) > g(x), para todo x ∈ X. Como U é um

operador linear positivo, então Uf(x) > Ug(x) para todo x ∈ X.

45
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Observe que ψN > 0 para qualquer N ∈ N e além disso, ψN ∈ L1(µ).

Dado 0 6 k 6 N− 1, temos

ψN > ϕk ⇒ UψN > Uϕk ⇒ UψN +ϕ > ϕ+Uϕk.

Note que

ϕ+Uϕk = ϕ+U(

k−1∑
j=0

Ujϕ) = ϕ+

k∑
j=1

Ujϕ = ϕ+

k∑
j=0

Ujϕ = ϕk+1.

Ou seja, para cada k com 0 6 k 6 N− 1, temos UψN +ϕ > ϕk+1, e então

UψN +ϕ > max
16i6N

ϕi. (4.1)

Segue-se a partir de (4.1) que para x ∈ AN = {x ∈ X;ψN(x) > 0}, temos

0 < ψN(x) = max
06i6N

ϕi(x) = max {ϕ0(x),ϕ1(x), · · · ,ϕN(x)} = max {0,ϕ1(x), · · · ,ϕN(x)}.

Assim, como max {0,ϕ1(x), · · · ,ϕN(x)} > 0 temos

max {ϕ1(x), · · · ,ϕN(x)} = max {0,ϕ1(x), · · · ,ϕN(x)} > 0⇒ max
16i6N

ϕi > 0.

Portanto,

UψN +ϕ > max
16i6N

ϕi > 0 em AN.

Como UψN +ϕ,ψN ∈ L1(µ) e AN é o conjunto dos pontos que ψN é positiva, segue

que ∫
AN

UψN +ϕ dµ >
∫
AN

ψN dµ

⇒
∫
AN

ϕ dµ >
∫
AN

ψN dµ−

∫
AN

UψN dµ

Como ψN = 0 em X\AN, então∫
AN

ψN dµ =

∫
X

ψN dµ.

Em particular, ψN > 0 e portanto UψN > 0. Dáı,∫
AN

ϕ dµ >
∫
AN

ψN dµ−

∫
AN

UψN dµ >
∫
X

ψN dµ−

∫
X

UψN dµ. (4.2)

Por hipótese, ||U||1 6 1, então∫
X

|UψN| dµ 6
∫
X

|ψN| dµ,
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e isto implica em ∫
X

UψN dµ 6
∫
X

ψN dµ,

uma vez que ψN > 0⇒ UψN > 0 e, consequentemente, |ψN| = ψN e |UψN| = UψN. Da

desigualdade acima, segue que∫
X

ψN dµ−

∫
X

UψN dµ > 0,

donde, substituindo em (4.2), obtemos∫
AN

ϕ dµ > 0.

Isto conclui a demonstração do lema.

Demonstração do Teorema 18. Considere Uf : L
1(µ) → L1(µ) o operador de Koopman,

isto é, Uf(ϕ) = ϕ ◦ f. Então,∫
X

|Uf(ϕ)|dµ =

∫
X

|ϕ ◦ f|dµ =

∫
X

|ϕ| ◦ f dµ =

∫
X

|ϕ|d(f∗µ) =

∫
X

|ϕ| dµ.

Ou seja, ||Uf(ϕ)||L1 = ||ϕ||L1 .

Se ψ : X → R é uma outra função integrável tal que ϕ(x) > ψ(x) para todo x ∈ X,

então

Uf(ϕ)(x) = ϕ(f(x)) > ψ(f(x)) = Uf(ψ)(x),

logo, Uf é um operador linear positivo com ||Uf|| 6 1.

Sejam ϕn,ψN e AN como no Lema 16. Afirmamos que D =
⋃
j>1

Aj.

De fato, se x ∈ D, temos ϕ∗(x) > 0, ou seja,

sup
n>1

1

n

n−1∑
j=0

ϕ(fj(x)) > 0⇒ sup
n>1

1

n

n−1∑
j=0

Ujf(ϕ)(x) > 0.

Pela definição de supremo, dado ε suficientemente pequeno, existe n0 ∈ N tal que

1

n0

n0−1∑
j=0

Uf(ϕ)(x) > sup
n>1

1

n

n−1∑
j=0

Ujf(ϕ)(x) − ε > 0.
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Consequentemente,

max
16i6n0

1

i

i−1∑
j=0

Uf(ϕ)(x) > 0⇒ max
16i6n0

ϕi(x) > 0

⇒ max
06i6n0

ϕi(x) > 0

⇒ψn0
(x) > 0

⇒x ∈ An0

⇒x ∈
⋃
j>1

Aj.

Reciprocamente, dado x ∈
⋃
j>1

Aj, existe n1 ∈ N tal que

x ∈ An1
⇒ ψn1

(x) > 0

⇒ max
06i6n1

ϕi(x) > 0

⇒ max
16i6n1

ϕi(x) > 0

⇒ max
16i6n1

1

i

i−1∑
j=0

Ujf(ϕ)(x) > 0

⇒ max
16i6n1

1

i

i−1∑
j=0

ϕ(fj(x)) > 0

⇒ sup
n>1

1

n

n−1∑
j=0

ϕ(fj(x)) > 0

⇒ ϕ∗(x) > 0

⇒ x ∈ D.

Logo, D =
⋃
j>1

Aj, e isto prova a afirmação feita.

Agora, observe que se x ∈ An, temos

ψn(x) > 0⇒ max
06i6n

ϕi > 0⇒ max
06i6n+1

ϕi > 0⇒ ψn+1(x) > 0⇒ x ∈ An+1.

Assim, A1 ⊂ A2 ⊂ · · · . Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada e pelo

Lema 16, segue que ∫
D

ϕ dµ = lim
n→∞

∫
An

ϕ dµ > 0.

Isto conclui a demonstração do teorema.
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Corolário 2. Considere uma transformação f : X → X, ϕ ∈ L1(µ),α ∈ R e ϕ∗(x) =

sup
n>1

1

n

n−1∑
j=0

ϕ(fj(x)). Então ∫
Dα

ϕ dµ > αµ(Dα),

onde Dα = {x ∈ X;ϕ∗(x) > α}.

Demonstração. Defina ψ(x) = ϕ(x) − α. Então

1

n

n−1∑
j=0

ψ(fj(x)) =
1

n

n−1∑
j=0

(ϕ(fj(x)) − α).

Observe que ψ∗(x) = ϕ∗(x) − α e defina A = {x ∈ X;ψ∗(x) > 0}. Dáı,∫
A

ψ dµ =

∫
Dα

ϕ− α dµ =

∫
Dα

ϕ dµ− αµ(Dα).

Por outro lado, pelo Teorema Ergódico Maximal, temos
∫
A
ψ dµ > 0.

Logo, ∫
Dα

ϕ dµ > αµ(Dα).

Isto conclui a demonstração do corolário.

Teorema 19 (Teorema Ergódico de Birkhoff). Seja f : X → X uma transformação

mensurável e seja µ uma probabilidade invariante por f. Dada qualquer função integrável

ϕ : X→ R, o limite

ϕ̃(x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

ϕ(fj(x))

existe em µ-q.t.p x ∈ X. Além disso, a função ϕ̃ definida desta forma é integrável e

satisfaz ∫
ϕ̃(x) dµ(x) =

∫
ϕ(x) dµ(x).

Demonstração. Sejam

ϕ1(x) = lim inf
1

n

n−1∑
j=0

ϕ(fj(x))

e

ϕ2(x) = lim sup
1

n

n−1∑
j=0

ϕ(fj(x)).

Obviamente ϕ1 6 ϕ2. Nosso intuito é mostrar que ϕ1 = ϕ2 em µ-q.t.p. x ∈ X.

Considere então Eα,β = {x ∈ X;ϕ1(x) < α < β < ϕ2(x)}, dáı, temos que
⋃
α,β∈Q

Eα,β =

{x ∈ X;ϕ1(x) < ϕ2(x)}.
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Note que Eα,β é invariante. De fato, observe que

ϕ2(f(x)) = lim sup
1

n

n−1∑
j=0

ϕ(fj(f(x)))

= lim sup
1

n

n∑
j=1

ϕ(fj(x))

= lim sup
1

n

(
n∑
j=0

ϕ(fj(x)) +ϕ(x)

)

= lim sup

(
n+ 1

n
· 1

n+ 1

n∑
j=0

ϕ(fj(x)) +
ϕ(x)

n

)

= lim sup
1

n+ 1

n∑
j=0

ϕ(fj(x))

= ϕ2(x),

como queŕıamos. O mesmo vale para ϕ1.

Afirmamos que µ(Eα,β) = 0. De fato, seja f : Eα,β → Eα,β a restrição de f ao conjunto

invariante Eα,β e ϕ : Eα,β → R a restrição da função integrável ϕ ao conjunto Eα,β.

Da definição de Eα,β, temos

β < ϕ2(x)⇒ sup
1

n

n−1∑
j=0

ϕ(fj(x)) > β⇒ ϕ∗(x) > β.

Dáı, aplicando o corolário anterior, obtemos∫
Dβ

ϕ dµ > βµ(Dβ),

onde Dβ = {x ∈ Eα,β;ϕ∗(x) > β} = Eα,β. Ou seja,∫
Eα,β

ϕ dµ > βµ(Eα,β). (4.3)

Note ainda que

ϕ1(x) < α⇒ inf
1

n

n−1∑
j=0

ϕ(fj(x)) < α

⇒ − inf
1

n

n−1∑
j=0

ϕ(fj(x)) > −α

⇒ sup
1

n

n−1∑
j=0

−ϕ(fj(x)) > −α

⇒ (−ϕ)∗ > −α.
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Novamente pelo corolário anterior,∫
D−α

−ϕ dµ > −αµ(D−α)

⇒
∫
Eα,β

−ϕ dµ > −αµ(Eα,β)

⇒
∫
Eα,β

ϕ dµ 6 αµ(Eα,β), (4.4)

onde D−α = {x ∈ Eα,β; (−ϕ)∗ > −α}.

Portanto, de (4.3) e (4.4), temos que

βµ(Eα,β) 6 αµ(Eα,β).

Como α < β, segue que µ(Eα,β) = 0.

Portanto, isso mostra que existe o limite

ϕ̃(x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

ϕ(fj(x)),

pois µ

( ⋃
α,β∈Q

Eα,β

)
= 0.

Agora queremos mostrar que ϕ̃ é integrável, ou seja, que

∫
X

|ϕ̃|dµ < ∞. Para tanto,

note que ∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
j=0

ϕ(fj(x))

∣∣∣∣∣ 6 1

n

n−1∑
j=0

|ϕ|(fj(x)).

Dáı, ∫
X

|ϕ̃|dµ =

∫
X

lim inf

∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
j=0

ϕ(fj(x))

∣∣∣∣∣dµ.

Pelo Lema de Fatou,∫
X

lim inf

∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
j=0

ϕ(fj(x))

∣∣∣∣∣dµ 6 lim inf

∫
X

∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
j=0

ϕ(fj(x))

∣∣∣∣∣dµ
6 lim inf

1

n

n−1∑
j=0

∫
X

|ϕ| ◦ fj dµ

= |ϕ1|

<∞.

Portanto, ϕ̃ é integrável.

Para finalizar a demonstração do teorema, resta mostrar que

∫
X

ϕ̃(x)dµ(x) =

∫
X

ϕ(x) dµ(x).
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Considere os conjuntos

An,k =

{
x ∈ X;

k

2n
6 ϕ̃(x) 6

k+ 1

2n

}
para todo n ∈ N e k ∈ Z.

Observe que
k

2n
µ(An,k) 6

∫
An,k

ϕ̃dµ 6
k+ 1

2n
µ(An,k). (4.5)

Considere agora a restrição das funções f e ϕ ao conjunto An,k. Obviamente, ϕ :

An,k → R está bem definida. Mostremos que que f : An,k → An,k também está bem

definida. Dado x ∈ An,k, queremos mostrar que f(x) ∈ An,k.

De fato,

ϕ̃(f(x)) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

ϕ(fj(f(x)))

= lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

ϕ(fj+1(x))

= lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

ϕ(fj(x))

= lim
n→∞

n+ 1

n
· 1

n+ 1

n∑
j=1

ϕ(fj(x))

= lim
n→∞

n+ 1

n
· 1

n+ 1

(
n∑
j=0

ϕ(fj(x)) −ϕ(x)

)

= lim
n→∞

n+ 1

n
· 1

n+ 1

n∑
j=0

ϕ(fj(x)) − lim
n→∞

ϕ(x)

n

= ϕ̃(x)

Ou seja, ϕ̃(f(x)) = ϕ̃(x) e, portanto, f(x) ∈ An,k, o que implica que f : An,k → An,k

está bem definida.

Dado ε > 0, se x ∈ An,k, então ϕ̃(x) >
k

2n
>
k

2n
− ε.

Pelo Corolário 2,∫
{x∈An,k;ϕ̃(x)> k

2n−ε}

ϕ dµ =

∫
An,k

ϕ dµ >

(
k

2n
− ε

)
µ(An,k).

Fazendo ε→ 0, obtemos ∫
An,k

ϕ dµ >
k

2n
µ(An,k). (4.6)
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Analogamente,∫
{x∈An,k;(̃−ϕ)(x)>−k+1

2n }

−ϕ dµ =

∫
An,k

−ϕ dµ >

(
−
k+ 1

2n

)
µ(An,k),

ou seja, ∫
An,k

ϕ dµ 6
k+ 1

2n
µ(An,k). (4.7)

De (4.6) e (4.7) obtemos que

k

2n
µ(An,k) 6

∫
An,k

ϕ dµ 6
k+ 1

2n
µ(An,k). (4.8)

Note que, fixado n, o espaço X pode ser escrito como a união disjunta X =
⋃
k∈Z

An,k.

Assim, ∣∣∣∣∫
X

ϕ̃dµ−

∫
X

ϕ dµ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫
∪An,k

ϕ̃dµ−

∫
∪An,k

ϕ dµ

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
k∈Z

∫
An,k

ϕ̃dµ−
∑
k∈Z

∫
An,k

ϕ dµ

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
k∈Z

(∫
An,k

ϕ̃dµ−

∫
An,k

ϕ dµ

)∣∣∣∣∣
6
∑
k∈Z

∣∣∣∣∣
∫
An,k

ϕ̃dµ−

∫
An,k

ϕ dµ

∣∣∣∣∣ . (4.9)

Multiplicando (4.8) por −1 e somando com (4.5), obtemos

k

2n
µ(An,k) −

k+ 1

2n
µ(An,k) 6

∫
An,k

ϕ̃dµ−

∫
An,k

ϕ dµ 6
k+ 1

2n
µ(An,k) −

k

2n
µ(An,k).

Dáı, ∣∣∣∣∣
∫
An,k

ϕ̃dµ−

∫
An,k

ϕ dµ

∣∣∣∣∣ 6 1

2n
µ(An,k).

Passando ao somatório ambos os membros da desigualdade, encontramos a seguinte

estimativa: ∑
k∈Z

∣∣∣∣∣
∫
An,k

ϕ̃dµ−

∫
An,k

ϕ dµ

∣∣∣∣∣ 6∑
k∈Z

1

2n
µ(An,k)

=
1

2n

∑
k∈Z

µ(An,k)

=
1

2n
µ(X).
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Substituindo a desigualdade acima em (4.9), segue que∣∣∣∣∫
X

ϕ̃dµ−

∫
X

ϕ dµ

∣∣∣∣ 6∑
k∈Z

∣∣∣∣∣
∫
An,k

ϕ̃dµ−

∫
An,k

ϕ dµ

∣∣∣∣∣ 6 1

2n
µ(X).

Fazendo n→∞, conclúımos que∫
X

ϕ̃dµ =

∫
X

ϕ dµ.

Como queŕıamos mostrar. Isto encerra a demonstração do teorema.
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