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Resumo

O objetivo desse trabalho é estudarmos a controlabilidade aproximada para uma equação

linear da calor, via estratégia de Stackelberg - Nash, em um domínio limitado do RN .

Além disso, apresentaremos a existência, unicidade e regularidade de soluções para o

problema proposto.

Palavras-chave: Equação do Calor, Estratégia de Stackelberg - Nash, Controlabilidade

aproximada.



Abstract

The objective of this work is to study the approximate controllability for a linear heat

equation, using Stackelberg - Nash strategy, in a limited domain of the RN . In addition,

we will present the existence, uniqueness and regularity of solutions for the proposed

problem.

Keywords: Heat Equation, Stackelberg - Nash Stratey, Approximate controllability.
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Notações e Simbologias

As simbologias abaixo são utilizadas no decorrer do texto.

• Ω denota um subconjunto aberto e limitado do RN ;

• Γ denota a fronteira de Ω su�cientemente regular;

• ν denota o vetor normal exterior a Γ;

• Q = Ω× (0, T ) ⊂ RN+1, onde T > 0 denota o cilindro do RN+1;

• Σ = Γ× (0, T ) denota a fronteira lateral do cilindro Q;

• (·, ·) denota o produto interno em L2(Ω);

• | · | denota a norma em L2(Ω);

• ((·, ·)) denota o produto interno em H1
0 (Ω);

• || · || denota a norma em H1
0 (Ω);

• 〈·, ·〉 quando não especi�cado, denota diferentes pares de dualidades;

• ∇u =
(
∂u
∂x1
, ∂u
∂x2
, · · · , ∂u

∂xn

)
denota o gradiente da função u;

• ∆u =
n∑
i=1

∂2u
∂x2i

denota o operador Laplaciano da função u;

• q.s. - quase sempre;

• ↪→ denota a imersão contínua;

• c
↪→ denota a imersão compacta;

• C quando não especi�cada, é uma constante positiva e arbitrária;

• ′ = ∂

∂t
;

• → denota convergência forte;



• ⇀ denota convergência fraca;

• ∗
⇀ denota convergência fraca estrela;

• X∗ denota o dual topológico de X;

• X∗∗ denota o bidual topológico de X;

• χω denota a função característica de ω, onde ω é um subconjunto aberto não vazio

do Rn;

• L(X, Y ) denota o espaço dos operadores lineares e contínuos de X em Y .
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Introdução

Neste trabalho investigamos a controlabilidade aproximada para uma equação linear

do calor, via estratégia de Stackelberg - Nash, em um domínio limitado do RN .

Problemas de otimização aparecem com bastante frequência em uma série de proble-

mas de ciências da engenharia e economia. Muitos modelos matemáticos são formulados

em termos de problemas de otimização envolvendo um único objetivo, minimizar custos

ou maximizar o lucro, etc. Em situações mais realistas e relevantes, diversos objetivos

(em geral con�itantes) devem ser considerados.

Em um problema clássico de controle mono-objetivo para um sistema modelado por

uma equação diferencial, existe um controle v, atuando na equação e tentando atingir

um objetivo pré-determinado, geralmente consistindo em minimizar um funcional J(.).

Em um problema de controle multiobjetivo existe mais do que um objetivo; possi-

velmente mais que um controle atuando sobre a equação. Agora, em contraste com o

caso de um único objetivo, existem várias estratégias de forma a escolher os controles,

dependendo da natureza do problema.

Estas estratégias podem ser cooperativas (quando os controles cooperam entre eles,

a �m de alcançar os objetivos), não-cooperativas, hierárquicas, dentre outras. Equilíbrio

de Nash de�ne uma estratégia de otimização não-cooperativa multiobjetiva, inicialmente

proposta por Nash [21]. Existem várias outras estratégias para otimização multiobjetiva,

como por exemplo, a estratégia de Pareto (cooperativo) [22], a estratégia de Stackelberg

(hierárquico) [26], entre outras.

Quando em 1990, durante as Jornadas Hispano-Francesas sobre Controle de Sistemas

Distribuídos, Jacques Louis Lions1 introduziu, pela primeira vez, o conceito de controla-

bilidade aproximada para equação linear do calor [16], criou-se assim uma imensa gama

1
J.L.Lions 1928-2001
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de problemas relacionados com o conceito de controlabilidade aproximada.

Formalizemos agora alguns desses conceitos. Consideremos a equação linear do calor∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u′ −∆u = hχω em Q = Ω× (0, T ),

u = 0 sobre Σ = ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) em Ω,

(0.1)

onde Ω é um domínio limitado do RN , N ≥ 1, com fronteira ∂Ω de classe C2 e T > 0.

Em (0.1), u = u(x, t) é o estado a ser controlado, h = h(x, t) é o controle e ω é um

subconjunto aberto não vazio de Ω. Notemos que o controle atua no interior de Ω.

Assumindo que u0 ∈ L2(Ω) e h ∈ L2(Q), o sistema (0.1) admite uma única solução

u ∈ C([0, T ];L2(Ω))∩L2(0, T ;H1
0 (Ω)). Consideremos o conjunto de estados admissíveis:

RNL(T ) =
{
uh(T ) : uh é solução de (0.1) com h ∈ L2(Q)

}
.

Alguns tipos de controlabilidade são de�nidas como se segue:

(i) O sistema (0.1) é dito aproximadamente controlável se RNL(T ) é denso em L2(Ω)

para todo u0 ∈ L2(Ω).

(ii) O sistema (0.1) é dito exatamente controlável se RNL(T ) = L2(Ω) para todo u0 ∈
L2(Ω).

(iii) O sistema (0.1) é dito nulo controlável ou controlável a zero se 0 ∈ RNL(T ) para

todo u0 ∈ L2(Ω).

O sistema (0.1) é aproximadamente controlável para todo subconjunto aberto não

vazio ω de Ω e T > 0. Para mostrarmos isso, existem diversas maneiras. Por exemplo,

pode-se aplicar um argumento de densidade (ver teorema 1.5 na seção de Preliminares

a seguir) decorrente do Teorema de Hahn-Banach, ou pode-se seguir uma abordagem

variacional, como desenvolvida em Lions [16]. Em ambos os casos, a controlabilidade

aproximada é reduzida a uma propriedade de continuação única para o sistema adjunto

de (0.1): ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− ϕt −∆ϕ = 0 em Q,

ϕ(x, t) = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

ϕ(x, T ) = ϕ0 em Ω.

(0.2)

5



Mais precisamente, a controlabilidade aproximada vale para o sistema (0.1) se, e

somente se, a seguinte propriedade de unicidade é verdadeira: Se ϕ é solução de (0.2) e

ϕ = 0 em ω × (0, T ) então, necessariamente, ϕ ≡ 0 em Ω× (0, T ), isto é, ϕ0 = 0.

Os teoremas de continuação única dependem da natureza do problema estudado. Mui-

tos autores tem conseguido teoremas de continuação única para diversos problemas, entre

as quais pode-se citar, teorema da continuação de Mizohata [20], quando os coe�cientes

do operador que aparecem no sistema são analíticos. Quando os coe�cientes do opera-

dor são funções limitadas e mensuráveis, a controlabilidade aproximada foi investigada,

entre outros autores, por C. Fabre [8], onde se prova a propriedade de continuação única

para equações relacionadas com o sistema de Navier-Stokes. A mesma generalização da

continuação única de Mizohata pode ser encontradas em Saut-Scheurer [25].

Desde a publicação do artigo de Lions [16], a controlabilidade aproximada tem sido

motivo de estudo de muitos autores, entre os quais podemos citar : Fabre-Lebeau [9],

Fabre [8], Fabre-Puel-Zuazua [10], Cara-Zuazua [11], Zuazua [27].

Nosso trabalho é baseado no trabalho de Díaz-Lions [5], onde os autores estudam o

controle hierárquico para um sistema distribuído (no qual o estado é de�nido pela solução

de uma equação de difusão). Eles admitem que se pode agir sobre o sistema por uma

hierarquia de controles. Existe um controle global v, o qual é chamado de líder e existem

N controles locais w1, . . . , wN que são os seguidores. Os seguidores, assumindo que o

líder fez a escolha de sua estratégia, procuram um equilíbrio de Nash de suas funções

custos e então o líder v faz sua escolha �nal para todo o sistema, procurando atingir um

estado ideal uT num tempo T por meio de um controle aproximado. Essa é a conhecida

estratégia de Stackelberg-Nash.

Em resumo, o trabalho está dividido da seguinte forma:

No capítulo 1 apresentamos alguns resultados clássicos ao desenvolvimento do nosso

trabalho.

No capítulo 2 investigamos a controlabilidade aproximada e provamos a existência e

unicidade do equilíbrio de Nash sobre certas condições. Resultados de existência, unici-

dade e regularidade de soluções também são apresentados.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo apresentamos alguns resultados necessários para que o leitor possa ter

uma melhor compreensão dos conteúdos abordados no capítulo posterior.

1.1 Tópicos de Análise Funcional

1.1.1 Convergência Fraca e Fraca Estrela

De�nição 1.1 (Convergência Fraca) Sejam E um espaço de Banach e (uν)ν∈N uma

sequência de E. Então uν ⇀ u se, e somente se, 〈ϕ, uν〉 → 〈ϕ, u〉, para todo ϕ ∈ E∗.

De�nição 1.2 (Convergência Fraca Estrela) Sejam E um espaço de Banach,

ϕ ∈ E∗ e (ϕν)ν∈N uma sequência de E∗. Dizemos que ϕν
∗
⇀ ϕ se, e somente se,

〈ϕν , u〉 → 〈ϕ, u〉, para todo u ∈ E∗.

Proposição 1.1 Sejam E um espaço de Banach e (xn)n∈N uma sequência em E. Então:

(i) Se xn ⇀ x na topologia σ(E,E∗), então 〈f, xn〉 → 〈f, x〉, ∀f ∈ E∗;

(ii) Se xn → x, então xn ⇀ x na topologia σ(E,E∗);

(iii) Se xn ⇀ x na topologia σ(E,E∗) e se fn → f em E∗ (isto é, ‖fn − f‖E∗ → 0),

então 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Demonstração: Ver Jesus, Lima e Clark ([12]). �
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1.1 Tópicos de Análise Funcional

1.1.2 Espaços Separáveis e Re�exivos

De�nição 1.3 Dizemos que um espaço métrico E é separável se existe um subconjunto

D ⊂ E enumerável e denso.

De�nição 1.4 Sejam E um espaço de Banach e J a injeção canônica de E em E∗∗.

Dizemos que E é re�exivo quando J(E) = E∗∗.

Quando o espaço E é re�exivo identi�camos implicitamente E e E∗∗ (com ajuda do

isomor�smo J).

Teorema 1.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Seja E um espaço de Banach. Então o

conjunto

BE∗ = {f ∈ E∗; ‖f‖ ≤ 1} é compacto na topologia fraca estrela.

Demonstração: Ver Jesus, Lima e Clark ([12]). �

Teorema 1.2 Seja E um espaço de Banach separável. Então o conjunto

BE∗ = {f ∈ E∗; ‖f‖ ≤ 1} é metrizável na topologia fraca estrela.

Reciprocamente, se BE∗ é metrizável na topologia fraca estrela, então E é separável.

Demonstração: Ver Jesus, Lima e Clark ([12]). �

Corolário 1.1 Sejam E um espaço Banach separável e (fn)n∈N uma sequência limitada

em E∗. Então existe uma subsequência (fnk
)k∈N de (fn)n∈N que converge na topologia

fraca estrela.

Demonstração: Ver Jesus, Lima e Clark ([12]). �

Teorema 1.3 Seja E um espaço de Banach re�exivo e suponhamos que a sequência

(fk)k∈N ⊂ E é limitada. Então existe uma subsequência (fkj)j∈N de (fk)k∈N e f ∈ E tal

que

fkj ⇀ f.

Demonstração: Ver Jesus, Lima e Clark ([12]). �
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1.2 Teoria das Distribuições Escalares

1.1.3 Convexidade e Otimização

Teorema 1.4 Sejam V um espaço de Hilbert, A ⊂ V um conjunto convexo e F uma

função Gateaux-Diferenciável tal que F ′ : A → R é um funcional linear. Então são

equivalentes:

(i) F é estritamente convexo;

(i) F (v) > F (u)−
〈
F ′(u), v − u

〉
, ∀u, v ∈ A.

Demonstração: Ver Ekeland ([6]).

Teorema 1.5 (Critério de Densidade) Seja D um subconjunto de um espaço de Hil-

bert H. Então, as seguintes condições são equivalentes:

(i) D gera um subespaço que é denso em H;

(ii) Todo funcional linear contínuo f em H que se anula em D é identicamente nulo em

H.

Demonstração: Ver Aubin ([1]). �

1.2 Teoria das Distribuições Escalares

De�nição 1.5 Sejam Ω ⊂ Rn um aberto limitado e ϕ : Ω ⊂ Rn → R uma função

contínua. Denomina-se suporte de ϕ ao fecho em Ω do conjunto dos pontos x tais que

ϕ (x) 6= 0. Simbolicamente,

supp (ϕ) = {x ∈ Ω;ϕ (x) 6= 0}
Ω
.

De�nição 1.6 Denota-se por C∞0 (Ω) o espaço vetorial das funções contínuas e in�nita-

mente deriváveis em Ω com suporte compacto em Ω.

Dado Ω como acima, consideremos o espaço vetorial topológico C∞0 (Ω). Dizemos que

uma sequência (ϕν)ν∈N de funções em C∞0 (Ω) converge para ϕ em C∞0 (Ω) quando forem

satisfeitas as seguintes condições:
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1.2 Teoria das Distribuições Escalares

i) Existe um conjunto compacto K ⊂ Ω tal que

supp (ϕ) ⊂ K e supp (ϕν) ⊂ K, ∀ ν ∈ N

ii) Dαϕν −→ Dαϕ uniformemente em K para todo multi-índice α.

O espaço vetorial C∞0 (Ω) munido da noção de convergência de�nida acima será re-

presentada por D (Ω) e denominado de espaço das funções testes .

Denomina-se distribuição escalar sobre Ω a toda forma linear T : D (Ω) −→ R contí-

nua com respeito a topologia de D (Ω). Isto signi�ca que T satisfaz as seguintes condições:

i) T (αϕ+ βψ) = αT (ϕ) + βT (ψ), ∀ϕ, ψ ∈ D (Ω), ∀α, β ∈ R

ii) T é continua, isto é, se uma sequência (ϕν)ν∈N converge em D (Ω) para ϕ ∈ D (Ω),

então,

T (ϕν) −→ T (ϕ) em R.

O valor da distribuição T na função teste ϕ será representado por 〈T, ϕ〉. Equipa-se
o espaço vetorial das distribuições escalares da seguinte noção de convergencia:

Considera-se o espaço de todas as distribuições sobre Ω. Neste espaço, dizemos que a

sequência (Tν)ν∈N converge para T , quando a sucessão (〈Tν , ϕ〉)ν∈N converge para 〈T, ϕ〉
em R para toda ϕ ∈ D (Ω).

O conjunto das distribuições escalares sobre Ω é um espaço vetorial real, denotado

por D′(Ω), denominado espaço das distribuições escalares sobre Ω. Com o intuito de

tratarmos de espaços de Sobolev, introduz-se o conceito de derivada distribuicional para

objetos de D′ (Ω).

Dada uma distribuição T em D′ (Ω) e dado um multi-índice α ∈ Nn de�nimos a

derivada distribucional de ordem α de T como sendo a forma linear e contínua DαT :

D (Ω)→ R dada por

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T,Dαϕ〉 , para todo ϕ ∈ D (Ω) .

Segue da de�nição acima que cada distribuição T sobre Ω possui derivadas de todas

as ordens. Notemos que a aplicação

Dα : D′ (Ω)→ D′ (Ω) . (1.1)
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1.3 Os Espaços Lp(Ω)

é linear e continua no sentido da convergência de�nida em D′ (Ω). Isto signi�ca que se

lim
v→∞

Tv = T em D′ (Ω) então lim
v→∞

DαTv = DαT em D′ (Ω) . (1.2)

1.3 Os Espaços Lp(Ω)

Nesta seção, serão dadas algumas de�nições e propriedades elementares dos espaços

Lp(Ω).

De�nição 1.7 Sejam Ω ⊆ Rn um subconjunto aberto e p ∈ R com 1 ≤ p <∞. De�nimos

Lp(Ω) = {f : Ω→ R; f mensurável e |f |p ∈ L1(Ω)}.

O espaço Lp(Ω) com 1 ≤ p <∞ é um espaço de Banach equipado com a norma

‖f‖Lp(Ω) =
[ ∫

Ω

|f(x)|pdx
]1/p

.

De�nição 1.8 Seja Ω ⊆ Rn um subconjunto aberto. De�nimos

L∞(Ω) = {f : Ω→ R; f mensurável e ∃ Cconstante tal que |f(x)| ≤ C q.s em Ω}.

O espaço L∞(Ω) é um espaço de Banach equipado com a norma

‖f‖L∞(Ω) = inf{C : |f(x)| ≤ C q.s em Ω}.

Teorema 1.6 (Desigualdade de Young) Sejam p > 1 e q > 1 tal que 1
p

+ 1
q

= 1.

Então,

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq, ∀a ≥ 0 e ∀b ≥ 0.

Demonstração: Ver Brezis ([3]). �

Teorema 1.7 (Desigualdade de Hölder) Sejam as funções f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lq(Ω)

com 1 ≤ p ≤ ∞ e q o expoente conjugado de p; isto é 1
p

+ 1
q

= 1. Então fg ∈ L1(Ω) e∫
Ω

|fg|dx ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω).
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1.3 Os Espaços Lp(Ω)

Demonstração: Ver Brezis ([3]). �

De�nição 1.9 Dizemos que uma função f : Ω→ R é localmente integrável em Ω, quando

f é integrável à Lebesgue em todo compacto K ⊂ Ω. O espaço das funções localmente

integravéis é denotado por L1
loc

(Ω). Em símbolos temos que

f ∈ L1
loc

(Ω)⇔
∫
K

|f |dx <∞, para todo compacto K ⊂ Ω.

Lema 1.3.1 (Du Bois Raymond) Seja u ∈ L1
loc(Ω). Então Tu = 0 se, e somente se,

u = 0 quase sempre em Ω.

Demonstração: Ver Medeiros e Milla Miranda ([17]). �

As distribuções que aparecem com mais frequência são aquelas de�nidas a partir de

funções localmente integráveis.

Exemplo 1.1 Seja u ∈ L1
loc

(Ω) e de�namos Tu : D (Ω)→ R por

〈Tu, ϕ〉 =

∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx

Nestas condições Tu é uma distribução escalar sobre Ω.

De fato, não é di�cil mostrarmos a linearidade de Tu, pois segue da linearidade da integral.

Resta provarmos que Tu é contínua.

Seja uma sequência (ϕν)ν∈N de funções testes sobre Ω convergindo em D (Ω) para

uma função teste ϕ. Então, temos

|〈Tu, ϕν〉 − 〈Tu, ϕ〉| = |〈Tu, ϕν − ϕ〉|

=

∣∣∣∣∫
Ω

u(x)(ϕν − ϕ)(x)dx

∣∣∣∣
≤

∫
Ω

|u(x)(ϕν − ϕ)(x)|dx

≤ sup |ϕν − ϕ|
∫

Ω

|u(x)|dx→ 0,

pois ϕν → ϕ uniformemente.

A distribução Tu assim de�nida é dita �gerada pela função localmente integrável u′′

e, usando o Lema de Du Bois Raymond, tem-se que Tu é univocamente determinada por

u, no seguinte sentido: Tu = Tv se, e somente se, u = v quase sempre em Ω. Neste

sentido identi�camos u com a distribuição Tu e o espaço L1
loc

(Ω) das funções localmente

integráveis pode ser visto como parte do espaço das distribuições D′ (Ω)
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1.4 Espaços de Sobolev

Observação 1.1 Outro resultado interessante é que a derivada de uma função L1
loc

(Ω),

não é em geral uma função de L1
loc

(Ω).

Tal fato, motivará a de�nição de uma classe signi�cativa de espaços de Banach de

funções conhecidas sob a denominação de Espaços de Sobolev.

1.4 Espaços de Sobolev

Como vimos na seção anterior, toda função u ∈ Lp(Ω) possui derivadas distribucionais

de todas as ordens. Entretanto, as derivadas de u nem sempre são também funções em

Lp(Ω).

1.4.1 Os Espaços Wm,p(Ω)

Chamaremos multi-índice a toda n-upla α = (α1, α2, ..., αn) de números naturais.

Dado um multi-índice α, de�nimos a ordem |α| de α por |α| = α1 + α2 + ... + αn, e

representamos por Dα o operador derivação

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

.

De�nição 1.10 Sejam Ω um aberto do Rn, 1 ≤ p ≤ ∞ e m ∈ N. O espaço de Sobolev

que denotamos por Wm,p(Ω), é o espaço vetorial das (classes de) funções em Lp(Ω) cujas

derivadas distribucionais de ordem α pertencem a Lp(Ω), para todo multi-índice α com

|α| ≤ m. Simbolicamente escrevemos:

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω) para todo α tal que |α| ≤ m}.

O espaço Wm,p(Ω) com 1 ≤ p <∞ é um espaço de Banach equipado com a norma

‖u‖Wm,p(Ω) =
( ∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu(x)|pdx
)1/p

.

Também Wm,∞(Ω) é um espaço de Banach com a norma

‖u‖Wm,∞(Ω) =
∑
|α|≤m

sup
Ω

ess|Dαu(x)|.

13



1.4 Espaços de Sobolev

No caso p = 2, o espaço Wm,p(Ω) será representado por Hm(Ω) que é um espaço de

Hilbert, cujo produto interno e a correspondente norma induzida em Hm(Ω) são dadas,

respectivamente, por

〈u, v〉Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

〈Dαu,Dαv〉L2(Ω) e ‖u‖Hm(Ω) =
( ∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu(x)|2dx
)1/2

.

Agora apresentaremos algumas desigualdades de Sobolev que nos ajudarão a alcançar

objetivo proposto.

Corolário 1.2 Sejam Ω um subconjunto aberto do Rn de classe C1 com fronteira limi-

tada Γ e 1 ≤ p ≤ ∞. Então:

Se n > pm, então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), onde q ∈
[
1, np

n−mp

]
,

Se n = pm, então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), para todo q ∈ [1,+∞),

Se n = 1 e m ≥ 1, então Wm,p(Ω) ↪→ L∞(Ω),

sendo todas estas injeções contínuas. Além disso, se p > n tem-se para todo u ∈ W 1,p(Ω)

|u(x)− u(y)| ≤ C‖u‖W 1,p|x− y|α q.s. x, y ∈ Ω,

onde α = 1− (N/p) e C dependa apenas do Ω, p e n. Em particular W 1,p(Ω) ↪→ C(Ω).

Demonstração: Ver Brezis ([3]). �

Teorema 1.8 (Rellich�Kondrachov) Seja Ω um subconjunto limitado do Rn de classe

C1 com fronteira Γ regular. Então:

Se n > pm, então Wm,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω), para todo q ∈

[
1, 2n

n−2m

)
,

Se n = pm, então Wm,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω), para todo q ∈ [1,+∞),

Se pm > n, então Wm,p(Ω)
c
↪→ C(Ω), onde k é um inteiro não negativo tal que

k < m− (n/p) ≤ k + 1.

Em particular, W 1,p(Ω)
c
↪→ Lp(Ω) com injeção compacta para todo p (e para todo n).

Demonstração: Ver Brezis ([3]). �

Teorema 1.9 (Gauss-Green) Se u ∈ C1(Ω), então

∫
Ω

uxidx =

∫
Γ

uνidΓ (i = 1, 2, ..., n).

14



1.4 Espaços de Sobolev

Demonstração: Ver Evans ([7]). �

Teorema 1.10 (Fórmulas de Green) Seja Ω um aberto limitado do Rn com fronteira

Γ de classe C2.

(i) Se γ ∈ H2(Ω), então∫
Ω

∇γ ∇u dx = −
∫

Ω

u ∆γ dx+

∫
Γ

∂γ

∂ν
u ds, ∀u ∈ H1(Ω).

(ii) Se u, γ ∈ H2(Ω), então∫
Ω

(u ∆ γ − γ ∆u ) dx =

∫
Γ

(
u
∂γ

∂ν
− γ ∂u

∂ν

)
ds.

Demonstração: Ver Brezis ([3]). �

Teorema 1.11 (Representação de Riesz) Sejam 1 < p < ∞ e ϕ ∈ (Lp)′. Então

existe um único u ∈ Lq onde 1

p
+

1

q
= 1 tal que

〈ϕ, f〉 =

∫
uf, ∀f ∈ Lp.

Além disso, vale

||u||Lq = ||ϕ||(Lp)′ .

Demonstração: Ver Brezis ([3]). �

De�nição 1.11 Dizemos que uma forma bilinear a : H × H → R é coerciva se existe

β > 0 tal que

a(u, u) ≥ β||u||2, ∀u ∈ H.

Teorema 1.12 (Lax - Milgram) Seja H um espaço de Hilbert e B(u, v) uma forma

bilinear, contínua e coerciva. Então para toda ϕ ∈ H ′ existe um único u ∈ H tal que

B(u, v) = (u, v) ∀v ∈ H,

onde (., .) denota o produto interno em H.

Demonstração: Ver Brezis([3]). �
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1.4 Espaços de Sobolev

1.4.2 Os Espaços Wm,p
0 (Ω) e W−m,q(Ω)

Observemos que, embora o espaço vetorial das funções testes u, v ∈ D (Ω) seja denso

em Lp(Ω) para 1 ≤ p <∞, em geral, ele não é denso emWm,p(Ω). Isto acontece porque a

norma de Wm,p(Ω) é �bem maior� que a norma de Lp(Ω) e é por isso que Wm,p(Ω) possui

menos sequências convergentes. Isto motiva a de�nição dos espaçosWm,p
0 (Ω) como segue:

De�nição 1.12 Seja Ω um subconjunto aberto de Rn. De�nimos

Wm,p
0 (Ω) = D (Ω)

Wm,p(Ω)
.

No caso p = 2, o espaço Wm,p
0 (Ω) será representado por Hm

0 (Ω).

Teorema 1.13 (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos que Ω seja um subconjunto

aberto e limitado de Rn e 1 ≤ p <∞. Então existe uma constante C (dependendo de Ω

e p) tal que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω), para todo u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Demonstração: Ver Brezis ([3]). �

Observação 1.2 Em particular, a expressão ‖∇u‖Lp(Ω) é uma norma no espaçoW 1,p
0 (Ω),

equivalente a norma ‖u‖W 1,p(Ω). Em H1
0 (Ω) denotamos o produto interno

((u, v)) =
n∑
i=1

∫
Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx,

que induz a norma ‖∇u‖L2(Ω), equivalente à norma ‖u‖H1(Ω).

Demonstração: Ver Brezis ([3]). �

Os espaços Wm,p
0 (Ω) e, em particular, os espaços Hm

0 (Ω), desempenham um papel

fundamental na Teoria dos Espaços de Sobolev e por conseguinte na Teoria das EDP's.

Se 1 ≤ p <∞ e o número q é o expoente conjugado de p, isto é
1

p
+

1

q
= 1, então repre-

sentamos por W−m,q(Ω) o dual topológico de Wm,p
0 (Ω) e por H−m(Ω) o dual topológido

de Hm
0 (Ω). Em outras palavras, se f pertence a H−m(Ω) então f é um funcional linear

limitado sobre Hm
0 (Ω).

Observação 1.3 Em particular, as imersões do Corolário 1.2 são válidas para o espaço

W 1,p
0 (Ω) com um subconjunto arbitrário aberto Ω de Rn. Analogamente, as imersões do
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1.5 Os Espaços Lp (0, T ;X)

Teorema 1.8 são válidas para W 1,p
0 (Ω) com um subconjunto arbitrário Ω aberto e limitado

de Rn.

De�nição 1.13 Se f ∈ H−1(Ω) a norma é de�nida como sendo

‖f‖H−1(Ω) = sup{〈f, u〉; para todo u ∈ H1
0 (Ω) com ‖u‖H1

0 (Ω) ≤ 1}.

1.5 Os Espaços Lp (0, T ;X)

Nesta seção, estenderemos as noções de mensurabilidade e integrabilidade para fun-

ções

f : [0, T ] −→ X,

onde T > 0 e X é um espaço de Banach real com a norma ‖.‖.

De�nição 1.14 Denota-se por Lp (0, T ;X), com 1 ≤ p ≤ ∞ o espaço vetorial das (clas-

ses de) funções u : (0, T ) −→ X fortemente mensuráveis com valores em X e tais que

se 1 ≤ p < ∞ a função t 7→ ‖u (t)‖pX é integrável à Lesbegue em (0, T ) e se p = ∞ a

função t 7→ ‖u (t)‖X ∈ L∞ (0, T ).

O espaço Lp (0, T ;X) é um espaço completo com a norma dada por

‖u‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

‖u (t)‖pX dt
)1/p

, se 1 ≤ p <∞.

Se p =∞ a norma acima é substituída por

‖u‖L∞(0,T ;X) = sup ess
0<t<T

‖u (t)‖X = inf{C > 0 : ||u(t)||X ≤ C q.s em Ω}.

Apenas no caso em que p = 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço L2(0, T ;X) é um

espaço de Hilbert, cujo produto interno é dado por

〈v, u〉L2(0,T ;X) =

∫ T

0

〈v (t) , u (t)〉X dt.

QuandoX é re�exivo e separável e 1 < p <∞, então Lp (0, T ;X) é um espaço re�exivo

e separável, cujo dual topológico se identi�ca ao espaço de Banach Lp
′
(0, T ;X ′), onde p

e p′ são índices conjugados, isto é, 1
p

+ 1
p′

= 1. Mais precisamente, temos[
Lp(0, T ;X)

]′ ≈ Lp
′
(0, T,X ′).
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1.5 Os Espaços Lp (0, T ;X)

A dualidade entre esses espaços é dada na forma integral por

〈v, u〉Lp′ (0,T ;X′)×Lp(0,T ;X) =

∫ T

0

〈v (t) , u (t)〉X′×X dt.

No caso p = 1, o dual topológico do espaço L1 (0, T ;X) se identi�ca ao espaço

L∞ (0, T ;X ′), ou seja, [
L1(0, T ;X)

]′ ≈ L∞(0, T,X ′).

De�nição 1.15 Denota-se por C ([0, T ] ;X), com T > 0 o espaço de Banach das funções

contínuas u : [0, T ] −→ X munido da norma da convergência uniforme

‖u‖C([0,T ];X) = max
0≤t≤T

‖u (t)‖X <∞.

Teorema 1.14 Sejam X e Y espaços de Hilbert tal que X ↪→ Y e f ∈ Lp(0, T ;X), f ′ ∈
Lp(0, T ;Y ), 1 ≤ p ≤ ∞, então f ∈ C0([0, T ];Y ).

Demonstração: Ver Medeiros ([18]).

Lema 1.5.1 Sejam X um espaço de Banach, f ∈ Lp(0, T ;X) e f ′ ∈ Lp(0, T ;X) com

1 ≤ p ≤ ∞, então

f ∈ C([0, T ];X).

(Possivelmente rede�nidas sobre um conjunto de medida nula.)

Demonstração: Ver Lions ([15]). �

Teorema 1.15 Seja X um espaço de Hilbert e u ∈ L2(0, T ;X). Então existe um único

funcional f ∈ H−1(0, T ;X) que veri�ca

〈f, θψ〉 = (〈u′, θ〉, ψ)X ∀ θ ∈ D(0, T ) e ψ ∈ X.

Baseado nisto, identi�camos f com u′. Por esta razão, diremos que se u ∈ L2(0, T ;X)

então u′ ∈ H−1(0, T ;X).

Demonstração: Ver Pathak ([23])
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1.6 Distribuições Vetoriais

1.6 Distribuições Vetoriais

Seja um número real T > 0 e X um espaço de Banach real com a norma ‖.‖

De�nição 1.16 Uma distribuição vetorial sobre (0, T ) com valores em X, é uma função

f : D (0, T )→ X linear e contínua. O conjunto dessas transformações lineares é chamado

Espaço das Distribuições Vetoriais sobre (0, T ) com valores em X e é denotado por

D′(0, T ;X) = L(D (0, T ) ;X).

De�nição 1.17 Seja f ∈ D′ (0, T ;X). A derivada de ordem n é de�nida como sendo a

distribuição vetorial sobre (0, T ) com valores em X dada por〈
dnf

dtn
, ϕ

〉
= (−1)n

〈
f,
dnϕ

dtn

〉
, ∀ϕ ∈ D (0, T ) .

Observação 1.4 Se a função f pertence ao espaço Lp(0, T ;X) com 1 ≤ p ≤ ∞, então

de�ne uma distribuição que denotamos pela mesma função f e é dada por

f(ϕ) =

∫ T

0

f(t)ϕ(t)dt, para todo ϕ ∈ D (0, T ) ,

com valores integrales em X.

Demonstração: Ver Lions ([15]). �

1.7 Resultados Importantes

Nesta seção, apresentamos alguns resultados importantes que serão utilizados na ob-

tenção dos objetivos desejados.

1.7.1 O Teorema de Carathéodory

Sejam D um subconjunto aberto de Rn+1 cujos elementos são denotados por (x, t)

onde x ∈ Rn e t ∈ R e f : D → Rn. Dizemos que f satisfaz as condições de Carathéodory

sobre D quando:

• f (x, t) é mensurável em t para cada x �xo;
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• f (x, t) é contínua em x para cada t �xo;

• Para cada compacto K em D existe uma função real integrável mK (t) tal que

|f (x, t)| ≤ mK (t) para todo (x, t) ∈ K.

De�nição 1.18 Uma solução no sentido estendido do problema de Cauchy x′ = f(x, t)

x(t0) = x0;

é uma função φ(t) absolutamente contínua tal que para algum β real vale

i) (φ(t), t) ∈ D para todo t ∈ [t0 − β, t0 + β];

ii) φ′(t) = f(t, φ(t)) para todo t ∈ [t0− β, t0 + β], exceto em um conjunto de medida

de Lebesgue zero.

Consideremos o retângulo

R =
{

(x, t) ∈ Rn+1; |t− t0| ≤ a, |x− x0| ≤ b
}
,

com a, b > 0. Então, valem os seguintes resultados:

Teorema 1.16 (Carathéodory) Seja f : R → Rn satisfazendo as condições de Ca-

rathéodory sobre R. Então sobre algum intervalo |t− t0| ≤ β (β > 0) existe uma solução

no sentido estendido do problema de valor inicial x′ = f(x, t)

x(t0) = x0;

Demonstração: Ver Medeiros e Rivera ([19]). �

Corolário 1.3 Sejam D um subconjunto aberto de Rn+1 e f satisfazendo as condições

de Carathéodory sobre D. Então o problema x′ = f(x, t)

x(t0) = x0;

tem solução para qualquer (t0, x0) ∈ D.
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Demonstração: Ver Medeiros e Rivera ([19]). �

Teorema 1.17 Sejam D um subconjunto aberto limitado e conexo em Rn+1, f uma

função que satisfaz as duas primeiras condições de Carathéodory sobre D e suponhamos

que exista uma função integrável m(t) tal que |f(t, x)| ≤ m(t) para todo (t, x) ∈ D. Seja

ϕ uma solução de

x′ = f(t, x) para quase todo t em I,

sobre o intervalo aberto (a, b). Então

i) existe ϕ(a+ 0), ϕ(b− 0);

ii) se (b, ϕ(b−0)) ∈ D então ϕ pode ser prolongada até (a, b+δ] para algun δ. Resultado

análogo para a;

iii) ϕ(t) pode ser prolongada até um intervalo (γ, ω) tal que (γ, ϕ(γ+ 0)), (ω, ϕ(ω− 0))

pertencem a ∂D (∂D fronteira de D);

iv) se f pode estender-se a D sem que ele perca suas propriedades então ϕ(t) pode ser

prolongada até um intervalo [γ, ω] tal que (γ, ϕ(γ + 0)), (ω, ϕ(ω − 0)) ∈ ∂D.

Demonstração: Ver Medeiros e Rivera ([19]). �

Corolário 1.4 (Prolongamento de Solução) Sejam D = B×[0, T ] , com 0 < T <∞,

B = {x ∈ Rn; |x| ≤ b}, b > 0 e a função f nas condições do Teorema 1.17. Seja φ (t)

uma solução de  x′ = f(x, t)

x(0) = x0 e |x0| ≤ b.

Suponhamos que em qualquer intervalo I onde φ (t) está de�nida tem-se |φ (t)| ≤ M ,

para todo t ∈ I, M independente de t e M < b. Então φ tem um prolongamento até

[0, T ].

Demonstração: Ver Medeiros e Rivera ([19]). �
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1.7.2 Desigualdade de Gronwall

Lema 1.7.1 (Desigualdade de Gronwall) Sejam ϕ, φ : [a, b] → R funções contínuas

não negativas e seja α ≥ 0. Se

ϕ(t) ≤ α +

∫ t

α

ϕ(s)ψ(s)ds,

então

ϕ(t) ≤ α exp

(∫ t

α

ψ(s)ds

)
, ∀t ∈ [a, b].

Demonstração: Ver Evans ([7]).

1.7.3 Um Teorema de Continuação Única para Equação do Calor

Teorema 1.18 (Teorema de Continuação Única) Sejam Ω um subconjunto aberto

limitado do RN , a ∈ L∞
(
Ω× (0, T )

)
, b ∈ (L∞

(
Ω× (0, T )

)
)N . Seja ϕ0 ∈ L2(Ω) tal que ϕ

é solução do sistema ∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕt −∆ϕ+ aϕ− div(bϕ) = 0 em Q,

ϕ = 0 sobre Σ,

ϕ(T ) = ϕ0 em Ω.

Se ϕ = 0 em ω × (0, T ), onde ω ⊂ Ω então ϕ0 = 0.

Demonstração: Ver Fabre ([8]). �
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Capítulo 2

Equação Linear do Calor em um

Domínio Limitado

2.1 Formulação do Problema

Sejam O, O1,. . ., On subconjuntos abertos, não-vazios e disjuntos de Ω. Dado T > 0,

consideremos a equação linear do calor∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u′ −∆u = fχO +

n∑
i=1

wiχOi
em Q,

u = 0 sobre Σ,

u(x, 0) = u0(x) em Ω,

(2.1)

onde u0 ∈ L2(Ω), f ∈ L2
(
O × (0, T )

)
e os wi ∈ L2

(
Oi × (0, T )

)
, i = 1, 2, . . . , n. O

subconjunto O ⊂ Ω é o domínio controle (que é suposto ser pequeno como desejado) e

O1,O2, . . . ,On são os domínios de controles secundários.

Como a solução u de (2.1) depende de f, w1, . . . , wn, então denotaremos por u =

u(x, t, f, w1, . . . , wn).

Estudaremos o problema de controle para (2.1) no caso de f ser independente e

w1, . . . , wn depender de f . Mais explicitamente, o controle f é �xado, ou seja, faz uma

escolha de sua estratégia e, em seguida a escolha dos estrategistas w1, . . . , wn depende

de f . Por esse motivo, o controle f é chamado de líder e os w1, . . . , wn são os controles

seguidores. Esse processo de controle é chamado por Lions [14] de controle hierárquico.
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2.1 Formulação do Problema

Para localizar a ação dos controles wi, introduzimos as funções ρi(x), de�nidas em Ω

com valores reais, satisfazendo ∣∣∣∣∣∣ ρi ∈ L
∞(Ω), ρi ≥ 0

ρi = 1 em Gi ⊂ Ω,
(2.2)

onde Gi é uma região onde cada wi atua.

O objetivo é que os controles f, w1, , . . . , wn inter�ram no sistema de forma que u(x, t),

solução da equação (2.1), atinja no tempo T , um estado ideal uT = uT (x), com funcionais

custos de�nidos por:

Ji(f, w1, . . . , wn) =
1

2

∫ T

0

∫
Oi

∣∣wi∣∣2dxdt+
αi
2

∫
Ω

∣∣ρi[u(x, T, f,w)− uT ]
∣∣2 dx, (2.3)

onde w = (w1, . . . , wn), αi > 0 são constantes.

Dessa forma, o problema de controle hierárquico �ca descrito da seguinte forma: os

seguidores w1, . . . , wn supõem que o líder f fez uma escolha para sua estratégia. Em

seguida, tentam encontrar um equilíbrio de seus custos J1, . . . , Jn. Isso mostra que eles

procuram controles w1, . . . , wn (dependendo de f), satisfazendo

Ji(f, w1, . . . , wi, . . . , wn) ≤ Ji(f, w1, . . . , wi, . . . , wn), ∀wi ∈ L2(Oi). (2.4)

Os controles w1, . . . , wn, soluções do sistema de n desigualdades (2.4), são chamados de

equilíbrio de Nash para os funcionais custo J1, . . . , Jn (cf. Aubin [2]).

Observação 2.1 Em outras palavras, se o líder f faz uma escolha então seus seguidores

wi(f) fazem uma escolha que torna mínimo o custo Ji, isto é,

Ji(f, w1, . . . , wi, . . . , wn) = inf
wi∈L2(Oi)

Ji(f, w1, . . . , wi, . . . , wn). (2.5)

Isso é equivalente as desigualdades (2.4). Esse processo é chamado de estratégia de

Stackelberg-Nash (ver Díaz e Lions [5]).

O problema de controle que será considerado é o seguinte: encontrar controles w =

(w1, . . . , wn) cujo estado associado u, solução de (2.1) veri�que o equilíbrio de Nash

de�nidos em (2.3), sujeito à seguinte condição de controlabilide aproximada

u(x, T, f,w) ∈ BL2(Ω)(u
T , α), (2.6)
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2.2 Controlabilidade Aproximada

onde BL2(Ω)(u
T , α) denota a bola de L2(Ω) com centro em uT e raio α > 0 dado, isto é,

se ∣∣∣∣∣∣ u(x, T, f,w) descreve um subconjunto denso de um dado espaço quando

f abrange o conjunto de todos os controles disponíveis para o líder.
(2.7)

Para detalharmos o problema proposto, iremos dividí-lo nos seguintes sub-problemas:

Problema 1: A existência da solução w1(f), . . . , wn(f) para as desigualdades (2.4), isto

é, a existência do equilíbrio de Nash.

Problema 2: Assumindo a existência e unicidade do equilíbrio de Nash w1(f), . . . , wn(f),

mostrar que quando f varia em L2
(
O×(0, T )

)
, as soluções u

(
x, t, f, w1(f), . . . , wn(f)

)
da equação (2.1), avaliadas em t = T , isto é, u

(
x, T, f, w1(f), . . . , wn(f)

)
, geram

um subconjunto denso em L2(Ω). Isso permite aproximar uT .

2.2 Controlabilidade Aproximada

Nesta seção estudaremos a controlabilidade aproximada para o sistema (2.1), assu-

mindo que existência e unicidade do equilíbrio de Nash w = {w1, . . . , wn} foi provada
(vide seção 2.3). Antes, daremos a seguinte de�nição:

De�nição 2.1 Dizemos que o sistema (2.1) é aproximadamente controlável no tempo

T > 0 se, para todo ε > 0 e para todo uT ∈ L2(Ω), existe f ∈ L2(Ω), tal que a solução

u = u(x, t, f,w) do sistema (2.1) satisfaz a condição

|u(x, T, f,w)− uT | < ε. (2.8)

De acordo com a de�nição acima, para provarmos que o sistema (2.1) é aproximada-

mente controlável, basta mostrarmos que quando f varia em L2
(
O× (0, T )

)
, as soluções

u(x, t, f,w) do sistema (2.1), avaliadas em t = T , isto é, u(x, T, f,w), geram um subcon-

junto denso em L2(Ω).

Observação 2.2 Seja h = fχO+
∑n

i=1 wiχOi
. Se h ∈ L2(Ω× (0, T )) e u0 ∈ L2(Ω) então

o sistema (2.1) admite única solução u ∈ L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
∩ C

(
[0, T ];L2(Ω)

)
(cf. Seção

2.4, Teorema 2.3). Em particular, os funcionais custos Ji, com 1 ≤ i ≤ n, estão bem

de�nidos.
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2.2 Controlabilidade Aproximada

Observação 2.3 Graças a linearidade do sistema (2.1), podemos assumir, sem perda

de generalidade, que u(x, 0) = u0(x) = 0 em Ω. Com efeito, se u0 6= 0, o problema

de controlabilidade aproximada para sistema (2.1) pode ser transformado em um outro

problema equivalente mas com u0 = 0.

Lema 2.2.1 Tem-se a equação (2.4) se, e somente se,∫ T

0

∫
Oi

wiŵidxdt+ αi

∫
Ω

ρ2
i (x)

[
u(x, T, f,w)− uT (x)

]
ûi(T )dx = 0, (2.9)

para todo ŵi ∈ L2(Oi), onde ûi é solução de∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

û′i −∆ûi = ŵiχOi
em Q,

ûi = 0 sobre Σ,

ûi(0) = 0 em Ω.

(2.10)

Demonstração: Como cada Ji, com i ∈ {1, 2, . . . , n}, é estritamente convexo (vide

seção 2.3), então w1, . . . , wn é um equilíbrio de Nash se, e somente se, satisfaz a equação

de Euler-Lagrange

J ′i(f, w1, . . . , wi, . . . , wn)ŵi = 0 ∀ ŵi ∈ L2(Oi).

Observação 2.4 Como o sistema (2.1) é linear, para qualquer escolha de controles f ,

wi, sua única solução no tempo t pode ser escrita como sendo

u(t) = Q0(t)f +
n∑
i=1

Qi(t)wi, 0 ≤ t ≤ T,

onde Qi são operadores lineares contínuos dependendo dos controles. No tempo t = T ,

temos

u(T ) = L0f +
n∑
i=1

Liwi,

onde Li são também operadores lineares contínuos.
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2.2 Controlabilidade Aproximada

Por �m, observemos que

0 = J ′i(f, w1, . . . , wi, . . . , wn) =
d

dλ
Ji(f, w1, . . . , wi + λŵi, . . . , wn)

∣∣∣∣
λ=0

=
d

dλ

{
1

2

∫ T

0

∫
Oi

(wi + λŵi)
2dxdt +

+
αi
2

∫
Ω

ρ2
i (x)

[
u(x, T, f, w1, . . . , wi + λŵi, . . . , wn)− uT

]2
dx

}∣∣∣∣∣
λ=0

=
d

dλ

{
1

2

∫ T

0

∫
Oi

(wi + λŵi)
2dxdt +

+
αi
2

∫
Ω

ρ2
i (x)

[
L0f + L1w1 + · · ·+ Li(wi + λŵi) + · · ·+ Lnwn − uT

]2
dx

}∣∣∣∣∣
λ=0

=
d

dλ

{
1

2

∫ T

0

∫
Oi

(w2
i + 2λwiŵi + λ2ŵ2

i )dxdt +

+
αi
2

∫
Ω

ρ2
i (x)

[
L0f + L1w1 + · · ·+ Liwi + λLiŵi + · · ·+ Lnwn − uT

]2
dx

}∣∣∣∣∣
λ=0

=

{
1

2

∫ T

0

∫
Oi

d

dλ
(w2

i + 2λwiŵi + λ2ŵ2
i )dxdt +

+
αi
2

∫
Ω

ρ2
i (x)

d

dλ

[
L0f + L1w1 + · · ·+ Liwi + λLiŵi + · · ·+ Lnfn − uT

]2
dx

}∣∣∣∣∣
λ=0

=

{
1

2

∫ T

0

∫
Oi

(2wiŵi + 2λŵ2
i )dxdt +

+
αi
2

∫
Ω

ρ2
i (x)2

[
L0f + L1w1 + · · ·+ Liwi + λLiŵi + · · ·+ Lnwn − uT

]
Liŵidx

}∣∣∣∣∣
λ=0

=

∫ T

0

∫
Oi

wiŵidxdt + αi

∫
Ω

ρ2
i (x)

[
L0f + L1w1 + · · ·+ Liwi + · · ·+ Lnwn − uT

]
Liŵidx

=

∫ T

0

∫
Oi

wiŵidxdt + αi

∫
Ω

ρ2
i (x)

[(
L0f +

n∑
i=1

Liwi

)
− uT

]
Liŵidx

=

∫ T

0

∫
Oi

wiŵidxdt+ αi

∫
Ω

ρ2
i (x)

[
u(x, T, f,w)− uT

]
ûi(T )dx,

onde

Liŵi = ûi(T ).

sendo ûi solução de (2.10). �
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2.2 Controlabilidade Aproximada

Teorema 2.1 Suponhamos que f ∈ L2
(
O × (0, T )

)
e que exista um único equilíbrio

de Nash w = {w1, . . . , wn}, dependendo de f , dado pelas desigualdades (2.4). Então, o

conjunto das soluções u
(
x, t, f, w1(f), . . . , wn(f)

)
de (2.1), avaliadas no tempo t = T , é

denso em L2(Ω).

Demonstração: A prova será feita em duas etapas. Inicialmente, encontraremos o

sistema adjunto e o sistema otimizado. Em seguida, provaremos a controlabilidade

aproximada por meio de um argumento de análise funcional (cf. Teorema 1.5) e

uma propriedade de continuação única (cf. Teorema 1.18).

Etapa 1 : Suponhamos que exista o equilíbrio de Nash w1, . . . , wn, dependendo de f ,

para os funcionais J1, . . . , Jn de�nidos por (2.3). Isto implica que w1, . . . , wn é a

solução da equação de Euler-Lagrange (2.9), condicionado ao sistema linear para-

bólico (2.10). Para obtermos um sistema otimizado, precisamos do sistema adjunto

relacionado a (2.10).

Para tal, multiplicamos (2.10)1 por pi e integramos em Ω× (0, T ):∫
Ω

pi(T )ûi(T )dx−
∫

Ω

pi(0)ûi(0)dx−
∫ T

0

∫
Ω

p′iûidxdt

−
∫ T

0

∫
Ω

∆ûipidxdt =

∫ T

0

∫
Ω

piŵiχOi
dxdt.

(2.11)

Pela primeira fórmula de Green, temos

−
∫

Ω

∆ûi pi dx =

∫
Ω

∇ûi∇pi dx−
∫

Γ

∂ûi
∂ν

pi dΓ. (2.12)

Usando novamente a primeira fórmula de Green, obtemos∫
Ω

∇ûi∇pi dx = −
∫

Ω

ûi∆pi dx+

∫
Γ

ûi
∂pi
∂ν

dΓ. (2.13)

Substituindo (2.13) em (2.12) e em seguida integrando de 0 a T , segue que

−
∫ T

0

∫
Ω

∆ûi pi dxdt = −
∫ T

0

∫
Ω

ûi∆pi dxdt+

∫
Σ

ûi
∂pi
∂ν

dΓdt

−
∫

Σ

∂ûi
∂ν

pi dΓdt.

(2.14)
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2.2 Controlabilidade Aproximada

Substituindo (2.14) em (2.11) e usando (2.10)2 e (2.10)3, resulta que∫
Ω

pi(T )ûi(T )dx−
∫ T

0

∫
Ω

ûip
′
idxdt−

∫ T

0

∫
Ω

ûi∆pi dxdt−
∫

Σ

∂ûi
∂ν

pi dΓdt

=

∫ T

0

∫
Ω

piŵiχOi
dxdt.

isto é,

(
ûi(T ), pi(T )

)
L2(Ω)

+

∫ T

0

∫
Ω

[−p′i −∆pi] ûidxdt−
∫

Σ

∂ûi
∂ν

pi dΓdt

=

∫ T

0

∫
Ω

piŵiχOi
dxdt.

(2.15)

De (2.15), é natural de�nirmos o sistema adjunto por∣∣∣∣∣∣∣∣
−p′i −∆pi = 0 em Q,

pi = 0 sobre Σ,

pi(x, T ) = ρ2
i (x)[u(x, T, f,w)− uT (x)] em Ω.

(2.16)

Como ρ2
i (x)[u(x, T, f,w) − uT (x)] ∈ L2(Ω), temos que o sistema (2.16) admite

exatamente uma solução na classe pi ∈ L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
∩ C

(
[0, T ];L2(Ω)

)
(vide

Seção 2.4, Teorema 2.3).

A condição para pi(x, T ) em (2.16) é motivada do equilíbrio de Nash (2.9).

Agora, substituindo (2.16) em (2.15), obtemos(
ûi(T ), ρ2

i (x)[u(x, T, f,w)− uT (x)]
)
L2(Ω)

=

∫ T

0

∫
Ω

piŵiχOi
dxdt,

ou seja, ∫
Ω

ρ2
i (x)[u(x, T, f,w)− uT (x)]ûi(T )dx =

∫ T

0

∫
Ω

piŵiχOi
dxdt.

Multiplicando ambos os membros da expressão acima por αi > 0, temos

αi

∫
Ω

ρ2
i (x)[u(x, T, f,w)− uT (x)]ûi(T )dx = αi

∫ T

0

∫
Ω

piŵiχOi
dxdt. (2.17)

Agora, notemos que∫ T

0

∫
Ω

piŵiχOi
dxdt =

∫ T

0

∫
Oi

piŵiχOi
dyds+

∫ T

0

∫
Ω\Oi

piŵiχOi
dxdt
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isto é, ∫ T

0

∫
Ω

piŵiχOi
dxdt =

∫ T

0

∫
Oi

piŵidxdt. (2.18)

Substituindo (2.9) e (2.18) no lado esquerdo e no lado direito de (2.17), respectiva-

mente, obtemos

−
∫ T

0

∫
Oi

wiŵidxdt = αi

∫ T

0

∫
Oi

piŵidxdt,

isto é, ∫ T

0

∫
Oi

(
wi + αipi

)
ŵidxdt = 0, ∀ŵi ∈ L2(Oi × (0, T ).

Pelo Lema 1.3.1, segue que

wi = −αipi em Oi × (0, T ).

Portanto, se w = {w1, . . . , wn} é um equilíbrio de Nash para os funcionais custos

J1, . . . , Jn o qual está associado a equação (2.4), então temos o sistema otimizado∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u′ −∆u+
n∑
i=1

αipiχOi
= fχO em Q,

−p′i −∆pi = 0 em Q,

u(0) = 0, pi(x, T ) = ρ2
i (x)

[
u(x, T ; f,w)− uT (x)

]
em Ω,

u = 0, pi = 0 sobre Σ.

(2.19)

Etapa 2 : Suponhamos, no momento, a existência de um par {u, pi} solução de (2.19).

Para simpli�car os cálculos, assumamos que uT ≡ 0, pois o sistema é linear (é

su�ciente usar um argumento de translação).

De fato, decompomos a solução (u, pi) de (2.19) como sendo∣∣∣∣∣∣ u = U + V

pi = Pi + qi,
(2.20)

onde (U, Pi) é solução do sistema∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

U ′ −∆U +
n∑
i=1

αiPiχOi
= fχO em Q,

−P ′i −∆Pi = 0 em Q,

U(0) = 0, Pi(x, T ) = ρ2
i (x)

[
U(x, T ; f,w)− UT (x)

]
em Ω,

U = 0 = Pi sobre Σ.

(2.21)
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2.2 Controlabilidade Aproximada

e (V, qi) é solução do sistema∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

V ′ −∆V +
n∑
i=1

αiqiχOi
= 0 em Q

−q′i −∆qi = 0 em Q,

V (0) = 0, qi(x, T ) = ρ2
i (x)V (x, T ; f,w) em Ω,

V = 0 = qi sobre Σ.

(2.22)

Observemos que a soma dos sistemas (2.21) e (2.22) nos dá o sistema otimizado

(2.19). Assim, controlar o sistema (2.19) é equivalente a controlar o sistema (2.22),

visto que se V (., T, f,w)
(
note que V é solução do sistema (2.22) com V T (x) = 0

)
descreve um conjunto denso em L2(Ω), então

u(x, T, f,w) = U(x, T, f,w) + V (x, T, f,w)

com U �xado, também descreve um conjunto denso em L2(Ω).

Agora, dado ξ ∈ L2(Ω), suponhamos que

(u(., T ; f,w(f)), ξ)L2(Ω) = 0, ∀ f ∈ L2
(
O × (0, T )

)
.

Mostraremos que ξ ≡ 0. Esse argumento implica na densidade de u
(
., T, f,w(f)

)
em L2(Ω) para toda f ∈ L2

(
O× (0, T )

)
. Isto é uma consequência do Teorema 1.5.

Motivados por (2.19), como uT ≡ 0, consideramos a solução {ϕ, ψ1, . . . , ψn} do

sistema adjunto ao sistema (2.19)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−ϕ′ −∆ϕ = 0 em Q,

ψ′i −∆ψi = −αiϕχOi
em Q,

ϕ(T ) = ξ +
n∑
i=1

ψi(T )ρ2
i em Ω,

ψi(0) = 0 em Ω,

ϕ = 0, ψi = 0 sobre Σ.

(2.23)

Multiplicando (2.23)1 por u e integrando o resultado em Ω× (0, T ), obtemos

−
∫ T

0

∫
Ω

ϕ′udxdt−
∫ T

0

∫
Ω

∆ϕudxdt = 0. (2.24)
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Fazendo um cálculo análogo como em (2.11)− (2.14), de (2.24) resulta que

−
∫

Ω

ϕ(T )u(T )dx+

∫
Ω

ϕ(0)u(0)dx+

∫ T

0

∫
Ω

ϕu′dxdt−
∫ T

0

∫
Ω

ϕ∆udxdt = 0.

Como u(0) = 0 em Ω, da última igualdade acima, segue que

−
∫

Ω

ϕ(T )u(T )dx+

∫ T

0

∫
Ω

ϕu′dxdt−
∫ T

0

∫
Ω

ϕ∆udxdt = 0. (2.25)

Sendo ∫
Ω

ϕ(T )u(T )dx =
(
ϕ(T ), u(T )

)
L2(Ω)

e como ϕ(T ) = ξ +
n∑
i=1

ψi(T )ρi
2 em Ω

(
equação (2.23)3

)
, então de (2.25), obtemos

−
(
ξ, u(T )

)
L2(Ω)

−
n∑
i=1

(
ψi(T )ρ2

i , u(T )
)
L2(Ω)

+

∫ T

0

∫
Ω

ϕ (u′ −∆u) dxdt = 0.

(2.26)

Por outro lado, multiplicando (2.23)2 por pi, integrando o resultado em Ω× (0, T ),

notando que ψi(0) = 0 em Ω e −p′i −∆pi = 0 em Ω× (0, T ), obtemos

n∑
i=1

(
ψi(T ), pi(T )

)
L2(Ω)

+

∫ T

0

∫
Ω

n∑
i=1

αiϕpiχOi
dxdt = 0. (2.27)

Com efeito, temos∫
Ω

ψi(T )pi(T )dx−
∫

Ω

ψi(0)pi(0)dx−
∫ T

0

∫
Ω

ψip
′
idxdt−

∫ T

0

∫
Ω

ψi∆pidxdt

= −
∫ T

0

∫
Ω

αiϕpiχOi
dxdt.

Como ψi(0) = 0 em Ω, a última expressão acima torna-se∫
Ω

ψi(T )pi(T )dx−
∫ T

0

∫
Ω

ψip
′
idxdt−

∫ T

0

∫
Ω

ψi∆pidxdt = −
∫ T

0

∫
Ω

αiϕpiχOi
dxdt,

ou seja,(
ψ(T ), pi(T )

)
L2(Ω)

+

∫ T

0

∫
Ω

ψi (−p′i −∆pi)︸ ︷︷ ︸
= 0

dxdt = −
∫ T

0

∫
Ω

αiϕpiχOi
dxdt,

isto é, (
ψi(T ), pi(T )

)
L2(Ω)

+

∫ T

0

∫
Ω

αiϕpiχOi
dxdt = 0.
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Logo,
n∑
i=1

(
ψi(T ), pi(T )

)
L2(Ω)

+
n∑
i=1

∫ T

0

∫
Ω

αiϕpiχOi
dxdt = 0.

Como
n∑
i=1

∫ T

0

∫
Ω

αiϕpiχOi
dxdt =

∫ T

0

∫
Ω

n∑
i=1

αiϕpiχOi
dxdt,

então da última equação resulta, que

n∑
i=1

(
ψi(T ), pi(T )

)
L2(Ω)

+

∫ T

0

∫
Ω

n∑
i=1

αiϕpiχOi
dxdt = 0

e portanto segue (2.27).

Como uT (x) = 0 segue de (2.19)3 que

pi(T ) = ρ2
i (x)u(T ). (2.28)

Substituindo (2.28) em (2.27), temos

n∑
i=1

(
ψi(T ), ρ2

i (x)u(T )
)
L2(Ω)

+

∫ T

0

∫
Ω

n∑
i=1

αiϕpiχOi
dxdt = 0. (2.29)

Somando (2.26) e (2.29), resulta que

−
(
ξ, u(T )︸ ︷︷ ︸

= 0

)
L2(Ω)

−
n∑
i=1

(
ψi(T )ρ2

i , u(T )
)
L2(Ω)

+

∫ T

0

∫
Ω

ϕ (u′ −∆u) dxdt

+
n∑
i=1

(
ψi(T ), ρ2

i (x)u(T )
)
L2(Ω)

+

∫ T

0

∫
Ω

n∑
i=1

αiϕpiχOi
dxdt = 0,

donde ∫ T

0

∫
Ω

ϕ

(
u′ −∆u+

n∑
i=1

αipiχOi

)
︸ ︷︷ ︸

= fχO

dxdt = 0.

Por (2.19)1, a expressão acima �ca como sendo∫ T

0

∫
Ω

ϕfχOdxdt = 0, ∀ f ∈ L2
(
O × (0, T )

)
.

Notemos que,

0 =

∫ T

0

∫
Ω

ϕfχOdxdt =

∫ T

0

∫
O
ϕfχOdxdt+

∫ T

0

∫
Ω\O

ϕfχOdxdt,
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2.3 Existência e Unicidade do Equilíbrio de Nash

ou seja, ∫ T

0

∫
O
ϕf dxdt = 0, ∀ f ∈ L2

(
O × (0, T )

)
,

donde pelo lema de Du Bois Raymond temos:

ϕ = 0 em O × (0, T ).

Pelo Teorema 1.18, segue que

ϕ = 0 em Ω× (0, T ). (2.30)

Substituindo (2.30) em (2.23)2 e de (2.23)4 e (2.23)5 , obtemos∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ′i −∆ψi = 0 em Q,

ψi(0) = 0 em Ω,

ψi = 0 sobre Σ.

Portanto, pela unicidade de soluções, concluímos que

ψi = 0 em Ω× (0, T ). (2.31)

Substituindo (2.30) e (2.31) em (2.23)3, obtemos

ξ = 0,

e assim pelo Teorema 1.5, o Teorema 2.1 está concluído. �

2.3 Existência e Unicidade do Equilíbrio de Nash

Consideremos os funcionais custos Ji de�nidos por (2.3) correspondentes a equação

(2.1).

Inicialmente reescrevemos (2.9). Para isso consideremos os espaços funcionais∣∣∣∣∣∣ Hi = L2
(
Oi × (0, T )

)
H = H1 ×H2 × . . .×Hn,

(2.32)
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2.3 Existência e Unicidade do Equilíbrio de Nash

e os operadores (resolvente) Li ∈ L(Hi, L
2(Ω)) de�nido como (vide Seção 2.2)

Liwi = ui(T ), solução do problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u′i −∆ui = wiχOi
em Q,

ui = 0 sobre Σ,

ui(0) = 0 em Ω.

(2.33)

Pelo Teorema 2.4 (vide Apêndice), temos que ui ∈ C0(0, T ;H1
0 (Ω) o que nos garante a

boa de�nição do operador Li.

Multiplicando (2.33)1 por ui e integrando em Ω, obtemos∫
Ω

u′iuidx−
∫

Ω

∆uiuidx =

∫
Ω

wiuiχOi
dx,

ou seja,

(u′i, ui) + (−∆ui, ui) = (wiχOi
, ui).

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o fato do operador ∆ ser coercivo na última

igualdade acima, segue que

α||ui||2H1
0 (Ω) ≤ |wiχOi

|L2(Ω)|ui|L2(Ω) ≤ β|wi|Hi
||ui||H1

0 (Ω), (2.34)

onde α > 0 e β é a constante de imersão de H1
0 (Ω) em L2(Ω).

De (2.34), resulta que

||ui(t)||H1
0 (Ω) ≤ C|wi|Hi

,

ou seja,

sup
0≤t≤T

||ui(t)||H1
0 (Ω) ≤ C|wi|Hi

,

donde

|ui|C0(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ C|wi|Hi

, (2.35)

isto é,

||Liwi||H1
0 (Ω) ≤ C|wi|Hi

. (2.36)

Como H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω), a expressão (2.36) nos conduz a desigualdade

|Liwi|L2(Ω) ≤ C|wi|Hi
, (2.37)

e assim Li ∈ L(Hi;L
2(Ω)) para todo i = 1, . . . , n.
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2.3 Existência e Unicidade do Equilíbrio de Nash

Fixado f ∈ L2
(
O × (0, T )

)
, poderemos escrever

u(x, T, f,w) = zT (x) +
n∑
i=1

Liwi(x, T ),

onde zT (x) é �xo.

De fato, lembremos que, na de�nição de Ji, dado em (2.3), u(x, T, f,w) é a única

solução do problema (2.1) cujo lado direito é dado por

f(x, t)χO +
n∑
i=1

wi(x, t)χOi
em Q.

Portanto, para f ∈ L2
(
O×(0, T )

)
�xado, consideramos z ∈ C0

(
[0, T ];L2(Ω)

)
como única

solução do problema ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z′ −∆z = f(x, t)χO em Q,

z = 0 sobre Σ,

z(x, 0) = 0 em Ω.

(2.38)

Assim, de (2.33) e (2.38), segue que
n∑
i=1

ui + z é também solução de (2.1). Pela

unicidade da solução, a solução u(x, T, f,w) de (2.1) pode ser escrita como sendo

u(x, t, f,w) = z(x, t, f) +
n∑
i=1

ui(x, t,w).

Em t = T , temos

u(x, T, f,w) = z(x, T, f) +
n∑
i=1

ui(x, T,w) = zT (x) +
n∑
i=1

Liwi(x, T ) (2.39)

conforme queríamos.

De (2.39) o funcional Ji, dado em (2.3), pode ser reescrito como sendo

Ji(f, w1, . . . , wi, . . . , wn) =
1

2

∫ T

0

∫
Oi

w2
i dxdt+

αi
2

∫
Ω

ρ2
i (x)

(
n∑
i=1

Liwi + zT (x)− uT (x)

)2

dx

=
1

2

∫ T

0

∫
Oi

w2
i dxdt+

αi
2

∫
Ω

ρ2
i (x)

(
n∑
i=1

Liwi −
(
uT (x)− zT (x)

))2

dx

=
1

2
|wi|2Hi

+
αi
2

∣∣∣∣ρi
(

n∑
i=1

Liwi − ηT (x)

)∣∣∣∣2
L2(Ω)

,
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2.3 Existência e Unicidade do Equilíbrio de Nash

onde ηT (x) = uT (x)− zT (x).

A�rmação: Para cada 1 ≤ i ≤ n, o funcional Ji dado em (2.3) é estritamente

convexo.

Com efeito, sejam λ ∈ (0, 1), wi 6= w̃i e u 6= ũ. Escrevemos

Ji(w) = Ĵi(w) + J̃i(u),

onde

Ĵi(w) =
1

2

∫ T

0

∫
Oi

w2
i dxdt

e

J̃i(u) =
αi
2
|ρi(u(T )− uT )|2L2(Ω).

Agora para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}, vale

Ĵi(λwi + (1− λ)w̃i) =
1

2

∫ T

0

∫
Oi

[
λwi + (1− λ)w̃i

]2
dxdt

=
1

2

∫ T

0

∫
Oi

[
λ2w2

i + 2λ(1− λ)wiw̃i + (1− λ)2w̃2
i

]
dxdt

<
1

2

∫ T

0

∫
Oi

[
λ2w2

i + λ(1− λ)w2
i + λ(1− λ)w̃2

i + (1− λ)2w̃2
i

]
dxdt

=
1

2

∫ T

0

∫
Oi

[
λw2

i + (1− λ)w2
i

]
dxdt

= λĴi(wi) + (1− λ)Ĵi(w̃i),

ou seja,

Ĵi(λwi + (1− λ)w̃i) < λĴi(wi) + (1− λ)Ĵi(w̃i). (2.40)

Por outro lado, reescrevendo uT = λuT + (1− λ)uT , obtemos:

J̃i(λu+ (1− λ)ũ) =
αi
2

∫
Ω

ρ2
i

[
λ(u− uT ) + (1− λ)(ũ− uT )

]2

dx

=
αi
2

∫
Ω

ρ2
i

[
λ2(u− uT )2 + 2λ(1− λ)(u− uT )(ũ− uT )

+(1− λ)2(ũ− uT )2
]
dx

<
αi
2

∫
Ω

ρ2
i

{
λ2(u− uT )2 + λ(1− λ)[(u− uT )2 + (ũ− uT )2]

+(1− λ)2(ũ− uT )2
}
dx

= λJ̃i(u) + (1− λ)J̃i(u),

isto é,

J̃i(λu+ (1− λ)ũ) < λJ̃i(u) + (1− λ)J̃i(u). (2.41)
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2.3 Existência e Unicidade do Equilíbrio de Nash

Portanto, de (2.40) e (2.41), segue a a�rmação.

Assim, pelo teorema 1.4 podemos concluir, da a�rmação acima, que a condição de

mínimo para os funcionais Ji é satisfeita. Portanto, w = {w1, . . . , wn} ∈ H é um equi-

líbrio de Nash para os funcionais Ji se, e somente se, a derivada de Gateaux é zero, ou

seja,
d

dλ
Ji(f, w1, . . . , wi + λŵi, . . . , wn)

∣∣∣∣
λ=0

= 0,

isto é,

(
wi, ŵi

)
Hi

+ αi

(
ρi

(
n∑
i=1

Liwi − ηT (x), ρiLiŵi

))
L2(Ω)

= 0, ∀ ŵi ∈ L2(Oi), (2.42)

ou equivalentemente,

wi + αiL
∗
i

(
ρ2
i

n∑
i=1

Liwi

)
= αiL

∗
i (ρ

2
i η
T (x)), (2.43)

sendo i ∈ {1, . . . , n}, onde L∗i ∈ L
(
L2(Ω);Hi

)
é a adjunta de Li.

Mostremos (2.42) e (2.43). Temos

0 =
d

dλ
Ji(f, w1, . . . , wi + λŵi, . . . , wn)

∣∣∣∣
λ=0

=
d

dλ

[
1

2
|wi + λŵi|2Hi

+
αi
2

∣∣∣∣ρi
(

n∑
i=1

Li(wi + λŵi)− ηT (x)

)∣∣∣∣2
L2(Ω)

] ∣∣∣∣
λ=0

=
1

2

d

dλ

(
(wi + λŵi), (wi + λŵi)

)∣∣∣∣
λ=0

+

+
αi
2

d

dλ

(
ρi

(
n∑
i=1

Liwi + λLiŵi − ηT
)
, ρi

(
n∑
i=1

Liwi + λLiŵi − ηT
))∣∣∣∣

λ=0

=
1

2
2
(
(wi + λŵi), ŵi

)∣∣∣∣
λ=0

+
αi
2

2

(
ρi

(
n∑
i=1

Liwi + λLiŵi − ηT
)
, ρiLiŵi

)∣∣∣∣
λ=0

,

ou seja, (
wi, ŵi

)
Hi

+ αi

(
ρi

(
n∑
i=1

Liwi − ηT , ρiLiŵi

))
L2(Ω)

= 0

e portanto, segue (2.42).
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2.3 Existência e Unicidade do Equilíbrio de Nash

Agora, sendo L∗i a adjunta de Li, de (2.42) temos que

(
wi, ŵi

)
Hi

+ αi

(
L∗i ρ

2
i

(
n∑
i=1

Liwi − ηT , ŵi

))
Hi

= 0

(
wi, ŵi

)
Hi

+

(
αiL

∗
i

(
ρ2
i

n∑
i=1

Liwi

)
− αiL∗i

(
ρ2
i η
T
)
, ŵi

)
Hi

= 0(
wi + αiL

∗
i

(
ρ2
i

n∑
i=1

Liwi

)
− αiL∗i

(
ρ2
i η
T

)
, ŵi

)
Hi

= 0 ∀ ŵi ∈ L2(Oi).

Então,

wi + αiL
∗
i

(
ρ2
i

n∑
i=1

Liwi

)
− αiL∗i

(
ρ2
i η
T

)
= 0,

isto é,

wi + αiL
∗
i

(
ρ2
i

n∑
j=1

Ljwj

)
= αiL

∗
i

(
ρ2
i η
T

)
e portanto segue (2.43).

Para uma melhor formulação do sistema linear (2.43), consideramos a notação

ξ = {ξ1, . . . , ξn},

com ξi = αiL
∗
i

(
ρ2
i η
T
)
, e consideramos também um operador L ∈ L(H,H) de�nido por

Lw com n componentes

(Lw)i = wi + αiL
∗
i

(
ρ2
i

n∑
i=1

Liwi

)
.

Então (2.43) pode ser escrito como

Lw = ξ em H. (2.44)

Portanto, provaremos que a equação linear (2.44) tem uma única soluçãow = {w1, . . . , wn}
em H para cada ξ = {ξ1, . . . , ξn} em H. A solubilidade de (2.44) será estabelicida como

aplicação do teorema de Lax-Milgran com restrições sobre αi e ρi.

Teorema 2.2 Suponhamos que αi = α para todo i e que α||ρi − ρj||L∞(Ω)||ρi||L∞(Ω)

é su�cientemente pequeno para quaisquer i, j ∈ {1, . . . , n}. Então L é um operador

invertível. Em outras palavras, existe um único equilíbrio de Nash w = {w1, . . . , wn}
para Ji.

39



2.3 Existência e Unicidade do Equilíbrio de Nash

Demonstração: Para todo ξ ∈ H, motivados nos argumentos mencionados acima, seja∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L ∈ L(H,H),

((Lw)i, w̃) = (ξ, w̃),

(Lw)i = wi + αiL
∗
i

(
ρ2
i

n∑
i=1

Liwi

)
.

(2.45)

Provaremos que (2.45) admite uma única solução w = {w1, . . . , wn} em H para cada

ξ = {ξ1, . . . , ξn} em H, o que implicará na existência e unicidade do equilíbrio de Nash.

(i) L é linear, pois o operador αL∗i (ρ
2
i η
T ) é linear.

(ii) L é contínuo, visto que o operador αL∗i (ρ
2
i η
T ) é contínuo.

(iii) L é coercivo.

Para isso, dividiremos a prova em duas etapas:

Etapa 1: n = 1

Nesse caso, H = H1, αi = α1 e w = w1. Portanto, vale

(Lw,w)1 =
(
w1 + α1L

∗
1(ρ2

iL1w1), w1

)
=
(
w1, w1

)
H1

+
(
α1L

∗
1(ρ2

iL1w1), w1

)
=
(
w1, w1

)
H1

+
(
α1ρ

2
iL1w1, L1w1

)
= ||w1||2H1

+ α1|ρ1L1w1|2

≥ ||w1||2H1
,

Etapa 2: n > 1

Temos,

(Lw,w) =
n∑
i=1

|wi|2Hi
+

n∑
i=1

αi

(
ρi

n∑
j=1

Ljwj, ρiLiwi

)
L2(Ω)

. (2.46)

Notemos que
n∑
i=1

|wi|2Hi
= ‖w‖2

H e

ρi

n∑
j=1

Ljwj = ρi

n∑
j=1

Ljwj +
n∑
j=1

ρjLjwj −
n∑
j=1

ρjLjwj

=
n∑
j=1

(ρi − ρj)Ljwj +
n∑
j=1

ρjLjwj.

(2.47)
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2.3 Existência e Unicidade do Equilíbrio de Nash

Suponhamos que αi = α. Portanto, vale que

n∑
i=1

αi

(
ρi

n∑
j=1

Ljwj, ρiLiwi

)
L2(Ω)

=
n∑
i=1

α
( n∑
j=1

ρjLjwj, ρiLiwi

)
L2(Ω)

+
n∑
i=1

α
( n∑
j=1

(ρi − ρj)Ljwj, ρiLiwi
)
L2(Ω)

= α
∣∣∣ n∑
i=1

ρiLiwi

∣∣∣2
L2(Ω)

+α
n∑

i,j=1

((ρi − ρj)Ljwj, ρiLiwi)L2(Ω).

(2.48)

Como Li é contínuo e usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young na última

expressão de (2.48), segue que

∣∣α n∑
i,j=1

(ρi − ρj)Ljwj, ρiLiwi)L2(Ω)

∣∣
≤ α

n∑
i,j=1

‖ρi − ρj‖∞‖ρi‖∞|Liwi|L2(Ω)|Ljwj|L2(Ω)

≤ α max
1≤i,j≤n

{‖ρi − ρj‖∞‖ρi‖∞}C1

n∑
i,j=1

|wi|Hi
|wj|Hj

≤ αC1 max
1≤i,j≤n

{‖ρi − ρj‖∞‖ρi‖∞}‖w‖2
H.

(2.49)

Dessa forma, de (2.46), (2.48) e (2.49), temos

(Lw,w) = ‖w‖2
H +

n∑
i=1

αi

(
ρi

n∑
j=1

Ljwj, ρiLiwi

)
L2(Ω)

= ‖w‖2
H + α

∣∣∣ n∑
i=1

ρiLiwi

∣∣∣2
L2(Ω)

+ α

n∑
i,j=1

((ρi − ρj)Ljwj, ρiLiwi)L2(Ω)

≥ ‖w‖2
H + α

n∑
i,j=1

((ρi − ρj)Ljwj, ρiLiwi)L2(Ω)

≥ ‖w‖2
H − αC1 max

1≤i,j≤n
{‖ρi − ρj‖∞‖ρi‖∞}‖w‖2

H

=
(

1− αC1 max
1≤i,j≤n

{‖ρi − ρj‖∞‖ρi‖∞}
)
‖w‖2

H,

(2.50)

onde C1 = max
1≤i,j≤n

{Ci, Cj}, Ci, Cj constantes de continuidade de Li, Lj respectivamente.

Suponhamos que max
1≤i,j≤n

{‖ρi−ρj‖∞‖ρi‖∞} seja su�cientemente pequeno de tal forma que

K = 1− αC1 max
1≤i,j≤n

{‖ρi − ρj‖∞‖ρi‖∞} > 0.
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Daí obtemos,

(Lw,w) ≥ K‖w‖2
H.

Logo, de (i), (ii), (iii), o Teorema de Lax-Milgran nos diz que para cada ξ ∈ H′ existe
um único w ∈ H tal que

Lw = ξ,

isto é, a equação Lw = ξ possui única solução w ∈ H. �

2.4 Apêndice � Existência, Unicidade e Regularidade

de Soluções

Nesta seção estudaremos a existência, unicidade e regularidade da solução para um

problema associado a equação do calor.

Problema: Dados u0(x) e h, encontrar uma função numérica u : Ω × [0, T ] −→ R

satisfazendo ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u′ −∆u = h em Q,

u = 0 sobre Σ,

u(., 0) = u0(x) em Ω.

(2.51)

Seja h = fχO +
n∑
i=1

wiχOi
. Vale o seguinte resultado para o problema (2.51).

Teorema 2.3 Sejam u0 ∈ L2(Ω) e h ∈ L2(Q). Então o problema (2.51) possui uma

única solução satisfazendo∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ C0([0, T ];L2(Ω));

d

dt
(u(t), v) + ((u(t), v)) = (h, v) ∀ v ∈ H1

0 (Ω)) no sentido de D′(0, T );

u(., 0) = u0(x) em Ω.

(2.52)

Demonstração: Para mostrarmos a existência usaremos o método de Faedo-Galerkin

que consiste em três etapas:
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1. Construção de soluções aproximadas em um espaço de dimensão �nita;

2. Obtenção de estimativas a priori para as soluções aproximadas;

3. Passagem ao limite das soluções aproximadas.

• Existência

Soluções Aproximadas

Como H1
0 (Ω) é separável, então existe uma base Hilbertiana {wj}j∈N formada por

vetores de H1
0 (Ω). Seja Vm = [wi, . . . , wm] o subespaço gerado pelos m primeiros vetores

dessa base. Consideremos o seguinte problema aproximado∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
um(t) =

m∑
j=1

gjm(t)wj,

(u′m, v) + ((um, v)) = (h, v), ∀ v ∈ Vm,
um(0) = u0m −→ u0 em L2(Ω).

(2.53)

Notemos que a convergência (2.53)3 faz sentido pela densidade de Vm em L2(Ω). Por

simplicidade, consideremos a base {wj}j∈N ortogonal em H1
0 (Ω) e ortonormal em L2(Ω).

Mostremos que para cada m ∈ N �xado, o sistema (2.53) tem solução no intervalo

[0, tm] com tm < T . De fato, seja u0m =
m∑
j=1

aj0m(t)wj e um(0) =
m∑
j=1

gjm(0)wj. Fazendo

v = wj em (2.53)2, obtemos

(u′m, wj) + ((um, wj)) = (h,wj),

ou seja,

(
m∑
j=1

g′jm(t)wj, wj) + ((um, wj)) = (h,wj).

Pela linearidade do produto interno, resulta que

g′jm(t) = −((um, wj)) + (h,wj).

Assim, temos ∣∣∣∣∣∣ g′jm = −((um, wj)) + (h,wj),

gjm(0) = aj0m.
(2.54)
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Fixando m e denotando

z = (z1, . . . , zm) = (g1m, . . . , gmm) e

z0 = (a10m, . . . , am0m),

então o sistema (2.54) pode ser reescrito como sendo∣∣∣∣∣∣ z′ = F (t, z)

z(0) = z0,
(2.55)

onde F (t, z) = (F1(t, z), . . . , Fm(t, z)) com

Fi(t, z) = −((umj
, wj)) + (h,wj).

Mostremos que o sistema (2.55) está nas condições de Carathéodory. Com efeito, seja

D = [0, T ] × B, onde B = {z ∈ Rn | |z| ≤ b} com b > 0 e z0 ∈ B. Fixado z, o termo

((umj
, wj)) não depende de t e como h ∈ L2(Q) implica que F (t, z) é mensurável para

cada t ∈ [0, T ], com z �xo e j = 1, . . . ,m. Agora, �xado t o termo (h,wj) não depende

de z e a aplicação

Λ0 : Rn −→ H1
0 (Ω)

z = (z1, . . . , zm) 7→ Λ0(z) =
m∑
j=1

zjwj

é contínua, visto que

||Λ0(z)||H1
0 (Ω) = ||

m∑
j=1

zjwj||H1
0 (Ω) ≤ (

m∑
j=1

|wj|2)1/2(
m∑
j=1

|zj|2)1/2 = C|z|Rn .

Também temos que a aplicação,

Λ1 : H1
0 (Ω) −→ R

z ∈ [w1, . . . , wm] 7→ Λ1(z) = ((umi
, wj))

é contínua, pois o operador −∆ é contínuo em seus espaços apropriados. Logo a aplicação

Λ1 ◦ Λ0 : Rm −→ R

z 7→ ((um, wj))

é contínua para todo j = 1, . . . ,m e t �xado. Assim, como z varia em B existe uma

constante kB > 0 tal que |(−∆zm, wj)| < kB. Logo, segue que:

|Fj(t, z)| ≤ |((um, wj))|+ |(h,wj)| ≤ kB + |(h,wj)| = mj(t),
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onde mj(t) é integrável, donde Fj(t, z) é integrável em [0, T ]. Portanto pelo corolário

(1.3), o sistema possui solução em [0, tm], com tm < T , e pelo corolário (1.4) essa solução

pode ser estendida a todo intervalo [0, T ] como consequência da estimativa a priori que

faremos a seguir.

Estimativa Tomando v = um ∈ Vm em (2.53)2, segue que

(u′m, um) + ((um, um)) = (h, um),

ou seja,
1

2

d

dt
|um|2 + ‖um‖2 = (h, um).

Integrando de 0 a t, temos∫ t

0

1

2

d

ds
|um|2ds+

∫ t

0

‖um‖2ds =

∫ t

0

(h, um)ds, (2.56)

o que nos dá

1

2
|um(t)|2 +

∫ t

0

‖um‖2ds =

∫ t

0

(h, um)ds+
1

2
|um(0)|2.

Utilizando as Desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young, segue que∫ t

0

|(h(s), um(s))|ds ≤
∫ t

0

|h(s)||um(s)|ds ≤ 1

2

∫ t

0

|h(s)|2ds+
1

2

∫ t

0

|um(s)|2ds.

Substituindo a última desigualdade em (2.56), obtemos

1

2
|um(t)|2 +

∫ t

0

‖um‖2ds ≤ 1

2

∫ t

0

|h(s)|2ds+
1

2

∫ t

0

|um(s)|2ds+
1

2
|um(0)|2. (2.57)

Como um(0) = u0m −→ u0 em L2(Ω) e h ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), de (2.57), resulta que

1

2
|um(t)|2 +

∫ t

0

‖um‖2ds ≤ K +

∫ t

0

|um(s)|2ds, (2.58)

onde K > 0 independe de m. Aplicando o lema de Gronwall em (2.58), obtemos

1

2
|um(t)|2 +

∫ t

0

‖um‖2ds ≤ C, (2.59)

onde C > 0 independe de m. Portanto, pelo corolário (1.4), podemos estender a solução

para todo o intervalo [0, T ].

Passagem ao limite Por (2.59), segue que

(um) é limitada em L∞(0, T ;L2(Ω)), (2.60)
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(um) é limitada em L2(0, T ;H1
0 (Ω)). (2.61)

De (2.60), (2.61) e o Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, podemos deduzir que

existe uma subsequência de um(t), ainda denotada do mesmo modo, tal que

um
∗
⇀ u em L∞(0, T ;L2(Ω)), (2.62)

um ⇀ u em L2(0, T ;H1
0 (Ω)). (2.63)

Multiplicando (2.53)2 por θ(t) ∈ D(0, T ) e integrando de 0 a T , temos∫ T

0

d

ds
(um, v)θ(t)dt+

∫ T

0

((um, v))θ(t)dt =

∫ T

0

(h(t), v)θ(t)dt.

Integrando por partes na primeira integral na última expressão acima, resulta que

(um(s), v)θ(t)|T0 −
∫ T

0

(um, v)θ′(t)dt+

∫ T

0

((um, v))θ(t)dt =

∫ T

0

(h(t), v)θ(t)dt,

o que nos leva a

−
∫ T

0

(um, v)θ′(t)dt+

∫ T

0

((um, v))θ(t)dt =

∫ T

0

(h(t), v)θ(t)dt, ∀v ∈ H1
0 (Ω), (2.64)

uma vez que Vm é denso em H1
0 (Ω).

Passando o limite com m → ∞ em (2.64) e utilizando as convergências (2.62) e

(2.63), resulta que

−
∫ T

0

(u, v)θ′(t)dt+

∫ T

0

((u, v))θ(t)dt =

∫ T

0

(h(t), v)θ(t)dt,

donde

−
〈

(u(t), v), θ′(t)
〉
D′(0,T ),D(0,T )

+
〈

((u(t), v)), θ(t)
〉
D′(0,T ),D(0,T )

=
〈

(h(t), v), θ(t)
〉
D′(0,T ),D(0,T )

,

ou seja,〈 d
dt

(u(t), v) + ((u(t), v))− (h(t), v), θ(t)
〉
D′(0,T ),D(0,T )

= 0, ∀v ∈ H1
0 (Ω), ∀θ ∈ D(0, T ),

isto é,
d

dt
(u(t), v) + ((u(t), v)) = (h(t), v), ∀v ∈ H1

0 (Ω) (2.65)

no sentido de D′(0, T ).
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Condições iniciais

• u(0) = u0

Para as condições iniciais devemos encontrar o espaço ao qual u′ pertence para que possa-

mos garantir que u está de�nida em t = 0 (vide Teorema 1.14). Com efeito, mostraremos

que u′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), para concluirmos que u ∈ C0([0, T ];H−1(Ω)).

De fato, em particular, tomando v ∈ D(Ω), então de (2.65), segue que〈
u′(t), v

〉
D′(Ω),D(Ω)

−
〈

∆u, v
〉
D′(Ω),D(Ω)

=
〈
h(t), v

〉
D′(Ω),D(Ω)

,

no sentido de D′(0, T ), ou seja,〈
u′(t)−∆u− h(t), v

〉
D′(Ω),D(Ω)

= 0, ∀v ∈ D(Ω),

no sentido de D′(0, T ).

Pelo Lema 1.3.1, resulta que

u′ −∆u = h em D′(Q). (2.66)

Como −∆ ∈ L(H1
0 (Ω), H−1(Ω)) e u ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)), segue que

−∆u ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)). (2.67)

De (2.66), (2.67) e como L2(Ω) ↪→ H−1(Ω), temos que

u′ = h+ ∆u ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) + L2(0, T ;H−1(Ω)) ↪→ L2(0, T ;H−1(Ω)).

Agora, como u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) e u′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), então pelo Teorema 1.14,

concluímos que u ∈ C0((0, T );H−1(Ω)), e portanto faz sentido calcularmos u em t = 0.

De (2.63), notemos que∫ T

0

(um(t), w(t))dt→
∫ T

0

(u(t), w(t))dt, ∀w ∈ L2(0, T ;L2(Ω). (2.68)

Em particular, a convergência em (2.68) é válida para w(t) = v(t)θ(t), onde θ ∈ C1([0, T ])

e v ∈ H1
0 (Ω). Desta maneira, podemos reescrever (2.68) como sendo∫ T

0

(um(t), v)θ(t)dt −→
∫ T

0

(u(t), v)θ(t)dt, ∀v ∈ H1
0 (Ω) e θ ∈ C1([0, T ]),
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com θ(0) = 1 e θ(T ) = 0. Portanto,∫ T

0

d

dt
(um(t), v)θ(t)dt→

∫ T

0

d

dt
(u(t), v)θ(t)dt (2.69)

Integrando por partes em (2.69), resulta que

−
∫ T

0

(um(t), v)θ′(t)dt+ (um(t), v)θ(t)|T0 → −
∫ T

0

(u(t), v)θ′(t)dt+ (u(t), v)θ(t)|T0 ,

isto é,

−(um(0), v)−
∫ T

0

(um(t), v)θ′(t)dt→ −(u(0), v)−
∫ T

0

(u(t), v)θ′(t)dt. (2.70)

De (2.63), a seguinte convergência é válida∫ T

0

(um(t), v)θ′(t)dt→
∫ T

0

(u(t), v)θ′(t)dt, ∀v ∈ H1
0 (Ω) e ∀θ ∈ C1([0, T ]),

e assim de (2.70), temos que

(um(0), v)→ (u(0), v), ∀v ∈ H1
0 (Ω). (2.71)

Como um(0) −→ u0 em L2(Ω) e como H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω), segue que

(um(0), v) −→ (u0, v), ∀v ∈ L2(Ω). (2.72)

Assim, de (2.71), (2.72) e pela unicidade do limite, concluímos que

(u(0), v) = (u0, v), ∀v ∈ L2(Ω),

donde resulta que u(0) = u0.

Unicidade

Suponhamos que u e û sejam soluções do problema (2.51). Seja w = u − û. Então

temos que w ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), w′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) e satisfaz o sistema∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

w′ −∆w = 0 em Q,

w = 0 sobre Σ,

w(0) = 0 em Ω.

(2.73)

Mostraremos que w = 0.
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Com efeito, multiplicando (2.73)1 por w e integrando em Ω, obtemos∫
Ω

w(s)w′(s)ds−
∫

Ω

∆w(s)w(s)ds = 0 (2.74)

Agora, notemos que:∫
Ω

w(s)w′(s)ds =
1

2

d

ds

∫
Ω

|w(s)|2ds =
1

2

d

ds
|w(s)|2. (2.75)

De (2.73)2, temos que

−
∫

Ω

∆w(s)w(s)ds =

∫
Ω

∇w(s)∇w(s)ds =

∫
Ω

|∇w(s)|2ds = ||w(s)||2. (2.76)

Substituindo (2.75) e (2.76) em (2.74) e integrando de 0 a t, segue que

1

2

∫ t

0

d

ds
|w(s)|2ds+

∫ t

0

||w(s)||2ds = 0,

ou seja,
1

2
|w(t)|2 +

∫ t

0

||w(s)||2ds = 0,

donde resuta que w = 0, e por conseguinte u = û, conforme queríamos. �

Teorema 2.4 Sejam u0 ∈ H1
0 (Ω)∩H2

0 (Ω) e h ∈ L2(Q). Então o problema (2.51) possui

uma única solução satisfazendo∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω) ∩H2

0 (Ω)) ∩ C0([0, T ];H1
0 (Ω))

d

dt
(u(t), v) + ((u(t), v)) = (h, v) ∀ v ∈ H1

0 (Ω)) no sentido de D′(0, T );

u(., 0) = u0(x) em Ω.

(2.77)

Demonstração: A demonstração é feita de modo análogo ao que foi demonstrado no

teorema 2.3.

2.5 Considerações Finais

Em se tratando de domínios ilimitados, existem problemas interessantes que podemos

tratar de maneira similar ao que foi feito nesse trabalho ou estudá-los em outro contexto.

• Sistema Parabólico Geral Linear
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Usando as técnicas desenvolvidas em [5], é possível estender os resultados obtidos aqui

para o seguinte sistema∣∣∣∣∣∣∣∣
u′ −∆u+ a(x, t)u+ b(x, t)∇u = fχO +

n∑
i=1

wiχOi
em RN × (0, T ),

u(x, 0) = 0 em RN ,

(2.78)

onde a(x, t) ∈ L∞
(
RN × (0, T )

)
e b(x, t) ∈ L∞

(
RN × (0, T )

)N
.

Vale ressaltar que devido a falta de compacidade de imersões de Sobolev em RN ,

para superar as di�culdades encontradas, os autores em [13] trabalham com espaços de

Sobolev com peso de Escobedo e Kavian para resolver o sistema (2.78).

• Operador Fortemente Elíptico

Para domínios limitados, os resultados obtidos nesse trabalho podem ser estendidos para

o operador fortemente elíptico

A : H1
0 (Ω)→ H−1(Ω)

dado por

Aϕ = −
n∑

i,j=1

∂

∂xi
(aij(x)

∂ϕ

∂xj
) +

n∑
i,j=1

bi(x)
∂ϕ

∂xi
+ a0(x)ϕ. (2.79)

Notemos que quando a0(x) = 0, bi(x) = 0 e i = j, então o operador dado em (2.79)

torna-se

Aϕ = −∆ϕ.

• Alguns Resultados Numéricos - Computacionais

Resultados numéricos e computacionais fogem da abordagem e objetivo do presente

trabalho, mas são muito importantes para melhor visualização e aplicação da teoria até

aqui desenvolvida.

Alguns resultados numéricos-computacionais associados a problemas de controle hie-

rárquico multiobjetivo para a equação do calor são desenvolvidos em [4] e [24].

Em [4], os autores apresentam resultados numéricos associado ao controle hierárquico

multiobjetivo para a equação do calor fazendo uso da estratégia de Stackelberg-Nash.

Por outro lado, em [24], os autores apresentam solução numérica de problemas de

controle multiobjetivo associado a estratégia do equilíbrio de Nash.
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