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Resumo

Neste trabalho apresentamos a controlabilidade exata as trajetérias para uma equacao

linear parabdlica via estratégia de Stackelberg - Nash.

Devido a linearidade do problema aqui estudado, a controlabilidade exata as trajetorias
é equivalente a controlabilidade nula. Por esse motivo, usaremos um argumento padrao de
observabilidade que reduz o problema de controle nulo a uma estimativa para as solugoes
do sistema adjunto do problema principal. Apresentamos também uma nova Desigualdade

de Carleman, que serd utilizada na obtencao do resultado principal.

Palavras-chave: Controlabilidade, Estratégia de Stackelberg - Nash, Desigualdade de

Carleman.



Abstract

In this work we present the exact controllability to the trajectory for a linear parabolic

equation via Stackelberg - Nash strategy.

Due to the linearity of the problem studied here, the exact controllability of the tra-
jectory is equivalent to zero controllability. For this reason, we will use a standard ob-
servability argument that reduces the null-control problem to an estimate for the adjunct
solutions of the main problem. We also present a new inequality of Carleman, which will

be used to obtain the main result.

Keywords: Controllability, Stackelberg- Nash Strategies, Carleman Inequalities.
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Notacoes e Simbologias

simbologias abaixo sao utilizadas no decorrer do texto.

(-,-) denota o produto interno em L?(2);
| - || denota a norma em L*(Q);
(-,-) quando nao especificado, denota diferentes pares de dualidades;

Vu = ( Ju  Ju Ju ) denota o gradiente da fungao u;

B Dxa? "7 Dy
n 62
Au =} 53 denota o operador Laplaciano da fungao u;
i=1 ¢
g.s. - quase sempre;
— denota a imersao continua;
C . ~
— denota a imersao compacta;

C quando nao especificada, é uma constante positiva e arbitraria;

L(X,Y) denota o espago dos operadores lineares e continuos de X em Y;

D(f) denota o dominio de f;
E’ denota o dual topoldgico do espaco vetorial E:;
o(E, E') denota a topologia fraca de E induzida por E';

” ||oo denota a norma de L°.



Introducao

Ao longo da histéria, o ser humano desenvolveu de maneira significativa sua capacidade
de manipular a natureza a fim de melhorar seu estilo de vida. Exemplos simples dessas
modificacoes estao na criacao de animais e agricultura, onde o homem percebeu que
poderia interferir na natureza para que esta trabalhasse em seu favor. Nasce entao a ideia
de controle, como uma agao ou acoes do homem sobre um meio de modo a obter um
objetivo predeterminado. Essa ideia desenvolveu-se ao longo dos anos e passou a fazer

parte do cotidiano da humanidade.

No inicio, a nogao de controle esteve intimamente ligada a engenharia, na construcao
de barragens, sistemas de irrigagao, na criacao da maquina a vapor, ponto crucial da
revolucao industrial, entre outros exemplos. Porém com o desenvolvimento do calculo
e das equacoes diferenciais, a teoria do controle foi separada da engenharia, do ponto
de vista de estudos cientificos, e passou a dar seus primeiros passos como um ramo da
matematica. Atualmente, todo e qualquer fenomeno fisico que pode ser modelado por

uma equagao diferencial é um potencial objeto de estudo da teoria do controle.

Um sistema de controle é uma equacao de evolugao (EDO OU EDP) que depende de

um parametro u, descrito pela expressao:

y/ = f<t7y7u)7 (1)

onde t € [0,7] representa a variavel temporal, y : [0,7] — X ¢é a funcdo estado e
w:[0,7] — Y é um controle. Nesse modelo, X e Y sdo espagos de fungdes adequados,

T > 0 é um valor real fixado e ¢ representa a derivada de y em relagao ao tempo t.

Em seguida, destacamos algumas das principais defini¢oes de controlabilidade presen-

tes na literatura.

Defini¢ao 0.1 (Controlabilidade exata) Sejam T > 0 e yo,y1 € X dois estados do

sistema (1)). Dizemos que tal sistema € ezatamente controldvel se existe u : [0,T] — Y

3
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tal que;
y = f(y,u) em [0,T]
y(0) =, y(T)=m

Definigao 0.2 (Controlabilidade aproximada) Sejam T > 0 um nimero real e yg, Y1
dois possiveis estados do sistema . Dizemos que tal sistema € aproximadamente con-

troldvel se, para todo € > 0 dado, existir u. : [0,T] =Y tal que;

y' = f(y,ue) em [0,T]
y(0) =yo, [[y(T) —wll <e

Definigao 0.3 (Controlabilidade nula) Sejam T > 0 um nimero real dado e yy € X
um estado arbitrdrio do sistema . Dizemos que tal sistema € nulamente controlavel se

existe u : [0, T] =Y tal que;

y = fly,u) em [0,T]
y(0) =yo, y(T)=0

Definigao 0.4 (Controlabilidade exata as trajetorias) Sejam T > 0 um nimero
real dado, yo € X um estado ey uma trajetoria (isto €, uma solugao arbitrdria do sistema
(1)) sem controle). Dizemos que tal sistema é exatamente controldvel as trajetdrias se existe
u:[0,T) =Y tal que;

y' = fly,u) em [0,T]

y(0) =yo, y(T') =y(T).

E bem sabido que, em problemas lineares, as definicoes de controle nulo e exato as tra-

jetorias sao equivalentes.

Em problemas classicos de controlabilidade, encontramos geralmente uma equacao ou
sistema de estado e um controle cuja a missao ¢ atingir uma meta predeterminada. Na
maioria dos casos, o objetivo é minimizar um funcional custo em uma familia prescrita
de controles admissiveis. Essas situacoes podem ser denominadas problemas de controle

mono - objetivo.

Situacoes mais interessantes surgem quando consideramos varios objetivos a serem
alcancados ou considerados, em geral conflitantes. Isso pode acontecer, por exemplo, se
o funcional custo for a soma de varios termos e nao esta claro como calcular a média.
Também é esperado que mais de um controle seja utilizado para atingir tais objetivos.

Esses casos sao denominados problemas de controle multi-objetivos.
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Em contraste com o caso mono-objetivo, varias estratégias para a escolha de bons
controles podem aparecer, depedendo das caracteristicas do problema. Além disso, essas
estratégias podem ser cooperativas (quando os controles cooperam entre si para atingir
seus objetivos), ou ndo cooperativas, caso contrario. Existem vérios conceitos de equilibrio
para problemas multi-objetivos, como por exemplo, a estratégia proposta por Nash [17], a
estratégia cooperativa de Pareto [18], e a estratégia cooperativa hierarquica de Stackelberg
[21].

No contexto de controle multi-objetivo de fenomenos governados por EDP’s, aplicando
controles que correspondem a uma dessas estratégias, temos abaixo alguns trabalhos nessa

direcao;

e O artigo de Lions [12], 3], onde o autor d& alguns resultados sobre estratégia de

Pareto e Stackelberg, respectivamente.

e O artigo de Diaz e Lions [5], onde a controlabilidade aproximada de um sistema
é estabelecido seguindo uma estratégia de Stackelberg -Nash e a extensao de Diaz
[6], que fornece uma caracterizagao da solugdo por meio da teoria de dualidade de

Fenchel-Rockafellar.

e Os artigos [20, 19], onde Ramos et. al estudaram equilibrio de Nash dos pontos de

vista tedrico e numérico para EDP’s parabdlicas lineares.

As questoes de controlabilidade consideradas nos trabalhos acima citados fornecem
apenas respostas em nivel aproximado. A principal novidade apresentada nesse trabalho
é a extensao da andlise e os resultados a uma estrutura de controlabilidade exata, mais
precisamente, controle exato as trajetérias. Precisamente, este trabalho baseia-se nos

artigos [1] e [2] e esta dividido da seguinte forma:

No capitulo 1 apresentamos os resultados preliminares, essenciais ao desenvolvimento

do nosso trabalho.
No capitulo 2 apresentamos formalmente o problema de controle a ser estudado.

No capitulo 3 provaremos a existéncia e unicidade do equilibrio de Nash para os
funcionais custo associados ao problema principal. Daremos ainda uma caracterizacao

desse equilibrio como solugao de um sistema de equagoes diferenciais.

No capitulo 4 apresentamos uma nova desigualdade de Carleman que sera utilizada
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na obtencao do resultado principal.

No capitulo 5 provaremos a desigualdade de observabilidade, mais uma peca funda-
mental para a prova do teorema principal.

Finalmente, no capitulo 6 provaremos o Teorema [2.2] que é equivalente ao resultado

principal.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns resultados e defini¢oes que serao utilizados no
decorrer do texto para ajudar o leitor a ter uma melhor comprensao do conteido abordado

nos capitulos seguintes.

1.1 Topicos de Analise Funcional

1.1.1 Convergéncia Fraca e Fraca Estrela

Defini¢ao 1.1 (Convergéncia Fraca) Sejam E um espago de Banach e (uy)ren uma

sequéncia de E. Entdo up — u se, e somente se, (¢, ur) — (¢,u),Vp € E'.

Defini¢ao 1.2 (Convergéncia Fraca Estrela) Sejam E um espa¢o de Banach, ¢ € E’
e (¢r)ren uma squéncia de E'. Dizemos que ¢, — ¢ fraco estrela se, e somente se,

(P, u) = (p,u), Yu € E.

Proposicao 1.1 Sejam E um espago de Banach e (uy)gen uma sequéncia de E. Entdo:
(i) Se up — u em o(E, E') entdo (p,ur) — (p,u), Yo € E';
(i) Se uy — u forte entdo ur, — w fracamente na topologia o(E, E');

(i1i) Se u, — u em o(E,E') e se o, — @ fortemente em E', entdo (px, ux) — (p,u).

Demonstracao: Jesus et. al ( [11], pdg. 98). O



1.2 Os Espacos LP

1.1.2 Espacos Separaveis e Reflexivos

Definigao 1.3 Um espaco métrico E é dito separdvel se existe um subconjunto A C E

enumeravel e denso.

Definicao 1.4 Sejam E um espago de Banach e J a inje¢cdo candnica de E em E”. O

espago E é dito reflexivel se quando J(E) = E".

Teorema 1.1 (Banach - Alaoglu - Bourbaki). Sejam E um espago de Banach e E’

seu dual topologico. Entao o conjunto
B ={f € E';||f|| <1} é compacto na topologia fraca estrela.

Demonstracao: Brezis([4], pdg. 66) O

Teorema 1.2 Sejam E um espaco de Banach separdvel e E' seu dual topoldgico. Entao

o conjunto
B ={f € E';||fl| <1} é metrizdvel na topologia fraca estrela.

Reciprocamente, se Bg: € metrizdvel na topologia fraca estrela, entao FE € separdvel.

Demonstracao: Brezis([4], pdg. 74) O

Corolario 1.1 Sejam E um espago de Banach separdvel e (gi)ken uma sequéncia limitada
em E'. Entao existe uma subsequéncia (gi,)jen de (gr)ren que converge na topologia fraca
estrela.

Demonstracao: Brezis([4] pdg. 76). O

Teorema 1.3 Seja E um espaco de Banach reflexivo e suponhamos que a sequéncia
(fu)nen C E € limitada. Entao existe uma subsequéncia (fn,)jen de (fu)nen € f € E

tal que
fn; = J.

Demonstracao: Evans([7] pdg. 639). O

1.2 Os Espacos L?

Nesta secao, faremos uma breve descricao dos espacos LP e algumas de suas proprie-

dades.



1.2 Os Espacos LP

Definicao 1.5 Sejam Q C R™ um subconjunto aberto e p € R com 1 < p < 4o0.
Definimos

LP(Q) ={f:Q—=R; f mensurdvel e/ |f|Pdx < +o0}.
0

O espacgo acima definido munido com a norma

1 fllzriey = ( / !f\pdx>p

¢ um espaco de Banach.
Definicao 1.6 Seja 2 C R™ um subconjunto aberto. Definimos
L®Q)={f: Q= R;f émensurdvele 3C >0;|f(x)] <C qsem Q}.
O espaco L munido com a norma
[y = mE{C: | f(@)| < € q.s. em 2}
¢ um espaco de Banach.

Teorema 1.4 (Desigualdade de Young) Sejam 1 < p e 1 < q nimeros reais conju-
gados, isto €, }—17 + % = 1. Entao
P e
<L 42 Va>0 e b>0.
p q

Em particular, se p = q = 2, a relacao € valida para quaisquer dois niumeros reais.

Demonstracao: Brezis ([{)], pdg. 92). O

Teorema 1.5 (Desigualdade de Holder) Sejam as fungoes f € LP(Q), g € LI(Q)

com 1 < p<o0 eq o expoente conjugado de p; isto é % + é = 1. Entio fg€ L'(Q) e
| Wrslde < Uflumlglinc

Demonstracao: Brezis ([4], pag. 92). O

Definicao 1.7 Dizemos que uma funcao f : Q — R € localmente integravel em €2, quando

f € integravel a Lebesque em todo compacto K C €. O espago das fungoes localmente

1

Le(82). Em simbolos temos

integrdveis € denotado por L
fer,.(Q (:)/ |fldx < 400, VK C Q.
K

9



1.3 Teoria das Distribuicoes Escalares

Lema 1.2.1 (Du Bois Raymond) Seja u € L, (), onde Q C R™ € aberto. Se
/ u(z)v(z)dr =0, Yv € D(Q), (1.1)
Q
entdo u = 0 quase sempre em 2.

Demonstragao: Medeiros ([15], pag. 14) O

1.3 Teoria das Distribuicoes Escalares

Motivado pela nocao de integracao por partes do calculo diferencial, Sobolev prospos
a ideia de derivada fraca para uma fungiao em L}, porém essa defini¢cio possuia algumas
falhas, entao, posteriormente, Schwarz aprimorou a ideia definindo a derivada fraca no
sentido das distribuicoes ou derivada distribucional. Faremos agora algumas consideragoes

sobre esse assunto.

No que se segue abaixo, {2 C R"™ é um subconjunto aberto.

Definicao 1.8 Denomina-se suporte de uma fungao continua o : 2 — R, ao fecho em ()

do conjunto onde ¢ # 0, simbolicamente,

supp(p) = {z € O p(w) £ 0} .

Definigao 1.9 C§°(Q2) o espaco vetorial das fungdes infinitamente diferenciaveis com

suporte compacto em €.

Exemplo 1.1 Sejam Q aberto de R" e By(0) = {x € R™;||z||, < 1} C Q. Consideremos
w:Q — R, dada por

1
el=li-t se ||z, < 1,

0, se ||x||n > 1,

p(r) =

=

onde x = (T1,--+ ,xp,) e ||z|, = (Z?:l :Bf) ¢ a norma euclidiana de x. Temos que

p(x) € C* e supp(p) = B1(0) € compacta , isto €, ¢ € C°(£2).

Definicao 1.10 Diz-se que uma sucessao (@n)nen converge para @ em C$°(R2), quando

forem satisfeitas as condigoes:

10



1.3 Teoria das Distribuicoes Escalares

i) Todas as (¥n)nen possuem suportes contidos em um compacto fizo K de Q;

i1) A sucessao (¢n)nen converge para ¢ em K, juntamente com suas derivadas de todas
as ordens.

O espago vetorial C§(S2), munido da no¢ao de convergéncia acima definida, representado

por D(Q2) é chamado de Espaco das Fungoes Teste sobre ).

Defini¢ao 1.11 Denomina-se Distribui¢ao sobre S) toda forma linear continua sobre D(£2).
Dito de modo explicito, uma distribui¢ao sobre Q0 é uma forma linear T : D(Q2) — R, sa-

tisfazendo as condigoes:
i. T(af+Bg)=al(f)+BT(9),Vf.g€ D), Va,BeR;

it. T € continua , isto €, se (pn)nen converge para p em D(Q2), entao (T, op)nen con-
verge para (T, p) em R, onde (T, ) denota o valor da distribuicao T aplicada em

@Y.

Ezemplo 1.2 Sejau € L, .(Q)e defina a forma linear T : D(Q) — R dada por:

loc

(T, p) = /Qu(:c)gp(x)da:, Vo e D(Q).

Entao T ¢ uma distribuicao sobre Q.

Agora, seja (T,)nen uma sequéncia de distribuigoes sobre D(Q2). Dizemos que a su-
cessao (Ty,)nen converge para T quando a sucessao (T,,, )nen converge para (T, ) em R
para toda p em D(Q). O espago das distribuicoes sobre D(2), munido com essa no¢ao

de convergéncia é denotado por D'(€).

Defini¢ao 1.12 Denomina-se o operador deriva¢io D, com « = (aq, -+ ,qy) uma n-
upla de inteiros nao negativos, sendo || = oy + - -+ + «,, sua ordem, como sendo

olel

D=
gor ... gon

Defini¢ao 1.13 Sejam T : D(2) — R uma distribuicao e a« € N" um multi-indice.

Definimos a forma linear e continua D*T : D(2) — R dada por
(DT, ) = (T, D), V¢ € D(), (1.2)
como a deriwada fraca no sentido das distribuigcoes de T'.

11



1.4 Espacos de Sobolev

Segue das defini¢bes acima e da nogao de convergéncia introduzida em D'(£2) que o ope-
rador derivacao é continuo, mais ainda, com essa definicao de derivada, uma distribuicao

T admite derivadas de todas as ordens.

1.4 Espacos de Sobolev

Tendo em vista as defini¢oes de distribuicao e derivada fraca, pode se verificar que
toda funcao f € LP(Q)), 1 < p < +oo, define uma distribuigdo e possui derivada fraca
de todas as ordens, porém, uma pergunta natural surge: essas derivadas ainda pertencem
a algum espaco LP? Esse tipo de questionamento levou a nogao de espacos de Sobolev,

COMO Veremos a sSeguir.

1.4.1 O espago W"P(Q)

Defini¢ao 1.14 Sejam p € [1,+00] e m € N. Definimos como espago de Sobolev de
ordem P o conjunto das fungoes u € LP(QY) tais que Du € LP(SY) para todo multi-indice
a com |af < m, ou seja, W™P(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q), V|a| < m}.O espago
W™P(Q) munido com a norma

1/p

[[ullwme (@)= | D IDullE,

|a|<m
¢ um espacgo de Banach.

Quando p = 2 eles recebem uma notacdo especial, a saber,

W™2(Q) = H™(S).

O espago H™(Q2) é um espago de Hilbert com o produto interno

(u, V) () = Z (D%u, D).

laj<m

1.4.2 O espago W;""(Q)

Definimos Wy"*(2) como o fecho em W™?(Q2) do espaco D({2), isto é,

wrrQ) =Dy,
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1.4 Espacos de Sobolev

O espago WP (Q) é fechado em W™?(Q), dessa forma, ele préprio é um espago de Banach.
Como consequéncia da Desigualdade de Poincaré, (vide préxima se¢ao), temos que

P

I llweer = D IDf %00

0<|a|<m

define uma norma em W;""(Q) e, além disso, ela é equilvalente a norma de W™?(2).

1.4.3 Teoremas de Imersao

Definicao 1.15 Sejam X e Y espacos de Banach. Dizemos que X estd continuamente
imerso em Y, e denotamos por X — Y, quando X C Y e ewistir uma constante C' > 0

tal que
lzlly < Cz|x, Vx € X.

Se toda sequéncia limitada em X admitir uma subsequéncia convergente em Y , dizemos

s, . (&
que X € compactamente imerso em Y e escrevemos X — Y.

Teorema 1.6 Seja 2 C R"™ um subconjunto limitado. Se 1 < g < p < oo, entao
LP(Q) — LI(Q).
Demonstracao: Matos ([1j)], pdg. 111). O

Teorema 1.7 Sejam Q C R™ limitado , n > 2, Q de classe C™ e 1 < p < oco. Entao

np

, semp < n;

(i) W(Q) — L1(Q),1 < ¢ <

n—mp
(i) W™P(Q) — L1(2),1 < ¢ < oo, se mp =n.

Demonstracao: Miranda- Medeiros ([16], pdg. 75). O

Teorema 1.8 (Rellich-Kondrachov) Seja 2 um subconjunto aberto limitado do R™

de classe C' e 1 < p < oo. Entao as sequintes imersoes sao compactas;

n
P , sep<mn,
n—p

(i) WP (Q) = L9(Q),1 < q <
(1) WHP(Q) — L1(Q),1 < g < 00, se p=n,
(iii) WP(Q) — C(Q), se p > n.

Demonstragao: Miranda-Medeiros ([16], pag. 79). O
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1.5 Resultados Importantes

1.5 Resultados Importantes

Teorema 1.9 (Desigualdade de Poincaré) Seja QQ C R™ seja um subconjunto aberto

e limitado e 1 < p < 00. Entao existe uma constante C, dependendo de ) e p, tal que
ull o) < OVl o), para todou € Wy (Q).
Demonstragao: Brezis ([4], p. 290). O

Teorema 1.10 (Lax - Milgram) Sejam H um espago de Hilbert sobre o corpo dos
numeros reais € T : H X H — R uma forma bilinear continua e coerciva. Para todo
funcional linear continuo ¢ € H' existe um inico vetor xy € H tal que o(x) = T(x, xy),
para todo x € H.

Demonstragao: Botelho ([3], pdg.131). O

Teorema 1.11 (Férmulas de Green) Seja Q2 C R™ um aberto limitado com fronteira

I de classe C?.

(1) Se v € H*(Q), entdo

/ VAVudr = — / ulArydx + / —uds Yu € H(Q); (1.3)
Q Q
(ii) Se u,v € H*(), entdo
oy ou
/Q(UA’y — yAu) dx = /r (ua - 75) ds. (1.4)
Demonstracao: Ver Brezis [j)]. 0.

Lema 1.5.1 (Desigualdade de Gronwall) Sejam u,a € C(R,R) e 8 € L} (R, RT).

Se « for crescente e
t

u(t) < alt)+ [ B(s)u(s)ds, Yt > to, (1.5)
to
entao
u(t) < a(t)elo POB i >, (1.6)
Demonstracao: Defina R(7) ) + ft s)ds e observe que Bu € L'[to,t],

entdao R'(1) = B(T)u(7) q.s. em em [to, } Multlphcando por 3(7), obtemos R/(1) <
B(T)R(T) q.s. em [tg,t]. Reescrevendo a desigualdade anterior e integrando de tq a t

obtemos

R(t) < R(to)eftto B(s)ds
Portanto, pela definigdo de R(t), o resultado segue. O
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Capitulo 2

Formulacao do Problema

Nesse capitulo apresentamos formalmente o problema a ser estudado. Mais precisa-

mente, faremos uma descri¢ao suscinta do problema proposto.

2.1 Descricao Geral

Sejam 2 C R™ um dominio limitado cuja fronteira I' é uma superficie suficientemente
regular e ' > 0 um escalar dado. Definimos o cilindro @ := Qx(0,T'), com fronteira lateral
Y =00 x (0,T). Por C = C(£,T) denotamos uma constante positiva. Consideremos o

seguinte sistema linear:

yr — Ay +a(z, t)y = flo+v'lp, +v°lp, em Q,
y=0 sobre X, (2.1)
y(x,0) = yo(x) em ,
onde a € L*®(Q), yo = yo(z) sao fungoes dadas em L*(Q) e y = y(z,t) é um estado. Em
(2.1), o conjunto O C Q é o dominio do controle principal, Oy, Oy C 2 s@o os dominios
dos controles secundérios (todos eles sao supostos pequenos), 1p, 1o, € 1o, sdo fungoes
caracteristicas de O, Oy e Oy respectivamente, a funcao f = f(z,t) é o controle lider e
v =ovl(x,t) e v¥ = v*(x,t) sdo os controles seguidores.
Sejam Oy 4,024 C 2 conjuntos abertos, representando dominios de observacao para

os seguidores. Definimos como funcionais custo

Ji(f;vh %) = % // ly — yia*dedt + % // W [2dadt, i=1,2 (2.2)
0;,ax(0,T) 0;x(0,T)
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2.1 Descricao Geral

onde a; > 0 e p; > 0 sdo constantes e as y; 4 = Y; a(z,t) sdo funcoes dadas.

A estrutura do processo de controle pode ser descrita da seguinte forma:

1- Para cada lider f, os seguidores v! e v? devem ser um equilibrio de Nash para os custos
Ji, (i = 1,2). Em outras palavras, uma vez fixado o controle lider f, procuramos um par

(v, v?), com v' € L*(O; x (0,T)),i = 1,2, tais que;
S (fr0h0?) = min Ji(f;00,0%), L(fiv'0%) = min Ji(f;0!,0%). (2.3)

Como veremos mais adiante, se os funcionais J;, (i = 1,2) forem C! e convexos, entao

(v!,v?) é um equilibrio de Nash se, e somente se,

Ji(f;oh vH)(01,0) =0, Vo' € L*(O; x (0,T)), v' € L*(O; x (0,T))

Jo(f;0h, 03 (0,0%) =0, V0% € L*(Oy x (0,T)), v' € L*(O; x (0,T)).

Essa estratégia de controle multi-objetivo é denominada estratégia de Stackelberg-
Nash.

2 - Seja 7 : Q — R uma trajetéria de (2.1), isto é, 7 é uma solucao regular do sistema

yt —A@—i—a(x,t)@: 0 em Q7
y=0 sobre 33, (2.4)
y(2,0) = 7o(x) em €2.

Uma vez que o equilibrio de Nash (v!, v?) tenha sido identificado e fixado, nés procuramos

por um controle f € L?(O x (0,T)) tal que a solugao de (2.1)) satisfaz

y(x, T) =7(x,T) em €. (2.5)

Um exemplo fisico onde tal modelo de problema de controle pode ser aplicado surge,
por exemplo, quando consideramos y(z, t) uma distribui¢ao de temperatura em um corpo,
e 0 objetivo é levar y até 7 no tempo T por meio de aquecimento ou resfriamento (atuando
apenas nos subdominios O, O; e Oy), tentanto ao mesmo tempo manter as temperaturas

razoaveis em O 4 e Oy 4, durante todo o intervalo de tempo (0,7).
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2.2 O Resultado Principal

2.2 O Resultado Principal

Teorema 2.1 Suponhamos que:
OiaNO#0,i=1,2. (2.6)
Além disso, suponhamos que uma das sequintes condicoes seja verdadeira:
O14= 024 (2.7)

ou

0LaNO #£0y4NO. (2.8)

Entdo, existem p1g > 0, dependendo apenas de Q,0,T,0;,0;4,; e ||al|r~q) e uma
fungao positiva p = p(t) explodindo em t =T tal que, se j; > po e as fungoes y; 4 sao tais
que

// P27 — yigPdzdt < +o0,i = 1,2, (2.9)
O;,ax(0,T)

entao existe um controle f € L*(O x (0,T)) e um equilibrio de Nash (v',v?) tal que a
solugdo y do sistema ([2.1) correspondende aos controles v',v* e f satisfaz ([2.5) para

qualquer trajetoria 7.

Observacgao 2.1 Fazendo a mudanca de varidveis z = y—71, da linearidade dos sistemas

(2.1) e (2.4) obtemos que

(Y= —Aly—79) +alz,t)(y—7y) = flo+v'lp, +0°10, em @,
(y—y)=0 sobre ¥, (2.10)
0

)=y —Y)o(z) em Q.

(y —9)(x,

Dessa forma, y(-,T) = 5(-,T) se, e somente se z(-,T) = 0. Dai, temos que z € L*(Q) ¢

solugao do problema

z—Az+a(z, )z = flo+vlle, +v%1p, em Q,
z2=0 sobre X3, (2.11)
2(z,0) = zo(x) em €.

Assim, podemos enunciar o seguinte:
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2.2 O Resultado Principal

Teorema 2.2 Suponhamos que
OQiaNO#0,i=1,2. (2.12)
Além disso, suponhamos que uma das sequintes condicoes seja verdadeira:

O14= 024 (2.13)
ou
01aNO + 0y uNO. (2.14)

Entdo, existem (1o > 0, dependendo apenas de Q,0,T,0;,0;4,; e ||al|r=q) € uma
fungao positiva p = p(t) explodindo emt = T tal que, se u; > o e as fungoes zi g = Yia—71

sao tais que
/ / Plzial*dedt < +o0,i=1,2, (2.15)
Oi7d><(0,T)

entao existe um controle f € L*(O x (0,T)) e um equilibrio de Nash (v',v?) tal que, a

solugdo z do problema (2.11)) correspondende aos controles v*,v? e f satisfaz

2(-,T) =0.
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Capitulo 3

Equilibrio de Nash e Sistema

Otimizado

Nessa secao, provaremos a existéncia e unicidade do equilibrio de Nash para os funcio-
nais custo J;,7 = 1, 2, definidos em . Isso sera feito utilizando algumas equivaléncias
e o Teorema de Lax-Milgran. Além disso, vamos expor o par (v',v?) como solugao de
um sistema de equacoes diferenciais e por fim, obteremos um sistema otimizado que sera

fundamental na demonstracao do resultado principal.

3.1 Existéncia e Unicidade do equilibrio de Nash

Usando a mudanga de varidveis z = y—y e 2,4 = y;4—y feita anteriormente, podemos

reescrever ([2.2) como segue.
Lema 3.1.1 Os funcionais
T(f:ol 0?) = Q; 2 Hi i12 .
(fio,07) = — |z — 24| dzdt + — |v'|*dzdt, i=1,2 (3.1)
2 JJo, x01) 2 JJo,xom
sao de classe C! e estritamente convezos.

Demonstragao: Primeiro, decompomos os fucionais J;,7 = 1, 2, da seguinte forma:

Ji(f; 0t 0%) = Ji(2) + Ji(v'), (3.2)

onde

Ji(z) = % // |2 — 2z gdxdt e Ji(v') = % // |v* |*dadt.
Oide(O,T) OZX(O,T)
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3.1 Existéncia e Unicidade do equilibrio de Nash

Dados A € (0,1), 2,2 € L*(Q), com z # Z, pela Desigualdade de Young, temos que

Jie+(1— N3z =% // A2+ (1= N2 — Az + (1 — \)3)sal2dadt
2 dX(OT

- o // |/\(Z - Zi,d) + (1 - )\)(2 - §i7d)|2d:1)dt
2 Oi’dX(O,T)
- % // ()‘2(2 — 2ia)? 201 = N (2 — z.0)(Z = Zig) + (1 = N)?(Z — gi’d)2> drdt
; ax(0,T

<3 // (AZ(z — 2+ AL = N[z — zia? + 17— %,Q])dxdt
2 Oide(O,T)
> // (1- )‘)2(5 - 5¢,d)2da:dt
de OT)
a2 [ e
0;,ax(0,T) 0;,ax(0,T)

= Mi(2) + (1 = A)i(2).

Observemos que a desigualdade estrita vem do fato de que z # Z. Analogamente, olhando

para os funcionais J; obtemos:

T+ (1— Ny =2 // M+ (1 — N0 |Pdadt
2 JJo,xor

_ Hi // (A2|vi|2 +2M(1 = N0’ + (1 — A)2|?7"I2) dzdt
2 JJoxom)
<[] (A N 0] 1=
0; x(0,T")
—)\M// o' Pdadt + (1 — A m// o' [*dadt
O >< OT O X(OT)

= A;(v') + (1 = A)Jy(0).
Dessa forma, concluimos que os funcionais J;,7 = 1, 2, sao estritamentes convexos.

Agora, definamos os espagos H; = L?*(O; x (0,T)),H = H1 x Ha e os operadores
L - H; — L*(Q),i = 1,2, dados por L;(9") = 2%, onde 2’ é a solugdo do sistema

— A2 +a(z, )2t = 0, em Q,
2t =0 sobre X, (3.3)
24(x,0) =0 em ).

O sistema ([3.3)) admite uma tnica solugao, e assim, L; estd bem definido. Além disso, sua
linearidade decorre imediatamente da linearidade do sistema (3.3). A continuidade pode
ser verificada facilmente. Logo, L; € L(H;; L?(Q)),i = 1,2. Por outro lado, para cada
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3.1 Existéncia e Unicidade do equilibrio de Nash

f e L*O x (0,T)), existe uma tnica solugao u € L*(Q) para o sistema

—Au+a(z,t)u= flo em @,
u=20 sobre 3, (3.4)
u(x,0) = 2Y em €.

Dessa forma, podemos escrever z = Lyv! + Lyv? +u e assim, (3.1)) pode ser reescrito como

sendo

Ji(f;vhv?) = %// |L1v1+L2v2+u—zi,d|2dxdt+&// [v'|*dxdt. (3.5)
2 JJo, 4x01) 2 JJoixom)

Agora, definimos a funcao
gbl()\) = Jl(f 'U1 + )\’[)1 1)2)

// |Liv' + AL16" + Lov? —l—u—zld\ dxdt (3.6)
0O1,4x(0,T) )

// [o! + \o' [Pdxdt,
0;%(0,T)

onde f € L*(O x (0,T)) e v* € Hy. Calculando a derivada de Gateaux de ¢, com
a=AL10" e b= Liv' + Lyv* + u — 21 4 resulta que

) — 1
SN =0:1(0) _ 1 (0‘1 // la + b2 dadt — // b[2ddt
A A 01.4%(0,T) 2 JJo, 4x,1)
// 0! |2 dzdt + 2 // v! +Av1\2dxdt)
01x(0,T) 01 x(0,T)
1 aq 2
=—|—= la|*dxdt + oy (ab)dzdt
A 2 OlﬂdX(O,T) Ol,dX(OvT)
NpLla // 10" Pdwdt + M // vlﬁldxdt)
2 JJoixom) 01 x(0,T)
1
—— ()\2% // | Lo [Pdadt + Ay // Lo (Lot + Lov? +u — 21 q)dxdt
A 2 JJo,xomr) 01.4x(0,T)
+ Ay // Loldedt + pilail // |01 dxdt)
O1x( OT) 01x(0,T)
=\ // | Lo Pdzdt + placs // |0 [Pdadt + p // v'otdrdt
OldX OT) 01>< OT (91><(0T)

+ oy // L1U (Lﬂ]l + LQU +u— led)dl'dt.
Ol dX(O T)

Logo,

lim HN) =6:10) _ o / / Lot (Lt + Lov® 4+ u — 21 4)dadt
)\ Ol dX(O T)

A—0
151 1
—l—,ul// v o dxdt,VY 00 € Hy.
le(O,T)
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3.1 Existéncia e Unicidade do equilibrio de Nash

Portanto,

Ji(f;0h0?)(6,0) = oy // (z — 214) Lo dadt + // viotdadt, ¥ ' € H;.
OlﬁdX(O,T)

01 x(0,T)

De maneira analoga obtemos

Jo (vt v3)(0,0%) = ag // (2 — 29.0) Lo dadt + jiy // Vo dxdt, ¥ 0* € Ha.
OgﬂdX(O,T)

O2x(0,T)
A linearidade das derivadas dos J; ¢ imediata.

Dada (]),eny uma sequéncia em H; tal que 9} — ¢! em H;, obtemos pela desigualdade

de Schwarz que

o // (2 — 21.0) L1 (D), — o) dxdt
Ol’dX(O,T)
<o // (2 — 21.4) L1 (0} — ') |dwdt
Ol,dX(O,T)

1
2
< // |2 — 2 g2dudt | // Ly (8! — ') 2dadt
OlﬂdX(O,T) Ol,dX(OvT)

< aillz = zrall 2@ | Lall ez 16n — 012

N

o [ atah = o] < gl 0 -
01 x(0,T)

Logo, Ji(f;v',v*)(0L,0) — Ji(f;v*,v?*)(91,0) quando 9} — o'. Isso prova que J| é

n

continuo. De modo andlogo prova se a continuidade de J3. U

Proposigao 3.1 Consideremos os funcionais J; definidos em (3.1)). As sequintes afirmacoes

sao equivalentes:
i) (v, v?) € um equilibrio de Nash para os funcionais J;,i = 1,2;
i) J{(f50h,0%)(01,0) = Jy(f: 0, 02)(0,0%) = 0, ¥ 0 € I2(O; x (0,T)),i = 1,2

i) oy // (z — ziq) Liv'dzdt + ; // v'oldedt = 0,V o' € H;.
Oi’dX(O,T) OZ‘X(O,T)

Demonstragao: (i) = (i7)

Sendo (v',v?) um equilibrio de Nash para os custos J;,i = 1,2, temos

Ji(fivhv?) S L(fi00,0%), VOl ey
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3.1 Existéncia e Unicidade do equilibrio de Nash

Jo(fivr,0?) < L(f;0h,02),  Vi? € Ha.

Logo, v' € Hi € um minimo do funcional Fy(0Y) = Jy(f;0',0?%), isto ¢,

Fy(vt+ 2ot — Fy(v!
lim (v +AD) 1(v) = Oﬂ// (z — 21,4) L10" ddt
A—0t A 04.4%(0,T)

+ // violdedt,V o' € Hy, Vo' € H,.
O1><(07T)

O mesmo ocorre com Js.
(i) = (2)
Como os funcionais J;,1 = 1,2 sao estritamente convexos e limitados inferiormente,

existem tnicos v' € Hy e v? € Hy tais que

S (f;oh ) < Ju(f; 0t 0%, Vot € Hy,
onde f e v? estio firados. Da mesma forma

Jo(fivr v?) < Jo(f;oh, %), V0?2 € Ha,

para f e v! firados. Assim, pela unicidade do par (v',v?) € H seque que (i) = (i).
(id) < (iii)
Considerando as expressoes de J!,i = 1,2, obtidas na demonstragio do lema anterior e

(71) a equivaléncia acima € imediata. O

Agora, usaremos os fatos demonstrados acima para provarmos a existéncia e unicidade

do equilibrio de Nash. Nesse sentido, vale o seguinte resultado:
Proposicao 3.2 Suponhamos que:
arlllo, Lollay <4pz e ozlllo, L) < 4, (3.7)

onde ||| denota a norma do espago L(Hz—i; L*(O;q4 x (0,T))). Entao, o operador L €
L(H,H), definido por

L(v',v%) = (e Li (Lo + Lov*)lo, ,) + v’ as Ly ((Liv' + Lav®) o, ,) + pev®),

para todo (v, v?) € H, é um isomorfismo. Em particular, para cada f € L*(O x (0,T))

existe exatamente um equilibrio de Nash (v(f),v3(f)).
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3.1 Existéncia e Unicidade do equilibrio de Nash

Demonstracao: O item (iii) da Proposi¢ao ¢ equivalente a

o / / (L' + Lov? — (259 — v)) Liv'dzdt + / / v dadt = 0,
Oi’dX(O,T) OiX(O,T)

VoeH;, i=1,2.

Considerando o operador L € L(L*(Q); H;), adjunto de L;, temos

// ;L ((Liv' + Loyv® — (254 — u))lp, ,)0'dzdt + p // v o' drdt = 0,
0;x(0,T) ’ 0;x(0,T)
Vo' € H;.

Consequentemente,

// (L ((L1v" + Lov® = (214 — u))lo, ) + piv') O'dadt = 0,Y ' € H,;.
0;%(0,T) ’

Assim,

o L (Lo + Lov*)1o, ) + piv' = oL (20 — w)lo,,) em H;.

Portanto, (v',v*) € H é um equilibrio de Nash se, e somente se,
a; LY (L' + Lov*)1o, ) + piv' = oL (20 — u)lo,,) em H;.  i=1,2.

Dessa forma, para garantirmos a existéncia e unicidade do equilibrio de Nash para os
funcionais custos definidos em (3.1)) é necessdrio e suficiente provarmos que existe uma
unica solucao da equacao

L(v',v?) = ¥,

onde

U = (a1 Li((210 — w)lo, ), a2 Ly((22,4 — u) 1o, ,))-

Considerando em H o produto interno {(v',v?), (u',u®))y = (vi,u1)n, + (V2, U2)2,

definimos a forma bilinear A : H X H — R dada por
A(<U17 U2)7 (ulu u2)) = <L(U17 ’02), (ula u2)>7-[

A continuidade de A seque imediatamente da continuidade de I e do operador identidade
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3.1 Existéncia e Unicidade do equilibrio de Nash

de H. Agora, mostraremos que A € coerciva. Com efeito, dado (v',v?) € H, temos

2

<]L’(U17 U2)7 (Ulv U2)>H = Z(Ozi[’;‘k(([’lvl + L2U2)]‘Oi,d) + :U’iviv Ui)Hi

i=1

—Z o L (L' + Lov®)1o, ), 0" ), +Zuz
—Z// (L' + Lov?) 1o, y vdxdt+2uz// |v* |Pdadt
0;x(0,T)

0;x(0,T)

— Z// (i (( le + Lyv? )10“1 dxdt+ Z/LZ // |vi]2dxdt
0; x(0,T) 0;x(0,T)

= Z// ai(Liv' + Lyv?) Ndwdt + Zuz // o' |*dxdt
7,d>< OT) O; X OT)

= Z// ;L' Liv' dxdt | + Zuz/ v | dwdt
1d>< OT O X(OT
— Z o (Lv' ,Ljv )Lz(@ ax(01) t Z,uz // 0! |*dadt

(3.8)

ij—1 0; x(0,T")
2

=3 (il By + @il Lo a0, oy ) + Zaz (Ls-0*, L) 120, px07y
=1

Por outro lado, sabemos que em qualquer espaco de Hilbert H wvale
Lo 2
~5 (ol + ) < ~(a by, Va,b € H.

Usando esse fato obtemos

2
% 1 —i

3 (HLW lz20,0x0m) + Z”Li”—ivs ”%Q(Oi,dx(o,T)))

i=1
2 2
i VALY i
- Z (H -V Oéz'LiU H%Q(Oi,dX(QT) + HTLg_Z’U?’
=1 L2(04,4x(0,T))
2
<

—QZ( VL', \/_Lgl )

L2(0;,4x(0,T))
= Z Oéi(LiUi> Ls—iv?’_i)L2(Oi,dx(0,T))-

Assim,

2 . .
> ai( L' Ls_iv® ") [2(0, 4% (0,T)
=1 (3.9)

2 | 1 |
Z - ; Qi (HLW%HZP(OI-,MOI) T Zl”Li’»—ivs_l”%z(oi,dx(mT»)'
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3.1 Existéncia e Unicidade do equilibrio de Nash

2
Somando Z (ui

=1

obtemos
Z (Mi

i=1

2+ aiHLz"UiH%?(Oi,dx(o,T))> em ambos 0s membros da desigualdade

3.+ il Liv' [0, 4x(0m)) > ZO‘Z (Liv', L") 120, 4x(07)

2
>3 (willv' By + @il o' laco, o)) (3.10)

z:l

i 1 —i
- Zai (HLW ||2L2(Oi,d><(07T)) + Z||L3—iv3 ||%2(ol-,dx(o,T))) :
i=1
Comparando (3.8)) e (3.10), concluimos que

2
(L', 02), (0!, o) > D (lle' 3, + cullLiv' 220, oxoir))
z:l

i 1 —i
- Zozi <||Lz‘U ||%2(ol,dx(o,T)) + Z||L3—z‘U3 “%Q(OMX(O,T))) -
i=1
(3.11)
Em seguida, usando a continuidade dos operadores L; : H; — L*(O;q4 x (0,T)), i = 1,2,

temos que
2 2

Q; i Q; i
> 3 Ia-iv™ a0, axtomy = D 7 MonaLa-iv a0, oy

i=1 i= 1

< Z ||]‘OzdL3 'L||()||U ||i[3_i

3_; .
S, L
i=1

Combinando a desigualdade acima com (3.11)) seque que

2
a3 i
L) 08 D = 3 (= S oLl )0 (312
. Q3 . .
Tomando v = min{u; — e _Z.)}, i = 1,2, seque da hipdtese (3.7) que v > 0,
e portanto,
(L(v', 0%), (0!, 0%)n > 7| (01, 0%) |15,V (0),07) € H.
Feito isso, o Teorema de Lax-Milgran garante que, para cada V = (ai1L3((214 —

u)le, ), 2 Ly((224 — u)lo,,)) € M, existe um tnico (v',v*) € H tal que
AW 02), () = (0, (a0}, ¥ () € H

Portanto L(vt,v?) = U em H.
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3.1 Existéncia e Unicidade do equilibrio de Nash

Agora, expressaremos o equilibrio de Nash como solugao do adjunto do sistema (3.3)).
Com efeito, multiplicando formalmente a primeira equagao de (3.3]) por uma fungao ¢’ €

L*(Q) e integrando em @ obtemos

[ Avawat - [[ aztgavics [[ atw.vzotri= [[ 106
Q Q Q Q

Usando integracao por partes e o fato de L;0" = 2 ser solugao de (3.3)), se impusermos

que ¢'(z,T) = 0 em ) temos

KLC@%ﬁwﬂmuﬁwQMMMﬁz/LWM¢%Mt (3.13)

Pela Proposicao , (v, v?) € H é um equilibrio de Nash se, e somente se,

%[/ @—%@Mmﬂﬁ+m/y vittdadt = 0,5 o' € H;, i=1,2. (3.14)
Oi,d X (O,T) Oi X (O,T)

Vamos impor que ¢’ seja solucao do sistema

—6i =AY +a(z, )¢ = iz za)lo, emQ,
& =0 sobre X, (3.15)
gbi(m,T) _0 em 2.

Multiplicando a primeira equagao de (3.15]) por L;0° e integrando em @ encontramos

// (¢ — A¢' + a(z,t)¢") Lid'dzdt = // ai(z — z;4) L' dzdt. (3.16)
Q 0i,ax(0,T)

De (3.13)), (3.14) e (3.16) segue que

// (¢" + pv")o'dedt =0,V o' € Hy, i=1,2. (3.17)
OZ’X(O,T)
Portanto, pelo Lema de Du Bois Raymond obtemos:
i L .
v = —M—¢ ‘OiX(O,T)7 1= 1, 2. (318)

Combinando essas novas informagoes com o sistema (2.11)) temos:

r 2 1
a—Az+a(x,t)z = flo— 3 —¢'lo, em @,
i=1 i
—¢t — Ag' + a(z, )¢ = ai(z — 21.4)10,.4 em @, (3.19)
2=0,6, =0 sobre X,
2(,0) = 2, ¢'(, T) = 0 em 1

\
O sistema acima é conhecido na literatura como sistema otimizado relacionado ao

problema de controlabilidade nula dado pelo Teorema [2.2]
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3.2 O Adjunto do Sistema Otimizado

3.2 O Adjunto do Sistema Otimizado

Com os fatos apresentados na secao anterior, demonstrar o Teorema [2.1] é equivalente
a provarmos que o sistema de otimalidade ¢ nulamente controlavel. Para isso,
usaremos alguns argumentos de dualidade os quais reduzem a controlabilidade nula de
um sistema linear a desigualdade de observalbilidade para as solucgoes do sistema adjunto

associado. Vejamos qual sera o sistema adjunto de (3.19)).

Multiplicando formalmente a primeira equacio de (3.19) por uma funcio © : Q — R,

tal que ¢y =0 em X e integrando em (), obtemos

/ /Q zpdadt — / /Q Azpdrdt + / /Q a(x, t)zpdadt — / /Q Flopdadt
+§;//@ iaﬁiloi@z)dmt:o,

ou seja,

/Qz(x,T)@D(a:,T)dx—/Qz(:p,())@/)(x,O)dx—//sz,btdxdt—//QzAwdxdt
+//Qa(;c,t)zwdxdt—//Q flowddeg//Q iw@wdxdt:o.

Analogamente, multiplicando formalmente a segunda equacdo de (3.19) por * : Q —

(3.20)

R,i = 1,2, tal que 7' = 0 em X e integrando em @ encontramos

— // iy dxdt — // A¢'y dxdt + // a(z, )"~ drdt — // a;(z — zi7d)1@i7ﬂ"dxdt = 0.
Q Q Q Q

Assim

- /Q ¢ (, T)y' (x, T)dx + /Q & (2, 0)7' (x,0)dz + / /Q $inidedt — / /Q ¢ A~y ddt

+ // a(x,t)¢'y drdt — // aizlomvidmdt + // aizi,dloivdyidxdt = 0.
Q Q Q

Lembrando que ¢'(z,T) = 0 em , temos

/ ¢'(x,0)7" (x,0)dx + / / ¢y drdt — / / ¢ Avidrdt + / / a(x,t)¢'y drdt
Q Q Q Q
—// aizloiyd’yidacdth// &izi,dloiydfyida:dt:().
Q Q

Somando as equagoes (3.20) e (3.21), com i = 1,2 e evidenciando os termos adequa-

(3.21)
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3.2 O Adjunto do Sistema Otimizado

damente, segue que
// ( Wy — A+ alx, t)y Zaﬁ lo, d) zdxdt + / 2(x, T)(x, T)dx
Q
+; //Q (72 — Ay +a(z, t)y" + iwlOi) ¢ dxdt — /Q z(z,0)1(x,0)dx (3.22)

2 2
—// flovdxdt — Z/ ¢'(z,0)7" (z,0)dz + Z// aizi,dlom’yidwdt = 0.
Q i=1 Y& i=1 Q

Assumindo que ¥(x, T),¥(x,0) € L*(Q), v*(z,0) =0 em Q,7 = 1,2, concluimos que o

adjunto do sistema (3.19) é:

( 9 '
— — Ay +a(z, b)Y = Z aiv'lo, , em @,
Y =0,7"=0 sobre X2,

| 0@, T) = 7 7, 0) =0 em Q.

Feitas essas hipGteses, em vista do sistema (3.23]), a expressao (3.22)) transforma-se em

/Qz(x,T)w(:L',T)dx—/Qz(x,O)z/J(x,O)dx—/Qfloqbdacdt

2
+ Z //Q aizi,dloi’d'yid:vdt =0.
i=1

A igualdade acima fornece uma relagao entre os sistemas (3.19) e (3.23). Essa relacao é

(3.24)

essencial para caracterizarmos a controlabilidade do sistema (3.19) como uma desigual-
dade de observabilidade para o sistema adjunto (3.23)). A estimativa de observabilidade

¢ dada pelo seguinte resultado:

Teorema 3.1 Sob as condigoes do Teorema[2.1], existe uma constante C' > 0, dependendo
apenas de ,0,T,0;,0; 4, 0, i e ||al|L=q) € uma fungdo peso p = p(t) explodindo em
t="1T tal que

2
/|¢(g;,0)|2dx+2// P2y Pdrdt < C// || *ddt. (3.25)
Q i=1 Q 0x(0,T)

A fim de provarmos (3.25]), usaremos algumas estimativas de Carleman adequadas
para esta situacao, com escolhas especificas e um tanto incomuns das fungoes peso. Isso

serd feito em detalhes no préximo capitulo.
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Capitulo 4

Desigualdade de Carleman

Nesta capitulo introduzimos as fungdes peso necessarias para a prova do Teorema [3.1],
relembramos algumas estimativas de Carleman ja conhecidas e por fim, enunciamos e

provamos uma nova Desigualdade de Carleman.

4.1 Funcoes Peso e Resultados Auxiliares

Utilizando as hipdteses ([2.12)) e (2.14)) do Teorema[2.1] podemos obter um subconjunto
aberto nao vazio @ CC O tal que O; 4N O # (0,7 = 1,2 e subconjuntos abertos conexos

nao vazios wj; tais que
w; CC O qNO, i=1,2, wyNuwy = 0. (4.1)
Mais ainda, por podemos assumir que, ou
wNOyg=0ewNOy1g=10 (4.2)

ou

w; COjgewN0O;q=0, com (i,5) = (1,2) ou (i,j) = (2,1). (4.3)
Para definirmos as fungoes peso, o lema abaixo sera fundamental. Para mais detalhes
ver [1].
Lema 4.1.1 Existem funcoes n; € C? (ﬁ) , (1 =1,2) tais que:

n; >0 em Q, n; =0 sobre 012, (4.4)

IVni| >0 em Q\wi, m =n2 em Q\ O.
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4.1 Funcoes Peso e Resultados Auxiliares

Observacao 4.1 Sabemos que (cf. [9] ,Lema 1.1) para cada conjunto aberto wy C 2,

existe ny € C?(Q) satisfazendo

no > 0 em €2, ng =0 sobre 0F,
Vol >0 em Q\ wo.
Na prova desse lema (cf. [9],pp.20-21) fica claro que a fungdo ny pode ser escolhida com

um numero finito de pontos criticos.

Observagao 4.2 O Lemal[].1.1] estabelece a existéncia de fungéoes 1y e ny que coincidem
fora de O mas que podem ser bem diferentes dentro de O. Mesmo assim, pode ser visto

na sua demonstragdo que podemos encontrar ny e 1y satisfazendo [Nl = ||72]]co-

Usando as fungoes 7, e 1,, definimos as seguintes fungoes peso:
oA milleo _ A llootni()) Ao (@)

T —1) , &, t) = W (4.5)

oi(z,t) =
Por comodidade, introduzimos as seguintes notagoes:

I () o= ™ Am / /Q &2 (€)M [l + | AP ddt + L (1),

onde

L:n(w) — Sm—Z)\m—l //Q e—2sai(£i)m—2‘vw|2d$dt+Sm)\m+1 //Q 6_2sai<£i)m‘w|2d1’dt.

Agora, consideremos o sistema
uy — Au+a(z,hu = f+ > O fe em @,
k=1

u=20 sobre X, (4.6)
u(,T) =u” em ).

onde u” € L3(Q) e f, f1, .., fn € L*(Q).

Feito isso, temos as estimativas de Carleman:
Proposicao 4.1 Suponhamos que em (4.6), fr = 0 para todo k = 1,...,n. Entdo, eziste
C =C(Q,0) >0 tal que, para cada s > C(T +T?) e cada X > C, a solu¢do u de (4.6)
associada a ul € L*(Q) e f € L*(Q) satisfaz:
I (u) < C(sm)\m+1 // e~ 2593 (&)™ |u|*dxdt
ij(O,T)
4 gmodymes / / =257 ()| f\2d:cdt), i=12
Q

31



4.2 Uma Nova Desigualdade de Carleman

Se as fungoes fr nao sao todas nulas, entao

Proposigao 4.2 Eziste C = C(Q,0) > 0 tal que, para cada s > C(T + T?) e cada
A > C, a solugio u de [4.6) associada a u” € L*(Q), f € L*(Q) e fir € L*(Q) satisfaz:

L (u) < C’(sm)\Wrl // e~ 253 (&)™ u|*dwdt + s™ T3N3 // e~ 253 (&)™ 73| P dadt
w; x(0,T) Q

+ gmTiymt Z// e~ 259 (§j)m_1|fk|2d:1:dt),i =1,2.
k=17 7@

Esses resultados sao bem conhecidos atualmente. Por exemplo, quando m = 3, suas

provas podem ser encontradas em [9] e [10], respectivamente.

4.2 Uma Nova Desigualdade de Carleman

Nessa se¢ao, provaremos uma Desigualdade de Carleman adequada para as solucoes

do sistema ((3.23]).

Proposigao 4.3 Suponhamos que as hipdteses (2.12)) e (2.14) sejam satisfeitas. Entdo
existe C = C(Q,0) > 0 tal que, para cada s > C(T +T?) e cada X > C, a solugdo
(¥, v, 9?) de (3.23) associada a T € L*(Q) satisfaz uma das sequintes relagoes:

(I) Se vale ([(1.2), entdo
B0+ 107 + 53 [ [ e oot

? (4.7)
<o [[ i) et e

(II) Se wale (4.3) para (i,7) = (io, jo), com (i, jo) = (1,2) ou (io, jo) = (2,1),entdo

RO+ ) 573 [ [ em2omney ) o ade
@ (4.8)
<Os¥ [ (e e ) s,
Ox(0,T)

onde h := a;y! + axy?.
Demonstragao: As provas de (1) e (II) sao ligeiramente diferentes, por isso serdo

apresentadas separadamente. Em toda a demonstragcao, C' denotard uma constante posi-

tiva suficientemente grande cujo valor pode variar a cada linha.

Prova de (I):
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4.2 Uma Nova Desigualdade de Carleman

De , com 1 =1,2, temos que
vi— Ay + alx, t)yt = _iwloi em Q,
vi=0 sobre X2,
Y'(-,0) =0 em .
Fazendo a mudanca de variavel s =T —t obtemos um sistema equivalente
Vi — Ay +a(z, s)y = _iwloi em Q,

v =0 sobre 3,

Dessa forma, aplicando a PropOSigdo comm =0 ej=1iafuncio (z,t) = v (x,T—t)

resulta que

L) <C (/\ / / e 2% |y P dxdt + sTPN TP / / 6_25‘”(&)_3|¢|2dxdt>. (4.9)
w; X (O,T) Ol‘ X (O,T)
Agora, seja 05 € C*(Q) definida por:

O3(x) =0, sexeO,
O3(z) =1, sexecQ\O.

De (3.23)) temos que
2

= AP +a(z, )y = Y ay 1o, em @,
=1

1=

v =0 sobre X3,
Y(x, T) =T em ).

Multiplicando o sistema acima por 63 obtemos

2 .
—03; — 032 + a(x,t)0s) = Y a;0377 10, , em @,
=1

J

031 =0 sobre X,
(0)(x,T) = 6" em €.
Substituindo a relagoes O3y = (0310); e —O03AY = —A(63¢)) + 2V (V3) — AbB3) no

sistema acima encontramos

2
—(031)); — A(O31)) + a(x,t)(0s1)) = 2_31 Oéj‘gs’leoj,d — 2V (4Vb3) + Absyp em @,

J

O3 =0 sobre 3,
(05)(x,T) = O5p" em €.
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4.2 Uma Nova Desigualdade de Carleman

2
Aplicando a Proposigdo a fungao 031p, comm = =3, j =1, f=> ajﬁgfyjl@j’d + Af31),
i=1

j
> O fre = —2V(¥V03) e observando que, 031 =0 em wy X (0,T) seque que
k=1

2
L' (0s0) < C <s—6x6 / / e (€)™Y oy 1o, , + Abyy Pdadt
Q j=1

+ s / / e 257 (51)4|2V93w]2d:cdt).
Q

Logo

L£3<93w>so(s—3x2 /I € )
w1 X O,T
2

+s7ON70 // e 7€) Z a3y 1o, , + Abs|*dadt (4.10)
Q

j=1

+ 57\ / / e~ ({1)_4|2V63¢|2dxdt).
Q

Usando a desigualdade (a+b)? < 2(|a|? + [b|*), com a,b € R, na sequnda parcela do lado
2
direito da desigualdade (4.10), com a = ) Oéjeg’yjl@j’d e b = Afs1) obtemos

=1

2
s // e (&)Y 050710, , + AbsyPdedt
Q

=1

2
<2677 // e (&) ) iy’ Lo, ,[Pdrdt (4.11)
Q j=1

25 00" / / =21 (€, Afy P dadl.
Q

Analogamente, olhando para a primeira parcela do lado direito da desigualdade acima,
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4.2 Uma Nova Desigualdade de Carleman

agora com a = a1037' 1o, , € b= 037?10, , temos

2
25 O\7O // e’zsgl(fl)’6|Zajegfyjloi,dﬁdxdt
Q

J=1

< (45_6)\_6 // 6_25"1(51)_6|a19371101’d|2dxdt
Q
+ 45O\ 6 // e~ 2501 (51)_6]04293721@@lgda:dt)
Q
- <40€56>\6 // ™27 (&) sy [Pdadt (4.12)
O1.4%(0,T)
+4a35 ON\7F // e 2 (51)_6|6’372|2dxdt)
OQ’dX(O,T)
S C(S_ﬁ)\_G // 6_2801(51)_6|’71|2d1‘dt
OlﬁdX(O,T)
+57ON\7F // e~ 250 (51)6\0372\2d1‘dt).
Os.4%(0,T)

Por outro lado, como 03 € C*() e & > 1 para \ suficientemente grande, existe uma

constante K1 > 0 tal que 0 < |Af3| < K; e 0 < (£)72 < 1. Assim

256\ 6 / / €251 (£,)78) Abip|2dadt < 2K15 N~ / / 2501 ()74 || *ddt
Q

(4.13)
< C —4)\ // —2301 4|w|2d$dt
Substituindo (4.12)) e (4.13)) em (4.11) obtemos
2
s O\ // e 2 (¢) 7Y ZO&jeg’le(')i’d + AbOsap|Pdadt
Q j=1
< O(S_GA_G // 6_2801(51)_6|’}/1|2d.’£dt
O1,a%(0,T) (4.14)

_6)\— // 6—2501 (51)_6|9372|2d$dt
02 d>< OT

s / / ~2501 (£, )4 2 dxdt)
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4.2 Uma Nova Desigualdade de Carleman

Substituindo (4.14) em (4.10) resulta que
L' (0s1)) < C(s—?w? / / e~ 27 (&) P dadt
UJ1><(0,T)
4 8_6)\_6 // 6_2801(51)_6|’71|2d$dt
Olde(O,T)
4 8_6)\_6 // 6—2501 (fl)_6|63’72|2dl’dt (415)
027(1X(0,T)
+ s / / e~ 27 (E) Yo P dadt
Q
4t / / ¢=250 (51)‘4|2V6’3¢|2dxdt).
Q

Novamente, como 05 € C*(Q), ewiste K3 > 0 tal que 0 < |V3| < Ky. Assim, na quinta

parcela do lado direito da desigualdade acima temos
sy / / 2591 (6,) A2V 050 Pddt < A5~ N2 / / =21 (¢) [ 2t
Q Q
<Cs A / / e~ 27 (£) " opPddt.
Ox(0,T)

Finalmente, substituindo a relagao acima em (4.15)) obtemos

L13<03¢>sc(s—3x2 Il € )
w1 X O,T

+ 57 6)\6 // e 2501 (ﬁl)_6|’yl\2d;ﬂdt
OLdX(O,T)

+ 5 6)\76 //O ( )6_25"1(51)_6|9372|2dasdt
2,d>< O,T

+s A / / e (51)4]w|2dxdt> :
Ox(0,T)

(4.16)
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4.2 Uma Nova Desigualdade de Carleman

Agora, utilizando o fato de que 03(x) =1 em Q\ O, deduzimos que:

L(Og) = (fw '/ / 291 6,75V (By10) Pt
L siA? / / =21 (¢ )‘3|631/;|2dxdt>
(‘3>\ / / =250 (£,)73|By0) 2 dxdt)
- <8_3A_ / /(Q\o) 0.7) N e
> (s //Q\@ oG d“”)
—(—% // ~251 (¢8| 2t

seE [ e <§1>—3|w|2dxdt),
Ox(0,T)
ou seja,

Ly (0s) > 53N / / 2 (6) " Pladt — 57N / / 21 (6,)3 | Pdadt.
Q Ox(0,1)

Dat,
sTINT? // =201 (51)_3|@Z)|2dxdt < L1_3(«93¢) +s3\72 // e~ 2501 ({1)_3|¢|2dmdt.
Q Ox(0,T)

Substituindo (4.16)) na expressao acima e observando que wy X (0,T) C O x(0,T), obtemos

83)\2// 672301(51)73|w|2dxdt
Q
< 0(33/\2 J[ ey
Ox(0,T)
+ 8_6)\_6 // 6—2301 (51)_6|’71|2d$dt (417)
Ol’dX(O,T)
_6>\— // 6_2801(51)_6|93’72|2dl’dt
O3,4x(0,T)

4)\ // 7230'1 4|w’2d$dt>
De (4.9)), vale
L) <C (/\ // e P dadt + 57PN 73 // 6_25"1(51)_3|1Z)|2dxdt> ,
le(O,T) le(O,T)
L) <C (A / / e 22 |2 2 dadt + 5PN 73 / / 6_25"2(52)_3]1/)|2dxdt> :
w2 X (O,T) Oa x (O,T)
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4.2 Uma Nova Desigualdade de Carleman

Somando as trés ultimas desigualdades obtemos

R R | el R

< C()\ // 6_25"1|71|2d$dt
w1><(O,T)

+ 576\ // e =251 (51)_6|71\2dxdt
Ol’dX(U,T)

+ )\// e~ 272 |? |2dadt

wa x(0,T)

+3_6)\_6 // 6_2501(51)_6|93’72|2d27dt (418)
Ogde(O,T)

+ 573\ 73 // 2501 (51)_3|¢|2dxdt
01x(0,T)

+5ON / / e %2 (&) 7 Y| dadt
O2x(0,T)

+ 53272 // e~ 2501 ({1)_3|w|2dxdt
Ox(0,T)

+ —4)\—4 —2s01 1 —4 2d dt)
st [[ e i

Efdcil ver que o ulttmo termo do lado direito da relacao acima € absorvido pelo lado
esquerdo. Agora, olhando para o sequndo e quinto termo do lado direito, lembrando que

& > 1 para X suficientemente grande e pelo fato de s > CT e X\ > C temos

sTON0 / / e 27 (&) Oy Pdadt 4+ 57N / / e (&) PPt
OLdX(O,T) OlX(O,T)

<s7OAC / / e XMy Pdwdt + 572N / / e %7 (&) 7 [ P dudt
Olde(O,T) le(U,T)

<A / / e By Pdadt + 572N / / e 27 (&) P [y dadt
Q Q
< e <I§(’yl)+s3)\2 / / 625"1(51)3|1/1|2dxdt>,
Q

(4.19)

onde 0 < ¢ < 1.

Agora, pelo Lema temos que my = ny em '\ O. Por outro lado, da defini¢cao de
0, (supp(63) N Oag) € Q\ O. Daimy = 1o em supp(63) N Oag, 0 que implica & = & e
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4.2 Uma Nova Desigualdade de Carleman

o1 = oy em supp(f3) N Oz4. Assim, o quarto termo do lado direito de (4.18) nos leva a

8_6>\_6 // 6—230'1 (fl)_6|9372|2d$dt
Og7d><(0,T)

_ oy / / ¢=292 (£,) 76|04 2t
OQ@X(O,T)

S // €7 (&) |y Pdadt (4.20)
Q

< /\// e~ 272|? |* dadt
Q

< e(15(7%),

onde 0 < €3 < 1.

Do fato de 1 = ny em Q\ O e como A > C, podemos estimar o sexto termo do lado

direito de (4.18)) da sequinte forma

8_3)\_3 // 6_2502(52)_3‘¢’2d1'dt
02x(0,T)
5 / / e 292 ()3 P dedt
(02n0)%x(0,T)
+sOAT / / e 272 (&) P [Pdudt
(02\0)x(0,T)
I / / e=272 (£,) 3o Pdadt
(02nO) % (0,T)
+ 53N\ / / e~ 2 (&) 3 Y P dadt (4.21)
(02\0)x(0,T)

S 8_3)\_3 // 6_2802(52)_3|¢|2d56dt
0x(0,T)
+ AT / / e (&) P Pddt
Q@

R | R
Ox(0,T)

e (A / / (51>—3|w|2dxdt) |
Q

Dessa forma, descartando os termos absorvidos pelo lado esquerdo de (4.18)), restaram

onde 0 < €3 < 1.
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4.2 Uma Nova Desigualdade de Carleman

apenas

BN+ BOY 452 [ et ) ey

< C’()\ // e 7y P dadt
w1 %(0,T)
+ )\// e~ 22 |22 dadt (4.22)
OJQX(U,T)
+s AT / / €272 (&) [ [Pddt
Ox(0,T)

+ 573N //o o 625”1(51)3]w\2dxdt>.
XU,

Da definicao de &1,&, para \ suficientemente grande, temos 1 < &1,&,, assim
e R e R
Ox(0,1)

(4.23)
R e O R

Agora, estimaremos o primeiro e sequndo termo do lado direito de (4.22)). Para o primeiro
termo, da hipdtese (4.2)), podemos obter wy aberto tal que wy CC w3 CC O14N (5, com
01 N Ogq =0 e uma fungdao 0; € Ca(wy) tal que O1(x) =1 em w; e 0 < 6; < 1. Logo,

multiplicando a primeira equacio de (3.23) por 61e=27141 e integrando em Q temos

2
// (—1/% — AY + a(z, t)¢> Ore 5y dadt — // <Z aﬁil@i’d)@le_z”wldxdt = 0.
Q Q@ \i=1

Por outro lado, como A >0 ef; =1 emw; e 0 <60, <1, seque que

)\// e |y Pdadt < )\// 01”27 |y P dadt
w1 x(0,T) w1 x(0,T)

- Ly // (—wt — Ay + a(yc,t)w) Ore 7y dxdt  (4.24)

A
aQ/ Ore” 7y 1o, dudt.

Observe que supp(61) N Oy = 0, e portanto

A A
=2 / / 0167271y 1,  dudt = — = / / “Boy2dpdt = 0. (4.25)
' 03.4%(0,T)
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4.2 Uma Nova Desigualdade de Carleman

Agora,

// <—1/Jt — A+ a(z, t)@b) e 27 v dadt
Q
=— // Ore” 2 Ny dadt — // 020~y Apdadt
L~01><(0,T) &1><(0,T)
+// 01e” 7y a(x, t)drdt
w1 x(0,T")
// 01 =y epdadt — // A(Ore 7 y Y apdadt
w1 X OT) w1 x(0,T)

// a(x,t)01e” 7 ylapdadt

w1 %x(0,T)

= // (@(9162”171) — A(O1e7 74N + a(a, t)916250171)¢dl’dt.
w1 %(0,T)

Substituindo

(4.26)

at(é)le—%m,yl) — 8t(91€—2501),71 + 616_2501”%1

_A<916—280171> = —A(916_25"1)’yl _ 2v<916—2301)v,}/1 — fre 271 An!
em (4.26)), obtemos

// <—¢t — A+ a(z, t)¢) 017 v dadt
Q

_ / /WOT) ((8t(6’16_2501)—A(Q1 “291))31 9V (Bre 25”1)V71>¢dxdt (4.27)

1 b
- —// O1e” % Y|P 1o, dadt,
K1 J JGyx(0,1)

pois y' é solugao do sistema dado em (3.23)). Assim, substituindo a relagao (£.27) e a

equacdo (4.25) em (4.24) resulta que

)\// e~ 2 |y 2 dadt
w1>< OT)

/ / (at (01e7%7) — A(f1e 7))yt — 2V (0se 28”1)V71)¢dxdt (4.28)
w1>< OT

/ / G121 (1o, derdl.
Ollﬂ w1 X OT)

Admitiremos, por um instante, que as sequintes estimativas sao verdadeiras:

10,0127 | + |A(Ore™271)| < Cs? N2 (€)% e |V(Bre 2571 | < CsAére” 27, (4.29)

Por (4.28) temos

/\// e~ 2 |y 2 dadt
w1>< OT

(4.30)
// ( (0p(01e737) — A(fre” 271 ))y! — 2V (0e 23”1)V71)2/1d:z:dt.
w1>< 0 T
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4.2 Uma Nova Desigualdade de Carleman

Assim, utilizando (4.29) obtemos de (4.30))
>\// e~ |y 2 dadt
w1><(O,T)
A
< — // <C’52>\2(§1)262S“1]71| + 205)\51623‘”|V71|> || dzdt
LTJlX(OT
Cs)\?
=S [ e eaah lldede
w1 x(0,T)

20's\?
+ / / €172 (| ) bl derdt,
&1 %(0,T)

Agora, vejamos cada uma das integrais de (4.31)) separadamente:

C's)\?
// £ (M )l drdt
w1 %x(0,T)

A -1 _—soq —s01
. // G wxc%zgfe ] ddt

A
S > // 6_2sal|’71|2dl’dt+ // )\4 4 4 _2801‘¢’2d$dt
2C%an J Jg, <01 200 JJzx0,m)

1
< A / / e~ By 2 dadt + C*N° s / / &) e | dadt.
202041 Q Q

Por outro lado,

2C s \?
w1 X (U,

2
=2 [ et g e
«@ (:)1><(0T

1 -2
< _// 8—2)\_16_280—151_2|V’}/1|2d1'dt
&3] w1 x(0,T) C (433)
1
— / / CHs' Nl e P dadt
w1>< OT
< 2 —2)\ // —250’1 2|v/y |2dxdt
C?ay
+ C*s*\° // &) e 27 o Pdadt.
Q

Somando (4.32) e (4.33]) em , e tomando ¢, = 1/(2C%ay) e lembrando a defini¢ao
de Ly(yY), resulta que

A / / 29|y Pdadt < g LL(+Y) 4+ ClstA? / / Y1621 4 2
UJ1><(O,T)

< eI (AY) + CstN® / hem 251y 2dadt.

(4.31)

(4.32)

(4.34)

De forma andloga é possivel mostrarmos que:

A / / e 272 |2 Pdadt < eIf(7?) + C*stA / / (&) e 7252 o) |2 dardt. (4.35)
WQX(O,T) Q
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4.2 Uma Nova Desigualdade de Carleman

Substituindo (4.23)), (4.34) e (4.35) em (4.22), descartando os termos absorvidos pelo lado
direito de(4.22)), concluimos que

R R | e R

< Cst\® / / ( )6_25"1(51)4dxdt+034)\5 / / e 372 (&) U Pddt  (4.36)
w1 X O,T

Wa X (O,T)

< O\ / / (e (&))" + e %72 (&)") |9 [*ddt.
Ox(0,T)

Para completarmos a demostragio de (I) resta apenas provar as estimativas dadas em

(14.29)). E isso que faremos agora.

Um cadlculo direto nos mostra que

T—2t

(9,5(016’25"1) = 2591672S”1t(T 9 o1,

el o

HT — 1)

e como o] = — &, temos

T — 2t| T — 2t| [ eNmllee
8 0 —2s01 =9 —2s01 9 | =9 —2s01 0 _
O(Bre)| = e Oy o1 = 2se M (t(T—t) &

ENCA
t(T —1t)
< 2se72591|0,||T — 2t|€2.

e2M I lloo+m () ) 2

2
< 2se7 25910, ||T — 2t | ——-
) s zerminir - (S

< 2se72591|0,||T — 2t| (

E fdcil ver que para todot € [0,T)] se tem 0 < |T—2t| < T. Por esse fato e por 6, € C2(1)

temos

10,(01e72571)] < Cs?A2(&;)%e %71, (4.37)
Agora, jd que

Je 27 Om(x) _,
= 2s\——Fe %! L =1,2, ...
oz, SA oz, e , 1 ,2,...,m,

e, consequentemente,

V(e 271) = Vny(z)2s e 271¢,, (4.38)

obtemos que
V(01e7%591) = Vhie 271 + 0, Ve 251 = Ve 257 + 0,V (2)2s e 2571&,.
Dessa forma
|V (61e7259)| < |Vi|e 257 + 16| |V (z)|2s e 25714
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4.2 Uma Nova Desigualdade de Carleman

Como 01,m1 € C?*(Q), temos |V, (z)| < K1, |V (z)] < Ky. Dai
|V (017257 | < Cshe™271¢,. (4.39)
Por outro lado,
A(fr1e7%7) = Afre 7" + 2V, Ve 27 4+ 0, Ae” >

Assim,

IA(Be™29)] < |AB e + 2|V6,||Ve 27| + |0,]| Ae=>71. (4.40)

Como s > C(T +T?*),A>C e&>1 temos que
|AG e 2570 < Cs?N(&)%e 2. (4.41)
Agora, usando ([4.38)), temos
2|V0,||Ve 2571 = 2|VO, ||V (x)2s e 271, | < O (&) %e 2L, (4.42)

Ainda usando (4.38)), vale

|A(e791)| = [2sAAn; (2)E1e7 2 + 25 AV () VE e 57t + 45 N2V (2)?Ede 2571 |

< Cs?\2ie2501,

(4.43)
Logo, substituindo as estimativas (4.41)),(4.42) e (4.43) em (4.40) obtemos
|A(f1e72571)| < C's?N2EZe 2501, (4.44)

De (4.37), (4.39) e (4.44) concluimos que

]@(91672301” + |A(91€*2301)‘ < 082)\2(51)2672501 e |V61672301‘ < CS)\§1672801.

Isso finaliza a prova de (I).

Prova de (I1):

Na prova de (I), afim de absorver o primeiro e o sequndo termo do lado direito de
(4.22), a hipdtese (4.2)) foi crucial. Entretanto, é claro que (4.2)) nao abrange todos os
caso onde (2.14)) € verdadeiro. Entdo procederemos de maneira ligeiramente diferente.

Mostraremos o caso wy C O14 € wy N Oyq = 0. Por (3.23)
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4.2 Uma Nova Desigualdade de Carleman

_al’% - Aal,yl + CL(J:? t)az’yl - _%¢101 em Qa

L
a;y' =0 sobre X2, (4.45)
a7y’ (+,0) =0 em €.

Fazendo a mudanca de varidvel s =T —t e lembrando que h = ay7y; + asys temos

1
—hs — Ah +a(x, s)h = —;w(allol + azlp,) em Q,
h=20 sobre 3,
h(-,T)=0 em §2.

1
Aplicando a Pmposz'gdo a fungao (z,s) = h(x,s), comm = 0,7 =2, f = ——(a1lp,+
L

asle,) obtemos
( / / e~ 22| h|*dwdt
w2>< OT

[/e%@@>-—wwmua+aﬂ@|wﬁ)

C( / / =27 | b2 ddt
w2 %X (0,7

1

—3 —2s02 -3 2/ .2
b /mef ()03 + araz)dadt (4.46)

1
+—sA7° // e 22 (¢ )_3|1/1|2(a§+a1a2)dxdt)
OQX OT

w
O( / / e~ %2 | b2 dudt
WQX OT

3)\ 3 // —2502 -3 ,¢ 2dl’dt>
Z O x(0,T) ) | |

Por (4.9) temos, para i =1

I3 (v <c2( / / e~ 27y 2dadt + sTINT / / 6—2801(»51)—3y¢y2dxdt). (4.47)
w1x(0,T) 01x(0,T)
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4.2 Uma Nova Desigualdade de Carleman

Mais ainda, por (4.17)) temos

S_3>\_2 // 6—250'1 (51)_3|77Z)|2d$dt
Q
< 0(3—3A—2 / / =251 (£,) 73| 2dudt
Ox(0,T)
—1-876)\76 // 672501(51)76”}/1‘2031'(# (448)
Ol,dX(O,T)
+ 57N // e 27 (&) 7010572 P dadt
OQ@X(U,T)

bsiy / / e=25 (51)‘4|¢|2dxdt).
Ox(0,T)

Somando (4.46), (4.47) e (4.48) obtemos

B(h) + I; (") + 53072 / / e 20 (¢) P Y dadt
Q

< C()\ // 672”1]71|2dxdt
UJ1><(0,T)

+ 5 6)\6 // e~ 2501 (51)_6|'yl\2d:vdt
Olde(O,T)

+ )\// 6_2$U2|h|2d$dt

ng(O,T)

+ 576\ // e =251 (51)*6|9372|2dxdt

OQ,dX(O,T)

+57N / / e (&) 7 Y| *dacdt
01x(0,T)
2

+sTIATY / / ™27 (&) "y [Pdwdt
1 JOpx(0,T)

XU,

574)\74 // 67250'1 <§1)74|w|2dajdt
Ox(0,T)

s3NT? // e 2 (6)) o Pdadt.
Ox(0,T)

Ja que estamos provando o caso (i,7) = (2,1), da hipdtese (4.3)) temos

(4.49)

onde o termo

foi absorvido por

w2 C O1q e wiNOyg=0. Dat, como wy C Oy4, por ({4.1)) podemos obter &y aberto tal

que wy CC w; CC O14N 6, com 1 N O q = (. Com isso, podemos estimar o primeiro
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4.2 Uma Nova Desigualdade de Carleman

termo do lado direito de (4.49)) por (4.34)), assim

)\// e |y 2 dadt
w1 %(0,T)

<eli(Yh) +Os*N // Ele 2 | dwdt (4.50)
w0x(0,T)

< edy(y) + Cs*N / / (e727 (&) + e7>72(&)Y) [¢|*dadt.
0x(0,T)

Agora, olhando para o sequndo e o quinto termo do lado direito de (4.49)), a hipdtese (4.3))
nao faz restricoes quanto a Oy e Oy 4, entao podemos estimar estes termos por (4.19),

assim

s ONTO / / e 27 (&) Oy Pdwdt 4+ 57N / / e (&) P Pddt
017d><(0,T) 01><(0,T)

< (B0 +5 [ oo pupa).
Q

Mais uma vez, considerando o fato de que my = 12 em supp(f3) N Oz4, temos & = & e

(4.51)

o1 = 0o. Dessa forma, no quarto termo do lado direito de (4.49), aplicando a desigualdade
(a+b)? <20+ 2% a,b € R, temos

S*G)\*G // 672301 (£1>76|93’}/2|2d$dt
OQ’dX(O7T)

1
< —2576)\76 // 67280’1 (51)76|93h — 630&1’}/1‘2d$dt
O dX(O T)

o3

, |
< ( oA / / =251 (£,)79| Gy h Pt
% O5,4%(0,T)
2
+ﬂs—6A / / e=271(£,)75(037 1| dxdt)
(92 aX OT)

<e5( / / () hfdud ) [ ¢ 23”1(51)6|71]2d:vdt)
Q

< (B0 -+ 301,
onde 0 < e5 < 1.

Agora, como my =mng em Q\ O, por (4.21) obtemos
53N / / e~ 272(&) P Pdadt < sTPATP / / e~ 272(&) PP dadt
02x(0,1) 0x(0,T)

+ €3 (s N2 // _28(’1 3|¢| dxdt).
Mais ainda

s\ / / =292 ()3 2t < 5=\ / / e=2592 (£,) 73|y 2t
01 x(0,T) 0x(0,T)

. ( 3y // ~2s01 (¢ 3|1p|2dxdt).

(4.52)
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Dessa forma

2

573>\73 // 672302(62)73’w|2d‘rdt
; OkX(O,T)
2573\ // e”272(&) Pl Pdadt + esTINT? // e~ 2 (&) P Y dadt.
0x(0,T) Q

Por outro lado, como s > C(T +T?) e A > C, € evidente que

253\ / /O ) P
XU,

S S4>\5 (672501 (51)4 4 672502(52)4) ’"Lp|2dﬂfdt
Ox(0,T)

Logo
2

8_3)\_3 // 6_2802(52)_3|77Z)|2d$dt
; OkX(O,T)
<es N2 / / e~ 271 (&)) 3P dadt (4.53)
Q

445 —2s01 4 —2s02 4 2
s //OX(O,T) (271 ()" + €27 (6)") [ *drdt.

Lembrando que estamos supondo wy C O14 € wy N Oqq = 0, e por definicao temos
wy CC OyqgN (5, podemos obter um aberto conexo ndo vazio Wy satisfazendo wy CC
Wy CC OyqN O e uma fungao 0y € CZ(wo) tal que Oo(x) = 1, para todo v € @y e
0 <6y < 1. Usando o fato de que h = a1y' + apy? € solugao de —; + Avp + ar) = h em
o X (0,T) e um procedimento andlogo ao que foi feito para obter obtemos

A / / e~ 27 | b2 ddt
WQX(O,T)

< )\//WQX . 0 6_28"%( Wy — A1) —|—a(x,t)¢)dzdt

=\ / / ( (0(Bye7%92) — A(Bre2572))h — 2V(926_25”2)Vh) Ydxdt
LU2>< 0 T)
-\ / / e 2572 |9h|* 1, dadt.
Z w2>< 0 T) ‘ ’ Ok

substituindo

(4.54)

|at(82€_2802>| 4 |A(9 —2302)| < 082)\2(5 )2 —2s02 e |v9 6—2302| < OS/\§2€ 2502
em encontramos
)\// e~ %72\ h|2dxdt < Cs\? // (&2)*e 72572 (s A& h| + |V A|) | |ddt
sz(O,T) QQX(O,T) (455)
<elj(h) + Cs'N\° / / (&)e 22| dadt.
LT)QX(O,T)

48



4.2 Uma Nova Desigualdade de Carleman

Finalmente, no sétimo termo do lado direito de (4.49)) temos

A2 / / ¢=2591 (6) 3| 2ddt < £5~3\2 / / 291 () S [p2dwdt.  (4.56)
Ox(0,T) Q

Substituindo a relagoes (4.50)), (4.51)), (4.52), (4.53), (4.55)) e (4.56) em (4.49)) e descar-

tando os termos absorvidos pelo lado direito, concluimos que

B0+ 1501+ 5708 [ [ e oot

e (4.57)

S 084)\5 // (6—2501(51)4 + 6—2802(52)4) |w|2dxdt
Ox(0,7)
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Capitulo 5

Desigualdade de Observabilidade

Este capitulo é destinado a prova do Teorema 3.1 A desigualdade de observabilidade
descrita nesse teorema é fundamental para provarmos o Teorema [2.1], que serd tratado no
préximo capitulo. Antes de provarmos o Teorema [3.1] tratemos de dois lemas necessérios

a sua demonstracao.

5.1 Resultados Auxiliares.

Lema 5.1.1 Euxiste poo tal que , para cada p > pog € quaisquer ti,ta, com 0 <t; <ty <
T, a solugao de (1,7;),i = 1,2, do sistema (3.23) satisfaz

[ (- t)l* < Cll (- )7, (5.1)

onde C' > 0 depende apenas de Q,0,T,0;,0; 4, a; e ||al|ro(q)-

Demonstragao: Multiplicando a segunda equagao de (3.23)) por 7 e integrando em
(0,t) x €, temos

// viytdzds — // Av'~idxds + // a(x, s)|y [*dxds
Qx(0,t) Qx(0,t) Qx(0,t)
1 .
= ——// Yy'1p,dxds.
HJ Jax o)

Agora, observemos que

o 1 d . 1., .
vey'dxds = —// — | 2dr = = v (-t 2, 5.3
/ / . o R (5.3)
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5.1 Resultados Auxiliares.

e pela Féormula de Green,

// Avy'y'dzds —/ VA (-, 8)||*ds. (5.4)
Qx(0,)

t
// thMTMMSMM/WV@ﬂW& (5.5)
Qx(0,t) 0

e, pela Desigualdade de Young,

1 . ,
—— // Yy'1lp,dxds = // (—%> ~v'dxds
K Qx(0,t) 0; x(0,T) K

1 ! 2 1 ‘ 7 2
< 22 J, |¥(-,s) ]| d5+§ ; 17"(-, 8)[|“ds.

Combinando (5.3)-(5.6]) e (5.2) obtemos

I Col+ [ 197G
<ol [ I+ 3 [ sl + 5 [t ias,

I W<q/m/ Hw+—/nw 5)|12ds.

Assim, aplicando a Desigualdade de Gronwall com

Mais ainda,

(5.6)

donde

1@2M%M2@@=%AW@M%eﬁ®=

) c [t
HﬂﬂWsﬁlw@m%.

Integrando a desigualdade acima de t a t’ < T, temos

segue que

[ reoiras < G [ o wen, 5.7)

onde C' independe de .

Agora, multiplicando a primeira equagao de (3.23) por ¥ e integrando em (¢,t') x Q

- // Ysthduds — // Aynpdrds + // a(z, s)|*dzds
Qx (¢,t") Qx (¢,t") Qx (¢,t")
2
= Z// ozi'yi@bloiddxds.
i—1 JJax(tt) ’
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5.1 Resultados Auxiliares.

Desenvolvendo cada membro dessa igualdade de maneira semelhante ao que foi feito an-

teriormente, resulta que
t/
w0l +2 [ 1969
t
t 2 t
< (1 + 2llallo + 1)/ (-, s)lPds + ) |O‘Z‘|/ 17, 9)lds.
t Py t
Utilizando (5.7)) na desigualdade acima, obtemos

(-] + 2 / V(. 5)]?
) 4 C t!
< ()2 + @lalloe + 1) / oG o)l ds + / 1o, 5)]Pds.

Dessa forma

R N S LT PR
96O < ) + / -, 8)|Pds + 2lalloe + 1) / (- 5)|Pds.

Novamente pela Desigualdade de Gronwall, agora com

2 = (2]la e aft) = [|v(, )| ¢ ' ., 8)||*ds
ut) =Y, 1% B(s) = (2llalle + 1) () =l 1)l +M2/O [0, 5)|"ds,

temos
c [
6601 < CRCOIF + 5 [ o6 o)lFas. (5.9
0
Integrando ((5.9) de 0 até ¢’ e tomando u suficientemente grande, podemos garantir que
t/
| ol < clue ok

Da desigualdade acima e de (5.9) concluimos ([5.1)). Isso prova o lema. [l

Lema 5.1.2 FEuziste uma constante M > 0, independente de s, \, tal que

(1) 4T —t)e ™ < (&)1 i=1,2

—MseMA 6—2501-

(2) 76 = BT " Qx (3,%7);
672303

(3) BT — 1) < M;

(4) e77:(&)" < M.

para s, A suficientemente grandes.

52



5.2 Demonstracao do Teorema lﬂ

Demonstragao: Observemos primeiramente que,
e)‘(2”77i”00+77i(x)) eM)‘

tH(T —t) = T —t)

&(‘T? t) =
com M > 3||n:]|«, donde segue (1). Em seguida, notemos que

L _ 16, (T3
tT —t) ~ 377 14 )

Utilizando a estimativa acima, obtemos

etMnilloe — pA2Imilloc+mi(z)) 16 T 3T
2s0; = 2 < 25——eMmille < prgeMr i e [ = == 5.10
SO S t(T—t) = 33T26 > Mse T, 4’4 ) ( )

onde M > max{z%,4|n:|l~}. Combinando (5.10) com o fato de

1 1
— < — = Vte (0,T
T6 — t3<T_t>37 ( Y )7

encontramos (2).
Agora, notemos que, para A é suficientemente grande,

eMnillos _ AQIMilloo+mi(z)) > e3>\H7h||oo(e)\H77i||oo _ 1) > 3 milloo > 1, (5'11)

e, consequentemente, o; > [t(T — t)]~!. Daf e do fato que e* > z, Vz > 0, temos que

= () 2 (25‘”)3> ST — 0] > T )]

3 ) = a7’ =

ja que s > 1. Portanto,

e 2s0i 27
_— < — 5.12
B3(T—1t)3— 8’ (5.12)
Tomando M > 27/8, concluimos (3). Finalmente, por (5.11f), temos
o; > 63)‘||77i||00[t(T _ t)]_l > €>\(2Hm||oo+m(:v))[t(T _ t)]—l =&,
donde, utilizando que s > 1,
so;\ 4 so;\ 4 1
2s0; — - > ( 7‘) > i 4. 513
= (%) 2 (F) 256 (5:13)
Tomando M > 16, deduzimos (4) a partir de ((5.13)). Isso conclui a prova do lema. [l

5.2 Demonstracao do Teorema 3.1

Nesta secao apresentamos a demonstracao da estimativa de observabilidade. Dividire-

mos a demonstragao em duas partes, a primeira parte usando as hipdteses (2.12)) e ([2.14])
do Teorema , e a segunda parte usando as hipdteses (2.12) e (2.13)). As partes em

comum serao utilizadas em ambos os casos para evitarmos algumas repeticoes.
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5.2 Demonstracao do Teorema lﬂ

5.2.1 Com as hipéteses (2.12)) e (2.14)

Da desigualdade dada em (|4.7]), temos que

—3)\—2 —2s01 5 -3 ¢2d dt
e [ e o) s

< COs*\ //(ox(o T)(efm1 () + 772 (&)Y WP dadt.

Pelos itens (1) e (2) do Lema temos

§3 2€_MS€MA —3MA 6 6112
A~ —76 ¢ t°(T — t)°|y|*dxdt

Z ﬂ)
4 4
73>\ // 7250'1 ) 3‘w’2d$dt
Como ; ;
T 3T T 3
- — — ) <tT -0 <7 =
<(77) = (3) =rrovsr(5).
obtemos 6
f 3
s 3\ "2 (_) o~ MseM? —3MA // Wdedt
4 (3,5
<52 / / =21 (¢,) 3 |2 dwdt.
Q
Agora, utilizando o item (4) do mesmo lema, resulta que

CS4>\5 //O —2501 )4+6_2802(£Q>4)|¢|2dxdt
x ( OT

< Cs*A2M // || 2dadt.
Ox(0,T)

Por (5.16)) e (5.17) obtemos

6
53\ 2 § eMA 3M,\// |¢]2dxdt
4 QX(T 3T

< Cs*A\2M // |v|*dxdt.
0x(0,T)

// W Pdadt < CK // o Pdadt,
ox(1,%0) Ox(0,T)

onde K := K(s,\) = s"\Tex"" ¢3MX,

Dali,

Por outro lado, pelo Lema [5.1.1} vale
T 3T
o0 < Clutolf, vee (3.57).

o4

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)



5.2 Demonstracao do Teorema lﬂ

Utilizando a relacao acima, encontramos

J, ez 5 / o, 0t = 5l 0) (5.20)

4

Por (5.19) e (5.20]), concluimos que

I 0P < —//Q N —C’K//O | e (5.21)

Assim,

[4(-, 0)]|> < CsTATese™ 3MA //O o |2 dadt. (5.22)

Agora, para obtermos a relagao (3.25)), temos que adicionar integrais ponderadas glo-
bais de 4% do lado esquerdo de (5.22)). Consideremos separadamente duas possibilidades.
Primeiro caso: Se a condi¢ao (I) da Proposi¢ao é satisfeita.

Consideremos a funcao:

T2 T
VR se 0 S t S BE
I(t)y=< 4 T 2 (5.23)
t(T —t) se 5 <t<T,
e as fungoes peso
eAAnilleo _ ACImillootmi(@) A2milloo-+n: ()
gi(x,t) = , &z, t) = ————. (5.24)

1(t) 1(t)
Por (5.1)) e pela Desigualdade de Carleman (4.3)), existe C' > 0 tal que

sTINT? //Q e” 29 (€))7 3| dadt

(5.25)
445 —2501 e —2552 “ \4 2
< Cs'x / /O o (TR ) Ny

Agora, seja p = p(t) uma fungao de classe C'!, positiva e nao-decrescente tal que p(t) — oo,
quando t — T. Como 7%,i = 1,2, é solucao das EDP’s dadas em ([3.19)), multiplicando
formalmente a segunda equacgao de ([3.19) por p~2¢" e integrando em € obtemos

/ 2ty dx—/A7 2dac+/ (x,t)|7l|2[)_2dx:—p/ Yy p2dx. (5.26)
O;

Agora, observemos que

- i 1d i A3 Al g
/p yvde = -— | p%y I2drlr—/p ol Pd,
o 2 dt o

e pela férmula de Green
—/ Ay p2dr = / P2V Pdr.
Q Q
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5.2 Demonstracao do Teorema lﬁ

Por outro lado,
[ aw )b < all [ e
Q Q

e pela Desigualdade de Young

[ wrirtar < [t [ Rt

Substituindo essas relagoes em ([5.26]) e organizando os termos obtemos

1d

s | T dw+/p pily Ide+/ PV Pda

<—/ o5 e+ (1t o) [ e

Como p é nao-decrescente, p; > 0,Vt € (0,7T). Assim,

1d

I R < - P P
i o7 e < [t 4 (1 all) [

Integrando ambos os membros da desigualdade acima de 0 a 7,7 € [0,7] e lembrando

7i(z,0) = 0, obtemos

I 1 _ T o
5 [ P <o [ s [l [ s
Q M 0;x(0,7) 0 Q

Aplicando a desigualdade de Gronwall com

L[ 1 _
u(r) =5 [ e Pl 3) = (14 ) ¢ a()= o ([ wpaas
2 Q lu OiX(O,T)
obtemos
/ p(r) 2y (2, 7)Pde < C / / 1> p~2dadt, V7 € [0,T). (5.27)
Q OZ’X(O,T)

Agora, considere 7*(t) = max o, (z,t) e defina p(t) = 1) Vvt € [0, T]. Como
HISY)

lim [(£) = 0 e lim 6" (t) = 0 lim A(£) = +o0.
tl_}rr%l(t) Oetl_{r%a (t) = +oo, entaotl_{rTlp(t) +00

Integrando ambos os membros da desigualdade (5.27)) de 0 a T e substituindo p(t) = e*71(®)

/ / p() |y Pdzdt < C / / e~ 2571 |op | 2dadL. (5.28)
Q 0; x(0,T)

Admitamos por um instante que a seguinte estimativa seja verdadeira:

// e—2sﬁf’w‘2dxdt S C// (El)—3e—2551’w‘2dxdt' (529)
0; x(0,T) Q@

26
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5.2 Demonstracao do Teorema lﬂ

Assim, por ([5.25)
J[ @ e mppaa<csn [[ (@2 g)ts @ updudr. (530)
Q Ox(0,T)
Aplicando o item (4) do Lema [5.1.2] nos leva a

Cs*\° / /O (OT)(e2501(51)4+e23“2(52)4)y¢|2dxdtg054A5 / /O on [v|2dzdt.  (5.31)

Combinando ((5.28))-(5.31)) e incorporando as poténcias de s e A a constante C' obtemos

2
> / / Py Pdzdt < Cs*N° / / |op|dadt. (5.32)
i=1 Q Ox(0,7)

Com (5.22)) e (5.32) chegamos a

||¢(-,0)||2+Z//Qﬁ(t)w|2dxdt

<C <s7)\7eseMk63M’\ + 84/\5) // || *dxdt.
Ox(0,T)

Fixando s e A na desigualdade acima, encontramos a estimativa de observabilidade (3.25)).

(5.33)

Resta-nos provar a estimativa , que segue diretamente do seguinte resultado:
Lema 5.2.1 Para s, \ suficientemente grandes, existe uma constante C' > 0 tal que
e 2T < C(€) e em O; x (0,T). (5.34)
Demonstragao: Vamos mostrar, equivalentemente, que
@77 > (€)% em O; x (0, 7). (5.35)

Observemos primeiramente que, uma vez que estamos considerando O; pequenos, pode-

mos assumir, sem perdas, que O; CC 2. Nesse caso, temos que
min 0.
) m #
Agora, tomando A > In2/(minp, 7;)!, obtemos, das defini¢oes de &} e 71, que

o;(t) —o1(z,t) > max oy (x,t) — maxoy(x,t)

zeQ CEGOZ'
1 A 2071 oo+ minm)
_ e O; _ 2l

1(?)

-
_ L e (00T
1(t)

o2\ Imloo o 0T
> ; .
Z 0 em O; x (0,7)

(5.36)
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5.2 Demonstracao do Teorema lﬂ

Logo, usando o fato que
VeeR, yeQ, IC(y) >0; e >C(y)x?

segue que

o 2\l Al 3
2@ O-71@0) > oxp (emy&l)uoo> < ) ( ) i
1(t) O

C

5.37
C( A2 llootni(x )))3 ( 2|m||oo+m<z>>)3 CE) (5:37)
> _ > = ,
- I(t) [(t)? I(t) 1
Aqui, usamos o fato que [(t) < T?/4. O

Segundo caso: Se a condigao (II) da Proposic¢ao ¢é satisfeita.

A prova nesse caso é exatamente a mesma do anterior, jA que usamos apenas o terceiro

termo no lado esquerdo de (4.7]), mas também temos esse termo do lado esquerdo de (4.8)).

5.2.2 Com as hipéteses (2.12)) e (2.13)

Denotamos por Oy 4 = Oy 4 = O4. Entao (2.12)) e (2.13) garantem que Oy N O # 0.
Assim, podemos obter um conjunto aberto nao-vazio w CC O,y N O. Dali, o Lema [4.1.1

assegura a existéncia de uma funcao ny = no(z) € C%(Q) tal que

mo > 0 em 2, 7y =0, sobre 0,

_ (5.38)
|Vno| > 0, em 2\ w.
Com essa fungao 19, consideremos as fungoes peso o(x,t) e &(x,t) dadas por
eMlmollco _ A@lmlloc+10(@)) A@lln0loo+n0(2))
t) = t) == 5.39

Além disso,

L(1) = s 1m=3 / /Q e B (A2 + | AYR)dadt + (), (5.40)

onde

Lm(¢) — Sm_2/\m_1 //Q 6—2sa<€)m—2|v¢|2dxdt+Sm>\m+1 // 6_250(§)m|@/)|2d$dt.

Q

Sabemos que a fungao ¥ é solugao da EDP dada em (3.23]). Dessa forma, aplicando a
2 .
Proposicao a fungao ¢, comm =3 e f =) any'le,, = hlo, segue que existe C' > 0
i=1
tal que

L) < C<s3>\4 / / =27 (€Y |[2dadt + / / e‘2s”|h|2dxdt>. (5.41)
wx(0,T) 0ax(0,T)
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5.2 Demonstracao do Teorema lﬂ

2

Ainda por (3.23)), aplicando a Proposigéoé fun¢ao hlp, = Y aiy'lo, ,, comm = 0,

=1

e f=—v(ai1lp, + asle,) encontramos
i

Io(h) < C(A / / =2 2 dt + 5P\ / / 6—280(5)—3|¢12dxdt). (5.42)
wx(0,T) Q

Logo, para A e s suficientemente grandes

/ / =2 2dzdt + To(h)
Q

< C<)\ / / e 2| h|Pdxdt + sPA 7P / / 6280(5)3\¢|2dxdt).
wx(0,7) Q

Do fato de Oy N O # (), obtemos outro conjunto aberto @ tal que w CC @ CC

(5.43)

04N O # P. Assim, definimos § € C2(&) tal que &(x) =1 em w e 0 < § < 1. Dessa forma,
multiplicando a primeira equacio de (3.23) por Adhe 2% ¢ integrando em w x (0,7) vem

A / / e~ 25| h|2dadt < A / / e~ 27 h(—1py — At + arp)dzdt
wx(0,T) wx(0,T)
< )\// e 2 hpahdadt + )\// e 2% Ahapdadt (5.44)
@x(0,T) @x(0,T)
+ )\// e~ 2% a(x, t)hapdadt.
@x(0,T)

Usando a Desigualdade de Young, podemos estimar o primeiro termo do lado direito

de (5.44) da seguinte forma

/\// e~ 3 hppdadt < /\// e 57 (A\s&) 2 hype 7 (s dxdt
&x(0,T) &x(0,T)

A —2s0 —4y |2 49,12
<3 / / (OO P () )

Aplicando o mesmo processo aos demais termos e combinando com (5.44)) encontramos

1
A / / e hypdrdt < ~Io(h) + CA\°s* / / e 27 (E) Y| *dxdt (5.45)
&x(0,T) 2 &% (0,T)

Combinando (5.41)-([5.45) segue que

Io(h) + I() < CsAS / / (€)4e=27 | P dadt. (5.46)
wx(0,T)
Agora, seja | = [(t) definida por:
T? T
0 se 0 S t S a0
I(t)y=< 4 7 2 (5.47)
tHT —t), se§§t§T



5.2 Demonstracao do Teorema lﬂ

e as fungoes peso

cAAlmolloe _ Aol 40 () A2lmolloo-+no(2))

] =T

Além disso, denotamos por I,,(1)) a expressio definida em (5.40]), apenas substituindo o

(5.48)

o(z,t) =

e & por @ e &, respectivamente. Entdo, argumentando como em (8], Lema 1), ou como
na Subsecao vemos que ([5.46]) e as EDP’s satisfeitas por ¢ e v;,7 = 1,2, implicam

na existéncia de uma constante C' > 0 tal que
01+ Tol) +To(@) <€ [ (eytelyaaar (5.49)
@x (0,7

Usaremos novamente a estimativa

/ / P Pdzdt < C / / e~ 271 || 2 dxdt. (5.50)
Q 0;x(0,T)

Agora, definimos

7 = maxa(z,t), p(t) =7 D,
€0

Substituindo p do lado direito de (5.50]) temos

/ / e T drdt < / / e 27y 2ddt < T3(1)). (5.51)
OiX(O,T) Q

Combinando ((5.49)-(5.51)) segue que
1 A % —2s0
& [[pontaarpeon<c [[ (@l upaa. 65)
Q w0x(0,T)

Aplicando o item (4) do Lema ao lado direito de (5.52)), concluimos a demonstragao.
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Capitulo 6

Controlabilidade Nula

Nesse capitulo, usaremos a desigualdade de observabilidade para provarmos o Teorema

2.2

6.1 Prova do Teorema 2.2

Consideremos a relagao de igualdade dada em ([3.24)):

/Q[z(m,T)wT(x) () (x, 0)] da:—/ox fwdxdt—Zal// ziay'dedt, (6.1)

0;,ax(0,T)
onde (z, @', ¢?) e (¢, v, ~?) sdo as solugoes de e associados aos dados iniciais
20 e 7, respectivamente. Assim, provar a controlabilidade nula é equivalente a encontrar,
para cada 2% € L*(Q), um controle f € L?(O x (0,T)) tal que, para cada " € L*(Q) se

tenha

// fdxdt = —/ O(2)(x,0)d + Zaz // 2z ay'dxdt. (6.2)
Ox(0,T) 0;,ax(0,T)

Para isso, dado € > 0, consideremos o funcional F, : L?*(€2) — R dado por

Fh =1 / /O ol ¢ / (), 0)dx
— ZO‘Z // ziaY'dxdt, VT € L*(Q).
“i>< (0,7)

O lema seguinte nos da algumas propriedades de F.

Lema 6.1.1 O funcional F. : L*(Q) — R, definido em (6.3) € continuo, coercivo e

estritamente convexo.
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6.1 Prova do Teorema lﬂ

Demonstragao: Usando o Teorema [3.1], temos que

1
! // [P dedt + e |
2 JJoxm
1 1
= —// |z/1\2d:cdt+—// | 2dxdt + €| 7|
4 ) Joxor) 4 JJoxor

1 ) o1 , (6.4)
> — [ dwdt + €l[¢7 || + = | (2, 0)[ dzdt
4 Ox(0,7) 4C Q
12
A2 Q2
_C;//Q'O |y |“dxdt.
Além disso, pela Desigualdade de Young,
0)
22(2)y(z,0)dx :/ 20°(x (ML) dxdt
| @t o = [ (V) (L2 o
1 :
> —C/ |z0(x)|2dxdt——/ [0 (z,0)|*dadt
Q 4C Jq
e
— o 2 gy dedt = // a,v 2C pz; (A_l gl ) dxdt
Z //ZdX(OT d’y Z ’Ld>< OT p d> VQC
(6.6)
> C’Z // P2\ ziaPdzdt — Z// P21y P dwdt.
de OT Zd>< OT
Combinando - , encontramos
1
RNz e+ 5 [[ opdadt
Ox(0,7)
(6.7)

-C (/ |2°(2)|*dxdt + Z // (OT)/S \zi7d]2d$dt> :
zdx

Como o termo negativo do lado direito da desigualdade acima independe de ¥, temos

F.(¢T) > €||wT]|, para |47 suficientemente grande, isso garante a coercividade de F.

Com um procedimento andlogo ao que foi feito no capitulo [, é possivel mostrarmos

que F, é continuo e estritamente convexo. [l

Mostraremos agora que existe um controle f € L*(2 x (0,T)) que satisfaz a igualdade
(6.2) para todo ¥ € L*(Q). Pelas propriedades de F, no lema acima, concluimos que

existe um unico minimo ! para o funcional F.. Assim, ou ¢ = 0 ou
(Fl(wD),9") =0, W' e L*(Q). (6.8)
Considerando o operador L! : L*(2) — L*(Q) dado por Li(yT) = ~;, onde v; é solugio
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6.1 Prova do Teorema lﬂ

de (3.23]), reescrevemos

T _1 2 T 0
FT) = / /O o P T / (), 0)dx
— Zal / / ziaLi (WD) dzdt, YT € L*(Q).
’LdX OT

Notemos que, para ||!|| # 0,
F(pd + 7)) — Fe(y/)

A
_ i//ox - |¢|2da:dt+/920($)¢(9570)d$

2 : . T L AT = T
- 041// Zz,d'}/ldmdt—i-euwe b el G|
O;,ax(0,T) A

]
:/ O(a )¢x0dx+//OXOT Yepdadt

— Zaz // zay'dadt + = // || ?dxdt
0;,ax(0,T) Ox(0,T)

+6||¢Z+A¢T||2 e 112 1
A Hod + AT+ [

Logo, (F!(¢p1),vT) = 0 se, e somente se,

//OX o Yepdrdt + € (HwTH’wT) / (2)b(x, 0)dar
_Z% // oy S At =0, T € L),

onde denotamos (¢, !, 7?) como a solucao de (3.23)), associada ao estado ¥ = 7.
Fazendo f = fc = ¥cloxor) em (6.1]) obtemos,

/Q (2)b(, 0)d //OXOT wwdxdtJr/ze(x T)" (x)dx

(6.9)

(6.10)
+ Z o // zLdvidxdt.
z d><(0 T

Substituindo (6.10) em (6.9), temos que
/ <z (2,T) + —= sz) Yldr =0, v! € L*(Q). (6.11)

o Hw I

Dessa forma, pelo Lema de Du Bois-Raymond, segue que

[2(, T < e (6.12)
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6.1 Prova do Teorema lﬂ

Utilizando a relacao e a Desigualdade de Young, temos que

1 fellZ2(0x (01 < —6—/ (@) (z,0)dz + E ozz// 2z ay dxdt
ldX OT
<5 Z // Pladdndt+ S [ 2@ P (613
2 =1 ’LdX OT) 2 Q
: 1
—2 7|2 2
gl da:dt+—/ Y(x,0)|*dxdt,

onde C' representa a constante da desigualdade de observabilidade. Como ). é solucao de

(3.23)), segue da desigualdade de observabilidade (3.25)) que

2
1 A2 §12 1 2 1 2
33 22 [ 7 Pt < Gl ~ g0 [ [0t 0P (61

Combinando (6.14)) e (6.13]) e organizando os termos concluimos que

2

| fell2ox0,my) < C (/ |2°(2)|*dadt + Z // p |zi7d|2da:dt> (6.15)
0;,ax(0,T)

Até agora provamos que, para cada ¢ > 0 dado, existe exatamente um controle f, =
Yelox o), tal que o estado associado z, solugao de satisfaz (6.12). Dessa forma,
fazendo €, = %, por , obtemos uma sequéncia (f,,)nen limitada em L?(O x (0,T)),
com f, = 9e,loxo,r). Dai, pelo Teorema , existe uma subsequeéncia (f,;)jen tal que

fn, = fem L*(O x (0,T)) e, por (6.12) temos que a solugao z de (3.19) associada ao
controle f é tal que ||z(-,T)| = 0.
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