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Me levanto sobre o sacrif́ıcio de um milhão de mu-

lheres que vieram antes e penso: O que é que eu faço

para tornar essa montanha mais alta para que as mu-

lheres que vierem depois de mim possam ver além?

Rupi Kaur



Agradecimentos

A Deus e a meus antepassados pela proteção e discernimento.
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Resumo

Este trabalho tem como objetivo mostrar, através da igualdade de conjuntos, que o
conjunto das circunferências de centro na origem pode ser escrito como o produto de um
ponto fixo, pertencente a circunferência, por uma matriz ortogonal pré-fixada. Para isso,
nos primeiros caṕıtulos são apresentados conceitos básicos e propriedades usuais de plano
cartesiano, circunferência e matrizes, através de uma linguagem acesśıvel e democrática.
Por fim, apresentamos aplicações do resultado obtido para resolver problemas de ma-
temática financeira e ao definir ponto interno e externo à circunferência de centro na
origem como produto de matrizes, mostrando que esta definição concorda com a definição
clássica de ponto interno e externo a uma circunferência.

Palavras-chave: Matrizes, matriz ortogonal, circunferência, geometria, álgebra, plano
cartesiano.
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Abstract

This work aims to show, through equality of sets, that the set of center circles at the
origin can be written as the product of a fixed point, belonging to the circumference, by
a pre-fixed orthogonal matrix. For this, in the first chapters are presented basic concepts
and usual properties of Cartesian plane, circumference and matrices, through an acces-
sible and democratic language. Finally, we present applications of the result obtained
to solve problems of financial mathematics and to define internal and external point to
the circumference of center in the origin like product of matrices, showing that this de-
finition agrees with the classic definition of internal and external point to a circumference.

Key words: Matrices, orthogonal matrix, circumference, geometry, algebra, Cartesian
plane.
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Introdução

Um dos maiores desafios do ensino da matemática é apresentar aos alunos conteúdos
que se complementam e que se desenvolvem, exigindo que o educando, para além de re-
produzir formulas aparentemente isolados, desenvolva a capacidade de ler, escrever, inter-
pretar e produzir os elementos no processo de alfabetização matemática de maneira eficaz.

Nesse sentido, apresentamos a circunferência de centro na origem de um modo di-
ferente, como um produto de matrizes, unindo assim, dois conteúdos que, segundo os
parâmetros nacionais curriculares (PCN’s) são apresentados aos discentes em séries dis-
tintas e quase sem nenhuma relação.

As matrizes, diferente do que muitos pensam, começaram a ser estudadas no século
II a. C. pelos babilônios mas foi apenas em 1858 que Arthur Cayley, matemático inglês,
com a famosa Memoir on the Theory of Matrices divulgou esse nome e demonstrou sua
utilidade, dando notoriedade ao que hoje conhecemos como Teoria Matricial.

Além dos babilônios e Cayley, foram muitas as contribuições, e ressaltamos o trabalho
do matemático Joseph Louis Lagrange sendo o primeiro a usar o conceito de matrizes
para estudar máximos e mı́nimos de uma função real.

Uma das consequências desse estudo foi que a teoria das formas quadráticas que antes
eram tratadas apenas escalarmente como um polinômio homogêneo de grau dois, ou seja

q (x, y) = ax2 + 2bxy + cy2

e após Lagrange, passou a ser estudada através da notação e metodologia matricial, a
saber

q (x, y) = [x y] ·
[
a b
b c

]
·
[
x
y

]
.

Exibir a matriz quadrada de ordem dois que satisfaz a equação acima não é um pro-
cesso simples e quase sempre precisa-se utilizar conceitos de álgebra linear estudados na
matemática superior como a ortogonalização de vetores e o teorema espectral para ma-
trizes simétricas.

Sendo, a equação da circunferência dada pela forma quadrática

(x − xc)2 + (y − yc)
2 = r2

pelo estudo desenvolvido por Lagrange, podemos afirmar que dado um ponto P (x, y)
pertencente a circunferência existe uma matriz quadrada de ordem dois que transforma o

13



14 SUMÁRIO

ponto dado na equação da circunferência a qual ele pertence.

Neste trabalho, vamos além: Mostraremos que dado um ponto fixo P0 e um ponto
arbitrário P , ambos pertencentes a circunferência, sempre será posśıvel exibir uma ma-
triz ortogonal de ordem dois que gera a equação da circunferência. Em outras palavras,
mostraremos que dados dois pontos quaisquer P e Q em uma circunferência centrada na
origem e passando por P eQ, existe sempre uma matrizM de ordem dois tal que P = MQ.

Este dissertação está em cinco caṕıtulos. No caṕıtulo 1, apresentamos conceitos básicos
do plano cartesiano, por entender tais tópicos como pré-requisitos básicos para a compre-
ensão do que propomos.

No caṕıtulo 2, definimos a circunferência como uma figura geométrica gerada por
um conjunto de pontos que obedecem a mesma regra e mostramos as diferentes formas
que essa equação pode ser enunciada.

No caṕıtulo 3, abordamos a álgebra matricial com a representação e tipos de ma-
trizes, as operações entre matrizes e as operações entre um número real e uma matriz.

No caṕıtulo 4, mostraremos que todo ponto de uma circunferência pode ser obtido
como o produto de uma matriz ortogonal de ordem dois por uma matriz coluna.

Finalmente, no caṕıtulo 5, faremos duas aplicações, sendo a primeira delas definir
ponto interior e ponto exterior a uma circunferência de centro na origem, as quais são
coincidentes com as definições clássicas de ponto interior e ponto exterior a uma circun-
ferência. Na segunda aplicação, utilizaremos o resultado obtido para circunferências com
centro na origem na solução de alguns problemas de matemática financeira.



Caṕıtulo 1

O Plano Cartesiano

Neste caṕıtulo, introduziremos coordenadas na reta e no plano para representar pontos
por meio de números reais. A representação dos pontos por suas coordenadas torna
posśıvel resolver algebricamente diversos problemas geométricos.

1.1 Coordenada na reta

Dada uma reta r associaremos números reais aos pontos desta reta da seguinte ma-
neira: Sejam O e A pontos distintos em r, a reta r sobre a qual foi escolhida uma semirreta
−→
OA, denomina-se eixo ε de origem O com sentido de percurso induzido pela semirreta

−→
OA.

A distância entre dois pontos X, Y ∈ ε será denotada por d(X, Y ), assim obtemos
uma correspondência (biuńıvoca) entre o eixo ε e o conjunto dos números reais dada por:

(i) à origem O associamos o número real 0 (zero): O ←→ 0;

(ii) a cada ponto X 6= 0 da semirreta
−→
OA associamos o número real positivo x = d(0, X):

X ←→ x;

(iii) a cada ponto Y 6= 0 da semirreta oposta
−→
OB associamos o número real negativo

y = −d(O, Y ): Y ←→ y.

Como consequência da definição acima, temos que

• O número real 0 (zero) tal que O ←→ 0, é denominada coordenada da origem O no
eixo ε.

• O número real x tal que X ←→ x, é denominada coordenada do ponto X no eixo ε.

• O número real Y tal que Y ←→ y, é denominada coordenada do ponto Y no eixo ε

Como os pontos que estão sobre uma reta r podem ser representados por um número
real, então naturalmente em relação à ordem podemos comparar os elementos sobre uma
reta r, da seguinte maneira.

Sejam X, Y ∈ r e sejam x e y suas, respectivas, coordenadas no eixo ε. Dizemos

15



16 CAPÍTULO 1. O PLANO CARTESIANO

que Y está à direita (ou X está à esquerda de Y ) de X quando x < y. Desta forma se
−→
OB é semirreta oposta a

−→
OA, então os pontos distintos de O na semirreta

−→
OA estão à

direita de O, e os pontos distintos de O na semirreta
−→
OB estão à esquerda de O.

Proposição 1.1.1. Se x e y são as coordenadas, respectivamente, dos pontos X e Y
sobre o eixo ε, então

d(X, Y ) =| x− y | .

Demonstração. Se X = Y , então imediatamente temos que d(X, Y ) = 0 =| x − y |.
Suponhamos que, X = O ou Y = O, então

| x |= ± x = d(O,X) ou | y |= ± y = d(O, Y ).

Sejam X, Y e O três pontos distintos. Sem perda de generalidade, suponhamos que
X está à esquerda de Y , isto é, x < y. Temos três casos a considerar:

caso 1. X e Y estão à direita da origem. Isto é, 0 < x < y.
Neste caso, X está entre O e Y , pois caso contrário, Y estaria entre O e X e d(O, Y ) =

y < x = d(O,X), o que contraria nossa hipótese. Logo,

d(O, Y ) = d(O,X) + d(X, Y ) ⇐⇒ y = x+ d(X, Y ) ⇐⇒ d(X, Y ) = y−x =| y−x | .

caso 2. X e Y estão à esquerda de O. Isto é, x < y < 0.
De maneira análoga ao caso anterior, podemos verificar que Y está entre X e O.

Assim,

d(X,O) = d(X, Y )+d(Y,O) ⇐⇒ −x = d(X, Y )−y ⇐⇒ d(X, Y ) = y−x =| y−x | .

caso 3. X está à esquerda de O e Y está à direita de O. Isto é, x < 0 < y.

Neste caso, Y está na semirreta
−→
OA e X está na semirreta oposta a

−→
OA. Portanto,

O está entre X e Y e

d(X, Y ) = d(X,O) + d(O, Y ) ⇐⇒ d(X, Y ) = −x+ y = y − x =| y − x | .

1.2 Coordenadas no plano

Um sistema de eixos ortogonais num plano π é um par de eixos, eixo OX e eixo OY,
com unidade de medida de igual comprimento, que intersectam-se perpendicularmente na
origem comum O. O eixo OX é denominado eixo horizontal e o eixo OY é denominado,
eixo vertical. O Plano π com o sistema de eixos ortogonais acima, será chamado sistema
de eixos ortogonais OXY, ou simplesmente sistema OXY.
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A escolha de um sistema de eixos ortogonais permite estabelcer uma correspondência
biuńıvoca entre os pontos do plano π e os pares ordenados de números reais do conjunto

R2 = {(x, y) | x, y ∈ R},

da seguinte maneira.

Dado arbitrariamente um ponto P0 ∈ π, traçamos as retas r e s passando por P0, tal
que:

(i) r seja paralela ao eixo OY e intersecta o eixo OX em um ponto X0;

(ii) s seja paralela ao eixo OX e intersecta o eixo OY em um ponto Y0.

Por coordenada na reta, o ponto X0 está em correspondência biuńıvoca com um
número real x0 e o ponto Y0 está em correspondência biuńıvoca com um número real y0.
Assim, obtemos a correspondência

P0 ⇐⇒ (x0, y0).

Como P0 ∈ π é arbitrário, segue que para todo ponto P ∈ π existe uma corres-
pondência biuńıvoca

P ⇐⇒ (x, y).

Os números x, y ∈ R do par ordenado (x, y) associado ao ponto P são chamados
coordenadas cartesianas do ponto P : x é a primeira coordenada ou abscissa de P e y é a
segunda coordenada ou ordenada de P .

Exemplo 1.2.1. Represente os pontos O = (0, 0) , A =
(
5
2
, 1
)
, B = (−1, 2) , C =

(−2, −3) , D =
(
4, −4

3

)
, E = (−3, 0) e F = (0, 3) no plano cartesiano.

Solução:

Figura 1.1: Plano Cartesiano - Exemplo 1.1



18 CAPÍTULO 1. O PLANO CARTESIANO

O complementar dos eixos no plano é a união de quatro regiões denominadas qua-
drantes e enumerados como na figura abaixo.

Figura 1.2: Plano Cartesiano - Quadrantes

Note que os pontos do eixo OX têm coordenadas (x, 0), os pontos do eixo OY têm
coordenadas (0, y) e os quadrantes, dados em coordenadas, são:

10 quadrante = {(x, y) ∈ R2 | x > 0 e y > 0};

20 quadrante = {(x, y) ∈ R2 | x < 0 e y > 0};

30 quadrante = {(x, y) ∈ R2 | x < 0 e y < 0};

40 quadrante = {(x, y) ∈ R2 | x > 0 e y < 0}.



Caṕıtulo 2

Circunferência

Neste caṕıtulo definiremos um subconjunto do plano denominado circunferência. Para
tal definição utilizaremos as coordenadas de um ponto no plano.

Sejam P = (a, b) e Q = (c, d) pontos do plano π dados por suas coordenadas em
relação a um sistema de eixos ortogonais OXY. Dado um ponto R = (c, b) no plano π,
consideramos o triângulo retângulo PQR, com hipotenusa PQ e catetos PR e QR para-
lelos aos eixos OX e OY , respectivamente.

Como os catetos PR e QR estão sobre eixos e a distância entre dois pontos de
um eixo é igual ao módulo da diferença de suas coordenadas, as medidas desses catetos
são dadas por:

d(P,R) =| a− c | e d(Q,R) =| b− d | .

Pelo Teorema de Pitágoras, obtemos:

d(P,Q) =
√

(d(P,R))2 + (d(Q,R))2 =
√

(a− c)2 + (b− d)2. (2.0.1)

Assim, a distância do ponto P = (a, b) ao ponto Q = (c, d) é a raiz quadrada da soma
dos quadrados das diferenças das coordenadas correspondentes.

Exemplo 2.0.1. Calcule a distância do ponto A = (−1, 2) ao ponto B = (2,−3).

Solução:

Temos que

d(A,B) =
√

(2− (−1))2 + (−3− 2)2 =
√

9 + 25 =
√

34.

Com o cálculo da distância em coordenadas podemos obter uma caracterização
algébrica da circunferência.

Definição 2.0.1. Uma circunferência S1
r (A) de centro no ponto A ∈ π e raio r > 0 é o

conjunto dos pontos do planos π situados à distância r do ponto A, ou seja:

S1
r (A) = {P ∈ π : d(P,A) = r}.

19



20 CAPÍTULO 2. CIRCUNFERÊNCIA

Se A = (a, b) são as coordenadas do centro num sistema de eixos ortogonais OXY do
plano π, segue que

P = (x, y) ∈ S1
r (A) ⇐⇒ d(P,A) = r

⇐⇒ d(P,A)2 = r2

⇐⇒ (x− a)2 + (y − b)2 = r2.

Assim, associamos à circunferência S1
r (A) a equação

(x− a)2 + (y − b)2 = r2,

que relaciona a abscissa com a ordenada de cada um de seus pontos. Isto é,

S1
r (A) = {(x, y) ∈ π : (x− a)2 + (y − b)2 = r2}.

Por meio dessa equação, as propriedades geométricas da circunferência podem ser
deduzidas algebricamente.

Figura 2.1: Circunferência

Exemplo 2.0.2. Determine a equação da circunferência de centro C = (0, 0) e raio de
medida 3 é.

Solução:
(x− 0)2 + (y − 0)2 = 32 ⇐⇒ x2 + y2 = 9

.

Figura 2.2: Circunferência - Exemplo 2.2

Note que o ponto A = (0, 3) pertence a essa circunferência, pois

(0− 0)2 + (3− 0)2 = 9.
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Da mesma forma, o ponto B = (2,
√

5) também pertence, pois

22 + (
√

5)2 = 9.

Já o ponto D = (−2,−3) não pertence à circunferência, pois

(−2)2 + (−3)2 = 13 6= 9.

O nosso objetivo não é estudar a circunferência através de sua equação algébrica,
mas como veremos, obter uma nova caracterização.



Caṕıtulo 3

Matrizes

Neste caṕıtulo definiremos matrizes com elementos reais, assim como as operações
envolvendo matrizes. Apresentaremos algumas matrizes, chamadas matrizes especiais.
Enunciaremos os principais resultados envolvendo as operações com matrizes. O objetivo
principal deste caṕıtulo é definir quando uma matriz é ortogonal.

3.1 Representação de uma matriz

Sejam m e n números naturais não nulos, uma tabela de m x n números reais dispos-
tos em m linhas (filas horizontais) e n colunas (filas verticais) é uma matriz do tipo (ou
formato) m x n, ou simplesmente matriz m x n.

Representamos usualmente uma matriz colocando seus elementos (números reais) entre
parênteses ou entre colchetes.

Exemplo 3.1.1. Assim,

• A =


1 0 8 0
0 1 13 0
90 π 56 11
0 0 34 1

 , é uma matriz de ordem 4 x 4

• B =

 1 0 8 0 12
0 1 13 0 23
90 π 56 11 29

 , é uma matriz de ordem 3 x 5

Consideremos uma matriz A do tipo m x n. Um elemento qualquer dessa matriz pode
ser representado pelo śımbolo aij, no qual o ı́ndice i refere-se à linha e o ı́ndice j refere-se
à coluna em que se encontra tal elemento.

Vamos convencionar que as linhas são numeradas de cima para baixo, e as colu-
nas, da esquerda para à direita. De um modo geral, uma matriz A do tipo m x n é
representada por A = (aij)m x n, em que i e j são números inteiros positivos tais que
1 < i < m, 1 < j < n, e aij é um elemento qualquer de A.

22
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Exemplo 3.1.2. Seja a matriz

A =

 1 7
8 9
12 23


3 x 2

• O elemento que está na linha 1, coluna 1, é a11 = 1;

• O elemento que está na linha 1, coluna 2, é a12 = 7;

• O elemento que está na linha 2, coluna 1, é a21 = 8;

• O elemento que está na linha 2, coluna 2, é a22 = 9;

• O elemento que está na linha 3, coluna 1, é a31 = 12;

• O elemento que está na linha 3, coluna 2, é a32 = 23.

3.2 Matrizes especiais

Nesta seção apresentaremos algumas matrizes, que são chamadas de matrizes especi-
ais.

1. Matriz linha: é uma matriz formada por uma única linha.

Exemplo 3.2.1. A =
[
π −12 20

]
, é uma matriz linha 1 x 3.

2. Matriz coluna: é uma matriz formada por uma única coluna.

Exemplo 3.2.2. A =


34
90
41
−4

, é uma matriz coluna 4 x 1.

3. Matriz nula: é uma matriz cujos elementos são todos iguais a zero. Pode-se indicar
uma matriz nula m x n por 0m x n

Exemplo 3.2.3. 02x3 =

[
0 0 0
0 0 0

]
, é uma matriz nula 2 x 3.

4. Matriz quadrada: é uma matriz que possui número de linhas iguais ao número
de colunas.

Exemplo 3.2.4. A =

[
4 3

1
√

2

]
, é uma matriz quadrada de ordem 2.
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5. Seja A uma matriz quadrada de ordem n, temos que:

i. Os elementos de A cujo ı́ndice da linha é igual ao ı́ndice da coluna constituem
a diagonal principal de A.

Exemplo 3.2.5. Seja A a matriz quadrada de ordem 3, dada por

A =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


os elementos a11, a22, a33 formam a diagonal principal de A.

ii. Os elementos da matriz A cuja soma dos ı́ndices da linha e da coluna é igual a
n+ 1 constituem a diagonal secundária de A.

Exemplo 3.2.6. Retornando ao exemplo anterior, os elementos a13, a22, a31

formam a diagonal principal de A.

A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23
a33 a32 a13


6. Matriz Identidade: Seja A uma matriz quadrada de ordem n, A é denominada

matriz identidade de ordem n (indica-se por In) se os elementos de sua diagonal
principal são todos iguais 1, e os demais elementos são iguais a zero. Assim:

• I2 =

(
1 0
0 1

)

• I3 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


...

• In =


1 0 · · · 0

0 1
...

...
. . . 0

0 0 · · · 1


3.3 Operações com matrizes

Introduziremos as seguintes operações com matrizes: adição de matrizes, produto de
um número real por uma matriz e produto entre matrizes. Em seguida demonstraremos
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as propriedades para estas operações. Iniciaremos definindo quando duas matrizes são
iguais.

Definição 3.3.1. Duas matrizes A e B de mesma ordem m x n são iguais se todos os
seus elementos correspondentes são iguais, isto é, sendo A = (aij)m×n e B = (bij)m×n,
temos que A = B se, e somente se, aij = bij, para todo i ∈ {1, 2, ... ,m} e para todo
j ∈ {1, 2, 3, ... , n}.

Exemplo 3.3.1. Determine a, b, c, e d para que A =

(
a 1
2 b

)
e B =

(
3 d
c −5

)
sejam iguais.

Solução:

Devemos ter 
a = 3
1 = d
2 = c
b = −5

3.3.1 Adição de matrizes.

Dadas duas matrizes de mesma ordem, A = (aij)m×n e B = (bij)m×n, a soma de A
com B (representa-se por A + B) é a matriz C = (cij)m×n em que cij = aij + bij, para
1 ≤ i ≤ m e 1 ≤ j ≤ n. Em outras palavras, a matriz soma C tem mesma ordem que A
e B e é tal que cada um de seus elementos é a soma de elementos correspondentes de A
e B.

Exemplo 3.3.2. Sejam A =

(
4 1 7

−2 5
√

1

)
e B =

(
−2 1 3
−6 9 1

)
matrizes, temos:

A +B =

(
4 1 7

−2 5
√

1

)
+

(
−2 1 3
−6 9 1

)
=

(
2 2 10

−8 14
√

1 + 1

)

As propriedades da adição de matrizes são dadas a seguir.

Propriedade 3.3.3. Sejam A, B e C matrizes de mesma ordem (m×n) e 0m×n a matriz
nula, de ordem m× n, valem as seguintes propriedades para a adição de matrizes:

I. Comutativa: A+B = B + A

II. Associativa: (A+B) + C = A+ (B + C)

III. Existência do elemento neutro: Existe M tal que A + M = A, qualquer que
seja a matriz Am×n. Observe que, nesse caso, M é a matriz nula do tipo m× n.
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IV. Existência do oposto (ou simétrico aditivo.): Dada a matriz A, existe a ma-
triz oposta -A tal que A+ (−A) = 0m×n.

Demonstração. Para I, sejam dadas as matrizes A = (aij)m×n e B = (bij)m×n, temos:

A+B = C = (cij)m×n e B + A = D = (dij)m×n

Mostraremos que

C = D

Para todo i ∈ {1, 2, ... ,m} e para todo j ∈ {1, 2, ... ,m}, assim

cij = aij + bij

Usando a propriedade comutativa dos reais

cij = bij + aij = dij

e logo,

C = D,

ou seja,

A+B = B + A.

O que mostra a comutatividade.

Para II, dadas as matrizes A = (aij)m×n , B = (bij)m×n e C = (cij)m×n, temos:

(A+B) + C = D = (dij)m×n e A+ (B + C) = E = (eij)m×n .

Mostraremos que

D = E,
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Para todo i ∈ {1, 2, ... ,m} e para todo j ∈ {1, 2, ... , n}, temos:

dij = (aij + bij) + cij.

Usando a propriedade associativa da adição de números reais, podemos escrever:

dij = aij + (bij + cij) = eij

e dáı,

D = E,

ou seja

(A+B) + C = A+ (B + C).

O que mostra a associatividade.

Para III, dadas as matrizes A = (aij)m×n e M = (aij)m×n, suponha que

A+M = A.

então,

aij +mij = aij ⇔ mij = aij − aij
⇔ mij = 0.

para todo i ∈ {1, 2, ... ,m} e para todo j ∈ {1, 2, ... , n}.

Assim,

M = 0m×n,

ou seja, o elemento neutro da adição é M a matriz nula.

Agora mostraremos a existência de um elemento simétrico. Para isto, sejam as ma-
trizes A = (aij)m×n, A′ =

(
a′ij
)
m×n e 0m×n a matriz nula de ordem m× n. Suponha que

A+ A′ = 0m×n
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e dáı,

aij + a′ij = 0 ⇔ aij = 0− a′ij
⇔ a′ij = −aij

para todo i ∈ {1, 2, ... ,m} e para todo j ∈ {1, 2, ... , n}.

Assim,

A′ = −A.

Como consequência da existência do elemento simétrico aditivo, obtemos as seguintes
definições.

3.3.2 Matriz oposta

Definição 3.3.1. Seja a matriz A = (aij)m×n. Chama-se oposta de A a matriz represen-
tada por −A, tal que

A+ (−A) = 0m×n

onde 0m×n a matriz nula do tipo m× n.

Note que, se B é oposta de A, então

A+B = 0

e dáı, para todo i ∈ {1, 2, ... ,m} e j ∈ {1, 2, ... , n}, temos

aij + bij = 0
⇐⇒ aij = −bij
⇐⇒ bij = −aij

Observe que a matriz −A é obtida de A trocando-se o sinal de cada um de seus
elementos:

Exemplo 3.3.4. Sejam as matrizes

A =

(
13 −9
−5 7

)
e B =

(
−1

7

√
5

−8 9

)
.

Temos que
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−A =

(
−13 9

5 −7

)
e −B =

(
1
7
−
√

5
8 −9

)
.

3.3.3 Subtração de Matrizes.

Definição 3.3.2. Dadas duas matrizes de mesma ordem A = (aij)m×n e B = (bij)m×n,
chama-se diferença entre A e B (representa-se por A − B) a matriz soma de A com a
oposta de B, isto é:

A−B = A+ (−B)

Exemplo 3.3.5. Sejam A =

 2 5
−1 6
4 −2

 e B =

 −2 3
2 5
3 −1

 , temos que:

A−B =

 2 5
−1 6
4 −2

−
 −2 3

2 5
3 −1

 =

 2 5
−1 6
4 −2

+

 2 −3
−2 −5
−3 1

 =

 4 2
−3 1
1 −1


Outra operação envolvendo matrizes é o produto de um número real por uma matriz,

que definiremos a seguir

3.3.4 Produto de um real por uma matriz.

Definição 3.3.3. Seja a matriz (aij)m×n e k um número real, o produto de k pela matriz
A (indica-se k · A) é a matriz B = k · aij, para todo i ∈ {1, 2, ... ,m} e para todo
j ∈ {1, 2, ... , n}.

Isto significa que B é obtida de A multiplicando-se por k cada um dos elementos de
A.

Exemplo 3.3.6. Seja a matriz A dada por

A =
(

9 4 −1
)

Temos que

3 · A =
(

3 · 9 3 · 4 3 · (−1)
)

=
(

27 12 −3
)

Em relação ao produto de um número real por uma matriz, temos as seguintes pro-
priedades.
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Proposição 3.3.2. Sejam k e l números reais e A e B matrizes de mesma ordem, valem
as seguintes propriedades:

i. k · (l · A) = (k · l) · A

ii. k · (A+B) = k · A+ k ·B

iii. (k + l) · A = k · A+ l · A

iv. 1 · A = A.

Demonstração. Para o item [i.], sejam k e l ∈ R e A = (aij)m×n uma matriz de ordem
m x n, temos

k · (l · A) = k · (l · aij)m×n

= (k · l · aij)m×n

= (k · l) (aij)m×n

= (k · l) · A

No item [ii.], sejam k ∈ R e A = (aij)m×n e e B = (bij)m×n duas matrizes de
ordem m x n, temos

k · (A+B) = k ·
(
(aij)m×n + (bij)m×n

)
= k · (aij + bij)m×n

= (k · (aij + bij))m×n

= (k · aij + k · bij)m×n

= (k · aij)m×n + (k · bij)m×n

= k · (aij)m×n + k · (bij)m×n

= k · A+ k ·B

.

Mostraremos agora os itens [iii.]− [iv.]. Sejam k e l ∈ R e A = (aij)m×n uma matriz
de ordem m× n, temos
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(k + l) · A = (k + l) · (aij)m x n

= ((k + l) · aij)m×n

= (k · (aij) + l · (aij))m x n

= k · (aij)m x n + l · (aij)m x n

= k · A+ l · A

.

O que prova o item [iii.]. Seja A = (aij)m×n uma matriz de ordem m × n, te-
mos

1 · A = 1 · (aij)m×n

= (1 · aij)m×n

= (aij)m×n

= A

.

3.3.5 Produto de matrizes

Definição 3.3.4. Dadas as matrizes A = (aij)m×n e B = (bjk)n×p, chama-se produto de
A por B, e se indica A ·B, a matriz C = (cik)m×p, em que

cik = ai1 · b1k + ai2 · b2k + ai3 · b3k + ai4 · b4k + ... + ain · bnk

para todo i ∈ {1, 2, ... ,m} e todo k ∈ {1, 2, ... , p}.

Note que:

• A definição garante a existência do produto A · B se o número de colunas de A é
igual ao número de linhas de B.

• A matriz produto C = A ·B é uma matriz cujo números de linhas é igual ao número
de linhas de A e o número de colunas é igual ao número de colunas de B, ou seja,

A(m×n) ·B(n×p) = C(m×p)
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Exemplo 3.3.7.(
2 3
−1 0

)
·
(

1 −2
0 5

)
=

(
2 · 1 + 3 · 0 2 · (−2) + 3 · 5

(−1) · 1 + 0 · 0 (−1) · (−2) + 0 · 5

)

=

(
6 12
7 4

)

Vejamos as propriedades do produto de matrizes, assim com as demonstrações dessa
propriedades.

Proposição 3.3.3. Se A é quadrada de ordem n, temos: A · In = In · A = A.

Demonstração. Seja A = (aij)n×n uma matriz quadrada de ordem n e In a matriz identi-
dade de ordem n, temos:

A · In =

 a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann

 ·


1 0 · · · 0
0 1 0
...

. . .
...

0 0 · · · 1



=

 a11 · 1 + a12 · 0 + · · ·+ a1n · 0 · · · a11 · 0 + a12 · 0 + · · ·+ a1n · 1
...

. . .
...

an1 · 1 + an2 · 0 + · · ·+ ann · 0 · · · an1 · 0 + an2 · 0 + · · ·+ ann · 1



=

 1 · a11 + 0 · a12 + · · ·+ 0 · a1n · · · 0 · a11 + 0 · a12 + · · ·+ 1 · a1n
...

. . .
...

1 · an1 + 0 · an2 + · · ·+ 0 · ann · · · 0 · an1 + 0 · an2 + · · ·+ 1 · ann



=


1 0 · · · 0
0 1 0
...

. . .
...

0 0 · · · 1

 ·
 a11 · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann


= In · A

Proposição 3.3.4. Se A = (aij)n x m, com m 6= n, temos:

In · A = A e A · Im = A
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Demonstração.

In · A =


1 0 · · · 0
0 1 0
...

. . .
...

0 0 · · · 1


n

·


a11 a12 · · · a1m
a21 a22 · · · a2m
...

...
...

an1 an2 · · · anm


nxm

=


1 · a11 + 0 · a21 + · · ·+ 0 · an1 · · · 1 · a1m + 0 · a2m + · · ·+ 0 · anm
0 · a11 + 1 · a21 + · · ·+ 0 · an1 · · · 0 · a1m + 1 · a2m + · · ·+ 0 · anm

...
...

0 · a11 + 0 · a21 + · · ·+ 1 · an1 · · · 0 · a1m + 0 · a2m + · · ·+ 1 · anm


n×m

=


a11 a12 · · · a1m
a21 a22 · · · a2m
...

...
...

an1 an2 · · · anm


n×m

= A

De maneira análoga, podemos demonstrar o caso A · Im = A.

Definição 3.3.5. Seja A uma matriz quadrada de ordem n, a matriz A é dita inverśıvel
(ou invert́ıvel) se existe uma matriz B (quadrada de ordem n), tal que:

A ·B = B · A = In

Onde In representa a matriz identidade de ordem n.

Neste caso, B é dita inversa de A e é indicada por A−1.

Exemplo 3.3.8. A inversa de A =

(
2 1
5 3

)
é A−1 =

(
3 −1
−5 2

)
pois:

A · A−1 =

(
2 1
5 3

)
·
(

3 −1
−5 2

)
=

(
1 0
0 1

)
= I2

e

A−1 · A =

(
3 −1
−5 2

)
·
(

2 1
5 3

)
=

(
1 0
0 1

)
= I2

Para verificar se uma matriz quadrada é inverśıvel e, em caso afirmativo, determinar
sua inversa, utilizamos um processo baseado na definição de matriz inversa e na resolução
de sistemas. Vejamos um exemplo no caso da matriz 2× 2.
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Exemplo 3.3.9. Determine, caso exista, a inversa de A =

(
3 2
5 4

)
.

Solução:

Devemos verificar se existe

A−1 =

(
a b
c d

)
tal que

A · A−1 = I2

Temos: (
3 2
5 4

)
·
(
a b
c d

)
=

(
1 0
0 1

)

⇐⇒
(

3a+ 2c 3b+ 2d
5a+ 4c 5b+ 4d

)
=

(
1 0
0 1

) .

Da definição de igualdade de matrizes seguem os sistemas:{
3a+ 2c = 1
5a+ 4c = 0

cuja solução é

a = 2 e c = −5

2

e {
3b+ 2d = 0
5b+ 4d = 1

cuja solução é

b = −1 e d =
3

2
.

Assim,

A−1 =

(
2 −1

−5

2

3

2

)
.

Um caso de matriz não invert́ıvel, é dado pelo seguinte a seguir.
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Exemplo 3.3.10. Determine, caso exista, a inversa de X =

(
4 2
2 1

)
.

Solução:

Devemos verificar se existe

X−1 =

(
a b
c d

)
tal que

X ·X−1 = I2.

Temos: (
4 2
2 1

)
·
(
a b
c d

)
=

(
1 0
0 1

)

⇐⇒
(

4a+ 2c 4b+ 2d
2a+ c 2b+ d

)
=

(
1 0
0 1

) .

Assim, {
4a+ 2c = 1
2a+ c = 0

(1) e

{
3b+ 2d = 0
5b+ 4d = 1

(2)

Resolvendo o sistema (1):{
4a+ 2c = 1
2a+ c = 0 (×2)

⇒
{

4a+ 2c = 1
4a+ 2c = 0

É fácil ver que o sistema acima não admite soluções, pois não existem a e c reais tais
que 0 · a + 0 · c = 1. Desse modo, já podemos concluir que não existe a inversa de X.

O processo apresentado nesses exemplos pode ser aplicado a matrizes quadradas de
ordem n, n ≥ 2. No entanto, para n ≥ 3 o processo, em geral, é trabalhoso.

Definição 3.3.6. Dada uma matriz A = (aij)m×n, chama-se transposta de A (indica-se

por At) a matriz:

At =
(
a

′

ij

)
n×m

tal que a
′
ij = aij para todo i e todo j.

Em outras palavras, a matriz At é obtida a partir de A trocando-se, ordenadamente,
suas linhas pelas colunas.
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Exemplo 3.3.11. A transposta da matriz A =

[
1 3
5 9

]
é At =

[
1 5
3 9

]

Exemplo 3.3.12. A transposta da matriz B =

[
1 2 3
4 5 6

]
é Bt =

 1 4
2 5
3 6

 .
Proposição 3.3.5. As matrizes transpostas gozam das seguintes propriedades:

I - Dada uma matriz A de ordem n×m, então (At)
t

= A.

II - Dadas duas matrizes A e B, ambas de ordem n×m, então (A+B)t = At +Bt.

III - Dado k ∈ R e uma matriz A de ordem n×m, então (k · A)t = k · At

IV - Dadas as matrizes A de ordem n×m e B de ordem m× r, então (AB)t = BtAt.

Demonstração. Para o item [I], temos que

A =


a11 a12 · · · a1m
a21 a22 · · · a2m
...

...
...

an1 an2 · · · anm


n×m

⇐⇒ At =


a11 a21 · · · an1
a12 a22 · · · an2
...

...
...

a1m a2m · · · anm


m×n

⇐⇒ (At)
t

=


a11 a12 · · · a1m
a21 a22 · · · a2m
...

...
...

an1 an2 · · · anm


n×m

= A

.

Para o item [II], temos que
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Xn×m + Yn×m =


a11 + b11 a12 + b12 · · · a1m + b1m
a21 + b21 a22 + b22 · · · a2m + b2m

...
...

...
an1 + bn1 an2 + bn2 · · · anm + bnm


n×m

⇐⇒ (X + Y )t =


a11 + b11 a21 + b21 · · · an1 + bn1
a12 + b12 a22 + b22 · · · an2 + bn2

...
...

...
a1m + b1m a2m + b2m · · · anm + bnm


m×n

=


a11 a21 · · · an1
a12 a22 · · · an2
...

...
...

a1m a2m · · · anm


m×n

+


b11 b21 · · · bn1
b12 b22 · · · bn2
...

...
...

b1m b2m · · · bnm


m×n

= X t + Y t

Quanto ao item [III], temos que

k · A =


k · a11 k · a12 · · · k · a1m
k · a21 k · a22 · · · k · a2m

...
...

...
k · an1 k · an2 · · · k · anm



=⇒ d (k · A)t =


k · a11 k · a21 · · · k · an1
k · a12 k · a22 · · · k · an2

...
...

...
k · a1m k · a2m · · · k · anm


=⇒ k ·X t

Assim,
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AB =


a11 a12 · · · a1m
a21 a22 · · · a2m
...

...
...

an1 an2 · · · anm




b11 b12 · · · b1r
b21 b22 · · · b2r
...

...
...

bm1 bm2 · · · bmr



=


a11b11 + a12b21 + · · ·+ a1mbm1 · · · a11b1r + a12b2r + · · ·+ a1mbmr

a21b11 + a22b21 + · · ·+ a2mbm1 · · · a21b1r + a22b2r + · · ·+ a2mbmr
...

...
an1b11 + an2b21 + · · ·+ anmbm1 · · · an1b1r + an2b2r + · · ·+ anmbmr


.

Então

(AB)t =


a11b11 + a12b21 + · · ·+ a1mbm1 · · · an1b11 + an2b21 + · · ·+ anmbm1

a11b12 + a12b22 + · · ·+ a1mbm2 · · · an1b12 + an2b22 + · · ·+ anmbm2
...

...
a11b1r + a12b2r + · · ·+ a1mbmr · · · an1b1r + an2b2r + · · ·+ anmbmr



=


b11a11 + b21a12 + · · ·+ bm1a1m · · · b11an1 + b21an2 + · · ·+ bm1anm
b12a11 + b22a12 + · · ·+ bm2a1m · · · b12an1 + b22an2 + · · ·+ bm2anm

...
...

b1ra11 + b2ra12 + · · ·+ bmra1m · · · b1ran1 + b2ran2 + · · ·+ bmranm



= BtAt

.

Definição 3.3.7. Uma matriz quadrada A de ordem n é dita simétrica se

A = At

Exemplo 3.3.13. Dada a matrizB =

 1 −1 4
−1 5 2

4 2 7

, temos queBt =

 1 −1 4
−1 5 2

4 2 7

,

então B é uma matriz simétrica.

Proposição 3.3.6. A matriz identidade, de qualquer ordem, é simétrica.
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Demonstração. Seja In a matriz identidade de ordem n, assim:

In =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

 ⇐⇒ I tn =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1



Proposição 3.3.7. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Então:

I - Se A é simétrica, então para qualquer escalar k, a matriz k ·A também é simétrica.

II - A matriz nula, de qualquer ordem, é simétrica.

III - A matriz identidade, de qualquer ordem, é simétrica.

Demonstração. Provaremos apenas o item [I]. Seja k ∈ R e

An×n =

 a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann


uma matriz quadrada de ordem n tal que

A = At.

Por igualdade de matrizes, temos que

aij = aji, ∀ i, j = {1, 2, . . . , n}

Assim

k · A =

 k · a11 · · · k · a1n
...

. . .
...

k · an1 · · · k · ann

 =

 k · a11 · · · k · an1
...

. . .
...

k · a1n · · · k · ann

 = k · At

Portanto k · A é uma matriz simétrica.

Definição 3.3.8. Uma matriz quadrada A de ordem n é dita antissimétrica se

A = −At.

Equivalentemente, os termos aij, satisfazem

aij = −aji.
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Disso decorre que os termos da diagonal principal obrigatoriamente devem ser nulos.

Exemplo 3.3.14. Seja a matrizB =

 0 7 −1
−7 0 4

1 −4 0

, temos queBt =

 0 −7 1
7 0 −4
−1 4 0

.

Assim, B = −Bt o que implica que B é antissimétrica.

Definição 3.3.9. Uma matriz quadrada A de ordem n é dita ortogonal se A é inverśıvel e

A−1 = At.

Em outras palavras, A é ortogonal se

A · At = At · A = I.

Proposição 3.3.8. A inversa de uma matriz ortogonal também é ortogonal.

Demonstração. Se A é ortogonal, então A−1 = At, assim

A−1 ·
(
A−1

)t
= At ·

(
At
)t

= At · A = I

e (
A−1

)t · A−1 =
(
At
)t · At = A · At = I.

Donde,

A−1 ·
(
A−1

)t
=
(
A−1

)t · A−1 = I

Proposição 3.3.9. O produto de duas matrizes ortogonais é uma matriz ortogonal.

Demonstração. Seja A e B duas matrizes ortogonais de ordem n. Como A e B são
invert́ıveis, então já vimos que AB também é invert́ıvel e que (AB)−1 = B−1A−1. Dáı

AB (AB)−1 = AB
(
B−1A−1

)
= A

(
BB−1

)
A−1 = AIA−1 = AA−1 = I.

e

(AB)−1AB =
(
B−1A−1

)
AB = B−1

(
A−1A

)
B = B−1IB = B−1B = I.
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Exemplo 3.3.15. A matriz

A =


1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2


é ortogonal, pois

At =


1√
2
− 1√

2

1√
2

1√
2


Além disso

A · At =


1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2

 ·


1√
2
− 1√

2

1√
2

1√
2



=

(
1 0
0 1

)
e

At · A =


1√
2
− 1√

2

1√
2

1√
2

 ·


1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2



=

(
1 0
0 1

)
.

Portanto,

A · At = At · A = I.

Exemplo 3.3.16. A matriz (
−1 0

0 −1

)
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é ortogonal, pois A é simétrica e

A · At =

(
−1 0

0 −1

)(
−1 0

0 −1

)

=

 1 0

0 1


= I

.

Portanto,

A · At = At · A = I

Exemplo 3.3.17. A matriz (
0 1
1 0

)
é ortogonal, pois A é simétrica e

A · At =

(
0 1
1 0

)(
0 1
1 0

)

=

 1 0

0 1


= I

.

Portanto,

A · At = At · A = I.

Denotaremos o conjunto das matrizes de ordem m × n, com elementos reais em um
conjunto da seguinte maneira.

Mm×n = {A = (aij)m×n : aij ∈ R}.

Assim, o conjunto das matrizes ortogonais é um subconjunto de Mn×n dado por:

O2 =
{
A ∈M (n, n) ;A · At = I

}
.



Caṕıtulo 4

A Circunferência Como Produto de
Matrizes

Seja um plano π com um sistema de eixos ortogonais OXY , podemos representar o
plano π da seguinte maneira:

π = {(x, y) : x, y ∈ R}.

Assim, para cada ponto P = (x, y) ∈ π será representado por uma matriz coluna, isto
é

P =

[
x
y

]
.

Como a circunferência S1
r é um subconjunto do plano π, então naturalmente repre-

sentaremos cada ponto P da circunferência S1
r por uma matriz coluna, ou seja,

P =

[
x
y

]
,

tal que x2 + y2 = r2.

Inicialmente apresentaremos algumas definições que serão utilizadas no decorrer deste
trabalho. A primeira delas é a definição de igualdade entre conjuntos.

Definição 1. Dizemos que dois conjuntos A e B são iguais e denotamos por A = B,
quando simultaneamente tivermos A ⊂ B e B ⊂ A.

Outra definição que utilizaremos, é a de produto de dois conjuntos.

Definição 2. Sejam A e B dois conjuntos, definimos o produto de A por B e denotamos
por AB, como sendo o conjunto formado pelo produto dos elementos do conjunto A com
os elementos do conjunto B. Ou seja,

AB = {ab : a ∈ A e b ∈ B}.

A partir de agora nos concentraremos em mostrar que toda circunferência de centro
na origem e raio r > 0 é o produto do conjunto das matrizes ortogonais com o ponto

43
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P0 =

[
r
0

]
, isto é,

S1
r = O(2)P0.

Em particular, a circunferência de centro na origem e raio 1 é dada por

S1 = O(2)

[
1
0

]
.

No resultado a seguir mostraremos que o produto do conjunto O(2) com um ponto
espećıfico da circunferência de centro na origem e raio r > 0 é um subconjunto desta
circunferência.

Proposição 4.0.1. Sejam os conjuntos

O(2) =
{
A : A · At = I2

}
e

S1
r =

{[
x
y

]
∈ R2 : x2 + y2 = r2

}
.

Se P0 ∈ S1
r, então O(2)P0 ⊂ S1

r.

Demonstração. De fato, dada uma matriz

A =

[
a b
c d

]
∈ O(2)

e um ponto

P0 =

[
x0
y0

]
∈ S1

r.

Temos que

A · P0 =

[
a b
c d

] [
x0
y0

]
=

[
ax0 + by0
cx0 + dy0

]
,

dáı

(ax0 + by0)
2 + (cx0 + dy0)

2 = a2x20 + c2x20 + b2y20 + d2y20 + 2x0y0ab + 2x0y0cd
= x20 (a2 + c2) + y20 (b2 + d2) + 2x0y0 (ab + cd) (1)

Por hipótese, temos que

At · A = I2,
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isto é, [
a c
b d

] [
a b
c d

]
=

[
1 0
0 1

]

⇐⇒
[
a2 + c2 ab + cd
ab + cd b2 + d2

]
=

[
1 0
0 1

]

⇐⇒


a2 + c2 = 1
b2 + d2 = 1 (2)
ab + cd = 0

.

Substituindo (2) em (1), obtemos

x20 · 1 + y20 · 1 + 2x0y0 · 0 =

= x20 + y20.

Temos ainda por hipótese que

P0 ∈ S1
r ⇐⇒ x20 + y20 = r2.

Portanto,

(ax0 + by0)
2 + (cx0 + dy0)

2 = r2.

Assim, segue que
A · P0 ⊂ S1

r

O resultado a seguir, mostra que qualquer circunferência de centro na origem e raio
r > 0 é um subconjunto do produto de O(2) com um ponto da circunferência.

Proposição 4.0.2. Sejam os conjuntos

O(2) =
{
A : A · At = I2

}
e

S1
r =

{[
x
y

]
∈ R2 : x2 + y2 = r2

}
.

Se

P0 =

[
r
0

]
,

então S1
r ⊂ O(2)P0 para todo r > 0.
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Demonstração. Dado um ponto P ∈ S1
r, mostraremos que existe uma matriz A ∈ O(2) tal

que

A · P0 = P.

Dividiremos a prova em dois casos:

Caso I. Suponhamos que o ponto P seja dado por

P =

[
r
0

]
,

para uma matriz A =

[
a b
c d

]
, temos

[
a c
b d

] [
r
0

]
=

[
r
0

]

⇐⇒
[
ar
br

]
=

[
r
0

]

⇐⇒
{
ar = r
br = 0

⇐⇒
{
a = 1
b = 0

.

A última passagem se justifica pelo fato que r 6= 0. Dessa forma, fazendo

A = I

todas as condições serão satisfeitas, pois, de fato A ∈ O(2), P0 e P ∈ S1
r e[

1 0
0 1

] [
r
0

]
=

[
r
0

]
.

Caso II. Suponhamos que

P =

[
x
y

]
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e seja A =

[
a c
b d

]
, temos que

[
a c
b d

] [
r
0

]
=

[
x
y

]

⇐⇒
[
ar
br

]
=

[
x
y

]

⇐⇒


a =

x

r

b =
y

r

Como A ∈ O(2), então

A · At = I2 ⇐⇒


x

r
c

y

r
d



x

r

y

r

c d

 =

[
1 0
0 1

]

⇐⇒


x2

r2
+ c2

xy

r2
+ cd

xy

r2
+ cd

y2

r2
+ d2

 =

[
1 0
0 1

] .

Segue, por igualdade de matrizes, que

x2

r2
+ c2 = 1 ⇐⇒ c2 = 1− x2

r2
⇐⇒ c =

√
1− x2

r2

⇐⇒ c =

√
r2 − x2

r2
⇐⇒ c = ±

√
y2

r2
⇐⇒ c = ±y

r

.

Substituindo o caso,

c =
y

r

em

xy

r2
= −cd.

Obtemos que

xy

r2
= −y

r
d ⇐⇒ d = −x

r
. ,
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Desta forma,

A =


x

r

y

r

y

r
−x
r


e dáı,

A · At =


x

r

y

r

y

r
−x
r



x

r

y

r

y

r
−x
r


=

[
1 0
0 1

] .

Como A é simétrica, então

A · At = At · A = I

dáı, todas as condições são satisfeitas, pois A ∈ O(2), P0 e P ∈ S1
r e


x

r

y

r

y

r
−x
r


 r

0

 =

 x

y

 .
O caso,

c = −y
r

em

xy

r2
= −cd.

Obtemos que

xy

r2
= −

(
−y
r
d
)
⇐⇒ d =

x

r
. ,

Desta forma,
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A =


x

r
−y
r

y

r

x

r


e dáı,

A · At =


x

r
−y
r

y

r

x

r




x

r

y

r

−y
r

x

r


=

[
1 0
0 1

] .

Como A é simétrica, então

A · At = At · A = I

dáı, todas as condições são satisfeitas, pois A ∈ O(2), P0 e P ∈ S1
r e


x

r
−y
r

y

r

x

r


 r

0

 =

 x

y

 .

Note que no caso em que

P0 =

[
−r

0

]
, P0 =

[
0
r

]
e P0 =

[
0
−r

]
,

para todo r > 0 a construção é análoga a obtida na Proposição 4.0.2.

No resultado a seguir, mostraremos que o produto do conjunto O(2) com um ponto
qualquer da circunferência de centro na origem e raio r > 0 é um subconjunto desta
circunferência.

Proposição 4.0.3. Sejam os conjuntos

O(2) =
{
A : A · At = I2

}
e

S1
r =

{[
x
y

]
∈ R2 : x2 + y2 = r2

}
.
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Se P0 ∈ S1
r é um ponto qualquer então O(2)P0 ⊂ S1

r para todo r > 0.

Demonstração. Se o ponto P0 é da forma

P0 =

[
r
0

]
,

então pela Proposição 4.0.2, obtemos o desejado.

Suponhamos que P0 ∈ S1
r seja diferente dos casos estudados anteriormente, isto é,

P0 =

[
x0
y0

]
,

com x0 6= 0 e y0 6= 0. Dada uma matriz

A =

[
a b
c d

]
∈ O(2)

e P ∈ S1
r, temos que

At · P0 = P ⇐⇒
[
a c
b d

] [
x0
y0

]
=

[
x
y

]

⇐⇒
[
ax0 + cy0
bx0 + dy0

]
=

[
x
y

]

⇐⇒
{
ax0 + cy0 = x
bx0 + dy0 = y

⇐⇒


a =

x− cy0
x0

(1)

b =
y − dy0
x0

(2)

Por hipótese, temos que

At · A = I.

Então 
x− cy0
x0

c

y − dy0
x0

d



x− cy0
x0

y − dy0
x0

c d

 =

[
1 0
0 1

]
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⇐⇒


(x− cy0)2

x20
+ c2

(3) (
x− cy0
x0

)(
y − dy0
x0

)
+ cd

(4)

(
y − dy0
x0

)(
x− cy0
x0

)
+ cd

(5)
(y − dy0)2

x20
+ d2

(6)

 =

[
1 0
0 1

]
.

De (3), temos que

(x− cy0)2

x20
+ c2 = 1

⇐⇒ (x− cy0)2 = x20 (1− c2)

⇐⇒ x2 − 2xcy0 + c2y20 = x20 − x20c2

⇐⇒ x2 − 2xcy0 + c2y20 − x20 + x20c
2 = 0

⇐⇒ c2 (y20 + x20)− c (2xy0) + x2 − x20 = 0

⇐⇒ c2r2 − c (2xy0) + x2 − x20 = 0

.

Resolvendo a equação de 2a grau em c, obtemos que

c =
2xy0 ±

√
4x2y20 − 4r2 (x2 − x20)

2r2

⇐⇒ c =
2xy0 ± 2

√
x2y20 − r2 (x2 − x20)

2r2

⇐⇒ c =
xy0 ±

√
−x2x20 + r2x20
r2

⇐⇒ c =
xy0 ±

√
x20 (r2 − x2)
r2

⇐⇒ c =
xy0 ±

√
x20y

2

r2

⇐⇒ c =
xy0 ± x0y

r2

(7)

.

Considere o caso c =
xy0 + x0y

r2
. Por (1), temos
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a =

x−
(
xy0 + x0y

r2

)
y0

x0

⇐⇒ a =

x−
(
xy20 + x0yy0

r2

)
x0

⇐⇒ a =
xr2 − xy20 − x0y0y

x0r2

⇐⇒ a =
x (r2 − y20)− x0yy0

x0r2

⇐⇒ a =
xx20 − x0yy0

x0r2

⇐⇒ a =
xx0 − yy0

r2
.

.

Agora em (4), temos que

(
x− cy0
x0

)(
y − dy0
x0

)
+ cd = 0

⇐⇒ (xy − dxy0 − cyy0 + cdy20) = −cdx20

⇐⇒ xy − dxy0 − cyy0 + cd (x20 + y20) = 0

⇐⇒ xy − dxy0 − cyy0 + cdr2 = 0

⇐⇒ d (cr2 − xy0) = cyy0 − xy

⇐⇒ d =
cyy0 − xy
cr2 − xy0

.
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Por (7)

d =

(
xy0 + x0y

r2

)
yy0 − xy(

xy0 + x0y

r2

)
r2 − xy0

⇐⇒ d =

xy20y + x0y
2y0

r2
− xy

x0y

⇐⇒ d =
xy20y + x0y

2y0 − xyr2

x0yr2

⇐⇒ d =
−xy (r2 − y20) + x0y

2y0
x0yr2

⇐⇒ d =
−xyx20 + x0y

2y0
x0yr2

⇐⇒ d =
x0y (−xx0 + yy0)

x0yr2

⇐⇒ d =
−xx0 + yy0

r2

(V I)

Substituindo em (2), temos

b =

y −
(
−xx0 + yy0

r2

)
y0

x0

⇐⇒ b =
yr2 + xx0y0 − yy20

x0r2

⇐⇒ b =
y (r2 − y20) + xx0y0

x0r2

⇐⇒ b =
x20y + xx0y0

x0r2

⇐⇒ b =
x0y + xy0

r2

.

Assim
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A =


xx0 − yy0

r2
yx0 + xy0

r2

xy0 + x0y

r2
−xx0 + yy0

r2

 .

Note que

At · A =

[
c11 c12
c21 c22

]
,

donde

c11 =
(xx0 − yy0)2

r4
+

(xy0 + x0y)2

r4

=
x2x20 − 2xx0yy0 + y2y20 + x2y20 + 2xx0yy0 + x20y

2

r4

=
x2 (x20 + y20) + y2 (x20 + y20)

r4

=
(x20 + y20) (x2 + y2)

r4

=
r2 · r2

r4

= 1

c12 =
(xx0 − yy0)

r2
(x0y + xy0)

r2
+

(−xx0 + yy0)

r2
(xy0 + x0y)

r2

=
(xx0 − yy0) (x0y + xy0)− (xx0 − yy0) (xy0 + x0y)

r4

= 0

c21 =
(x0y + xy0)

r2
(xx0 − yy0)

r2
+

(−xx0 + yy0)

r2
(xy0 + x0y)

r2

=
(x0y + xy0) (xx0 − yy0)− (xy0 + x0y) (xx0 − yy0)

r4

= 0
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c22 =
(x0y + xy0)

2

r4
+

(−xx0 + yy0)
2

r4

=
x20y

2 + 2xx0yy0 + x2y20 + x2x20 − 2xx0yy0 + y2y20
r4

=
x20 (y2 + x2) + y20 (x2 + y2)

r4

=
(x2 + y2) (x20 + y20)

r4

=
r2 · r2

r2
=

= 1

.

Note ainda, que a matriz A é simétrica, logo

At · A = A · At =

[
1 0
0 1

]
.

Por fim, temos que

At · P0 =


xx0 − yy0

r2
xy0 + x0y

r2

x0y + xy0
r2

−xx0 + yy0
r2

[ x0y0
]

=


(xx0 − yy0)x0

r2
+

(xy0 + x0y) y0
r2

(x0y + xy0)x0
r2

+
(−xx0 + yy0) y0

r2



=


xx20 − x0yy0 + xy20 + x0yy0

r2

x20y + xx0y0 − xx0y0 + yy20
r2
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=


x (x20 + y20)

r2

y (x20 + y20)

r2



=


xr2

r2

yr2

r2



=

 x

y


= P

.

Assim, todas as condições são satisfeitas, pois A ∈ O(2), P0 e P ∈ S1
r e


xx0 − yy0

r2
yx0 + xy0

r2

xy0 + x0y

r2
−xx0 + yy0

r2

 ·
 x0

y0

 =

 x

y

 .

Portanto,

At · P0 ⊂ S1
r.

Para o caso c =
xy0 − x0y

r2
, procedendo de maneira análoga, obtemos a matriz

A =


xx0 + yy0

r2
yx0 − xy0

r2

xy0 − x0y
r2

xx0 + yy0
r2

 .

Note que, a matriz A é simétrica, e que

At · P0 =

 xx0 + yy0
r2

xy0 − x0y
r2

yx0 − xy0
r2

xx0 + yy0
r2

[ x0
y0

]
=

[
x
y

]
= P
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Assim, todas as condições são satisfeitas, pois A ∈ O(2), P0 e P ∈ S1
r .

Finalmente, mostraremos que o produto do conjunto O(2) com um ponto qualquer da
circunferência de centro na origem e raio r > 0 é a própria circunferência.

Teorema 1. Sejam os conjuntos

O(2) =
{
A : A · At = I2

}
e

S1
r =

{[
x
y

]
∈ R2 : x2 + y2 = r2

}
.

Se P0 ∈ S1
r é um ponto qualquer, então S1

r = O(2)P0 para todo r > 0

Demonstração. Pela Proposição 4.0.1 temos que

S1
r ⊂ O(2) · P0

Pelas Proposições 4.0.2 e 4.0.3, temos que

O(2) · P0 ⊂ S1
r.

Logo, pela definição 1, segue que

S1
r = O(2)P0.

para todo r > 0.

Assim, podemos concluir o seguinte: Dado P0 ∈ S1
r, r > 0 e P0 =

[
x0
y0

]
, temos:

S1
r =


 xx0 − yy0

r2
yx0 + xy0

r2
xy0 + x0y

r2
−xx0 + yy0

r2

[ x0
y0

]
:

 xx0 − yy0
r2

yx0 + xy0
r2

xy0 + x0y

r2
−xx0 + yy0

r2

 xx0 − yy0
r2

yx0 + xy0
r2

xy0 + x0y

r2
−xx0 + yy0

r2


=

[
1 0
0 1

]}
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Em particular

S1
r =



x

r

y

r

y

r

−x
r

[ r0
]

:


x

r

y

r

y

r

−x
r



x

r

y

r

y

r

−x
r

 =

[
1 0
0 1

]
Equivalentemente

S1
r =

{[
x y
y −x

] [
r
0

]
:

[
x y
y −x

] [
x y
y −x

]
=

[
1 0
0 1

]}



Caṕıtulo 5

Aplicações

Nesse caṕıtulo faremos aplicações da construção obtida.

5.0.1 Ponto interno e externo

Definiremos ponto interno e externo à circunferência de centro na origem como pro-
duto de matrizes, mostrando que estas definições coincidem com as definições clássicas.

Dado um ponto P = (a, b) ∈ R2, isto é, um ponto P no plano π, pela Proposição
1.1.1 temos que

d (O,P ) =
√
a2 + b2 = r ≥ 0

Isto é,
P ∈ S1

r.

Assim, pelo Teorema 1, existe A =

[
a b
c d

]
∈ O(2) e P0 =

[
x0
y0

]
∈ S1

r tal que

P =

[
a b
c d

] [
x0
y0

]
.

De maneira conveniente, façamos A =

[
x y
y −x

]
e P0 =

[
r
0

]
, assim

P =

[
x y
y −x

] [
r
0

]
Fixamos r > 0, seja a circunferência

S1
r =

{[
x y
y −x

] [
r
0

]
:

[
x y
y −x

] [
x y
y −x

]
=

[
1 0
0 1

]}
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Dados os pontos arbitrários, P0, P1 ∈ π, temos que

P0 =

[
x y
y −x

] [
r0
0

]
e P1 =

[
x y
y −x

] [
r1
0

]

Dizemos que P0 é interior a S1
r se r0 < r. Por sua vez, dizemos que P1 é exte-

rior a S1
r se r < r1

Figura 5.1: Ponto Interno e Externo

Exemplo 5.0.1. Em relação a circunferência de centro na origem que passa por P = 8

15

, classifique os pontosA =


5

13

12

13

15

13
− 5

13


 13

0

 , B =


−4
√

15

17

7

17

7

17

4
√

15

17


 17

0



e C =


7

25

24

25

24

25
− 7

25


 25

0

 como interno, externo ou pertencente a circunferência.

Solução:

Dado o ponto P = (8, 15), pela Proposição 1.1.1, temos que

d (O, P ) =
√

82 + 152 =
√

64 + 220 =
√

289 = 17 = r ≥ 0
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Assim, pelo Teorema 1, para P =

[
8
15

]
, obtemos

[
8
15

]
=

[
x y
y −x

] [
17
0

]
⇐⇒

[
8
15

]
=

[
17x
17y

]
⇐⇒

{
x = 8

17

y = 15
17

,

onde


8

17

15

17

15

17
− 8

17




8

17

15

17

15

17
− 8

17

 =

[
1 0
0 1

]
.

Logo

P ∈ S1
r =

{[
x y
y −x

] [
17
0

]
:

[
x y
y −x

] [
x y
y −x

]
=

[
1 0
0 1

]}

Então


A é interno, pois 13 < 17
B pertence, pois 17 = 17
C é externo, pois17 < 25

Figura 5.2: Ponto Interno e Externo - Exemplo 5.1
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5.0.2 Matemática financeira

Agora, utilizaremos o resultado obtido para circunferências com centro na origem,
para resolver problemas de matemática financeira.

Sejam as funções f : R −→ R e g : R −→ R dada por:

{
f (t1) = ct1 + it2, ”t2 é fixo”
g (t2) = ct1 − it2, ”t1 é fixo”,

onde

c = capital
i = taxa de juros

t1, t2 = tempo

Suponhamos que c e i sejam fixos tais que

[
c i
i −c

] [
c i
i −c

]
=

[
r2 0
0 r2

]
,

Onde r2 = t21 − t22. Calcule f 2 (t1) + f 2 (t2).

Note que

{
f (t1) = ct1 + it2
g (t2) = ct1 − it2

⇐⇒
[
f (t1)
g (t2)

]
=

[
c i
c −i

] [
t1
t2

]

Como t21 + t22 = r2, e sendo A =

[
c i
c −i

]
, obtemos

A ·
[
t1
t2

]
=

[
f (t1)
g (t2)

]
,

donde

f (t1)
2 + g (t2)

2 = r2.
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É bem mais simples que resolver o sistema.

O exemplo a seguir, mostra que para obter informações completa de um problema,
basta termos conhecimento do problema em um dado conjunto.

Exemplo 5.0.2. Duas instituições financeiras A e B têm rendimentos dados pelas funções
rendimentos f, g : R −→ R, onde f (t) = ct+ Ls e g(s) = ct− Ls. Sendo que c é a cons-
tante de proporcionalidade do capital investido K, L é constante de proporcionalidade da
taxa de juros de mercado, 0, 4% ao dia. Note que L é fixo. Determine a proporção do
capital c e a proporção da taxa de juros L sabendo que c2 + L2 = r2 ∀ t2 + s2 = r2

Solução:

Dada as funções

{
f (t) = ct+ Ls
g (s) = ct− Ls , c2 + L2 = r2 e t2 + s2 = r2,

pelo Teorema 1, temos que

[
f
g

]
=

[
c L
c −L

] [
t
s

]

assim

[
f
g

]
= A · P ∈ S1

r.

Logo

f 2 + s2 = r2 ⇐⇒ (ct+ Ls)2 + (ct− Ls)2 = r2 .

Note que {
t = 0
s = r

∈ S1
r,

Então
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(c · 0 + Lr)2 + (c · 0− Lr)2 = r2

⇐⇒ (Lr)2 + (−Lr)2 = r2

⇐⇒ 2L2r2 = r2

⇐⇒ L =

√
2

2
.

Assim, a proporção da taxa de juros, será

L · 0, 04 =

√
2

2
· 0, 04 = 0, 02

√
2.

Por outro lado, note que também

{
t = r
s = 0

∈ S1
r.

Então

(cr + L · 0)2 + (cr − L · 0)2 = r2

⇐⇒ (cr)2 + (cr)2 = r2

⇐⇒ 2c2r2 = r2

⇐⇒ c =

√
2

2
.

Então, a proporção do capital será

c ·K =

√
2

2
·K.



Caṕıtulo 6

Considerações finais

A relação de ensino-aprendizagem não possui propriedades de proporcionalidade, visto
que apenas uma parte de tudo que é ensinado é de fato aprendido pelos discentes. Assim,
a busca por mecanismos que melhorem essa relação se tornou cada vez mais necessária.

Além disso, com o constante surgimento de tecnologias que ao tempo que promo-
vem rapidez e encurtam distâncias, também transformam o saber em ilhas, onde dúvidas
são sanadas pontualmente e o conhecimento é apresentado sem nenhuma relação de causa
e consequência.

Assim, o grande desafio dos educadores, ao longo dos tempos, é encontrar meios
que potencializem a relação de ensino-aprendizagem, desenvolvendo artif́ıcios e buscando
mecanismos que mudem não apenas a forma de ver o conteúdo, mas que desperte o inte-
resse pela disciplina de maneira global.

Nesse sentido, a primeira parte desse trabalho apresenta os conceitos e proprieda-
des de plano cartesiano, circunferência e matrizes sendo tais temas de forma usual, para
no caṕıtulo 4 alcançarmos o objetivo ao qual nos propomos.

Dessa forma, estetrabalho oferece uma união de conceitos matemáticos básicos, através
de uma linguagem simples e acesśıvel, que nos permite tratar conjuntos já conhecidos por
um novo ponto de vista, e também aplicar os resultados obtidos em diferentes áreas da
matemática, facilitando processos e demonstrações.
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[5] Dante, L. R. Didática da resolução de problemas de matemática, 12th ed. Ática,
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[15] Lima, E. L. Álgebra Linear, 8th ed. IMPA, 2011.

[16] Lima, E. L. Variedades Diferenciáveis, 1th ed. IMPA, 2011.
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