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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar os modelos físicos que descrevem o movimento de

�uidos não-newtonianos a partir de hipóteses sobre a relação entre o tensor de tensões de

desvio e o tensor de deformações linearizado do �uido. Em particular, demonstra-se, por

meio do método de Lions-Faedo-Galerkin, existência e unicidade de solução fraca para

os sistemas de equações de movimento moderado de �uidos viscoelásticos descritos pelos

modelos de Maxwell e de Kelvin-Voigt. Neste último, obtém-se também regularidade da

solução através de uma formulação variacional do problema de Stokes.

Palavras-Chaves: Navier-Stokes, Fluidos não-newtonianos, Solução Fraca, Modelo de

Maxwell, Modelo de Kelvin-Voigt
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Abstract

The aim of this work is to study the physical models that describe the motion of

non-newtonian �uids from assumptions concerning the relation between stress deviator

tensor and the linear strain tensor of the �uid. In particular, it is established, by means of

Lions-Faedo-Galerkin method, existence and uniqueness of weak solution to the systems

of equations on moderated motion of viscoelastics �uids described by Maxwell's model

and Kelvin-Voigt's model. In this last one, it is also obtained regularity to the solution,

by means of a variacional aproach of Stokes' problem.

Key-words: Navier-Stokes, Non-newtonian Fluids, Weak Solution, Maxwell's Model,

Kelvin-Voigt's Model
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Capítulo 1

Introdução

1.1 O Modelo de Navier-Stokes

Considere uma região do R3 ocupada por um �uido em movimento. Suponha-se que

esta região seja um aberto limitado Ω, cuja fronteira representa-se por Γ, a qual admite-

se bem regular. Assim, Γ é fronteira de uma parte aberta, conexa, limitada Ω do R3

contendo o �uido. A normal externa à Γ representa-se por η. Entende-se por �uxo do

�uido através de Γ a massa de �uido que atravessa Γ na direção da normal η na unidade

de tempo. Considere um elemento dΓ de Γ e seja u o vetor velocidade das partículas,

isto é, u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), u3(x, t)) onde x = (x1, x2, x3) ∈ R3. Representando por

ρ(x, t) a densidade do �uido, resulta que o �uxo de �uido através de Γ na direção da

normal é ∫
Γ

ρ(x, t)u(x, t)η dΓ.

A massa de �uido no interior de Ω é dada por

M(t) =

∫
Ω

ρ(x, t) dx.

A taxa de variação da massa M(t) em relação ao tempo é dada por

dM

dt
=

∫
Ω

∂ρ

∂t
dx.

O �uxo de �uido que entra em Ω através de Γ é

−
∫

Γ

ρ(x, t)u(x, t)η dΓ,

na unidade de tempo. Assim, do princípio da conservação da massa, obtém-se∫
Ω

∂ρ

∂t
dx+

∫
Γ

ρ(x, t)u(x, t)η dΓ = 0
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em cada instante. Do teorema da divergência, obtém-se∫
Ω

{
∂ρ

∂t
+ div(ρu)

}
dx = 0

para cada aberto limitado. Logo, tem-se a equação da continuidade

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0.

Pela regra da cadeia, tem-se
dρ

dt
=
∂ρ

∂t
+∇ρ · u.

Sendo div(ρu) = ρ div(u) +∇ρ · u, tem-se da equação da continuidade que

dρ

dt
+ ρ div(u) = 0 em Ω.

Sendo ρ uma constante, porque supõe-se o �uido incompressível e homogêneo, obtém-se

div(u) = 0 em Ω.

O momento linear de Ω, supondo-se ρ = 1, é

m(t) =

∫
Ω

u(x, t) dx.

A taxa de variação do momento em relação ao tempo é

dm

dt
=

∫
Ω

du

dt
dx.

Pela 2a Lei de Newton, esta taxa deve ser igual à resultante das forças aplicadas em Ω.

Elas são de duas espécies:

(i) Volumétricas aplicadas em Ω de densidade f(x, t) = (f1(x, t), f2(x, t), f3(x, t)).

(ii) Tensões internas e viscosidades na fronteira Γ de Ω cujas componentes supôe-se da

forma

Fi(x, t) =
3∑
j=1

ξij(x, t)ηj, i = 1, 2, 3,

onde ηj representa as componentes do vetor unitário−→η da normal externa à fronteira

Γ e ξij(x, t) o tensor de tensões de Cauchy.

Do equilíbrio entre as forças e a variação do momento (2a Lei de Newton), resulta que∫
Ω

du

dt
dx =

∫
Ω

f(x, t)dx+

∫
Γ

F (x, t)dΓ. (1.1)
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Observação 1.1. Alterações nas propriedades de um �uido em movimento podem ser

medidas de duas maneiras diferentes. Pode-se medir uma determinada propriedade, quer

pela realização da medição em um ponto �xo no espaço onde as partículas do �uido

passam, ou seguindo uma porção de �uido ao longo da sua trajetória. A derivada de

um campo no que diz respeito a uma posição �xa no espaço é chamada de derivada

Euleriana enquanto a derivada segundo o movimento de uma porção do �uido é chamada

de derivada convectiva.

A derivada convectiva é de�nida como

du

dt
:=

∂u

∂t
+ u·∇u. (1.2)

O primeiro termo do lado direito da equação acima é a derivada Euleriana ordinária,

isto é, a derivada de u em um ponto (x1, x2, x3) de referência �xo, representando mu-

danças da velocidade nesse ponto em relação ao tempo. Enquanto que o segundo termo

representa uma quantidade de alterações no que diz respeito à posição. Esta derivada

"especial" é, na realidade, a derivada ordinária da função u = u(t, x1, x2, x3) ao longo de

um percurso na sequência do movimento do �uido e pode ser obtida facilmente através

da aplicação da regra da cadeia.

Por exemplo, a medição das mudanças na velocidade do vento na atmosfera pode ser

obtida com a ajuda de um anemometer em uma estação meteorológica ou montá-lo em

um balão meteorológico. O anemometer, no primeiro caso, dá a medição da mudança da

velocidade das partículas que se deslocam ao passar por um PONTO FIXO no espaço,

enquanto que, no segundo caso, o instrumento está medindo mudanças na velocidade de

uma PORÇÃO FIXA do �uido.

�

Substituindo (1.2) em (1.1) tem-se que∫
Ω

{
∂u

∂t
+ u·∇u

}
dx =

∫
Ω

f(x, t)dx+

∫
Γ

F (x, t)dΓ. (1.3)

Passando às componentes obtém-se:∫
Ω

{
∂ui
∂t

+
3∑
j=1

∂ui
∂xj

uj

}
dx =

∫
Ω

fi(x, t)dx+

∫
Γ

3∑
j=1

ξij(x, t)ηjdΓ, (1.4)

i = 1, 2, 3.

Do teorema da divergência, segue-se que

3∑
j=1

∫
Γ

ξij(x, t)ηjdΓ =
3∑
j=1

∫
Ω

∂ξij
∂xj

(x, t)dx. (1.5)
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Substituindo (1.5) em (1.4) obtém-se∫
Ω

{
∂ui
∂t

+ u·∇ui
}
dx =

∫
Ω

fi(x, t)dx+
3∑
j=1

∫
Ω

∂ξij
∂xj

(x, t)dx (1.6)

para i = 1, 2, 3 em cada instante t e para cada Ω. Daí, resulta que

∂ui
∂t

+ u·∇ui = fi(x, t) +
3∑
j=1

∂ξij
∂xj

(x, t) (1.7)

para i = 1, 2, 3.

A equação (1.7) é chamada de equação do momentum de Cauchy. O princípio

da tensão de Cauchy a�rma que, quando sobre um meio contínuo agem forças, isto é,

forças na superfície e no interior, existem reações internas (forças), ao longo de todo o

meio, agindo entre os pontos do material. Com base neste princípio, Cauchy demonstrou

que o estado de tensão em um ponto do meio está completamente de�nido pelas nove

componentes de um tensor cartesiano de segunda ordem denominado tensor de tensões

de Cauchy, dado por

(ξij)3×3 =


ξ11 τ12 τ13

τ21 ξ22 τ23

τ31 τ32 ξ33


onde ξii são as tensões normais e τij são as tensões de corte. Este tensor é decomposto

em dois:

(ξij)3×3 =


−p 0 0

0 −p 0

0 0 −p

+


ξ11 + p τ12 τ13

τ21 ξ22 + p τ23

τ31 τ32 ξ33 + p

 = −pI + (σij)3×3

onde I é matriz identidade 3× 3, p = −1
3

(ξ11 + ξ22 + ξ33) é a pressão do �uido e (σij)3×3

na equação acima é chamado de tensor de tensões de desvio. Mais detalhes podem

ser vistos em Batchelor [2].

Logo,
3∑
j=1

∂ξij
∂xj

= − ∂p

∂xi
+

3∑
j=1

∂σij
∂xj

Assim, a equação (1.7) pode ser escrita como

∂ui
∂t

+ u·∇ui = fi(x, t)−
∂p

∂xi
+ div(σi)

4



para i = 1, 2, 3.

Escrevendo de modo compacto a equação anterior, obtém-se

∂u

∂t
+ u·∇u = f(x, t)−∇p+ div(σ)

Portanto, o movimento de �uidos incompressíveis é descrito pelo sistema de equações

∂u

∂t
+ u·∇u+∇p = div(σ) + f(x, t), x ∈ Ω, t > 0,

div(u) = 0, x ∈ Ω, t > 0.

(1.8)

onde σ = (σij)3×3 é o tensor de tensões de desvio, tr σ = 0, p é a pressão do �uido e f é

a força externa. A equação acima ainda está incompleta. Para a conclusão, é necessário

formular hipóteses sobre a forma de σ, ou seja, necessita-se de uma lei constitutiva para

o tensor tensões, que pode ser obtida para uma família de �uidos especí�cos.

A introdução em (1.8) do divergente do tensor de tensões σ tem o propósito de

considerar reações que surgem no �uido durante seu movimento. Estabelecendo, por

meio das Leis de Hooke Generalizadas, a relação entre σ e o tensor de deformações

linearizado D = (Dij) =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
e suas derivadas, tem-se assim o tipo de �uido.

Uma tal relação entre σ e D é o que chama-se de equação reológica ou uma equação

de estado (veja por exemplo Serrin [12] e Cli�ord [6]). O exemplo mais simples de uma

equação reológica correspondendo a um �uido incompressível ideal é a equação σ = 0

e, neste caso, o movimento de um �uido incompressível ideal é descrito pela equação de

Euler ∣∣∣∣∣∣∣
∂u

∂t
+ u·∇u+∇p = f

div(u) = 0.

(1.9)

O axioma de Stokes (veja Serrin [12] e Ladyzhenskaya [18]) constitui o sistema mais

conhecido entre todos os axiomas que descrevem o movimento de �uidos viscosos. Um

�uido o qual é de�nido pela equação que satisfaz o axioma de Stokes são ditos �uidos de

Stokes. Para tais �uidos incompressíveis a equação de estado tem a forma (veja [12]-[18])

σ = αD + βD2, (1.10)

onde α e β são funções especí�cas.

Se, em (1.10), α ≡ constante = 2ν > 0 e β ≡ 0, tem-se a Lei de Newton para �uidos

viscosos, dada por

σ = 2νD. (1.11)
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Um �uido de�nido pela equação (1.11) é dito um �uido newtoniano. Dessa relação

segue-se que tr D = tr∇u = 0, onde ∇u representa a matriz jacobiana

(
∂ui
∂xj

)
. Além

disso, tem-se que div (2D) = div
[
∇u+ (∇u)t

]
= ∆u +∇(tr∇u) = ∆u. Assim, substi-

tuindo (1.11) em (1.8), obtém-se a equação de movimento de um �uido newtoniano, o

qual é chamada de equação de Navier-Stokes:∣∣∣∣∣∣∣
∂u

∂t
+ u·∇u− ν∆u+∇p = f

div(u) = 0.

(1.12)

A constante ν é chamada de coe�ciente de viscosidade cinemática.

Em mais de um século e meio o modelo de �uido newtoniano tem sido o modelo básico

de um �uido incompressível e viscoso tornando-se possível descrever �uxos de velocidades

moderadas para �uidos incompressíveis e viscosos encontrados na prática. Entretanto,

até mesmo antes do século XIX se sabia que existiam �uidos incompressíveis e viscosos

não sujeitos à lei de Newton de�nida em (1.11), como vê-se a seguir.

Os primeiros modelos de tais �uidos nos quais se leva em conta as propriedades

elásticas do �uido, subsequentemente chamados de �uidos viscoelásticos, foram propostos

no século XIX por Maxwell [10] e [11], Kelvin [17], Voigt [40] e [41] e foram desenvolvidos

na metade do século XX para uma extensão considerável por Oldroyd [23]-[26].

O primeiro a propor uma relação entre o tensor de tensões σ e o tensor de deformações

D foi Maxwell, que a�rmou ser possível contruir uma teoria invariante não linear de

�uidos baseando-se em uma analogia com sistemas mecânicos envolvendo associações de

molas e amortecedores. De fato, um elemento de Maxwell é constituído de uma mola

(elemento elástico) e um amortecedor (elemento viscoso) em série, conforme a �gura

mostrada a seguir.

A constante da mola é chamada de G. A força σ1 na mola é Gγ1, onde γ1 é a

deformação da mola. A força σ2 no amortecedor é η

(
∂γ2

∂t

)
onde η é a viscosidade e(

∂γ2

∂t

)
é a taxa de variação da deformação γ2 no amortecedor. Temos que a deformação

total é γ = γ1 + γ2 e σ1 = σ2 = σ, pois os elementos estão em série. Logo, a taxa de

deformação total é

∂γ

∂t
=
∂γ1

∂t
+
∂γ2

∂t
=
∂σ1/∂t

G
+
σ2

η
=
∂σ/∂t

G
+
σ

η
.

Assim,

λ
∂σ

∂t
+ σ = η

∂γ

∂t
(1.13)
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Figure 1.1: Elemento de Maxwell

onde λ =
η

G
é o tempo de relaxamento.

Considerando a lei de Newton para �uidos viscosos (1.11), identi�ca-se por analogia

a taxa de deformação
∂γ

∂t
no elemento viscoso de Maxwell, com o tensor de deformação

D do �uido, mudando a interpretação física de σ em (1.13) de força para tensão.

Dessa forma, de (1.13), obtém-se a seguinte relação entre o tensor de tensões e o

tensor de deformações:

λ
∂σ

∂t
+ σ = ηD. (1.14)

Resolvendo (1.14) com dado inicial σ(0) = 0, obtemos

σ(x, t) =
η

λ

∫ t

0

e−
(t−ξ)
λ D(x, ξ)dξ. (1.15)

Substituindo a igualdade (1.15) em (1.8), tem-se a equação do modelo de um �uido de

Maxwell, dado pelo sistema

∂u

∂t
+ u·∇u− µ

∫ t

0

g(t− ξ)∆u(x, ξ)dξ +∇p = f, x ∈ Ω, t > 0 (1.16)

com condição de incompressibilidade

div(u) = 0, x ∈ Ω, t > 0 (1.17)

e com as condições inicial e de fronteira

u(x, 0) = u0, x ∈ Ω, e u(x, t) = 0, x ∈ Γ, t ≥ 0, (1.18)

7



onde g(t) = e−αt, µ = η
2λ

> 0, α = λ−1 > 0. Para detalhes físicos e modelagem

matemática consulte [1], [23], [29] e [43].

Um outro modelo interessante é o modelo proposto por Kelvin-Voigt onde a mola e

o amortecedor estão em paralelo, como mostra a �gura abaixo:

Figure 1.2: Elemento de Voigt

A força no elemento elástico é Gγ e a força no elemento viscoso é η
∂γ

∂t
. Como elas

estão em paralelo, tem-se

σ = Gγ + η
∂γ

∂t
. (1.19)

Esse elemento é instantaneamente viscoso, pois a ação do amortecedor ocorre simultane-

amente à deformação da mola. Se uma força constante for aplicada, o amortecedor freará

o movimento e o sistema chegará ao equilíbrio com σ = Gγ, como no corpo elástico.

Derivando a relação (1.19) com respeito a t e introduzindo o tensor de deformação

D no papel de
∂γ

∂t
, após trocar nossa interpretação de força por tensão como no caso do

�uido de Maxwell, obtém-se
∂σ

∂t
= GD + η

∂D

∂t
. (1.20)

Resolvendo (1.20) com dado inicial σ(0) = D(0) = 0 e substituindo em (1.8), obtém-se

a equação do modelo de um �uido de Kelvin-Voigt, dado pelo sistema

∂u

∂t
+ u·∇u− µ

∫ t

0

∆u(x, ξ)dξ − ν∆u+∇p = f, x ∈ Ω, t > 0 (1.21)

com as mesmas condições iniciais e de fronteira (1.18) e de incompressibilidade (1.17),

onde µ = G
2
e ν = η

2
são constantes positivas.
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Os modelos de Maxwell e Kelvin-Voigt descrevem melhor sólidos que, sob certas

condições, comportam-se como �uidos. Em vista disso, Oldroyd-Je�reys propuseram um

modelo em que se considera um amortecedor e um elemento de Kelvin-Voigt associados

em série, conforme a �gura abaixo:

Figure 1.3: Elemento de Oldroyd-Je�reys

A deformação total γ no elemento de Oldroyd-Je�reys é a soma da deformação no

amortecedor η1 e no elemento de Kelvin-Voigt. Logo,

∂γ

∂t
=
∂γ1

∂t
+
∂γ2

∂t
(1.22)

As forças em ambos os elementos são as mesmas, logo

σ = η1
∂γ1

∂t
e σ = Gγ1 + η2

∂γ2

∂t
(1.23)

As equações (1.16) e (1.17) são três equações para σ, γ, γ1 e γ2. Após eliminar γ1 e γ2

obtém-se
η1 + η2

G

∂σ

∂t
+ σ = η1

(
∂γ

∂t
+
η2

G

∂2γ

∂t2

)
(1.24)

O modelo de Oldroyd-Je�reys é viscoso por que é puramente de deformação elástica do

elemento. O elemento de Oldroyd-Je�reys não pode sustentar uma força constante no

equilíbrio, a força deve relaxar. A viscosidade está ativa em toda deformação. Este

modelo é adequado para �uidos e não para sólidos.

De�nindo-se o tempo de relaxamento

λ1 =
η1 + η2

G

9



e um retardamento no tempo

λ2 =
η2

G
,

então, após trocar nossa interpretação de força e deformação, como no caso do �uido de

Maxwell tem-se

λ1
∂σ

∂t
+ σ = η1

(
∂u

∂x
+ λ2

∂2u

∂x∂t

)
(1.25)

O modelo do �uido de Oldroyd-Je�reys (veja [1], [23], [43]) pode predizer o relaxa-

mento das tensões, bem como o retardamento de deformação, e por esse motivo este

modelo se popularizou na descrição de suspensões de polímeros. De fato, para modelar

o comportamento de uma solução diluída de um polímero em um solvente newtoniano,

o tensor de tensões extra é frequentemente dividido em duas componentes: viscoelástico

e puramente viscoso.

Neste sentido, em 1950, Oldroyd [23]-[26] propôs um modelo de �uido incompressível

e viscoso o qual obedecia uma relação da forma(
1 + λ

∂

∂t

)
σ = 2ν

(
1 + kν−1 ∂

∂t

)
D, (1.26)

onde λ, ν, k são constantes positivas com ν − k
λ
> 0. Aqui, ν denota a viscosidade

cinemática, λ é o tempo de relaxamento, k representa o retardamento do tempo e D =
1

2

(
uixj + ujxi

)
o tensor de deformações.

Resolvendo (1.26) com dados σ(0) = D(0) = 0, escreve-se a relação de�nida em (1.26)

na forma de uma equação integral

σ(x, t) = 2kλ−1D(x, t) + 2λ−1(ν − kλ−1)

∫ t

0

e−
(t−ξ)
λ D(x, ξ)dξ. (1.27)

Substituindo a igualdade (1.27) em (1.8) tem-se a equação do modelo de um �uido de

Oldroyd dado pelo sistema de equações integro-diferenciais

∂u

∂t
+ u·∇u− µ∆u−

∫ t

0

g(t− ξ)∆u(x, ξ)dξ +∇p = f, x ∈ Ω, t > 0 (1.28)

com condição de incompressibilidade

div(u) = 0, x ∈ Ω, t > 0 (1.29)

e com as condições inicial e de fronteira

u(x, 0) = u0, x ∈ Ω, e u(x, t) = 0 x ∈ Γ, t ≥ 0, (1.30)

onde, µ = kλ−1 > 0 e g(t) = βe−αt onde β = λ−1 (ν − kλ−1) > 0 com α = λ−1. Para

detalhes físicos e modelagem matemática consulte [1], [23], [29] e [43].
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Observação 1.2. Como a teoria dos �uidos viscoelásticos, por de�nição, descreve �uxos

com velocidades moderadas, os sistemas apresentados admitem uma simpli�cação ra-

zoável. Isto é, negligencia-se (como usual na mecânica) a parte convectiva da velocidade:

u·∇u

�

Existem muitos �uidos com esta microestrutura complexa, tais como �uidos biológi-

cos, �uidos poliméricos, suspensões e cristais líquidos, os quais são usados frequentemente

em processos industriais e mostram um comportamento viscoelástico que não pode ser

descrito pelo modelo newtoniano clássico. Existem muitos autores trabalhando com este

tipo de �uido, entre os principais, citamos Oskolkov [29], [30], [31], [32] e Pani [33], sendo

que este último trabalha com o estudo numérico deste modelo.

O problema de valor inicial e o problema de Cauchy para as equações clássicas da

hidrodinâmica de �uidos ideais e viscosos, isto é, a equação de Euler (1.9) e a equação de

Navier-Stokes (1.12) têm sido estudados por um século e meio por diversos matemáticos

famosos. Os trabalhos de Leray [13]-[15], Leray-Schauder [16], Sobolev [36], Hopf [8],

[9], Tartar, Teman, Lions, Prodi e Ladyzhenskaya [18], [19] abriram a presente fase do

estudo das equações da hidrodinâmica para um �uido viscoso. Esses matemáticos criaram

métodos funcionais para resolver problemas da Física Matemática.

A característica desses métodos são a passagem a uma formulação generalizada do

problema para uma na qual o teorema de existência e unicidade (se o último vale em uma

formulação clássica) pode ser provado de forma mais simples, e o largo uso na prova do

teorema de existência de ideias e métodos da Análise Funcional e da teoria das imersões

dos espaços de funções.
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1.2 O Propósito do Trabalho

O que propôe-se neste trabalho é estabelecer a existência e unicidade de soluções para

os sistemas: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂u

∂t
− µ

∫ t

0

∆u(x, ξ) dξ − ν∆u+∇p = f em Q

div(u) = 0 em Q,

u = 0 em Σ,

u(x, 0) = u0(x) em Ω,

(1.31)

e ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂u

∂t
− µ
∫ t

0

g(t− σ)∆u(x, σ) dσ +∇p = f em Q

div(u) = 0 em Q,

u = 0 em Σ,

u(x, 0) = u0(x) em Ω,

(1.32)

onde u(x, t) = (u1(x, t), ....., un(x, t)) é o vetor velocidade do movimento moderado do

�uido avaliado no ponto (x, t), x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, p = p(x, t) é a pressão do �uido

avaliada no ponto (x, t), u0(x) é a velocidade inicial e g : [0,∞)→ [0,∞) é dada por

g(t) = e−αt

com constantes α, µ, ν > 0.

No capítulo 2, demonstra-se a existência e unicidade de solução fraca para o sistema

(1.31). Mostra-se ainda que, assumindo mais regularidade nos dados iniciais, obtém-se

mais regularidade para a solução (solução forte).

No capítulo 3, mostra-se apenas a existência e unicidade de solução fraca para o

sistema (1.32), devido a ausência do termo linear no laplaciano ∆u que, juntamente

com o gradiente de pressão ∇p, caracteriza o problema de Stokes e possibilita obter a

regularidade da solução.

Nas seções restantes deste capítulo inicial, são apresentados a seguir os conceitos

básicos da teoria necessária, além de alguns resultados que serão utilizados neste trabalho.

As demonstrações podem ser vistas em Milla e Medeiros [21] e [22].
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1.3 Os espaços Lp(Ω)

Nesta seção, todas as integrais tomadas sobre o conjunto Ω são integrais no sentido de

Lebesgue. Supõe-se, portanto, serem conhecidas as noções básicas da Teoria da Medida,

como conjuntos mensuráveis, funções mensuráveis a Lesbegue, etc.

De�nição 1.1. Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e Ω ⊂ Rn um conjunto mensurável. De�nimos o

espaço das funções Lp(Ω) por

Lp(Ω) = {f : Ω→ R ; ||f ||p <∞}

onde

||f ||p =

(∫
Ω

|f(x)|p dx
)1
p

Para p =∞, de�nimos

L∞(Ω) = {f : Ω→ R ; ||f ||∞ <∞}

onde

||f ||p = sup
x∈Ω

ess |f(x)| = inf{C > 0 ; |f(x)| < C quase sempre}

De�nição 1.2. Seja Ω ∈ Rn um conjunto aberto e 1 ≤ p < ∞. Dizemos que uma

função f : Ω→ R é localmente p-integrável em Ω e denotamos f ∈ Lploc(Ω) se, para todo

compacto K ⊂ Ω, temos

(∫
Ω

|fχK(x)|p dx
)1
p

<∞

onde χK é a função característica de K.

Teorema 1.1 (Desigualdade de Hölder). Suponhamos 1 < p, q <∞ tais que 1
p

+ 1
q

= 1.

Se f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω), então fg ∈ L1(Ω) e vale

||fg||1 ≤ ||f ||p ||g||q

Teorema 1.2 (Desigualdade de Minkowiski). Sejam 1 < p <∞ e f, g ∈ Lp(Ω). Então

||f + g||p ≤ ||f ||p + ||g||p

Teorema 1.3. Os espaços Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞, são de Banach.
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De�nição 1.3 (Convolução de funções). Sejam f, g ∈ L1(Rn). Suponha que, para cada

x ∈ Rn, a integral

u(x) =

∫
Rn
f(x− y)g(y) dy

exista, isto é, seja �nita. Dizemos que a função u : Rn → R assim de�nida é a convolução

de f por g e denotamos u(x) = (f ∗ g)(x).

Teorema 1.4. Sejam f, g como acima e suponhamos que f ∗ g esteja de�nida. Então

são válidas as seguintes propridades:

a) f ∗ g = g ∗ f (Comutatividade);

b) (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h) (Associatividade);

c) De�nindo τyf(x) = f(x−y) (tranlação de f na direção de y), então (τyf)∗g = f∗(τyg).

Teorema 1.5. Sejam 1 ≤ p, q, r <∞ tais que 1
p

+ 1
q

= 1
r
. Se f ∈ Lp(Rn) e g ∈ Lq(Rn),

então f ∗ g ∈ Lr(Rn) e vale

||f ∗ g||r ≤ ||f ||p ||g||q

De�nição 1.4 (Transformada de Fourier). Seja u ∈ L1(Rn). De�ne-se a trasformada

de Fourier de u como sendo a função û de�nida em Rn por

û(y) = (2π)−
n
2

∫
Rn
e−i(y,x)u(x) dx

Teorema 1.6. Seja u ∈ L2(Rn). A sucessão de funções (uk)k∈N, dada por

uk(y) = (2π)−
n
2

∫
Bk

e−i(y,x)u(x) dx,

onde Bk é a bola aberta de Rn centrada na origem e raio k, é de Cauchy em L2(Rn).

Do teorema acima, é natural então de�nir a transformada de Fourier de uma função

u ∈ L2(Rn) como a função û = lim
u→∞

uk. Claramente, se u ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn), essa

de�nição coincide com a primeira.

Teorema 1.7 (Plancherel). A aplicação u 7→ û é uma isometria de L2(Rn) em L2(Rn).

O teorema a seguir mostra como é possível introduzir a transformada de Fourier û

no lugar de u através da chamada transformada inversa de Fourier. Essa ideia se revela

útil em alguns problemas, tais como na resolução de certas equações diferenciais, que

tornam-se mais fáceis de resolver quando a transformada de Fourier é introduzida.

Teorema 1.8 (Transformada Inversa de Fourier). Seja u ∈ L1(Rn). Se û ∈ L1(Rn),

então

(2π)−
n
2

∫
Rn
ei(x,y)û(y) dy = u(x) quase sempre em Rn.
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1.4 Distribuições

De�nição 1.5. Sejam Ω ∈ Rn um conjunto aberto e limitado e u : Ω → R uma função

contínua. De�ne-se o suporte de u como o fecho em Ω do conjunto dos pontos x ∈ Ω tais

que u(x) 6= 0. Denota-se

supp u = {x ∈ Ω ; u(x) 6= 0}
Ω
.

Dizemos que uma n-upla de números inteiros não-negativos α = (α1, . . . , αn) é um

multi-índice de ordem |α| =
∑n

i=1 αi e de�nimos o operador de derivação

Dα :=
∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂xαnn

.

O conjunto C∞0 (Ω) das funções in�nitamente diferenciáveis e de suporte compacto

contido em Ω constitui um espaço vetorial. Neste espaço estabelece-se a seguinte noção

de convergência introduzida por Schwartz:

De�nição 1.6 (Noção de convergência em C∞0 (Ω)). Dizemos que uma sucessão (ϕm)m∈N

converge para ϕ em C∞0 (Ω) quando forem satisfeitas as seguintes condições:

• todas as ϕm possuem suportes contidos em um mesmo compacto K ⊂ Ω;

• Dαϕm → Dαϕ uniformemente em K para todo multi-índice α.

O espaço C∞0 (Ω) munido da noção de convergência de�nida acima é denominado de

espaço das funções testes e representado por D(Ω).

De�nição 1.7 (Distribuições sobre Ω). Denomina-se distribuição sobre Ω toda aplicação

linear T : D(Ω)→ R contínua com respeito à topologia de D(Ω), no seguinte sentido: se

(ϕm)m∈N converge para ϕ em D(Ω), então T (ϕm)→ T (ϕ) em R.

Observação 1.3. Costuma-se denotar por < T, u > o valor da distribuição T aplicada

em u ∈ D(Ω).

Exemplo 1.4.1. Seja u ∈ Lploc(Ω). O funcional Tu : D(Ω)→ R, dado por

< Tu, ϕ > :=

∫
Ω

u(x)ϕ(x) dx

de�ne uma distribuição sobre Ω.
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De�nição 1.8. Consideremos o espaço vetorial de todas as distribuições sobre Ω. Neste

espaço, dizemos que a sucessão (Tm)m∈N converge para T , quando Tm(ϕ)→ T (ϕ) em R,
∀ϕ ∈ D(Ω). Este espaço munido desta noção de convergência é denotado por D′(Ω).

Com a motivação do teorema seguinte, de�niremos a derivada de distribuições.

Teorema 1.9 (Green-Gauss). Seja Ω ∈ Rn um conjunto aberto, limitado e com fronteira

suave. Suponha que u ∈ C1(Ω). Então:∫
Ω

∂u

∂xi
dx =

∫
Γ

uηi dΓ

onde ηi é a i-ésima coordenada da normal η externa à Γ.

Corolário 1 (Fórmula de integração por partes de Gauss). Sejam u, v ∈ C1(Ω), com

Ω ⊂ Rn um conjunto aberto, limitado e com fronteira suave. Então:∫
Ω

∂u

∂xi
v dx =

∫
Γ

uvηi dΓ−
∫

Ω

u
∂v

∂xi
dx, i ∈ {1, . . . , n}.

Em particular, tem-se que∫
Ω

u
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫
Ω

∂u

∂xi
ϕdx, ∀ϕ ∈ D(Ω).

A motivação para o conceito de derivada fraca de uma função u∈L1
loc(Ω) criado por

Sobolev, se deve à relação acima, tendo sido este conceito posteriormente generalizado

por Schwartz para distribuições quaisquer em D′(Ω), como segue-se abaixo:

De�nição 1.9. Seja T ∈ D′(Ω) e α um multi-índice. De�ne-se a derivada de indíce α

de T como a distribuição Dα(T ) : D(Ω)→ R dada por

< DαT, ϕ >= (−1)|α| < T,Dαϕ >, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Observação 1.4. Pela de�nição acima, segue-se que qualquer distribuição sobre Ω possui

derivadas de todas as ordens.

Observação 1.5. A aplicação Dα: D′(Ω)→ D′(Ω), T 7→ Dα(T ), é linear e contínua no

sentido da convergência de�nida em D′(Ω).
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1.5 Os espaços Lp(0, T ;X)

Nesta seção são apresentados alguns resultados sobre os espaços Lp(0, T ;X), onde X

é um espaço de Banach. Estes espaços são usados com frequência na teoria moderna de

Equações Diferenciais Parciais onde, em geral, X é algum espaço de Sobolev.

De�nição 1.10. Seja X um espaço de Banach real e, para T > 0, considere o intervalo

(0, T ) ⊂ R equipado com a medida de Lesbegue dt. O espaço Lp(0, T ;X) é de�nido

como o espaço vetorial das (classes de) funções vetoriais f : (0, T )→ X, de�nidas quase

sempre em (0, T ) e assumindo valores em X, fortemente mensuráveis e tais que a função

real t 7→ ||f(t)||X pertence a Lp(0, T ).

Na de�nição dada acima, dizer que f : (0, T ) → X é fortemente mensurável sig-

ni�ca que existe uma sequência de funções simples (fn)n∈N tal que fn(t) → f(t) quase

sempre em (0, T ). Dizer que a função t 7→ ||f(t)||X pertence a Lp(0, T ) signi�ca que(∫ T

0

||f(t)||pX dt
) 1

p

<∞. Isto nos permite de�nir a seguinte norma em Lp(0, T ;X):

|f |Lp(0,T ;X) =


(∫ T

0

||f(t)||pX dt
)1
p

, se 1 ≤ p <∞ ;

sup
0<t<T

ess ||f(t)||X , se p =∞.

A veri�cação de que as expressões acima de�nem normas em Lp(0, T ;X) é análoga à

da norma de Lp(0, T ) (ou, mais geralmente, Lp(Ω), onde Ω ⊂ Rn é um aberto). Mostra-se

também que, assim como Lp(0, T ), Lp(0, T ;X) é um espaço de Banach. Isso justi�ca o

fato de termos utilizado a notação Lp(0, T ;X) logo de ínicio em vez de primeiramente

de�nirmos os espaços Lp(0, T ;X) e em seguida a relação de equivalência g ∼ f ⇔ g = f

quase sempre, para só então considerar a classe

[f ] = {g ∈ Lp(0, T ;X) ; g = f quase sempre}.

No caso em que p = 2 e X é um espaço de Hilbert, com o seguinte produto interno

em L2(0, T ;X):

((f, g)) =

∫ T

0

(f(t), g(t))X dt

onde ( , )X denota o produto interno em X. Ou seja, se X é um espaço de Hilbert,

então L2(0, T ;X) é também um espaço de Hilbert. Como todo espaço de Hilbert é

re�exivo, temos que, se X é Hilbert, L2(0, T ;X) é re�exivo. Embora simples, esse fato é

fundamental na obtenção de solução de problemas elípticos pelo método de Lions-Faedo-

Galerkin que será utilizado aqui para obter a solução dos problemas (1.31) e (1.32).
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O resultado seguinte fornece uma relação entre as normas dos espaços Lp(0, T ;X) e

Lq(0, T ;X), quando X ↪→ Y , isto é, quando X ⊂ Y e a aplicação de imersão i : X → Y ,

i(x) = x, é contínua (ou seja, existe C > 0 tal que ||x||Y ≤ C||x||X , para todo x ∈ X).

Teorema 1.10. Sejam X e Y espaços de Banach, com X ↪→ Y . Se 1 ≤ q < p ≤ ∞,

então

Lp(0, T ;X) ↪→ Lq(0, T ;X).

Em Análise Funcional, dado um espaço normado qualquer (X, || · ||), em geral estamos

interessados na caracterização de seu dual, que é o espaço dos funcionais lineares e contí-

nuos de�nidos em X, representado por X ′. Demonstra-se que X ′ é um espaço de Banach

na norma de�nida por |ϕ|X′ = sup
||x||≤1

|ϕ(x)|. Para os espaços Lp(Ω), essa caracterização é

dada pelo teorema seguinte:

Teorema 1.11 (Teorema da representação de Riesz para Lp(Ω)). Sejam 1 ≤ p < ∞ e

1 < q ≤ ∞ tais que 1
p

+ 1
q

= 1. Dada g ∈ Lq(Ω), considere o funcional ϕg : Lp(Ω)→ R,
de�nido por

ϕg(f) =

∫
Ω

fg dx.

Note que, pela desigualdade de Hölder, ϕg está bem-de�nida e é contínua. Além disso,

ϕg é linear. Logo, ϕg ∈ [Lp(Ω)]′. A correspondência ϕ : Lq(Ω)→ [Lp(Ω)]′, g 7→ ϕg é um

isomor�smo isométrico. Nesse caso, identi�ca-se ϕg com g e escreve-se [Lp(Ω)]′ ' Lq(Ω).

Um resultado análogo pode ser provado para os espaços Lp(0, T ;X):

Teorema 1.12. Seja X um espaço de Banach e X ′ o seu dual. Existe uma identi�cação

entre os espaços Lp(0, T ;X) e Lq(0, T ;X ′), onde p, q ∈ R, com 1 ≤ p <∞, são tais que
1
p

+ 1
q

= 1. Isto é, [Lp(0, T ;X)]′ ' Lq(0, T ;X ′).

Há uma notação bastante utilizada em Análise que deve ser esclarecida para evitar

confusão. Trata-se de escrever < f, x > em vez de f(x), onde f ∈ X ′ e x ∈ X. Nesse

caso, diz-se que < , > representa a dualidade entre X ′ e X e pode ser vista como uma

forma bilinear de�nida em X ′ ×X.

Analogamente ao caso Lp(0, T ;X), Lq(0, T ;X ′) é o espaço vetorial das (classes de)

funções vetoriais u : (0, T ) → X ′, de�nidas quase sempre em (0, T ) com valores em X ′,

fortemente mensuráveis e tais que a função real t 7→ ||u(t)||X′ pertence a Lq(0, T ).

Sabendo disso, a dualidade entre os espaços [Lp(0, T ;X)]′ = Lq(0, T ;X ′) e Lp(0, T ;X)

é de�nida como

< u, v >Lq(0,T ;X′),Lp(0,T ;X):=

∫ T

0

< u(t), v(t) > dt
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Vejamos que esta aplicação está bem de�nida. De fato, temos que |<u(t), v(t)>| ≤
||u(t)||X′||v(t)||X ∀ t ∈ (0, T ) e, portanto,∣∣∣∣∫ T

0

< u(t), v(t) > dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ T

0

|< u(t), v(t) > | dt ≤
∫ T

0

||u(t)||X′||v(t)||X dt ≤

≤
(∫ T

0

||u(t)||X′ dt
)1
q
(∫ T

0

||v(t)||X dt
)1
p

= ||u||Lq(0,T ;X′)||v||Lp(0,T ;X)

o que mostra que a aplicação t 7→< u(t), v(t) >X′,X pertence a L1(0, T ).

Para �nalizar, explica-se brevemente como esses espaços serão úteis para o nosso

propósito. Sejam novamente Ω ⊂ Rn um aberto limitado e Q o cilindro Ω × (0, T ).

Tomando X = L2(Ω), a�rma-se que existe uma identi�cação entre L2(0, T ;L2(Ω)) e

L2(Q). Com efeito, se u ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), então u(t) ∈ L2(Ω) ∀ t ∈ (0, T ). Ou seja,

para cada t ∈ (0, T ), u(t) é uma função ut : Ω → R. Denotemos, para cada t ∈ (0, T ),

ut(x) por u(x, t), x ∈ Ω. Dessa forma, u se identi�ca com uma função u : Q→ R. Além
disso, temos que

|u|2L2(0,T ;L2(Ω)) =

∫ T

0

||u(t)||2L2(Ω) dt =

∫ T

0

(∫
Ω

|u(x, t)|2 dx
)
dt

Utilizando o teorema de Fubini, concluímos que

|u|2L2(0,T ;L2(Ω)) =

∫
Q

|u(x, t)|2 dx dt = |u|2L2(Q).

Busca-se para os sistemas (1.31) e (1.32) uma função vetorial u : Q → Rn e uma

função real p : Q → R que satisfaçam as condições dadas em algum sentido. Este

será no sentido das distribuições em Q. As soluções serão obtidas num subconjunto de

L2(0, T ;L2(Ω)) e, pela justi�cativa dada acima, podem ser vistas como funções de L2(Q).

1.6 Resultados Auxiliares

Nesta seção, são citados dois resultados que auxiliarão na obtenção da solução de

(1.31) e (1.32). O primeiro deles é um importante teorema de existência local e prolonga-

mento de solução para sistemas de equações diferenciais ordinárias e será usado para

garantir a existência de solução para o problema aproximado de (1.31) e (1.32), primeira

das etapas do método de Faedo-Galerkin.
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1.6.1 Teorema de Carathéodory

Sejam D um subconjunto aberto de Rn+1 cujos elementos são denotados por (x, t)

onde x ∈ Rn e t ∈ R, e f : D → Rn uma aplicação. Diz-se que f satisfaz as condições de

Carathéodory sobre D quando:

• f(x, t) é mensurável em t para cada x �xo;

• f(x, t) é contínua em x para cada t �xo;

• para cada compacto U ⊂ D, existe uma função real integrável mU(t) tal que

|f(x, t)| ≤ |mU(t)|, para todo (x, t) ∈ K.

Teorema 1.13 (Carathéodory). Seja f : R→ Rn uma aplicação que satisfaz as condições

de Carathéodory sobre R = {(x, t) ∈ Rn+1 ; |t − t0| ≤ a , |x − x0| ≤ b}, com a, b ∈ R.
Então existe uma solução do problema de valor inicial{

x′(t) = f(x, t)

x(t0) = x0

sobre algum intervalo da forma (t0 − β, t0 + β), para algum β > 0.

Corolário 2 (Prolongamento de solução). Sejam D = [0, T ] × B, com T > 0 e B =

{x ∈ Rn ; |x| < b} e f satisfazendo as condições de Carathéodory sobre D. Seja ϕ(t) uma

solução de {
x′(t) = f(x, t)

x(t0) = x0, |x| ≤ b

Se em qualquer intervalo I onde ϕ está de�nida valer |ϕ(t)| ≤M < b,∀ t ∈ I, onde M é

uma constante independente de I, então ϕ admite um prolongamento até [0, T ].

1.6.2 Desiguadade de Gronwall

O resultado seguinte conhecido como Lema de Gronwall será útil para obter estima-

tivas para a solução do problema aproximado de (1.31), segunda das etapas do uso do

método de Faedo-Galerkin que usaremos para encontrar a solução fraca do problema.

Lemma 1.6.1 (Gronwall). Seja z(t) uma função real absolutamente contínua em [0, T )

tal que para todo t ∈ [0, T ) tem-se

z(t) ≤
∫ t

0

z(s) ds+ C

onde C é uma constante. Então, z(t) ≤ Cet para todo t ∈ [0, T ).
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Capítulo 2

O Modelo de Kelvin-Voigt

O objetivo deste capítulo é estabelecer existência e unicidade de soluções fracas e

fortes para o sistema (1.31).

2.1 Notações

Denota-se por Ω um aberto, conexo, limitado do Rn com fronteira Γ de classe C2, Q é

o cilindro Ω× (0, T ) com fronteira lateral Σ = Γ× (0, T ), T > 0. No espaço Euclidiano

Rn denota-se por e1 = (1, 0, · · · , 0), e2 = (0, 1, · · · , 0), ....... ....., en = (0, · · · , 0, 1) a base

canônica do Rn e x = (x1, · · · , xn) pontos deste espaço.

O operador diferencial
∂

∂xi
(1 ≤ i ≤ n)

será denotado por Di e se α = (α1, ......, αn) é um multi-índice, αi números inteiros não

negativos, Dα será o operador diferencial

Dα = Dα1
1 · · ·Dαn

n =
∂|α|

∂xα1
1 · · · ∂xαnn

onde |α| = α1+· · ·+αn, em particular, se |α| = 0 segue-se queD0 é o operador identidade.

Denota-se por Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞ o espaço das funções reais de�nidas sobre Ω com

a p−ésima potência integrável segundo Lebesgue dx = dx1 · · · dxn. Este, é um espaço de

Banach com a norma

||u||Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|pdx
) 1

p

ou ||u||L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess |u(x)|.

Para p = 2, L2(Ω) é um espaço de Hilbert com o produto escalar

(u,w) =

∫
Ω

u(x)w(x)dx.
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O espaço de Sobolev Wm,p(Ω) é o espaço das funções pertencentes a Lp(Ω) com

derivadas, no sentido das distribuições, de todas as ordens menor ou igual a m perten-

centes a Lp(Ω) (m um inteiro não negativo e 1 ≤ p ≤ ∞). Este, é um espaço de Banach

com a norma

||u||Wm,p(Ω) =

( ∑
|α|≤m

||Dαu||pLp(Ω)

) 1
p

.

Quando p = 2, Wm,2(Ω) = Hm(Ω) é um espaço de Hilbert com o produto escalar

((u, v))Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv).

Seja D(Ω) o espaço das funções C∞ com suporte compacto contido em Ω. O fecho

de D(Ω) em Wm,p(Ω) será denotado por Wm,p
0 (Ω) ou Hm

0 (Ω) quando p = 2.

Relembra-se, quando necessário, algumas propriedades clássicas desses espaços. Por

conveniência, devido ao uso frequente de funções com n componentes, serão usadas as

seguintes notações no texto:

D(Ω) = {D(Ω)}n, Hm
0 (Ω) = {Hm

0 (Ω)}n

Hm(Ω) = {Hm(Ω)}n, L2(Ω) = {L2(Ω)}n.

Todos esses espaços são equipados com a norma natural do produto de espaços ou

uma equivalente, exceto em D(Ω), o qual não é espaço normado.

Sendo u ∈ H1
0(Ω), relembra-se que, se Ω é limitado em alguma direção, então, pela

desigualdade de Poincaré, tem-se |ui|L2(Ω) ≤ c|Dui|L2(Ω), para cada ui ∈ H1
0 (Ω). Logo,

|u|
L
2(Ω) ≤ c|Du|

L
2(Ω), ∀ u ∈ H1

0(Ω),

onde D é a derivada em alguma direção e c = c(Ω) é uma constante que depende somente

de Ω. Em particular, considerando as direções e1, e2, ... en e fazendo-se o somatório das

respectivas desigualdades, temos que

n|u|2
L
2(Ω) ≤ c2

n∑
j=1

|Dju|2L2(Ω) ⇒ |u|L2(Ω) ≤ c0

[ n∑
j=1

|Dju|2L2(Ω)

] 1
2

, ∀ u ∈ H1
0(Ω)

onde c0 =
c√
n
. Nesse caso, a norma de H1(Ω) sobre H1

0(Ω) é equivalente à norma:

||u|| =
[ n∑
j=1

|Dju|2L2(Ω)

] 1
2

=

[ n∑
j=1

n∑
i=1

|Djui|2L2(Ω)

] 1
2

=

[ n∑
i=1

|∇ui|2L2(Ω)

] 1
2

= |∇u|(L2(Ω))
n
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que está associada ao produto escalar:

((u, v)) =
n∑
j=1

(Dju,Djv)
L
2(Ω) = (∇u,∇v)(L2(Ω))

n ,

para o qual o espaço H1
0(Ω) é um espaço de Hilbert. Assim, equipa-se o espaço H1

0(Ω)

com produto escalar (( , )) e norma || · ||. Também L2(Ω) será equipado com produto

interno e norma dados respectivamente por

(u, v)
L
2(Ω) =

n∑
i=1

(ui, vi)L2(Ω) , |u| =

(
n∑
i=1

|ui|2L2(Ω)

) 1
2

.

Seja V o espaço (sem topologia)

V = {u ∈ D(Ω), div(u) = 0}.

O fecho de V em L2(Ω) e H1
0(Ω) serão representados respectivamente por H e V . Em

Lions [20] e Teman [37], caracteriza-se H e V como

H = {u ∈ L2(Ω), div(u) = 0, u · ν|Γ = 0} e V = {u ∈ H1
0(Ω), div(u) = 0}.

O espaço V está contido em H com imersão contínua e densa. Denota-se por H ′ e

V ′ os duais fortes de H e V , respectivamente. Seja τ a imersão de V em H. O operador

adjunto τ ∗ : H ′ → V ′ é linear, um a um e contínuo. Além disso, τ ∗(H ′) é denso em V ′

(pois, dado f ∈ H ′, temos τ ∗(f)(u) = f(τ(u)) = f(u),∀ u ∈ V ⇒ τ ∗(f) = f |V , isto
é, τ ∗ coincide com a imersão de H ′ em V ′ que é contínua e densa, pois |f |V ′ ≤ |f |H′).
Portanto, H ′ pode ser identi�cado com um subespaço denso de V ′. Por outro lado, pelo

Teorema da Representação de Riesz, pode-se identi�car H e H ′ e chegar às seguintes

inclusões

V ↪→ H ≡ H ′ ↪→ V ′, (2.1)

onde as inclusões são densas e contínuas.

�

2.2 Existência e Unicidade de Soluções para (1.31)

Sejam H e V os dois espaços de Hilbert da seção anterior, com produtos internos

( , ), (( , )) e normas | . |, || . ||, respectivamente.
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Investiga-se nesta seção, a existência, unicidade e regularidade das soluções do pro-

blema (1.31) com f ∈ [L2(Q)]n = [L2(Ω×(0, T ))]n ' [L2(0, T ;L2(Ω))]n ' L2(0, T ;L2(Ω)).

Para tal, necessita-se obter uma base apropriada para o espaço funcional V . De fato,

em Temam [37] é conhecido que, se Ω é um aberto limitado de classe C2, as seguintes

asserções são equivalentes:

[ i ] Existe uma única u ∈ V satisfazendo

ν ((u, v)) = (f, v), ∀ v ∈ V.

[ ii ] Existem u ∈ H1
0(Ω), p ∈ L2(Ω) satisfazendo∣∣∣∣∣∣∣∣

−ν∆u+∇p = f em Ω

div(u) = 0 em Ω

u = 0 sobre Γ,

no sentido das distribuições em Ω, onde f é dada em L2(Ω).

Esta caracterização do problema de Stokes motiva de�nir o operador

Φ : L2(Ω) −→ V

f −→ Φf = u,

onde u é uma função satisfazendo [i] para cada f.

Faz-se notar que Φ está bem de�nida, é linear e contínua de L2(Ω) em V (pois,

ν||Φ(f)||2 = ((Φ(f),Φ(f))) = (f,Φf) ≤ |f | |Φ(f)| ≤ c |f | ||Φ(f)|| ⇒ ||Φ(f)|| ≤ c
ν
|f | ).

Portanto, Φ é contínua de L2(Ω) em H1
0(Ω).

Tem-se que H1
0(Ω) ⊂ L2(Ω) com imersão densa, contínua e compacta. Portanto, Φ

considerado como um operador de L2(Ω) é compacto. Além disso, Φ é auto-adjunto

(pois, (Φ(f), g) = (g,Φ(f)) = ν((Φ(g),Φ(f))) = ν((Φ(f),Φ(g))) = (f,Φ(g)) ).

Portanto, esse operador Φ possui uma sequência ortonormal de auto-funções {wj}j≥1,

Φwj = 1
λj
wj, λj > 0, λj →∞ quando j →∞. Além disso, tem-se

wj ∈ V, ν ((wj, v)) = λj(wj, v) ∀ v ∈ V. (2.2)

Em particular,

(wj, wk) = δjk e ν ((wj, wk)) = λjδjk ∀ j, k.
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2.2.1 Soluções Fracas

Nesta seção, procura-se uma função que resolva o problema (1.31) em algum sentido.

No entanto, precisa-se de�nir o conceito de solução, uma vez que a função a ser procurada

vai ser uma solução no sentido fraco, isto é, caracteriza-se o conceito de solução a ser

procurada por:

De�nição 2.1. Diz-se que

u : Q −→ Rn

é solução fraca de (1.31), quando

u ∈ L2(0, T ;V ), u′ ∈ L2(0, T ;V ′)

e satisfaz

d

dt
(u(t), v) + ν ((u(t), v)) + µ

∫ t

0

((u(σ), v)) dσ = (f(t), v) ∀ v ∈ V no sentido de D′(0, T )

(2.3)

com

u(0) = u0.

Observação 2.1. A princípio, é estranho não aparecer nesta de�nição nada relacionado

à pressão p. No entanto, após achar uma função u satisfazendo esta de�nição é que

encontra-se a função p satisfazendo o problema (1.31) em algum sentido.

�

A de�nição acima permite enunciar o primeiro resultado desta seção:

Teorema 2.1. Se f ∈ L2(0, T ;H) e u0 ∈ H, o problema misto (1.31) tem uma única

solução fraca u, além disso

u ∈ C0([0, T ];H).

Demonstração:

Emprega-se o método de Faedo-Galerkin com uma base para o espaço V . De fato,

considere a sequência (wj)j∈N construída em (2.2). Seja Vm = [w1, · · · , wm] o subespaço

de V gerado pelos m primeiros vetores de {wj}j≥1. Primeiramente, note que, no sentido

das distribuições, para toda ϕ ∈ V ⊂ D(Ω), tem-se

(∇p, ϕ) =
n∑
i=1

∫
Ω

∂p

∂xi
ϕi dx =

n∑
i=1

∫
Ω

(−p)∂ϕi
∂xi

dx = −
∫

Ω

p div ϕ dx = −(p, div ϕ) = 0
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pois div ϕ = 0 em Ω.

Como V é denso em V (V é o fecho de V em H1
0(Ω)), essa relação pode ser estendida

para todo v ∈ V . Em particular, ∀ j ∈ {1, ..., m}, temos que

(∇p, wj) =
n∑
i=1

∫
Ω

∂p

∂xi
wji dx =

n∑
i=1

∫
Ω

(−p)∂wji
∂xi

dx = −
∫

Ω

p div wj dx = −(p, div wj) = 0

Assim, considere o problema aproximado de (1.31) que consiste em:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Encontrar um(t) =

m∑
j=1

hjm(t)wj ∈ Vm tal que

(u′m(t), v) + ν ((um(t), v)) + µ

∫ t

0

((um(σ), v)) dσ = (f(t), v) ∀ v ∈ Vm

um(0) = u0m → u0 em H, m→ +∞.

(2.4)

Tomando v = wj e usando a ortonormalidade de {w1, ..., wm}, obtemos o sistema∣∣∣∣∣∣ h
′
jm(t) + λjhjm(t) +

µ

ν
λj

∫ t

0

hjm(σ)dσ = (f(t), wj) ∀ j ∈ {1, ..., m}

hjm(0) = hj0m

que na forma matricial é escrito como
h′1m

h′2m
...

h′mm

+


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · λm




h1m + µ

ν

∫ t
0
h1m(σ) dσ

h2m + µ
ν

∫ t
0
h2m(σ) dσ
...

hmm + µ
ν

∫ t
0
hmm(σ) dσ

 =


(f(t), w1)

(f(t), w2)
...

(f(t), wm)



ou, fazendo


h1m

h2m

...

hmm

 = X,

∣∣∣∣∣∣ X
′(t) + AX(t) +

µ

ν
A

∫ t

0

X(σ) dσ = f̃w(t)

X(0) = X0

onde A é a matriz diagonal formada pelos λj, f̃w(t) é a matriz coluna dos (f(t), wj) e X0

é a matriz coluna dos dados iniciais hj0m.
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Considerando a função de�nida por F (X, t) = f̃w(t) − AX(t) − µ

ν
A

∫ t

0

X(σ) dσ, o

sistema acima se reduz a forma ∣∣∣∣∣ X ′(t) = F (X, t)

X(0) = X0

(∗)

Note que F satisfaz as condições de Carathéodory. De fato,

• F (X, t) é mensurável em t, pois cada uma das funções t 7→ (f(t), wj) está em L2(Ω).

• para t �xado, F (X, t) é contínua em X, pois as funções hjm são contínuas.

• |F (X, t)| =
∣∣∣∣f̃w(t)− AX(t)− µ

ν
A

∫ t

0

X(σ) dσ

∣∣∣∣ ≤ K|f(t)|+|A||X(t)|+µ
ν
|A|
∫ t

0

|X| dσ,

onde K é uma constante. Assim, para todo compacto contido no domínio de F

existe uma função integrável m(t), tal que |F (X, t)| ≤ m(t).

Logo, pelo Teorema de existência de soluções de Carathéodory, o sistema (∗) possui

uma solução sobre um intervalo (0, tm), com tm < T . A dependência de t com respeito a

m se deve ao fato de que o sistema (∗) está relacionado ao problema aproximado (2.4).

Portanto, retornando a esse sistema, sendo um uma solução local de (2.4) sobre (0, tm),

temos que

(u′m(t), v) + ν ((um(t), v)) + µ

∫ t

0

((um(σ), v)) dσ = (f(t), v) ∀ v ∈ Vm

Tomando, v = um(t) ∈ Vm obtém-se

1

2

d

dt
|um(t)|2 + ν||um(t)||2 + µ

∫ t

0

(∫
Ω

∇um(x, t)∇um(x, σ) dx

)
dσ ≤ |f(t)| |um(t)|.

A partir disso, logo adiante nas estimativas mostra-se com o uso do Lema de Gronwall

que |um(t)| < C ∀ t ∈ (0, tm). Logo, pelo colorário do Teorema de Carathéodory, um pode

ser estendida até [0, T ] e, portanto, o sistema (2.4) tem uma solução de�nida em [0, T ].

Busca-se, a seguir, estimativas para um que permitirão tomar o limite quandom→∞
e veri�ca-se que a função limite satisfaz a De�nição 2.1. Essa é a ideia chave em que se

baseia o método de Lions-Faedo-Galerkin.
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Estimativas

Considerando-se na equação aproximada (2.4), v = um(t) ∈ Vm obtém-se

1

2

d

dt
|um(t)|2 + ν||um(t)||2 + µ

∫ t

0

(∫
Ω

∇um(x, t)∇um(x, σ) dx

)
dσ ≤ |f(t)| |um(t)|.

Portanto, integrando de 0 a t, segue-se que

|um(t)|2 + 2ν

∫ t

0

||um(s)||2 dt+ 2µ

∫ t

0

∫ s

0

(∫
Ω

∇um(x, s)∇um(x, σ) dx

)
dσds ≤

≤ 2

∫ t

0

|f(s)| |um(s)| ds+ |u0m|2 ≤ 2

(∫ t

0

|f(s)|2 ds
)1

2
(∫ t

0

|um(s)|2 ds
)1

2

+ |u0m|2.

(2.5)

Pelo teorema de Fubini, temos que

2

∫ t

0

∫ s

0

(∫
Ω

∇um(x, s)∇um(x, σ) dx

)
dσds =

∫
Ω

∫ t

0

[
2

(∫ s

0

∇um(x, σ) dσ

)
∇um(x, s)

]
ds dx

=

∫
Ω

∫ t

0

∂

∂s

(∫ s

0

∇um(x, σ) dσ

)2

ds dx =

∫
Ω

(∫ t

0

∇um(x, σ) dσ

)2

dx ≥ 0.

(2.6)

Logo, de (2.5) e (2.6), tem-se que

|um(t)|2 ≤
∫ t

0

|um(s)|2 ds+

∫ t

0

|f(s)|2 ds+ |u0m|2.

Sendo f ∈ L2(0, T ;H), por meio da desigualdade de Gronwall, obtém-se que

|um(t)|2 ≤ Cet, ∀ t ∈ (0, T ) (2.7)

onde C =

∫ T

0

|f(t)|2 dt+ |u0m|2. Tem-se também que

2

(∫ t

0

|f(s)|2 ds
)1

2
(∫ t

0

|um(s)|2 ds
)1

2

= 2

(
c

ν

∫ t

0

|f(s)|2 ds
)1

2
(
ν

c

∫ t

0

|um(s)|2 ds
)1

2

≤ c

ν

∫ t

0

|f(s)|2 ds +
ν

c

∫ t

0

|um(s)|2 ds ≤ c

ν

∫ T

0

|f(s)|2 ds + ν

∫ t

0

||um(s)||2 ds (2.8)

onde c é a constante da desigualdade de Poincaré-Friedrichs entre as normas | . | e || . ||.
Logo, de (2.5) e (2.8), tem-se que

ν

∫ t

0

||um(s)||2 dt ≤ c

ν

(∫ T

0

|f(s)|2 ds
)

+ |u0m|2. (2.9)

De (2.4)3, tem-se que (u0m)m∈N é limitada. Assim, fazendo t → T no segundo membro

de (2.7) e no primeiro membro de (2.9), tem-se que |um(t)|2 ≤ C1, ∀ t ∈ (0, T ) e
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|um|L2(0,T ;V ) ≤ C2, onde C1 e C2 são constantes positivas. Integrando esta primeira de 0

à T , segue-se que |um|L2(0,T ;H) ≤ C1T . De (2.5) e (2.6), temos também

µ

∫
Ω

(∫ t

0

∇um(x, σ) dσ

)2

dx ≤
∫ t

0

|um(s)|2 ds+

∫ T

0

|f(s)|2 ds+ |u0m|2.

De�nindo zm(t) =

∫ t

0

um(x, σ) dσ, da desigualdade acima temos que ||zm(t)||2 ≤ C1T+C
µ

.

Integrando de 0 à T , obtemos |zm|L2(0,T ;V ) ≤ C1T 2+CT
µ

. Logo,

(zm)m∈N é limitada em L2(0, T ;V ); (2.10)

(um)m∈N é limitada em L2(0, T ;H); (2.11)

(um)m∈N é limitada em L2(0, T ;V ). (2.12)

Passagem ao Limite

De (2.10), (2.11) e (2.12) e do fato de L2(0, T ;H) e L2(0, T ;V ) serem re�exivos, extrai-se

subsequências de (zm)m∈N e (um)m∈N, representadas pela mesma notação, tais que

zm ⇀ z em L2(0, T ;V ); (2.13)

um ⇀ u em L2(0, T ;H); (2.14)

um ⇀ u em L2(0, T ;V ). (2.15)

Das convergências (2.14) e (2.15), obtém-se∫ T

0

(um(t), w(t)) dt −→
∫ T

0

(u(t), w(t)) dt, ∀ w ∈ L2(0, T ;H), (2.16)

e ∫ T

0

((um(t), w(t))) dt −→
∫ T

0

((u(t), w(t))) dt, ∀ w ∈ L2(0, T ;V ). (2.17)

Agora, da convergência (2.13), segue-se que z′m ⇀ z′. Mas, z′m = um. Como, por (2.15),

um ⇀ u, pela unicidade do limite fraco, devemos ter z′ = u⇒ z(t) =
∫ t

0
u(σ) dσ. Logo,∫ T

0

((zm(t), w(t))) dt −→
∫ T

0

((z(t), w(t))) dt

⇒
∫ T

0

((

∫ t

0

um(σ) dσ, w(t))) dt −→
∫ T

0

((

∫ t

0

u(σ) dσ, w(t))) dt

⇒
∫ T

0

∫ t

0

((um(σ), w(t))) dσ dt −→
∫ T

0

∫ t

0

((u(σ), w(t))) dσ dt (2.18)
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para todo w ∈ L2(0, T ;V ).

Tomando, em (2.16), w = vθ, com v ∈ V e θ ∈ D(0, T ), temos que∫ T

0

(u′m(t), v)θ(t)dt = −
∫ T

0

(um(t), v)θ′(t)dt −→ −
∫ T

0

(u(t), v)θ′(t)dt. (2.19)

Utilizando-se as convergências (2.17) − (2.19) e a densidade da união dos Vm em V ,

pode-se passar o limite na equação aproximada (2.4) para m→∞ e obter

−
∫ T

0

(u(t), v)θ′(t)dt+ ν

∫ T

0

((u(t), v))θ(t)dt+ µ

∫ T

0

(∫ t

0

((u(σ), v)) dσ

)
θ(t) dt =

∫ T

0

(f(t), v)θ(t) dt

(2.20)

∀ v ∈ V, θ ∈ D(0, T ).

Dessa igualdade, obtém-se

d

dt
(u(t), v) + ν((u(t), v)) + µ

∫ t

0

((u(σ), v)) dσ = (f(t), v) ∀ v ∈ V, no sentido de D′(0, T ).

Sendo u ∈ L2(0, T ;V ), V ⊂ H ⊂ V ′ e observando que

−ν ((u(t), v)) = −ν
∫

Ω

(∇u(σ),∇v) dx = ν

∫
Ω

∆u(σ)v dx = 〈ν∆u(t), v〉V ′×V

−µ
∫ t

0

((u(σ), v)) dσ = −µ
∫ t

0

[∫
Ω

(∇u(σ),∇v) dx

]
dσ = µ

∫ t

0

[∫
Ω

∆u(σ)v dx

]
dσ

=

∫
Ω

[
µ

∫ t

0

∆u(σ) dσ

]
v dx =

〈
µ

∫ t

0

∆u(σ)dσ, v

〉
V ′×V

obtém-se
d

dt
〈u(t), v〉 = 〈h(t), v〉 ∀ v ∈ V, (2.21)

onde 〈., .〉 representa a dualidade entre V ′ e V e

h(t) = ν∆u(t) + µ

∫ t

0

∆u(σ) dσ + f(t).

Note que h ∈ L2(0, T ;V ′), pois f ∈ L2(0, T ;H) ↪→ L2(0, T ;V ′) e |∆u(t)|
H
−1(Ω) = ||u(t)||

⇒ ∆u ∈ L2(0, T ; H−1(Ω)) ↪→ L2(0, T ;V ′). Logo, conforme Temam [37] pg. 261, de

(2.21) segue-se que u′(t) = h(t) quase sempre em [0, T ] e, portanto,

u′ ∈ L2(0, T ;V ′) (2.22)

e

u′ − ν∆u− µ
∫ t

0

∆u(σ) dσ = f, no sentido de L2(0, T ;V ′), (2.23)
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Sendo u ∈ L2(0, T ;V ) e V ↪→H ↪→ V ′ segue-se, de Temam [37], que u ∈ C0([0, T ];H).

Logo, faz sentido calcular u(0). Finalmente, para veri�car a condição inicial de (2.3),

consideremos uma função ψ : [0, T ] → R de classe C1 e tal que ψ(T ) = 0 e ψ(0) 6= 0.

Multiplicando a equação

d

dt
(u(t), v) + ν((u(t), v)) + µ

∫ t

0

((u(σ), v)) dσ = (f(t), v)

por ψ(t) e integrando de 0 à T , �ca∫ T

0

d

dt
(u(t), v)ψ(t) dt+ ν

∫ T

0

((u(t), v))ψ(t) dt+ µ

∫ T

0

∫ t

0

((u(σ), v))ψ(t) dσ dt =

∫ T

0

(f(t), v)ψ(t) dt

Integrando por partes o primeiro termo, obtemos que

−
∫ T

0

(u(t), v)ψ′(t) dt + ν

∫ T

0

((u(t), v))ψ(t) dt + µ

∫ T

0

∫ t

0

((u(σ), v))ψ(t) dσ dt

= (u(0), v)ψ(0) +

∫ T

0

(f(t), v)ψ(t) dt

Repetindo este mesmo procedimento na equação do problema aproximado (2.4) e

tomando o limite para m→ +∞, obtemos também que

−
∫ T

0

(u(t), v)ψ′(t) dt + ν

∫ T

0

((u(t), v))ψ(t) dt + µ

∫ T

0

∫ t

0

((u(σ), v))ψ(t) dσ dt

= (u0, v)ψ(0) +

∫ T

0

(f(t), v)ψ(t) dt

Comparando os dois resultados obtidos, temos que (u(0), v)ψ(0) = (u0, v)ψ(0), ∀ v ∈ V .
Logo, u(0) = u0. �

Unicidade

Sejam u, v duas soluções do problema (1.31), logo w = u− v satisfaz

w′ − ν∆w − µ
∫ t

0

∆w(σ) dσ = 0, w(0) = 0. (2.24)

Tomando o produto escalar (( , )) da igualdade acima com w(t), tem-se

〈w′(t), w(t)〉+ ν||w(t)||2 + µ

∫ t

0

((w(σ), w(t)))dσ = 0

Conforme Temam [37] pp. 261, tem-se que 〈w′(t), w(t)〉 =
1

2

d

dt
|w(t)|2 e integrando de 0

a t, obtém-se

1

2
|w(t)|2 + ν

∫ t

0

||w(s)||2 ds+

∫ t

0

∫ s

0

((w(σ), w(s)))dσ ds = 0

Donde, de (2.6), tem-se que |w(t)|2 = 0. Portanto, w(t) = 0 para todo t ∈ [0, T ].
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Observação 2.2. Apesar do que já foi feito, deve-se precisar em que sentido a função

u de�nida pelo Teorema 2.1 é a solução do problema de valor inicial (1.31).

�

De fato, o resultado a seguir não só vai dizer isto, como acha-se uma função p satis-

fazendo o problema (1.31) em algum sentido.

Proposição 2.1. Sobre as hipóteses do Teorema 2.1, existe uma distribuição p : Q→ R,
tal que a função u de�nida no Teorema 2.1 e p satisfazem o problema (1.31) no sentido

das distribuições em Q, além disso, p ∈ L2(0, T ;L2(Ω)).

Demonstração:

As igualdades (1.31)2 e (1.31)4 do problema (1.31) são uma consequência de u ∈ L2(0, T ;V )

e do Teorema 2.1. A igualdade (1.31)3 é consequência de u ∈ L2(0, T ;H1
0(Ω)).

Para recuperar a pressão p, como u′(t) = h(t) em V ′, h(t) de�nida anteriormente,

tem-se que 〈
u′(t)− ν∆u(t)− µ

∫ t

0

∆u(σ) dσ − f(t), v

〉
= 0 (2.25)

para todo v ∈ V quase sempre em [0, T ]. Em particular, como V ⊂ V , tem-se〈
u′(t)− ν∆u(t)− µ

∫ t

0

∆u(σ) dσ − f(t), v

〉
= 0, (2.26)

para todo v ∈ V quase sempre [0, T ]. Logo, conforme Proposição 4.1 do Apêndice, existe

p(t) ∈ D′(Ω) tal que

−∇p(t) = u′(t)− ν∆u(t)− µ
∫ t

0

∆u(σ) dσ − f(t). (2.27)

Daí conclui-se que

∇p(t) ∈ H−1(Ω). (2.28)

Isto diz que cada
∂p(t)

∂xi
∈ H−1(Ω) para cada i = 1, 2, ...., n. Logo, da Proposição 4.2 item

(ii) do Apêndice, tem-se que

p(t) ∈ L2(Ω) e |p(t)|L2(Ω) ≤ C||∇p(t)||
H
−1(Ω).

Sendo, por (2.27), ∇p ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), obtém-se

p ∈ L2(0, T ;L2(Ω)). (2.29)

Observação 2.3. Não se tem em geral alguma informação sobre p além de (2.28) e

(2.29). No entanto, será mostrado na seção seguinte que p terá mais regularidade quando

assume-se mais regularidade nos dados iniciais.

�
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2.2.2 Soluções Fortes

Nesta seção mostra-se que, exigindo mais regularidade sobre u0, obtém-se mais regu-

laridade na solução de (1.31).

De�nição 2.2. Diz-se que

u : Q −→ Rn

é uma solução forte de (1.31), quando

u ∈ L2(0, T ;V ∩H2(Ω)), u′ ∈ L2(0, T ;H), p ∈ L2(0, T ;H1(Ω))

e satisfaz

u′ − ν∆u− µ
∫ t

0

∆u(σ) dσ = f −∇p em L2(Q), (2.30)

u(0) = u0.

O resultado abaixo garante a existência, unicidade e regularidade de soluções.

Teorema 2.2. Se f ∈ L2(0, T ;H) e u0 ∈ V , o problema misto (1.31) tem uma única

solução forte u, além disso

u ∈ C0([0, T ];V ).

Demonstração:

Seja v = ∆um(t) ∈ Vm em (2.4), logo

(u′m(t),∆um(t)) + ν ((um(t),∆um(t))) + µ

∫ t

0

((um(σ),∆um(t))) dσ = (f(t),∆um(t))⇒

((u′m(t), um(t))) + ν (∆um(t),∆um(t)) + µ

∫ t

0

(∆um(σ),∆um(t)) dσ = −(f(t),∆um(t))

Assim, tem-se que

d

dt
||um(t)||2 + 2ν |∆um(t)|2 + 2µ

∫ t

0

(∆um(σ),∆um(t)) dσ ≤ 2 |f(t)| |∆um(t)| (2.31)

Integrando (2.31) de 0 à t, tem-se que

||um(t)||2 + 2ν

∫ t

0

|∆um(s)|2 ds+ 2µ

∫ t

0

∫ s

0

(∆um(σ),∆um(s)) dσ ds

≤ 2

∫ t

0

|f(s)||∆um(s)| ds+ ‖u0m‖2 ≤ 2

(∫ t

0

|f(s)|2 ds
)1

2
(∫ t

0

|∆um(s)|2 ds
)1

2

+ ||u0m||2

(2.32)
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Analogamente ao que foi feito em (2.6), mostra-se que a integral dupla acima é positiva.

Além disso, assim como em (2.8), tem-se

2

(∫ t

0

|f(s)|2 ds
)1

2
(∫ t

0

|∆um(s)|2 ds
)1

2

≤ 1

ν

∫ T

0

|f(s)|2 ds+ ν

∫ t

0

|∆um(s)|2 ds (2.33)

Logo, de (2.32) e (2.33),

||um(t)||2 + ν

∫ t

0

|∆um(s)|2 ds ≤ 1

ν

∫ T

0

|f(s)|2 ds+ ||u0m||2 (2.34)

Sendo f ∈ L2(0, T ;H) e escolhendo u0m ∈ Vm de modo que u0m → u0 em V , de (2.34) vem

que ||um(t)||2 ≤ C e |∆um|L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C
ν
. Dessa primeira, vem que |um|L2(0,T ;V ) ≤ CT .

Portanto,

(um)m∈N é limitada em L2(0, T ;V ), (2.35)

(∆um)m∈N é limitada em L2(0, T ;L2(Ω)). (2.36)

Da densidade da união dos Vm em V , pode-se ter v ∈ V no problema aproximado (2.4).

Portanto,

(u′m(t), v)− ν(∆um(t), v)−
(
µ

∫ t

0

∆um(σ)dσ, v

)
= (f(t), v), ∀ v ∈ V.

Logo, em particular, tem-se〈
u′m(t)− ν∆um(t)− µ

∫ t

0

∆um(σ) dσ − f(t), v

〉
= 0, (2.37)

para todo v ∈ V quase sempre em [0, T ]. Assim, conforme Proposição 4.1 do Apêndice,

existe pm(t) ∈ D′(Ω) tal que

−∇pm(t) = u′m(t)− ν∆um(t)− µ
∫ t

0

∆um(σ) dσ − f(t). (2.38)

Considere o problema de Stokes∣∣∣∣∣∣∣∣
−ν∆um(t) +∇pm(t) = ϕm(t) ∈ L2(Ω)

div(um(t)) = 0 em Ω

um(t) = 0 sobre Γ,

(2.39)

onde ϕm(t) = −u′m(t) + µ

∫ t

0

∆um(σ) dσ + f(t).

De (2.38), tem-se que
∂pm(t)

∂xi
∈ L2(Ω), donde

pm(t) ∈ H1(Ω). (2.40)
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De (2.36) tem-se ∣∣∣∣∣ ∆um(t) ∈ L2(Ω)

um(t) ∈ H1
0(Ω),

logo, da regularidade de problemas elíticos, segue-se que

um(t) ∈ H2(Ω). (2.41)

De (2.39), (2.40), (2.41) e a Proposição 4.3 do Apêndice obtém-se

‖um(t)‖
H

2(Ω) ≤ C0|ϕm(t)|2.

Como ϕm é limitada em L2(0, T ;L2(Ω)), segue-se que

(um)m∈N é limitada em L2(0, T ;H2(Ω)). (2.42)

De (2.35) e (2.42), extrai-se uma subsequência de (um)m∈N, representada pela mesma

notação, tal que

um ⇀ u em L2(0, T ;V ); (2.43)

um ⇀ u em L2(0, T ;H2(Ω)). (2.44)

Por argumentos similares aos do Teorema 2.1, obtém-se das convergências (2.43) e

(2.44), que u satisfaz:

d

dt
(u(t), v)− ν(∆u(t), v)−

(
µ

∫ t

0

∆u(σ)dσ, v

)
= (f(t), v) ∀ v ∈ V, no sentido de D′(0, T ).

(2.45)

Daí, como no Teorema 2.1, tem-se que

u′ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) (2.46)

u′ − ν∆u− µ
∫ t

0

∆u(σ) dσ = f, no sentido de L2(0, T ;L2(Ω)). (2.47)

De (2.47), tem-se em particular que〈
u′(t)− ν∆u(t)−

∫ t

0

∆u(σ) dσ − f(t), v

〉
= 0, (2.48)

para todo v ∈ V . Portanto, a Proposição 4.1 do Apêndice, garante a existência de p(t) ∈
D′(Ω) tal que

−∇p(t) = u′(t)− ν∆u(t)−
∫ t

0

∆u(σ) dσ − f(t) ∈ L2(Ω), q.s. em [0, T ]. (2.49)

35



Daí conclui-se que

∇p(t) ∈ L2(Ω). (2.50)

Isto diz que cada
∂p(t)

∂xi
∈ L2(Ω) para cada i = 1, 2, ...., n. Logo, da Proposição 4.2 item

(i) do Apêndice, obtém-se

p(t) ∈ L2(Ω),

e, portanto,

p(t) ∈ H1(Ω), quase sempre em [0, T ].

Tem-se, para quase todo t ∈ [0, T ], que∣∣∣∣∣∣∣∣
−ν∆u(t) +∇p(t) = χ(t) ∈ L2(Ω);

div(u(t)) = 0 em Ω

u(t) = 0 sobre Γ,

onde χ(t) = −u′(t) + µ

∫ t

0

∆u(σ) dσ + f(t).

Portanto, invocando a Proposição 4.3 do Apêndice, com α = 2, m = 0, g = 0, φ = 0,

tem-se que a aplicação

χ(t) 7→ {u(t), p(t)}

é linear e contínua de L2(Ω) em H2(Ω)×H1(Ω). Além disso, tem-se que

‖u(t)‖
H

2(Ω) + ‖p(t)‖H1(Ω) ≤ c0{|χ(t)|},

donde, por χ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), tem-se que

p ∈ L2(0, T ;H1(Ω)).

Como

u ∈ L2(0, T ;H1
0(Ω) ∩H2(Ω)) e u′ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)),

tem-se que

u ∈ C0
(

[0, T ];
[
H1

0(Ω) ∩H2(Ω),L2(Ω)
]

1
2

)
.

Mas,
[
H1

0(Ω) ∩H2(Ω),L2(Ω)
]

1
2

= H1
0(Ω) e div(u) = 0. Assim,

u ∈ C0([0, T ];V ).

Para mostrar que u(0) = u0 e a unicidade, faz-se exatamente como no Teorema 2.1.

Portanto, a prova do Teorema 2.2 está concluída.
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Capítulo 3

O Modelo de Maxwell

O objetivo deste capítulo é estabelecer existência e unicidade de solução fraca para o

sistema (1.32). Consideram-se aqui as mesmas notações usadas no capítulo 2.

3.1 Lemas Técnicos

Nesta seção são apresentados alguns lemas técnicos necessários para a conclusão deste

trabalho. A sua utilidade �cará clara mais adiante.

Lemma 3.1.1. Seja 1 ≤ p < ∞. Quando h ∈ Lp(Q), Q = Ω × (0, T ) e g ∈ L1(0,∞)

tem-se que

||g ∗ h||Lp(Q) ≤ ||g||L1(0,∞)||h||Lp(Q)

onde ∗ é a convolução em t.

Demonstração:

Considere a função F (x, t, σ) = g(t− σ)h(x, σ). Para p = 1, tem-se∫ t

0

|F (x, s, σ)|R ds ≤ |h(x, σ)|R
∫ t

0

g(s− σ) ds ≤ ||g||L1(0,∞)|h(x, σ)|R,

donde ∫
Q

∫ t

0

|F (x, s, σ)|R ds dQ ≤ ||g||L1(0,∞)||h||L1(Q).

Assim F ∈ L1(Q× R+) e

||g ∗ h||L1(Q) =

∫
Q

|g ∗ h(x, t)|R dQ ≤
∫
Q

∫ t

0

|F (x, s, σ)|R ds dQ ≤ ||g||L1(0,∞)||h||L1(Q).

Para 1 < p < ∞, basta considerar a função σ 7→ |g(t − σ)|R|h(x, σ)|pR e proceder como

anteriormente.
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Lemma 3.1.2. Seja g : [0,∞) → [0,∞) uma função de L1(0,∞) e sejam y, ζ ∈
L2(0, T ;L2(Ω)). Então

∫
Ω×(0,T )

[∫ t

0

g(t− σ)y(σ) dσ

]
ζ(t) dt dx =

∫
Ω×(0,T )

[∫ T

t

g(η − t)ζ(η) dη

]
y(t) dt dx

Demonstração:

Considere

ỹ =

∣∣∣∣∣ y em [0, T ]

0 fora de [0, T ]
ζ̃ =

∣∣∣∣∣ ζ em [0, T ]

0 fora de [0, T ]

g̃(s) =

∣∣∣∣∣ g(s) se s ≥ 0

0 se s < 0
e g̃ ∗ y =

∣∣∣∣∣ g ∗ y em [0, T ]

0 fora de [0, T ].

Assim, ỹ ∈ L2(R,L2(Ω)), ζ̃ ∈ L2(R,L2(Ω)), g̃ ∈ L1(R) e pelo Lema 3.1.1 segue que

g̃ ∗ y ∈ L2(R;H). Portanto,∫
Ω×(0,T )

[∫ t

0

g(t− σ)y(σ) dσ

]
ζ(t) dt dx =

∫
Ω×(0,T )

(g ∗ y)(t)ζ(t) dt dx =∫
Ω×R

(g̃ ∗ y)(t)ζ̃(t) dt dx =

∫
Ω×R

(g̃ ∗ ỹ)(t)ζ̃(t) dt dx =

∫
Ω×R

ỹ(t)(˜̆g ∗ ζ̃)(t) dt dx =∫
Ω×R

[∫
R

˜̆g(t− η)ζ̃(η) dη

]
ỹ(t) dt dx =

∫
Ω×R

[∫
R
g̃(η − t)ζ̃(η) dη

]
ỹ(t) dt dx =∫

Ω×(0,T )

[∫ T

t

g(η − t)ζ(η) dη

]
y(t) dt dx

onde por ğ, denotou-se ğ(x) = g(−x).

Lemma 3.1.3. Para arbitrários α, T ∈ R com α, T > 0 e h ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) ' L2(Q)

tem-se

I :=

∫
Ω×(0,T )

[∫ t

0

e−α(t−s)h(x, s) ds

]
h(x, t) dt dx ≥ 0

.

Demonstração: Do Lema 3.1.2 tem-se que

I =

∫
Ω×(0,T )

[∫ T

t

e−α(η−t)h(x, η) dη

]
h(x, t) dt dx.

Logo,
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I =
1

2

∫
Ω×(0,T )

[∫ T

0

e−α|t−η|Rh(x, η) dη

]
h(x, t) dt dx.

Observe desta identidade que para α = 0, o Lema é válido. Por outro lado, para α 6= 0,

seja h∗(x, t) = h(x, t) em Ω× (0, T ) e h∗(x, t) = 0 fora de Ω× (0, T ). Então da identidade

acima segue-se que

I =
1

2

∫
Rn×R

[∫
R
e−α|t−η|Rh∗(x, η) dη

]
h∗(x, t) dt dx

Faz-se agora a mudança de variável t− η = ξ, para obter

I =
1

2

∫
Rn×R

[∫
R
e−α|ξ|Rh∗(x, t− ξ) dξ

]
h∗(x, t) dt dx

A ideia agora é se utilizar da Transformada inversa de Fourier de h∗(x, t). De fato,

I =
1

2(2π)
n+1
2

∫
Rn×R

h∗(x, t)

[∫
R
e−α|ξ|

{∫
Rn×R

ei(x,t−ξ)·(y,η)ĥ∗(y, η) dη dy

}
dξ

]
dt dx =

1

2(2π)
n+1
2

∫
Rn×R

h∗(x, t)

[∫
Rn×R

ei(x,t)·(y,η)ĥ∗(y, η)

{∫
R
e−iξηe−α|ξ| dξ

}
dη dy

]
dt dx =

1

2(2π)
n+1
2

∫
Rn×R

h∗(x, t)

[∫
Rn×R

ei(x,t)·(y,η)ĥ∗(y, η)ê−α|ξ| dη dy

]
dt dx =

1

2(2π)
n+1
2

∫
Rn×R

ê−α|ξ|ĥ∗(y, η)

[∫
Rn×R

ei(x,t)·(y,η)h∗(x, t) dt dx

]
dη dy =

1

2(2π)
n+1
2

∫
Rn×R

ê−α|ξ|ĥ∗(y, η)

[∫
Rn×R

ei(x,t)·(y,η)h∗(x, t) dt dx

]
dη dy =

1

2(2π)
n+1
2

∫
Rn×R

ê−α|ξ|ĥ∗(y, η)

[∫
Rn×R

e−i(x,t)·(y,η)h∗(x, t) dt dx

]
dη dy =

1

2(2π)
n+1
2

∫
Rn×R

ê−α|ξ|ĥ∗(y, η)ĥ∗(y, η) dη dy =

1

2(2π)
n+1
2

∫
Rn×R

ê−α|ξ||ĥ∗(y, η)|2 dη dy.
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Portanto,

I =
1

2(2π)
n+1
2

∫
Rn×R

ê−α|ξ||ĥ∗(y, η)|2 dη dy.

Sendo

ê−α|ξ| =

∫
R
e−iξηe−α|ξ| dξ =

2α√
2π(α2 + η2)

tem-se que

I =
α

(2π)
n
2

+1

∫
Rn×R

(α2 + η2)−1|ĥ∗(y, η)|2 dη dy ≥ 0,

Isso demonstra o Lema.

3.2 Existência e Unicidade de Soluções para (1.32)

Investiga-se nesta seção, a existência e unicidade de soluções do problema (1.32).

Em comparação ao problema (1.31), a di�culdade neste problema advém do fator de

decaimento exponencial presente no integrando da equação, daí a necessidade do uso

dos lemas enunciados na seção anterior para obter as estimativas no uso do método de

Faedo-Galerkin e a unicidade da solução. Além disso, não é possível obter a regularidade

da solução via formulação variacional do problema de Stokes, em virtude da ausência do

termo linear em ∆u.

3.2.1 Soluções Fracas

O teorema seguinte garante existência e unicidade de solução fraca para o sistema (1.32).

Teorema 3.1. Se f ∈ L2(0, T ;H) e u0 ∈ H, o problema misto (1.32) tem uma única

solução fraca u, além disso

u ∈ C0([0, T ];H).

Demonstração:

O problema aproximado de (1.32) consiste em∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Encontrar um(t) =

m∑
j=1

hjm(t)wj ∈ Vm tal que

(u′m(t), v) + µ

∫ t

0

g(t− σ) ((um(σ), v)) dσ = (f(t), v) ∀ v ∈ Vm

um(0) = u0m → u0 em H, m→ +∞.

(3.1)
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Tomando v = wj e usando a ortonormalidade de {w1, ..., wn}, obtemos o sistema∣∣∣∣∣∣ h
′
j(t) +

µ

ν
λj

∫ t

0

g(t− σ)hj(σ)dσ = (f(t), wj) ∀ j ∈ {1, ..., m}

hj(0) = hj0

que na forma matricial é escrito como
h′1m

h′2m
...

h′mm

+
µ

ν


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · λm




∫ t

0
g(t− σ)h1m(σ) dσ∫ t

0
g(t− σ)h2m(σ) dσ

...∫ t
0
g(t− σ)hmm(σ) dσ

 =


(f(t), w1)

(f(t), w2)
...

(f(t), wm)


ou na forma reduzida ∣∣∣∣∣∣ X

′(t) +
µ

ν
A

∫ t

0

g(t− σ)X(σ) dσ = f̃w(t)

X(0) = X0

onde X é a matriz coluna dos hjm, A é a matriz diagonal dos λj, f̃w(t) é a matriz coluna

dos (f(t), wj) e X0 é a matriz coluna dos dados iniciais hj0m.

Considerando a função de�nida por F (X, t) = f̃w(t) − µ

ν
A

∫ t

0

g(t − σ)X(σ) dσ, o

sistema acima se reduz a forma ∣∣∣∣∣ X ′(t) = F (X, t)

X(0) = X0

(∗∗)

Note que F satisfaz as condições de Carathéodory. De fato,

• F (X, t) é mensurável em t, pois cada uma das funções t 7→ (f(t), wj) está em L2(Ω).

• para t �xado, F (X, t) é contínua em X, pois as funções hjm são contínuas.

• |F (X, t)| =
∣∣∣∣f̃w(t)− µ

ν
A

∫ t

0

g(t− σ)X(σ) dσ

∣∣∣∣ ≤ K|f(t)|+ µ

ν
|A|
∫ t

0

|X| dσ, onde K

é uma constante. Assim, para todo compacto contido no domínio de F existe uma

função integrável m(t), tal que |F (X, t)| ≤ m(t).

Logo, pelo Teorema de Carathéodory, o sistema (∗∗) e, portanto, o sistema (3.1) possui

uma solução um sobre um intervalo (0, tm), tm < T . Além disso, pela estimativa a seguir,

|um(t)| é limitada em (0, tm). Assim, pelo seu colorário, um pode ser estendida até [0, T ].
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Estimativas

Considerando-se na equação aproximada (3.1)2 v = um(t) ∈ Vm obtém-se

1

2

d

dt
|um(t)|2 + µ

∫ t

0

g(t− σ)

(∫
Ω

∇um(x, t)∇um(x, σ) dx

)
dσ ≤ |f(t)| |um(t)|.

Portanto, integrando de 0 a t, segue-se que

|um(t)|2 + 2µ

∫
Ω×(0,t)

∇um(x, s)

(∫ s

0

g(s− σ)∇um(x, σ)dσ

)
dx ds ≤

2

∫ t

0

|um(s)| |f(s)| ds ≤
∫ t

0

|um(s)|2 ds+

∫ T

0

|f(s)|2 ds+ |u0m|2.
(3.2)

Pelo Lema 3.1.3, temos∫
Ω×(0,t)

∇um(x, s)

(∫ s

0

g(s− σ)∇um(x, σ)dσ

)
dx ds ≥ 0.

Logo, de (3.2), tem-se que

|um(t)|2 ≤
∫ t

0

|um(s)|2 ds+

∫ T

0

|f(s)|2 ds+ |u0m|2. (3.3)

Sendo f ∈ L2(0, T ;H), de (3.4), por meio da desigualdade de Grownall, obtém-se

|um(t)|2 ≤ Cet, ∀ t ∈ (0, T ) (3.4)

onde C =

∫ T

0

|f(t)|2 dt+ |u0m|2.

De (2.4)3, temos que (u0m)m∈N é limitada. Assim, fazendo t → T no segundo membro

de (3.4), tem-se que |um(t)|2 ≤ C1, ∀ t ∈ (0, T ), onde C1 é uma constante positiva.

Integrando de 0 à T , obtém-se que

(um)m∈N é limitada em L2(0, T ;H); (3.5)

Passagem ao Limite

Sendo L2(0, T ;H) re�exivo, de (3.5) extrai-se uma subsequência de (um)m∈N, repre-

sentada pela mesma notação, tal que

um ⇀ u em L2(0, T ;H). (3.6)
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Da convergência (3.6), obtém-se∫ T

0

(um(t), w(t)) dt −→
∫ T

0

(u(t), w(t)) dt, ∀ w ∈ L2(0, T ;H), (3.7)

Em particular, para w ∈ L2(0, T ;V ) ⊂ L2(0, T ;H1
0(Ω)), tem-se ∇w ∈ L2(0, T ;H). Logo,∫ T

0

(∇um(t),∇w(t)) dt −→
∫ T

0

(∇u(t),∇w(t)) dt (3.8)

para todo w ∈ L2(0, T ;V ). Isso implica em um ⇀ u em L2(0, T ;V ).

Sejam ũm, w̃ as extensões em t de um, w pondo-se zero fora de [0, T ] e g̃(ξ) igual a

g(ξ) se ξ ≥ 0 e zero se ξ < 0. Logo, ∇ũm ∈ L2(R;H), w̃ ∈ L2(R;V ) e g̃ ∈ L1(R), donde

segue-se que∫ T

0

∫ t

0

g(t− σ) ((um(σ), w(t))) dσ dt =

∫
R

∫
R
g̃(t− σ)

(∫
Ω

∇ũm(x, σ)∇w̃(x, t) dx

)
dσ dt =∫

R

∫
Ω

g̃ ∗ ∇ũm(x, t)∇w̃(x, t) dx dt =

∫
R

∫
Ω

∇ũm(x, σ)˜̆g ∗ ∇w̃(x, σ) dx dσ,

onde ˜̆g(x) = g̃(−x).

Do Lema 3.1.1 tem-se que g̃ ∗ w̃ ∈ L2(R;V ), ∀w ∈ L2(R;V ). Logo, da convergência

(3.8) tem-se, em particular, que∫
R

(
∇ũm(σ), ˜̆g ∗ ∇w̃(σ)

)
dt→

∫
R

(
∇ũ(σ), ˜̆g ∗ ∇w̃(σ)

)
dt.

Note que ∫
R

(
∇ũ(σ), ˜̆g ∗ ∇w̃(σ)

)
dt =

∫
R

(g̃ ∗ ∇ũ(σ),∇w̃(σ)) dt =∫
Ω

∫
R

∫
R
g̃(t− σ)∇ũ(x, σ)dσ∇w̃(x, t)dσ dt dx =

∫ T

0

∫ t

0

g(t− σ) ((u(σ), w(t))) dσdt.

Assim,∫ T

0

∫ t

0

g(t− σ) ((um(σ), w(t))) dσ dt→
∫ T

0

∫ t

0

g(t− σ) ((u(σ), w(t))) dσdt, ∀w ∈ L2(0, T ;V ).

(3.9)

Tomando em (3.10), w = vθ com v ∈ V e θ ∈ D(0, T ), tem-se∫ T

0

(u′m(t), w(t)) dt = −
∫ T

0

(um(t), w′(t))dt −→ −
∫ T

0

(u(t), w′(t)) dt. (3.10)
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Utilizando-se as convergências (3.9), (3.10) e a densidade da união dos Vm em V , pode-se

passar o limite em m→∞ na equação aproximada 3.1 e obter

−
∫ T

0

(u(t), v)θ′(t) dt+

∫ T

0

[
µ

∫ t

0

g(t− σ) ((u(σ), v)) dσ

]
θ(t) dt =

∫ T

0

(f(t), v)θ(t) dt

(3.11)

∀ v ∈ V, θ ∈ D(0, T ).

Dessa igualdade, obtém-se

d

dt
(u(t), v) + µ

∫ t

0

g(t− σ) ((u(σ), v)) dσ = (f(t), v) ∀ v ∈ V, no sentido de D′(0, T ).

Sendo u ∈ L2(0, T ;V ), V ⊂ H ⊂ V ′ e observando que

−µ
∫ t

0

g(t− σ) ((u(σ), v)) dσ = −µ
∫ t

0

g(t− σ)

[∫
Ω

(∇u(σ),∇v) dx

]
dσ

= µ

∫ t

0

g(t− σ)

[∫
Ω

∆u(σ)v dx

]
dσ =

∫
Ω

[
µ

∫ t

0

g(t− σ)∆u(σ) dσ

]
v dx

=

〈
µ

∫ t

0

g(t− σ)∆u(σ)dσ, v

〉
V ′×V

obtém-se
d

dt
〈u(t), v〉 = 〈h(t), v〉 ∀ v ∈ V, (3.12)

onde 〈., .〉 representa a dualidade entre V ′ e V e

h(t) = µ

∫ t

0

g(t− σ)∆u(σ) dσ + f(t).

Note que h ∈ L2(0, T ;V ′), pois f ∈ L2(0, T ;H) ↪→ L2(0, T ;V ′) e |∆u(t)|
H
−1(Ω) = ||u(t)||

⇒ ∆u ∈ L2(0, T ; H−1(Ω)) ↪→ L2(0, T ;V ′). Logo, conforme Temam [37] pg. 261, de

(3.12) segue-se que u′(t) = h(t) quase sempre em [0, T ] e, portanto,

u′ ∈ L2(0, T ;V ′) (3.13)

e

u′ = µ(g ∗∆u) + f, no sentido de L2(0, T ;V ′), (3.14)

Sendo u ∈ L2(0, T ;V ) e V ↪→H ↪→ V ′ segue-se, de Temam [37], que u ∈ C0([0, T ];H).

Logo, faz sentido calcular u(0).
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Resta veri�car a condição inicial. Para isso, consideremos uma função ψ : [0, T ]→ R de

classe C1 e tal que ψ(T ) = 0 e ψ(0) 6= 0. Multiplicando a equação

d

dt
(u(t), v) + µ

∫ t

0

g(t− σ) ((u(σ), v)) dσ = (f(t), v)

por ψ(t) e integrando de 0 à T , �ca∫ T

0

d

dt
(u(t), v)ψ(t) dt + µ

∫ T

0

∫ t

0

g(t− σ) ((u(σ), v))ψ(t) dσ dt =

∫ T

0

(f(t), v)ψ(t) dt

Integrando por partes o primeiro termo, obtemos que

−
∫ T

0

(u(t), v)ψ′(t) dt + µ

∫ T

0

∫ t

0

g(t− σ) ((u(σ), v))ψ(t) dσ dt =

= (u(0), v)ψ(0) +

∫ T

0

(f(t), v)ψ(t) dt

Repetindo este mesmo procedimento na equação do problema aproximado (3.1) e

tomando o limite para m→ +∞, obtemos também que

−
∫ T

0

(u(t), v)ψ′(t) dt + µ

∫ T

0

∫ t

0

g(t− σ) ((u(σ), v))ψ(t) dσ dt =

= (u0, v)ψ(0) +

∫ T

0

(f(t), v)ψ(t) dt

Comparando os dois resultados obtidos, temos que (u(0), v)ψ(0) = (u0, v)ψ(0), ∀ v ∈ V .
Logo, u(0) = u0. �

Unicidade

Sejam u, v duas soluções do problema (1.32), logo w = u− v satisfaz

w′ − µ
∫ t

0

g(t− σ)∆w(σ) dσ = 0, w(0) = 0. (3.15)

Tomando o produto escalar da primeira igualdade (3.15) com w(t), tem-se

〈w′(t), w(t)〉+ µ

∫ t

0

g(t− σ)((w(σ), w(t)))dσ = 0

Conforme Temam [37] pp. 261, tem-se que 〈w′(t), w(t)〉 =
1

2

d

dt
|w(t)|2 e integrando de 0

a t, obtém-se
1

2
|w(t)|2 + µ

∫ t

0

∫ s

0

g(s− σ)((w(σ), w(s)))dσ ds = 0

Donde, do Lema 3.1.3, tem-se que |w(t)|2 = 0. Portanto, w(t) = 0 para todo t ∈ [0, T ].
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Finalmente, o resultado seguinte recupera a pressão e torna preciso o sentido em que

a função u de�nida no Teorema 3.1 satisfaz o problema (1.32).

Proposição 3.1. Sobre as hipóteses do Teorema 3.1, existe uma distribuição p : Q→ R,
tal que a função u de�nida no Teorema 3.1 e p satifazem o problema (1.32) no sentido

das distribuições em Q, além disso, p ∈ L2(0, T ;L2(Ω)).

Demonstração:

As igualdades (1.32)2 e (1.32)4 do problema (1.32) são uma consequência de u ∈ L2(0, T ;V )

e do Teorema 3.1. A igualdade (1.32)3 é consequência de u ∈ L2(0, T ;H1
0(Ω)).

Para introduzir a pressão, como u′(t) = h(t) em V ′, h(t) de�nida anteriormente,

tem-se que 〈
u′(t)− µ

∫ t

0

g(t− σ)∆u(σ) dσ − f(t), v

〉
= 0 (3.16)

para todo v ∈ V quase sempre em [0, T ]. Em particular, como V ⊂ V , tem-se〈
u′(t)− µ

∫ t

0

g(t− σ)∆u(σ) dσ − f(t), v

〉
= 0, (3.17)

para todo v ∈ V quase sempre [0, T ]. Logo, conforme Proposição 4.1 do Apêndice, existe

p(t) ∈ D′(Ω) tal que

−∇p(t) = u′(t)− µ
∫ t

0

g(t− σ)∆u(σ) dσ − f(t). (3.18)

Daí conclui-se que

∇p(t) ∈ H−1(Ω). (3.19)

Isto diz que cada
∂p(t)

∂xi
∈ H−1(Ω) para cada i = 1, 2, ...., n. Logo, da Proposição 4.2 item

(ii) do Apêndice, tem-se que

p(t) ∈ L2(Ω) e |p(t)|L2(Ω) ≤ C||∇p(t)||
H
−1(Ω).

Sendo, por (3.18), ∇p ∈ L2(0, T ;
[
H−1(Ω)

]n
), obtém-se

p ∈ L2(0, T ;L2(Ω)). (3.20)
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Capítulo 4

Apêndice

Neste apêndice se encontram os resultados básicos que foram citados no capítulo 2.

Não apresentaremos as demonstrações, apenas citaremos a referência onde se encontram.

Sejam
V = {u ∈ D(Ω), div(u) = 0},
H = o fecho de V em L2(Ω),

V = o fecho de V em H1
0(Ω).

Considera-se Ω um aberto do Rn e p uma distribuição sobre Ω, p ∈ D′(Ω). Logo, para

algum ν ∈ V , temos

< ∇p , ν >=
n∑
i=1

< Di, νi >= −
n∑
i=1

< p,Diνi >= − < p, div(ν) >= 0, (4.1)

porque, ν ∈ V .
Nota-se também que a recíproca desse resultado é verdadeira, isto é,

Proposição 4.1. Sejam Ω um aberto do Rn e f = {f1, · · · , fn}, fi ∈ D′(Ω), i =

1, 2, · · · , n. Uma condição necessária e su�ciente para

f = ∇p, p ∈ D′(Ω)

é que

< f, ν >= 0, ∀ ν ∈ V .

Este resultado foi provado por De Rham em [37]. Em situações práticas ele é muito

importante, pois, graças a este, pode-se recuperar a pressão nas equações de Navier-

Stokes.
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Apesar da Proposição 4.1 ser uma boa forma de caracterizar a gradiente da pressão,

deve-se obter mais propriedades para �ns práticos. De fato, seja

L2
0(Ω) :=

{
p ∈ L2(Ω),

∫
Ω

p(x)dx = 0

}
,

as seguintes proposição dão caraceterísticas melhores para a pressão.

Proposição 4.2. Seja Ω uma aberto limitado Lipschitziano do Rn.

(i) Se a distribuição p tem todas as derivadas de primeira ordem Dip, 1 ≤ i ≤ n, em

L2(Ω), então p ∈ L2(Ω) e

||p||L2
0(Ω) ≤ c(Ω)||∇p||L2(Ω). (4.2)

(ii) Se a distribuição p tem todas as derivadas de primeira ordem Dip, 1 ≤ i ≤ n, em

H−1(Ω), então p ∈ L2(Ω) e

||p||L2
0(Ω) ≤ c(Ω)||∇p||H−1(Ω). (4.3)

(iii) Em ambos os casos, se Ω é apenas um aberto do Rn, p ∈ L2
loc(Ω).

Demonstração: Veja Temam [37].

Observação 4.1. Seja Ω apenas um aberto do Rn, então, combinando as proposições 4.1

e 4.2, vemos que, se f ∈ H−1(Ω) (ou f ∈ L2
loc(Ω)) e (f, ν) = 0, ∀ ν ∈ V, então f = ∇p

com p ∈ L2
loc(Ω). Entretanto, se Ω for um aberto limitado Lipschtziano, então p ∈ L2(Ω)

(ou p ∈ H1(Ω)).

Observação 4.2. A parte (ii) da proposição 4.2 implica que o operador gradiente é um

isomor�smo de L2
0(Ω) em H−1(Ω); portanto a imagem desse operador linear é fechada.

Denotaremos o expoente de Sobolev por α para que não haja confusão com a pressão p.

Proposição 4.3. Sejam Ω um aberto limitado de classe Cr, r = max(m + 2, 2), m

inteiro positivo. Vamos supor que

u ∈W2,α(Ω), p ∈ W 1,α(Ω), 1 < α <∞,

são soluções do problema de Stokes:∣∣∣∣∣∣∣∣
−η∆(u) +∇p = f em Ω

div(u) = g em Ω

γ0u = φ isto é u = φ sobre Γ.
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Se f ∈Wm,α(Ω), g ∈Wm+1,α(Ω) e φ ∈Wm+2− 1
α
,α(Γ), então

u ∈Wm+2,α(Ω), p ∈Wm+1,α(Ω)

e existe uma constante c0(α, ν,m,Ω) tal que

||u||Wm+2,α(Ω) + ||p||Wm+1,α(Ω)\R ≤
≤ c0

{
||f ||Wm,α(Ω) + ||g||Wm+1,α(Ω)+

+||φ||
W
m+2− 1

α ,α(Γ)
+ dα||u||Lα(Ω)

}
,

onde dα = 0 para α ≥ 2, dα = 1 para 1 < α < 2 e Wm+2− 1
α
,α(Γ) = γ0W

m+2,α(Ω) está

equipado com a norma

||ψ||
W
m+2− 1

α ,α(Γ)
= inf

γ0u=ψ
||u||Wm+2,α(Ω).

Observação 4.3. Faz-se notar que a Proposição 4.3 não é um teorema de existência

para uma solução regular (u, p) do problema de Stokes, ela fornece somente um resultado

sobre a regularidade de uma eventual solução.
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