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Resumo

Neste trabalho, consideramos o método de Newton para resolver a equação generali-

zada F(x) + T(x) 3 0, onde F : Rn → Rn é uma função continuamente diferenciável e

T : Rn ⇒ Rn é uma aplicação ponto-conjunto, monótona maximal entre espaços de

dimensão finita. Mostramos que o método gera uma sequência que converge quadra-

ticamente para uma solução do problema. Para isso, demonstramos um Teorema tipo-

Kantorovich que usa a ideia da função majorante para suavizar a continuidade da derivada

F ′. Isso nos permite obter o raio ótimo de convergência, unicidade da solução e também

resolver equações generalizadas sob a condição de Smale.

Palavras Chave: Método de Newton, Equação Generalizada, Operador Monótono

Maximal, Teorema tipo-Kantorovich, Função Majorante.
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Abstract

In this work, we consider the Newton’s method for solving the generalized equation

F(x) + T(x) 3 0, where F : Rn → Rn is a continuously differentiable function and

T : Rn ⇒ Rn is a set-valued, maximal monotone mapping between finite-dimensional

spaces. We show that the method generates a sequence which converges quadratically to

a solution of the problem. For this, we show a Kantorovich’s theorem that uses the idea

of majorant function to smooth the continuity of the application F ′. It allows us to ob-

tain the optimal convergence radius, uniqueness of solution and also to solve generalized

equations under Smale’s condition.

Key Words: Newton Method, Generalized Equation, Maximal Monotone Operator,

Kantorovich’s Theorem, Majorant Function.
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Introdução

Neste trabalho, estamos interessados na solução da equação generalizada

F(x) + T(x) 3 0, (1)

onde F : Ω → Rn é uma função diferenciável, Ω é um subconjunto aberto de Rn e

T : Rn ⇒ Rn um operador ponto conjunto e monótono maximal. A equação generalizada

(1) abrange uma ampla variedade de problemas em análise clássica e suas aplicações.

Como, por exemplo, sistemas de equações não lineares e sistemas de inequações. Se

σ : Rn → (−∞,+∞) é uma função própria semicont́ınua inferiormente, convexa e

T(x) = ∂σ(x) = {u ∈ Rn : σ(y) > σ(x) + 〈u,y− x〉}, ∀ y ∈ Rn,

então (1) torna-se o problema de inequação variacional

F(x) + ∂σ(x) 3 0,

mais detalhes a respeito de tais problemas podem ser encontrados em [4], [9], [13], [27],

[32], [33].

O Método de Newton é uma das mais importantes estratégias para resolver (1), o qual

gera uma sequência, partindo de um ponto inicial x0, como segue

F(xk) + F ′(xk)(xk+1 − xk) + T(xk+1) 3 0, (2)

sendo k = 0, 1, . . . .

Tal método pode ser pensado como um método tipo Newton baseado na linearização

parcial, sendo objeto de pesquisa em diversos artigos que incluem [3], [4], [13], [24] e

[30]. Em [4] há uma discussão interessante a respeito de métodos iterativos para resolver

equações generalizadas. Percebamos que quando T ≡ 0, a iteração (2) torna-se o método

de Newton para resolver a equação não linear F(x) = 0.
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Sumário 2

Kantorovich em [14], estabeleceu um resultado de convergência para uma solução do

método de Newton para resolver a equação F(x) = 0. Impôs suposições sobre a derivada

F ′(x0) e o termo ||F ′(x0)−1F ′(x0)|| para obter tal resultado de convergência. A principal

ideia de Kantorovich em sua demonstração foi o prinćıpio majorante da sequência {xk}

por uma sequência de escalares. Recentemente o interesse pelo Teorema de Kantorovich

tem crescido, refletindo em muitos trabalhos publicados, veja por exemplo [6], [9], [11],

[26], [30] e [34].

Em nossas pesquisas, encontramos o trabalho de Robinson, ver [27], que até onde sabe-

mos, consta como o primeiro a considerar uma generalização do Teorema de Kantorovich

do tipo F(x) ∈ K, onde K é um cone convexo não vazio e fechado, fornecendo resultados e

“error bounds” para este método. Inspirado por [28], Robinson utilizou propriedades do

processo convexo em seu trabalho.

Josephy em [13], foi o primeiro a considerar uma forma semilocal do método de Newton

do tipo (2), com o intuito de resolver (1), para T = NC a aplicação cone normal de

um conjunto convexo C ⊂ Rn. Para garantir a boa definição do método, na teoria das

equações generalizadas, a propriedade de regularidade forte de F(x0)+F ′(x0)(x−x0)+T(x)

em x1 para 0, onde x1, é obtido de x0, foi usado.

Em [2] e [33], sob uma condição que generaliza a condição de Lipschitz, foi posśıvel es-

tabelecer a convergência local e semilocal, além da taxa quadrática do método de Newton.

Uma hipótese frequentemente utilizada para obter a convergência quadrática do método

de Newton (2), para resolver a equação (1), é supor a continuidade Lipschitz de F ′ em

uma vizinhança da solução, para maiores detalhes veja [4].

Manter o controle sobre a derivada é um importante ponto na análise de convergência

do método de Newton. No entanto, alguns artigos abordam a questão da análise de

convergência para resolver a equação F(x) = 0, suavizando a hipótese da continuidade

Lipschitz de F ′, que pode ser vista nas referências [11], [34], [35]. Atualmente, todas essas

condições são equivalentes a condição de Wang, ver [34]. A vantagem de se trabalhar

com uma condição majorante consiste no fato de permitir unificar vários resultados de

convergência referentes ao método de Newton.

Embasados em [30], o qual reformulou a condição majorante introduzida em [11], com

a finalidade de estudar as propriedades de convergência local do método de Newton (2),

apresentamos a relação existente entre a função majorante e a função que define a equação



Sumário 3

generalizada. Além disso, analisamos raio de convergência ótimo e a unicidade da solução,

para o método associado a condição majorante.

O presente trabalho está organizado da seguinte maneira:

No caṕıtulo 1, apresentamos noções e conceitos de Análise, relacionando resultados

básicos; Álgebra Linear, onde definimos operadores lineares, monótonos e monótonos

maximais; Análise Convexa, com enfoque na caracterização destas em R e finalizamos com

a definição de funções Anaĺıticas, demonstrando um resultado útil nos casos especiais.

No caṕıtulo 2, enunciamos e demonstramos, com base na referência [22], o Teorema de

Kantorovich para equações, o qual assume condições semilocais para resolver a equação

não linear F(x) = 0.

No caṕıtulo 3, estendemos o resultado anterior para equações generalizadas (1), emba-

sados em [30]. Relacionamos o operador F e a função majorante, mostramos que em uma

determinada região o método de Newton para resolver a equação generalizada está bem

definido. Apresentamos o raio ótimo e taxas de convergência para a solução, mostrando

ao final que tal solução é única, na região determinada.

No caṕıtulo 4, estudamos dois casos especiais, no primeiro estudamos o Teorema 3.2.1

sob a condição de Lipschitz e no segundo apresentamos uma versão do Teorema de Smale

para o método de Newton.

Por fim, fazemos algumas observações no caṕıtulo 5.



Caṕıtulo 1

Resultados Auxiliares e Notações

Neste caṕıtulo, apresentamos alguns resultados de Análise e Álgebra Linear. Além

disso, discorremos acerca de conceitos básicos de Análise Convexa, abordando alguns re-

sultados de caracterização das funções convexas diferenciáveis de uma variável real. Tais

assuntos serviram de fundamentação teórica para o entendimento dos caṕıtulos subse-

quentes deste trabalho.

1.1 Noções Topológicas

A presente seção foi elaborada tendo por base as referências [18] e [19], na qual defi-

nimos alguns conjuntos relevantes do espaço euclidiano Rn, sequência em Rn e noções de

taxa de convergência de uma sequência.

A prinćıpio, sejam dados o ponto a ∈ Rn e o número real r > 0. A bola aberta de

centro a e raio r é o conjunto

B(a, r) := {x ∈ Rn : ||x− a|| < r},

isto é, o conjunto de pontos x ∈ Rn cuja distância ao ponto a é menor do que r.

De modo análogo, definimos a bola fechada de centro a e raio r como o conjunto

B[a, r] := {x ∈ Rn : ||x− a|| 6 r}.

Uma sequência {xk} ⊂ Rn é uma aplicação x : N → Rn, o valor que tal aplicação as-

sume em cada número natural k é indicado com xk, intitulado k-ésimo termo da sequência.

Dizemos que uma sequência {xk} é limitada quando o conjunto de seus termos é limitado

em Rn, ou seja, quando existe um número real c > 0 tal que ||xk|| 6 c para todo k ∈ N.

4
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Definimos uma sequência {xk} monótona não decrescente quando temos xk 6 xk+1

para todo k ∈ N, e {xk} monótona não crescente quando temos xk+1 6 xk para todo

k ∈ N.

Seja X ⊂ Rn, dizemos que X é aberto quando todos os seus pontos são interiores, isto

é, para cada a ∈ X existe ε > 0 tal que B(a, ε) ⊂ X, denotamos por Int(A) o interior

de A. Por outro lado, um conjunto X ⊂ Rn é dito fechado se todos os seus pontos são

de aderência. Lembramos que um ponto a é aderente ao conjunto X ⊂ Rn quando este

é limite de alguma sequência de pontos xk ∈ X. Segue que todo ponto a ∈ X é aderente

a X, bastando tomar xk = a para todo k ∈ Rn. Chamamos de fecho de um conjunto X

o conjunto X, formado por todos os pontos aderentes a X. Portanto, um conjunto X é

fechado se, e somente se, todo ponto aderente a X pertence a X, isto é, X = X.

Seja X ⊂ Rn. Dizemos que um ponto a ∈ Rn é de acumulação do conjunto X quando

toda bola aberta de centro a contém algum ponto do conjunto X diferente do próprio

a, posto de outro modo, para todo ε > 0, deve existir x ∈ X tal que 0 < ||x − a|| < ε.

Denotamos por X ′ o conjunto dos pontos de acumulação.

Definição 1.1.1. Dizemos que uma sequência {xk} converge para x∗ ∈ Rn, se dado ε > 0

existe n0 tal que

||xk − x∗|| < ε, ∀ k > n0.

Como consequência da Definição 1.1.1 temos que

lim xk = x∗ ⇐⇒ lim ||xk − x∗|| = 0,

que reduz a convergência em Rn à convergência de números reais não negativos.

Definição 1.1.2. Uma sequência {xk} ∈ Rn diz-se uma sequência de Cauchy, se dado

ε > 0 existe n0 tal que

||xm − xk|| < ε, ∀ m, k > n0.

Toda sequência de Cauchy é limitada. De fato, basta tomar ε = 1 na Definição

1.1.2 observamos que existe n0 tal que, exceto possivelmente os pontos x1, x2, . . . , xn0 ,

os demais termos pertencem a B(xn0+1 , 1). Assim, o conjunto de termos da sequência é

limitado.

Podemos reformular a condição de que a sequência {xk} seja de Cauchy, escrevendo

limk,m∈N ||x
k − xm|| = 0. Conclúımos que se N ′ ⊂ N é um subconjunto infinito, isto é, se

{xm}m∈N ′ é uma subsequência de {xk}, temos que limk∈N,m∈N ′ ||x
k − xm|| = 0.
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Proposição 1.1.1. Uma sequência em Rn converge se, e somente se, é de Cauchy.

Demonstração. Consideremos {xk} uma sequência de Cauchy em Rn. Portanto limitada,

logo possui uma subsequência convergente {xm}m∈N ′ . Se a = limm∈N ′ x
m, temos que

limm∈N ′ ||x
m − a|| = 0, como {xk} é de Cauchy segue que limk∈N,m∈N ′ ||x

k − xm|| = 0,

usando a desigualdade triangular, temos que ||xk−a|| 6 ||xk−xm||+ ||xm−a||, conclúımos

que limk∈N ||x
k−a|| = 0, isto é, limk∈N x

k = a. Por outro lado, se {xk} é convergente, com

lim xk = a, como ||xk−xm|| 6 ||xk−xm||+ ||xm−a||, segue que limk,m→∞ ||xk−xm|| = 0,

isto é {xk} é de Cauchy.

Proposição 1.1.2. Seja {xk} uma sequência em Rn. Se existe um número real ζ < 1 tal

que

||xk − x∗|| 6 ζ||xk−1 − x∗||, ∀ k ∈ N, (1.1)

Então {xk} converge para x∗.

Demonstração. Segue de (1.1) que ||xk−x∗|| 6 ζk||x0−x∗||. Fazendo k→∞ na desigual-

dade, temos limk→∞ ||xk − x∗|| = 0. Concluindo a convergência.

A seguir definimos dois tipos de taxa de convergência, que constam como maneiras

de medir a velocidade de convergência de uma sequência. Mostraremos em seguida que a

velocidade da taxa de convergência quadrática supera a linear.

Definição 1.1.3. Seja {xk} uma sequência que converge para x∗ em Rn. Dizemos que a

convergência é Q-linear se existem uma constante µ ∈ (0, 1) e k0 > 0 tais que

||xk+1 − x∗|| 6 µ||xk − x∗||, ∀ k > k0.

A convergência é Q-quadrática se existem uma constante M > 0 e k0 > 0 tais que

||xk+1 − x∗|| 6M||xk − x∗||2, ∀ k > k0.

Denotamos por ek = ||xk − x∗|| o erro cometido na k-ésima iteração. Façamos uma

pequena análise relacionando a velocidade de convergência dessas taxas.

• Convergência Q-linear: Para cada k natural, temos

ek 6 µek−1 ⇒ ek 6 µ
ke0.
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Suponha que na k-ésima iterada obtemos que o erro é da ordem de 10−n, isto é, que

temos pelo menos n casas exatas.

ek 6 µ
ke0 6 10−n.

Segue que

log(µke0) 6 log(10−n) ⇔ k log(µ) + log(e0) 6 −n ⇔ k log(µ) 6 −n − log(e0).

Como µ ∈ (0, 1), temos log(µ) < 0, dito isso, segue algumas equivalências

k log(µ) 6 −n − log(e0) ⇔ k(− log(µ)) > n + log(e0) ⇔ k >
n

− log(µ)

log(e0)

− log(µ)
.

Conclúımos que para dobrar o número de casas exatas é necessário dobrar o número

de iterações.

• Convergência Q-quadrática: Para cada k natural, temos

ek 6Me
2
k−1 ⇒ ek 6M

2k−1e2
k

0 .

Para mostrar que vale a implicação, basta fazer por indução, para k = 0 é imediato.

Suponha que vale para k, e provemos que vale para k+ 1.

ek+1 6M(e2k) 6M(M2k−1e2
k

0 )2 =M2k+1−1e2
k+1

0 ,

portanto, vale para k+ 1. Vamos supor que na k-ésima iteração tenhamos

ek 6M
2k−1e2

k

0 6 10−n.

Segue que

log(M2k−1e2
k

0 ) 6 log(10−n) ⇔ (2k − 1) log(M) + 2k log(e0) 6 −n ⇔

2k(log(M) + log(e0)) 6 −n + log(M) ⇔ 2k(log(Me0)) 6 −n + log(M) ⇔

2k >
n

− log(Me0)
+

log(M)

− log(Me0)
.

Assumindo, sem perda de generalidade, Me0 ∈ (0, 1). Observamos que para dobrar

o número de casas exatas é necessário apenas mais uma iteração.

Finalizamos, assim, a discussão acerca de resultados básicos de Topologia no espaço

euclidiano Rn.
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1.2 Transformações Lineares e Matrizes

Seção estruturada segundo as referências [7], [15], [19], [20] e [23]. Onde apresentamos

conceitos fundamentais de transformações lineares e matrizes, que são necessárias para

demonstrações de resultados presentes neste trabalho.

Iniciamos por denotar Rm×n o conjunto das matrizes m × n, e dado A ∈ Rm×n,

indicamos a transposta da matriz A por AT . Ao espaço dos operadores lineares de Rn

em Rm designamos por £(Rn,Rm). Sendo que se A ∈ £(Rn,Rm), então A ∈ Rm×n.

Quando m = n, dizemos apenas que A ∈ £(Rn).

Definimos o posto segundo linhas da matriz A ∈ Rm×n como o números máximo de

linhas linearmente independentes em A, em que este número é igual à dimensão do espaço

Rn. De modo similar definimos o posto segundo colunas de uma matriz A ∈ Rm×n sendo

o número máximo de colunas linearmente independentes em A, tal número é igual à

dimensão do espaço Rm.

Mesmo que os vetores coluna e vetores linha deA sejam subespaços de espaços vetoriais

distintos, temos que vale o seguinte resultado.

Proposição 1.2.1. Para toda matriz A ∈ Rm×n, o posto segundo linhas e o posto segundo

colunas são iguais.

Demonstração. Ver o Teorema 8.2, da referência [15].

Com os dados anteriores podemos definir formalmente o posto de uma matriz.

Definição 1.2.1. O posto de A ∈ Rm×n, é o número de linhas ou de colunas linearmente

independentes da matriz A. Denotamos ρ(A).

A seguir definimos matrizes inverśıveis.

Definição 1.2.2. Uma matriz A ∈ Rn×n é dita inverśıvel ou não singular, se existe uma

matriz B ∈ Rn×n tal que AB = BA = In, em que In é a matriz identidade de ordem n.

Chamamos de inversa de A a matriz B. Notacionamos A−1 a inversa de A.

Quando a matriz A não possue inversa, dizemos que A é singular ou não inverśıvel.

Proposição 1.2.2. Uma matriz A ∈ Rn×n admite inversa se, e somente se, ρ(A) = n.

Demonstração. Ver o Corolário 3.8.2, da referência [20]
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Agora, com base nas referências [7], [19] e [23], definimos norma de matrizes, aborda-

mos algumas de suas principais propriedades e, por fim, demonstramos o famoso Lema

de Banach.

Consideremos T , S ∈ £(Rn,Rm). Uma norma || · || é uma aplicação que associa a cada

matriz um número real não negativo satisfazendo as seguintes propriedades.

N1. T 6= 0⇒ ||T || > 0;

N2. ||αT || = |α| ||T ||, ∀ α ∈ Rn;

N3. ||T + S|| 6 ||T ||+ ||S||.

Segue um exemplo de norma matricial induzida pela norma vetorial.

Exemplo 1.2.1. Seja T ∈ £(Rn,Rm). Consideremos a norma das transformações li-

neares || · || como sendo

||T || = sup
||x||6=0

||Tx||

||x||
. (1.2)

A verificação que (1.2) satisfaz as propriedades de norma de matriz são facilmente cons-

tatadas.

Temos ainda que a aplicação norma matricial induzida pela norma vetorial goza das

seguintes propriedades.

Lema 1.2.1. Dados T , S ∈ £(Rn) e x ∈ Rn, então são válidas as seguintes propriedades:

1. ||Tx|| 6 ||T || ||x||;

2. ||TS|| 6 ||T || ||S||;

3. ||Tk|| 6 ||T ||k, ∀ k = 0, 1, . . . .

Demonstração. Temos que se x for o vetor nulo o resultado segue imediato. Consideremos

x 6= 0 e y = x/||x||, usando (1.2) temos,

||T || 6 ||Ty|| =
1

||x||
||Tx||.

Logo ||Tx|| 6 ||T || ||x||, provando o primeiro item.

Combinando (1.2), item 1 e propriedades de supremo, obtemos

||TS|| = sup
||x||6=0

||TSx||

||x||
6 sup

||x||6=0

||T || ||Sx||

||x||
= ||T || ||S||,

o que demonstra o item 2. Por fim, temos que o item 3 segue como consequência direta

do item anterior.
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O próximo resultado é de suma importância para demonstrar a boa definição do

método de Newton.

Lema 1.2.2. (Lema de Banach) Seja B ∈ £(Rn) um operador linear e I o operador

identidade de Rn. Se ||B− I|| < 1 então B é inverśıvel e

||B−1|| 6
1

1 − ||B− I||
. (1.3)

Demonstração. Vamos mostrar que se T ∈ £(Rn) é tal que ||T || < 1 então (I − T) é

inverśıvel e vale a estimativa

||(I− T)−1|| 6
1

1 − ||T ||
.

Consideremos as sequências {Sk} e {tk} definidas por

Sk = I+ T + · · ·+ Tk, tk = 1 + ||T ||+ · · ·+ ||T ||k.

Donde temos que ||Sk+1 − Sk|| = ||Tk+1|| 6 ||T ||k+1 = tk+1 − tk. Como ||T || < 1, segue que

{tk} é uma sequência monótona e convergente, com limite t∗ =
1

1 − ||T ||
. Então, {Sk} é

uma sequência de Cauchy em £(Rn), portanto, existe o limite limk→∞ Sk.

Por outro lado, temos

Sk(I− T) = (I+ T + · · ·+ Tk)(I− T) = I− Tk+1.

Ainda, limk→∞(I− Tk) = I, pois ||I− (I+ Tk)|| 6 ||T ||k → 0.

Logo, obtemos

Sk(I− T) = I− T
k+1 → I.

Conclúımos que o limite de {Sk} existe, limk→∞ Sk = (I − T)−1, portanto, (I − T) é

inverśıvel.

Vejamos agora a estimativa

||(I− T)−1|| =
∥∥∥ lim
k→∞Sk

∥∥∥
6 lim

k→∞ ||I+ T + · · ·+ Tk||

6 lim
k→∞(||I||+ ||T ||+ · · ·+ ||T ||k)

= lim
k→∞ tk

=
1

1 − ||T ||
.

Assim, fazendo T = I − B e tendo em vista que ||B − I|| < 1, temos que (I − T) = B é

inverśıvel e vale a estimativa (1.3).
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Como consequência do Lema de Banach temos

Corolário 1.2.1. Sejam A, C ∈ £(Rn) e assuma que A é inverśıvel com ||A−1|| 6 β. Se

||A− C|| 6 γ e βγ < 1, então C é inverśıvel e

||C−1|| 6
β

1 − βγ

Demonstração. Notemos que

||I−A−1C|| = ||A−1(A− C)|| 6 βγ < 1.

Logo pelo Lema de Banach A−1C é inverśıvel. Como A−1C = I− (I−A−1C) temos que

C é inverśıvel. Além disso,

||C−1|| = ||(I− (I−A−1C))−1A−1||

6 β

∞∑
i=0

||I−A−1C||i

6 β

∞∑
i=0

(βγ)i

=
β

1 − βγ
.

O que encerra a argumentação acerca de transformações lineares e matrizes.

1.3 Funções Cont́ınuas

Apresentamos nesta seção resultados interessantes a respeito de funções cont́ınuas, as

demonstrações foram omitidas, por tratar de teoremas e proposições clássicas que podem

ser encontradas, por exemplo, em [16], [18] e [19]. Começamos por definir formalmente a

continuidade de uma função.

Dizemos que uma aplicação ϕ : X ⊂ Rm → Rn é cont́ınua no ponto a ∈ X, se para

qualquer ε > 0 dado, podemos obter δ > 0 tal que ||x−a|| < δ implica ||ϕ(x)−ϕ(a)|| < ε.

Quando ϕ é cont́ınua em todos os pontos do conjunto X, dizemos apenas que ϕ é uma

função cont́ınua.

Definição 1.3.1. Uma função ϕ : X ⊂ Rm → Rn diz-se Lipschitziana quando existem

δ, L > 0 tais que, ||y− x|| 6 δ para quaisquer x, y ∈ X, temos

||ϕ(y) −ϕ(x)|| 6 L||y− x||.
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Observação 1.3.1. Toda função Lipschitziana é cont́ınua. Para verificar tal fato basta

tomar δ = ε/L.

Definição 1.3.2. Seja ϕ : X → Rn, definida no conjunto aberto X ⊂ Rm. Dizemos que

ϕ é diferenciável no ponto x ∈ X quando existe uma transformação linear ϕ ′ : Rm → Rn

tal que

ϕ(x+ h) = ϕ(x) +ϕ ′(x)h+ s(h), onde lim
h→0

s(h)

||h||
= 0.

Se ϕ : X → Rn é diferenciável em todos os pontos de X, dizemos simplesmente que ϕ é

uma função diferenciável.

A aplicação ϕ ′(x) diz-se a derivada de ϕ no ponto x.

Definição 1.3.3. Seja ϕ : X→ Rn, uma aplicação definida no aberto X ⊂ Rm. Dizemos

que ϕ é continuamente diferenciável em X, ou que ϕ é de classe C1, e escrevemos ϕ ∈ C1,

quando ϕ for diferenciável e, além disso, ϕ ′ : X→ £(Rm,Rn) for cont́ınua.

Proposição 1.3.1. (Teorema Fundamental do Cálculo) Seja X ⊂ Rm um conjunto aberto.

Dada ϕ : X→ Rn de classe C1, vamos supor que o segmento de reta [x, x+ h] esteja em

X. Então

ϕ(x+ h) −ϕ(x) =

∫ 1
0

ϕ ′(x+ th)h dt

Proposição 1.3.2. (Teorema de Permanência do Sinal) Sejam X ⊂ R, ϕ : X → R e

a ∈ X ′. Se limx→aϕ(x) = L e α < L < β com α, β ∈ R, então existe δ > 0 tal que para

todo x ∈ X e 0 < |x− a| < δ, temos α < ϕ(x) < β.

Proposição 1.3.3. (Teorema do Valor Médio) Seja ϕ : [a,b] → R uma aplicação

cont́ınua e diferenciável no intervalo aberto (a,b). Então existe c ∈ (a,b) para o qual

ϕ ′(c) =
ϕ(b) −ϕ(a)

b− a
.

1.4 Elementos de Análise Convexa

Nesta seção, constrúıda a partir das referências [12], [16], [23], [28] e [31], definimos

formalmente conjunto convexo e funções convexas. Abordamos fatos básicos a respeito de

tais conjuntos e funções, importantes em todo o desenvolvimento do presente trabalho.
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Definição 1.4.1. Um conjunto D ⊂ Rn é dito convexo se para quaisquer x, y ∈ D e

λ ∈ [0, 1], tem-se

λx+ (1 − λ)y ∈ D.

Isto é, um conjunto D é dito convexo se contém todos os segmentos com extremos

pertencentes ao conjunto D. O ponto λx+ (1 − λ)y, chama-se combinação convexa de x

e y (com parâmetro λ).

Exemplo 1.4.1. O conjunto vazio e o espaço euclidiano Rn, são exemplos triviais de

conjuntos convexos.

Exemplo 1.4.2. Uma bola em Rn é um conjunto convexo.

Demonstração. Consideremos o caso de uma bola aberta em Rn, sejam x1, x2 ∈ B(a, r)

e λ ∈ [0, 1], temos que

||λx1 + (1 − λ)x2 − a|| = ||λ(x1 − a) + (1 − λ)(x2 − a)||

6 λ||x1 − a||+ (1 − λ)||x2 − a||

< λr+ (1 − λ)r = r.

(1.4)

Por meio de um racioćınio análogo ao anterior provamos que a bola fechada em Rn também

é um conjunto convexo.

Exemplo 1.4.3. Um semi-espaço qualquer em Rn é um conjunto convexo, isto é,

C = {x ∈ Rn : 〈a, x〉 6 c},

sendo a ∈ Rn e c ∈ R, é convexo.

Demonstração. Consideremos x, y ∈ C, então 〈a, x〉 6 c e 〈a,y〉 6 c. Logo, para

tx+ (1 − t)y, com t ∈ [0, 1], temos:

〈a, tx+ (1 − t)y〉 = t〈a, x〉+ (1 − t)〈a,y〉

6 tc+ (1 − t)c

= c

.

Portanto, tx+ (1 − t)y ∈ C e, assim, C é um conjunto convexo.

Com a ideia de conjunto convexo em mente, estamos aptos a estabelecer a definição

de função convexa.
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Definição 1.4.2. Se D ⊂ Rn é um conjunto convexo, dizemos que a função ψ : D→ R

é convexa em D quando

ψ(λx+ (1 − λ)y) 6 λψ(x) + (1 − λ)ψ(y).

para quaisquer x, y ∈ D e λ ∈ [0, 1].

Definição 1.4.3. Se D ⊂ Rn é um conjunto convexo, dizemos que a função ψ é estrita-

mente convexa quando a desigualdade anterior é estrita para todos x, y distintos em D e

λ ∈ (0, 1).

Definição 1.4.4. Seja ψ : Rn → R função convexa. Dizemos que y ∈ Rn é um subgra-

diente de ψ no ponto x ∈ Rn se

ψ(z) > ψ(x) + 〈y, z− x〉,∀ z ∈ Rn.

Ao conjunto de todos os subgradientes de ψ em x, chamamos de subdiferencial de ψ

em x, o denotamos por ∂ψ(x).

A seguir vamos discorrer sobre algumas das propriedades de funções convexas de uma

variável.

Proposição 1.4.1. (Desigualdades Fundamentais) Consideremos I ⊂ R um intervalo e

ψ : I→ R uma função convexa. Então dados a < b < c ∈ I, temos que

ψ(b) −ψ(a)

b− a
6
ψ(c) −ψ(a)

c− a
6
ψ(c) −ψ(b)

c− b
. (1.5)

Em particular, a função s : I− {d}→ R definida por

s(x) =
ψ(x) −ψ(d)

x− d
, d ∈ Int(I)

é não decrescente. Se ψ for estritamente convexa as desigualdades anteriores são estritas

e a função s é crescente.

Demonstração. Temos que

b = b
c− a

c− a
=
ac− ab+ bc− ac

c− a
=
c− b

c− a
a+

b− a

c− a
c;

Como a < b < c então (c− b)/(c− a) < 1 e (b− a)/(c− a) < 1. Combinando este fato

com a igualdade anterior e a convexidade de ψ, obtemos

ψ(b) 6
c− b

c− a
ψ(a) +

b− a

c− a
ψ(c).
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Por meio de algumas manipulações constatamos que

ψ(b) −ψ(a) 6

(
c− b

c− a
− 1

)
ψ(a) +

b− a

c− a
ψ(c) = (ψ(c) −ψ(a))

b− a

c− a
,

equivalentemente
ψ(b) −ψ(a)

b− a
6
ψ(c) −ψ(a)

c− a
.

Conclúımos, assim, a primeira desigualdade de (1.5). Obtemos a segunda desigualdade

de modo análogo. Se considerarmos α, β ∈ I com α < β, segue das desigualdades em

(1.5) que s(α) 6 s(β), portanto, s é não decrescente. As outras afirmações seguem da

convexidade estrita de ψ.

As desigualdades em (1.5) significam que, para a < b < c a secante ab tem inclinação

menor que a secante ac, esta por sua vez, tem inclinação menor que do que a secante bc.

Corolário 1.4.1. Sejam I ⊂ R um intervalo e ψ : I → R uma função convexa. Se

u, v, w ∈ I sendo u < w e u 6 v 6 w, então

ψ(v) −ψ(u) 6 [ψ(w) −ψ(u)]
v− u

w− u
.

Demonstração. Resultado segue da Proposição 1.4.1.

Corolário 1.4.2. Suponha ψ : I → R convexa no intervalo I ⊂ R, então existem as

derivadas laterais ψ+(d) e ψ−(d), para todo d ∈ Int(I).

Demonstração. Como d ∈ Int(I) existe a ∈ I tal que a < d, segue da Proposição 1.4.1

que

s(a) =
ψ(a) −ψ(d)

a− d
6
ψ(x) −ψ(d)

x− d
= s(x), ∀ x > d,

ou seja, s é limitada inferiormente. Pela monotonicidade da função s existe o limite

ψ+(d) = lim
x→d+

s(x) = lim
x→d+

ψ(x) −ψ(d)

x− d
= inf

x>d

ψ(x) −ψ(d)

x− d
.

De modo análogo provamos que existe ψ−(d).

Proposição 1.4.2. As seguintes afirmações sobre a função ψ : I → R, diferenciável em

I ⊂ R, são equivalentes:

(i) ψ é convexa.

(ii) A derivada ψ ′ : I→ R é monótona não decrescente.
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(iii) Para quaisquer a, x ∈ I, temos que ψ(x) > ψ(a) +ψ ′(a)(x− a).

Demonstração. Mostraremos que (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) ⇒ (i).

(i) ⇒ (ii) Sejam a < x < b em I. Nas desigualdades fundamentais (1.5), fazendo

primeiro x→ a+, e depois x→ b− obtemos

ψ+(a) 6
ψ(b) −ψ(a)

b− a
6 ψ−(b).

Como ψ é diferenciável temos a < b ⇒ ψ ′(a) 6 ψ ′(b). Portanto, ψ é monótona não

decrescente.

(ii) ⇒ (iii) Supondo a < x em I, pelo Teorema do Valor Médio, existe z ∈ (a, x) tal

que

ψ(x) = ψ(a) +ψ ′(z)(x− a).

Como ψ ′ é monótona não decrescente, temos que ψ ′(z) > ψ ′(a). Então,

ψ(x) > ψ(a) +ψ ′(a)(x− a).

Para x < a, o racioćınio é análogo.

(iii) ⇒ (i) Consideremos a < c < b em I. Sejam α(x) = ψ(c) + ψ ′(c)(x − c) e

o semiplano superior H = {(x,y) ∈ R2 : y > α(x)} determinado pela reta y = α(x),

tangente ao gráfico de ψ no ponto (c,ψ(c)). Como H é um conjunto convexo, e os pontos

(a,ψ(a)) e (b,ψ(b)) pertencem a H, temos que o segmento de reta com extremos nesses

pontos está contido no semiplano H. Então o ponto de tal segmento que tem c como

abcissa pertence a H, ou seja, tem ordenada > α(c), que por sua vez é igual a ψ(c). Logo

ψ(c) 6 ψ(a) +
ψ(b) −ψ(a)

b− a
(c− a).

Como a, b, c ∈ I foram tomados arbitrários, conclúımos que ψ é convexa.

Notemos que o item (iii) da proposição anterior significa que o gráfico de ψ está

situado acima de qualquer uma de suas tangentes. Como consequência da Proposição

1.4.2, temos os seguintes Corolários.

Corolário 1.4.3. Todo ponto cŕıtico de uma função convexa é um ponto de mı́nimo

absoluto.

Demonstração. Suponhamos a ∈ I ponto cŕıtico da função ψ : I → R, então ψ ′(a) = 0.

Como ψ é convexa a condição (iii) do Teorema 1.4.2 assegura ψ(x) > ψ(a) para todo

x ∈ I, portanto, a é ponto de mı́nimo absoluto.
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Corolário 1.4.4. Uma função ψ : I → R, duas vezes diferenciável no intervalo I, é

convexa se, e somente se, ψ ′′(x) > 0 para todo x ∈ I.

Demonstração. De fato, afirmar que ψ ′′(x) > 0 para todo x ∈ I equivale a afirmar que

ψ ′ : I→ R é monótona não decrescente.

Finalizamos, aqui, a discussão acerca de funções convexas de uma variável.

1.5 Elementos da Teoria dos Operadores

Nesta seção, baseada nas referências [1], [15], [21], [29], e [30], abordamos um pouco

da teoria dos operadores lineares em espaços de dimensão finita, apresentamos definições

de suma importância no desenvolvimento deste trabalho. Começamos com uma pequena

discussão a respeito de operadores adjuntos.

Dado um operador linear G : Rn → Rm, podemos associar a este um operador

G∗ : Rm → Rn, o qual denotamos adjunto de G, que satisfaz a seguinte igualdade

〈Gx,y〉 = 〈x,G∗y〉, para vetores quaisquer x ∈ Rn e y ∈ Rm.

Definição 1.5.1. O operador linear G : Rn → Rn é dito auto-adjunto quando G = G∗,

ou seja, se vale a igualdade

〈Gx,y〉 = 〈x,Gy〉.

Definição 1.5.2. Um operador linear G : Rn → Rn é dito positivo se G for auto-adjunto

e 〈Gx, x〉 > 0, para todo x ∈ Rn.

Lema 1.5.1. Seja G um operador positivo. Suponhamos que G−1 existe, então para cada

x ∈ Rn temos que

〈Gx, x〉 > ||x||2

||G−1||
.

Demonstração. Seja λ autovalor de G (λ > 0). Vamos mostrar que

〈Gx, x〉 > λmin(G)〈x, x〉 >
||x||2

||G−1||
.

A primeira desigualdade segue imediata. Sabemos que ||Gx|| 6 ||G|| ||x||, então

||G|| >

∥∥∥∥Gx||x||
∥∥∥∥ = λ

∥∥∥∥ x||x||
∥∥∥∥ = λ.

Logo, λmax(G−1) 6 ||G−1||, então
1

λmin(G)

6 ||G−1||. Conclúımos que
1

||G−1||
6 λmin(G),

segue o resultado.
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Seja G : Rn → Rn um operador linear monótono, convencionamos que

Ĝ :=
1

2
(G+G∗),

onde G∗ é o operador adjunto de G.

Denotamos na Seção 1.2 por £(Rn,Rm) o espaço consistindo de todas as aplicações

lineares e cont́ınuas A : Rn → Rm e partir desse instante fixemos o operador norma de A

definido por

||A|| := sup{||Ax|| : ||x|| 6 1}.

Para finalizar esta seção, introduzimos o conceito e discutimos algumas propriedades

de operadores monótonos ponto conjunto e operadores monótonos maximais em Rn.

Definição 1.5.3. Dizemos que T : Rn ⇒ Rn é um operador ponto conjunto se a cada

elemento x ∈ Rn associamos um subconjunto T(x) ⊆ P(Rn).

Segue a listagem de algumas definições referentes a operadores ponto conjunto.

Definição 1.5.4. Seja Rn ⇒ Rn um operador ponto conjunto.

i) O gráfico de T , G(T), é definido por

G(T) := {(x,y) ∈ Rn × Rn : y ∈ T(x)}.

ii) O domı́nio de T , Dom(T), é definido por

Dom(T) := {x ∈ Rn : T(x) 6= ∅}.

iii) A imagem de T , Im(T), é definida por

Im(T) := {u ∈ Rn : u ∈ T(x) para algum x ∈ Rn}.

Definição 1.5.5. Seja T : Rn ⇒ Rn um operador ponto conjunto. Dizemos que T é

monótono se para quaisquer x, y ∈ Dom(T) e u ∈ T(x), v ∈ T(y) vale a desigualdade

〈v− u,y− x〉 > 0.

Se o operador T for ponto a ponto, dizemos que será monótono quando para quaisquer

x, y ∈ Dom(T) tivermos

〈T(y) − T(x),y− x〉 > 0.

Um subconjunto de Rn × Rn é monótono se for o gráfico de um operador monótono.
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Exemplo 1.5.1. Sendo ψ : Rn → R convexa, então ∂ψ é monótono.

Demonstração. Dados x, y ∈ Rn, tal que z ∈ ∂ψ(x) e w ∈ ∂ψ(y), temos, em particular,

que

ψ(y) > ψ(x) + 〈z,y− x〉

ψ(x) > ψ(y) + 〈w, x− y〉.

Então 〈w− z,y− x〉 > 0. Portanto ∂ψ é um operador monótono.

Definição 1.5.6. Seja T : Rn ⇒ Rn um operador ponto conjunto. Então T é monótono

maximal se

〈v− u,y− x〉 > 0, ∀ y ∈ Dom(T), v ∈ T(y)⇒ u ∈ T(x), (1.6)

sendo x ∈ Dom(T). Equivalente a dizer que o gráfico de T não está contido no gráfico de

qualquer outro operador monótono.

Exemplo 1.5.2. Seja ψ : Rn → R uma função própria, semicont́ınua inferiormente e

convexa então ∂ψ é um operador monótono maximal.

Demonstração. Ver o Corolário 31.5.2 em [28], página 341.

Proposição 1.5.1. Seja T : Rn ⇒ Rn operador maximal monótono. Então:

a) T(x) é fechado e convexo para qualquer x ∈ Dom(T).

b) O gráfico de T é fechado.

Demonstração. a) Pela definição de operador monótono maximal podemos escrever

T(x) =
⋂

(y,v)∈G(T)

{u ∈ Rn : 〈u− v, x− y〉 > 0}

Ou seja, T(x) é a interseção de semi-espaços fechados, e portanto, é fechado e con-

vexo.

b) Sejam xk → x, uk ∈ T(xk), tal que uk → u. Consideremos (y, v) ∈ G(T), então

passando o limite em 〈uk − v, xk − y〉 > 0, obtemos 〈u− v, x− y〉 > 0, e portanto,

u ∈ T(x).

Tal resultado nos fornece que qualquer operador ponto conjunto monótono maximal

tem o gráfico fechado e, portanto, é um operador cont́ınuo. Finalizamos as considerações

referentes a operadores ponto conjunto.
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1.6 Funções Anaĺıticas

Abordamos, nesta seção, conceitos de funções anaĺıticas em R que são utilizados

adiante para demonstrar alguns resultados do Caṕıtulo 4, quando voltaremos a atenção

para a análise da convergência sob a condição de Smale. Como referência para a ela-

boração desta nos embasamos em [17].

Definição 1.6.1. Sejam I ⊂ R um intervalo aberto. Dizemos que uma função f : I→ R

é anaĺıtica quando pode ser localmente expandida em séries de Taylor, ou seja, para cada

a ∈ I, existe ε > 0 tal que a série de Taylor

∞∑
n=0

f(n)(a)

n!
hn,

converge para f(a+ h) quando |h| < ε.

Exemplo 1.6.1. A função f : (−1, 1] → Rn definida por f(x) = ln(1 + x) é anaĺıtica,

conseguimos a expansão em séries de Taylor tomando a = 0

ln(1 + x) =

∞∑
n=1

(−1)n+1x
n

n
.

Observação 1.6.1. Uma condição necessária e suficiente para que a série

∞∑
n=0

f(n)(a)

n!
hn

convirja para f(a + h) é que limn→∞ rn(h) = 0, onde rn =
f(n)(a+ θnh)

n!
hn, com

0 < θn < 1.

Proposição 1.6.1. Se 0 6 t < 1, então

∞∑
i=0

(i+ 2)(i+ 1)ti =
2

(1 − t)3
.

Demonstração. Consideremos a função anaĺıtica g : (−1, 1)→ R, definida por

g(t) = (1 − t)−1,

com derivadas

g ′(t) = (1 − t)−2, g ′′(t) = 2(1 − t)−3, . . . , g(i)(t) = i!(1 − t)−(i+1). (1.7)

Pela Definição 1.6.1, podemos escrever g da forma

g(t) =

∞∑
i=0

g(i)(0)

i!
ti.
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Segue de (1.7) e da igualdade anterior, que g(t) =

∞∑
i=0

ti. Derivando duas vezes, temos

g ′′(t) =

∞∑
i=0

(i+ 2)(i+ 1)ti. (1.8)

Combinando a igualdade (1.8) com a segunda equação em (1.7), conclúımos a demons-

tração.



Caṕıtulo 2

O Método de Newton para Sistemas

de Equações

Neste caṕıtulo, desenvolvido a partir das referências [10], [7], [22], [23] e [25], enuncia-

mos e demonstramos o teorema de Kantorovich, resultado elegante com diversas aplicações

teóricas e práticas.

2.1 O Problema e o Método

Iniciamos esta seção com uma pequena discussão onde apresentamos o método de

Newton, no qual a ideia básica para encontrar um zero de uma função diferenciável não

linear consiste em aproximar o zero da função não linear por zeros de aproximações lineares

sucessivas. Dito de outra forma, buscamos resolver a equação

F(x) = 0, x ∈ Ω,

sendo que Ω ⊂ Rn é um conjunto aberto e F : Ω → Rn é uma função continuamente

diferenciável não-linear. Constrúımos a aproximação linear de F, em torno do ponto inicial

x0 ∈ Ω, ou seja,

F(x) ≈ F(x0) + F ′(x0)(x− x0).

Assim, resolvemos a equação linear

F(x0) + F ′(x0)(x− x0) = 0. (2.1)

Note que não podemos garantir que F ′(x0) 6= 0. Se F ′(x0) for não singular a equação (2.1)

possui uma única solução, denotaremos por x1 = x0 − F ′(x0)−1F(x0). Percebemos que

22
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há outro porém, x1 pode não pertencer a Ω e ainda F ′(x1) pode ser singular, para que

possamos repetir o procedimento necessitamos de hipóteses apropriadas sobre o ponto

inicial x0 e F. Suponhamos que tal processo possa ser repetido infinitamente, podemos

definir uma sequência {xk} contida em Ω da forma

xk+1 = xk − F ′(xk)−1F(xk), k = 0, 1, . . . . (2.2)

Aqui, encontramos outro dilema, o limite da sequência {xk}, se existir, pode não per-

tencer ao conjunto Ω.

Para contornar estes problemas e garantirmos a convergência, o ponto inicial deve ser

tomado em uma vizinhança (adequada) da solução do problema em questão e a derivada

do operador não linear em consideração deve ser não singular em tal solução.

Como podemos perceber o método de Newton tem a desvantagem de exigir, a priori,

o conhecimento de algum zero do operador e hipóteses a respeito do comportamento de

tal operador nesse zero. A seguir, estudamos o comportamento da sequência {tk}, obtida

pelo método de Newton aplicado a um polinômio particular.

2.2 O Método de Newton para uma função polino-

mial

Tomando como base a referência [10], analisamos o método de Newton aplicado para

resolver P(t) = 0, sendo P : R −→ R, definida por

P(t) =
βK

2
t2 − t+ η. (2.3)

Estabelecemos {tk} como a sequência gerada pelo método de Newton que tem como

ponto inicial t0 = 0. Denotemos as ráızes do polinômio por

t∗ =
1

βK
(1 −

√
1 − 2h), t∗∗ =

1

βK
(1 +

√
1 − 2h), (2.4)

onde h ≡ βKη. Sendo η, β,K > 0, temos que

0 < t∗ 6 t∗∗,

sendo a desigualdade estrita entre t∗ e t∗∗ se, e somente se, h < 1/2.
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Proposição 2.2.1. A função escalar P tem uma menor ráız não negativa t∗ ∈ (0, 1/(βK)].

Além disso, para cada t ∈ [0, t∗)

P(t) > 0, P ′(t) 6 βK(t− t∗) < 0.

Demonstração. A primeira parte da proposição segue do fato de t∗ 6 1/(βK), que é uma

consequência imediata das hipóteses sobre η e βK. Como P(0) = η > 0, P é estritamente

positiva no intervalo [0, t∗). Por (2.3) e t∗ 6 1/(βK), segue que

P ′(t) = βKt− 1 = βK(t− 1/(βK)) 6 βK(t− t∗).

Como t < t∗, obtemos o resultado.

De acordo com a Proposição 2.2.1, temos que P ′(t) 6= 0 para todo t ∈ [0, t∗). Portanto,

as iteradas de Newton estão bem definidas em [0, t∗). Denotamos por nP,

nP : [0, t∗) −→ R

t 7−→ t− P(t)/P ′(t).

Perceba que até agora temos apenas uma única iteração do método de Newton bem

definida em [0, t∗). Mostraremos adiante que a iterada de Newton pode ser repetida

infinitamente e partindo de qualquer ponto em [0, t∗).

Proposição 2.2.2. Para qualquer t ∈ [0, t∗)

t∗ − nP(t) = −
βK

2P ′(t)
(t∗ − t)

2, t < nP(t) < t∗. (2.5)

Em particular, nP aplica [0, t∗) em [0, t∗).

Demonstração. Suponha t ∈ [0, t∗). Como P é um polinômio de segundo grau e P(t∗) = 0

0 =
βKt2∗

2
− t∗ + η

=
βKt2∗

2
− t∗ + η+ t− t+ βKt

2 − βKt2 + βKtt∗ − βKtt∗

= P(t) + P ′(t)(t∗ − t) +
βK

2
(t∗ − t)

2.

Dividindo por P ′(t) 6= 0, obtemos

t∗ − t+
P(t)

P ′(t)
= −

βK

2P ′(t)
(t∗ − t)

2.

Segue a igualdade em (2.5). Pela Proposição 2.2.1, temos que P(t) > 0 e P ′(t) < 0.

Combinando com a definição de nP e a igualdade em (2.5), seguem as desigualdades
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t < nP(t) < t∗ e a última afirmação da proposição segue diretamente dessas desigualda-

des. Segue a igualdade em (2.5). Pela Proposição 2.2.1, temos que P(t) > 0 e P ′(t) < 0.

Combinando com a definição de nP e a igualdade em (2.5), seguem as desigualdades

t < nP(t) < t∗ e a última afirmação da proposição segue diretamente dessas desigualda-

des.

A Proposição 2.2.2 mostra que dado t ∈ [0, t∗) qualquer, a sequência {nk
P(t)},

n0
P(t) = t, ,nk+1

P (t) = nP

(
(nk

P(t))
)
, , k = 0, 1, . . . .

está bem definida, estritamente crescente em [0, t∗), e então convergente. Portanto, o

método de Newton para resolver P(t) = 0, dado o ponto inicial t0 = 0, gera uma sequência

infinita tk = nk
P(t0), que pode ser também definida como

t0 = 0, , tk+1 = nP(tk), k = 0, 1, . . . . (2.6)

Agora, vamos estabelecer uma fórmula para o termo tk, tal reformulação consiste em

algumas manipulações e de fatos que conhecemos a respeito da sequência {tk}. Como t∗ e

t∗∗ são ráızes do polinômio P(t) =
βK

2
(t− t∗)(t− t∗∗), e P ′(t) =

βK

2
[(t− t∗)+ (t− t∗∗)].

Pelas equações anteriores e por (2.6), temos que

tk+1 − t∗ = (tk − t∗) −
(tk − t∗)(tk − t∗∗)

(tk − t∗) + (tk − t∗∗)
=

(tk − t∗)
2

(tk − t∗) + (tk − t∗∗)
.

Analogamente, obtemos

tk+1 − t∗∗ =
(tk − t∗∗)

2

(tk − t∗) + (tk − t∗∗)
.

Combinando as duas equações acima

tk+1 − t∗
tk+1 − t∗∗

=

(
tk − t∗
tk − t∗∗

)2

.

Suponha que h < 1/2, nesse caso t∗ < t∗∗. Definimos θ = t∗/t∗∗ < 1, assim, aplicando

indução sobre k, temos que
tk − t∗
tk − t∗∗

= θ2
k
.

Então tk − t∗ = θ
2k(tk − t∗∗), assim

tk =
t∗∗θ

2k − t∗

θ2k − 1
=
t∗ − t∗∗θ

2k

1 − θ2k
=
t∗ − t∗θ

2k + t∗θ
2k − t∗∗θ

2k

1 − θ2k
= t∗ − (t∗∗ − t∗)

θ2
k

1 − θ2k
.
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Desenvolvendo a subtração entre parênteses, obtemos

tk = t∗ −
θ2

k

1 − θ2k
2
√

1 − 2h

βK
, k = 0, 1, . . . . (2.7)

Usamos a igualdade anterior no próximo resultado, onde mostramos a convergência

Q-linear para t∗, além de obtermos a convergência Q-quadrática, a partir de uma res-

trição adicional.

Corolário 2.2.1. A sequência {tk} é bem definida, estritamente crescente e está contida

em [0, t∗). Além disso, converge Q-linearmente para t∗, como segue

t∗ − tk+1 =
βK

−2P ′(tk)
(t∗ − tk)

2 6
1

2
(t∗ − tk), k = 0, 1, . . . . (2.8)

Se h < 1/2, então a sequência {tk} converge Q-quadraticamente.

t∗ − tk+1 =
1 − θ2

k

1 + θ2k
βK

2
√

1 − 2h
(t∗ − tk)

2 6
βK√

1 − 2h
(t∗ − tk)

2, k = 0, 1, . . . , (2.9)

onde θ = t∗/t∗∗ < 1.

Demonstração. A primeira parte do Corolário segue da proposição anterior. Pela Pro-

posição 2.2.2 temos que para qualquer k

t∗ − nP(tk) =
βK

−2P ′(tk)
(t∗ − tk)

2.

Da definição de nP(tk), em (2.6), segue a igualdade em (2.8). Como tk ∈ [0, t∗), decorre

da Proposição 2.2.1 que

P ′(tk) 6 βK(tk − t∗) < 0.

Multiplicando a inequação pelo termo (t∗ − tk)/(2P
′(tk)) < 0, obtemos a inequação

em (2.8). Agora, supondo que h < 1/2, equivalentemente t∗ < t∗∗. E lembrando que

podemos expressar tk por

tk = t∗ −
θ2

k

1 − θ2k
2
√

1 − 2h

βK
, k = 0, 1, . . . .

Segue de (2.4) que

tk =
1

βK
(1 −

√
1 − 2h) −

θ2
k

1 − θ2k
2
√

1 − 2h

βK

=
1

βK(1 − θ2k)
(1 −

√
1 − 2h− θ2

k
+ θ2

k√
1 − 2h− 2θ2

k√
1 − 2h)

= −
1 + θ2

k

1 − θ2k

√
1 − 2h

βK
+

1

βK
.
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Substituindo tk em P ′(tk) = βKtk − 1, obtemos a igualdade

P ′(tk) = −
1 + θ2

k

1 − θ2k
(
√

1 − 2h). (2.10)

Combinando (2.10) e (2.8)

t∗ − tk+1 =
βK

−2P ′(tk)
(t∗−tk)

2

=
βK

−2

(
−

1 − θ2
k

1 + θ2k
1√

1 − 2h

)
(t∗ − tk)

2

=
1 − θ2

k

1 + θ2k
βK√

1 − 2h
(t∗ − tk)

2.

Assim, segue a igualdade de (2.9). Como (1 − θ2
k
)/(1 + θ2

k
) 6 1 temos a desigualdade

em (2.9).

2.3 O Teorema de Newton-Kantorovich para Equações

Não Lineares

O teorema de Kantorovich atribui-se de certas condições semilocais para garantir a

existência de uma única solução da equação não-linear F(x) = 0, sem a necessidade de

conhecer zeros do operador, pois tais condições são impostas apenas sobre o ponto inicial.

Empregando de modo construtivo o método de Newton, o teorema garante a convergência

para uma solução do processo iterativo. Apresentamos uma demonstração obtida por meio

de funções majorantes.

Teorema 2.3.1. Sejam D ⊂ Rn aberto e convexo e F : D→ Rn diferenciável, tal que

||F ′(x) − F ′(y)|| 6 K||x− y||, ∀ x, y ∈ D.

Para algum x0 ∈ D, suponha que [F ′(x0)]−1 é definida em todo Rn e que h ≡ βKη 6 1/2,

onde ||[F ′(x0)]−1|| 6 β e ||[F ′(x0)]−1F(x0)|| 6 η. Defina

t∗ =
1

βK
(1 −

√
1 − 2h), t∗∗ =

1

βK
(1 +

√
1 − 2h) (2.11)

e suponha que S ≡ {x; ||x − x0|| 6 t∗} ⊂ D. Então as iteradas de Newton

xk+1 = xk − [F ′(xk)]−1F(xk) estão bem definidas, contidas em S e convergem para a

solução x∗ de F(x) = 0 que é única em D∩ {x; ||x− x0|| < t∗∗}. Se h < 1/2 então a ordem

de convergência é no mı́nimo quadrática.
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A prova segue como consequência dos seguintes Lemas.

Lema 2.3.1. Sejam {xk} uma sequência em Rn e {tk} uma sequência não negativa de

números reais tais que

||xk+1 − xk|| 6 tk+1 − tk, k = 0, 1, . . . , (2.12)

e tk → t∗ <∞. Então existe um x∗ ∈ Rn tal que xk → x∗ e

||x∗ − xk‖ 6 t∗ − tk, k = 0, 1, . . . . (2.13)

Demonstração. Usando a desigualdade triangular e (2.12), temos que

||xk+p − xk|| 6
p∑

n=1

||xk+n − xk+(n−1)||

6
p∑

n=1

(tk+n − tk+(n−1))

= tk+p − tk.

Como tk → t∗, segue que {xk} é uma sequência de Cauchy, logo existe x∗ ∈ Rn tal que

xk → x∗. Fazendo p→∞ em ||xk+p − xk|| 6 tk+p − tk, segue (2.13).

Lema 2.3.2. Para todo x ∈ Q ≡ {x; ||x − x0|| < 1/(βK)} ∩ D, [F ′(x)]−1 é definida em

todo Rn e

||[F ′(x)]−1|| 6
β

1 − βK||x− x0||
. (2.14)

Se x e N(x) = x− [F ′(x)]−1F(x) estão em Q, então

||N(N(x)) −N(x)|| 6
1

2

(
βK||x−N(x)||2

1 − βK||x0 −N(x)||

)
. (2.15)

Demonstração. A primeira afirmação segue como consequência do Lema de Banach. Para

a segunda parte do Lema, usando (2.14), temos que

||N(N(x) −N(x))|| = ||[F ′(N(x))]−1F ′(N(x))||

6
β

1 − βK||x0 −N(x)||
||F(N(x))||.

Vamos estimar ‖F(N(x))‖, para tal usaremos a igualdade F(x) + F ′(x)(N(x) − x) = 0, o
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Teorema do Valor Médio e o fato de F ′ ser Lipschitz

||F(N(x))|| = ||F(N(x)) − F(x) − F ′(x)(N(x) − x)||

=

∥∥∥∥∥∥
1∫
0

F ′(θN(x) + (1 − θ)x)(N(x) − x)dθ− F ′(x)(N(x) − x)

∥∥∥∥∥∥
6 ||N(x) − x||

1∫
0

||F ′(θN(x) + (1 − θ)x) − F ′(x)||dθ

6 ||N(x) − x||

1∫
0

Kθ||N(x) − x||dθ

=
K

2
||N(x) − x||2.

Segue que ||N(N(x)) −N(x)|| 6
1

2

(
βK||x−N(x)||2

1 − βK||x0 −N(x)||

)
.

Lema 2.3.3. A sequência de Newton {xk} está bem definida e é majorada pela sequência

definida por

tk+1 = tk −
(βK/2)t2k − tk + η

βKtk − 1
, t0 = 0 (2.16)

Além disso, tk → t∗, onde t∗ é definido em (2.4).

Demonstração. Já mostramos, na Seção 2.2, que tk são as iteradas de Newton para o

polinômio P(t) =
βK

2
t2− t+η com ráızes t∗e t∗∗, então pelo método de Newton tk → t∗.

Suponha que existem x1, . . . , xk e ||xi−xi−1|| 6 ti− ti−1 (para i = 1, . . . , k). É imediato

que a desigualdade vale para i = 1, pois

||x1 − x0|| = ||[F ′(x0)]−1F(x0)|| 6 η = ||t1 − t0||.

Por outro lado, depois de algumas manipulações, vale a desigualdade

||xk − x0|| 6
k∑

i=1

||xi − xi−1|| 6
k∑

i=1

(ti − ti−1) = tk − t0 6 t∗.

Assim, pelo Lema 2.3.2, {xk} está bem definida e temos:

||xk+1 − xk|| = ||N(N(xk−1)) −N(xk−1)||

6
(βK/2)||xk − xk−1||2

1 − βK||x0 − xk||

6
(βK/2)(tk − tk−1)

2

1 − βKtk

= tk+1 − tk.
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Mostremos, agora, a última igualdade, que segue de algumas manipulações.

((βK)/2)(tk − tk−1)
2

1 − βKtk
=

((βK)/2)tk
2 − tk + η+ tk − η+ ((βK)/2)t2k−1 − βKtktk−1

1 − βKtk

=
−P(tk)

P ′(kk)
+
tk − η+ ((βK)/2)t2k−1 − βKtktk−1

−P ′(tk)

=
−P(tk)

P ′(tk)
+
tk(1 − βKtk−1) − η+ ((βK)/2)t2k−1

−P ′(tk)

=
−P(tk)

P ′(tk)
+

−tk(P
′(tk)) + ((βK)/2)t2k−1 − η

−P ′(tk)

=
−P(tk)

P ′(tk)
+

−

(
tk−1 −

P(tk−1)

P ′(tk−1)

)
P ′(tk−1) + ((βK)/2)t2k−1 − η

−P ′(tk)

=
−P(tk)

P ′(tk)
+

−tk−1P
′(tk−1) + P(tk−1) + ((βK)/2)t2k−1 − η

−P ′(tk)

=
−P(tk)

P ′(tk)
+

−tk−1(βKtk−1 − 1) + P(tk−1) + ((βK)/2)t2k−1 − η

−P ′(tk)

=
−P(tk)

P ′(tk)
+

−βKt2k−1 + tk−1 + P(tk−1) + ((βK)/2)t2k−1η

−P ′(tk)

=
−P(tk)

P ′(tk)
+

−(βK/2)t2k−1 + tk−1 − η+ P(tk−1)

−P ′(tk)

=
−P(tk)

P ′(tk)

= −
((βK)/2)t2k − tk + η

βKtk − 1

= tk+1 − tk.

A partir dos lemas anteriores vamos demonstrar o Teorema 2.3.1.

Demonstração. (Teorema 2.3.1) Os Lemas 2.3.1 e 2.3.3 garantem a existência de x∗ em

S, tal que xk → x∗. Que x∗ é a solução segue a partir de:

||F(xk)|| = ||F ′(xk)(xk+1 − xk)||

= ||F ′(xk)(xk+1 − xk) − F ′(x0)(xk+1 − xk) + F ′(x0)(xk+1 − xk)||

6
(
||F ′(x0)||+ ||F ′(x0) − F ′(xk)||

)
||xk+1 − xk||

6 (||F ′(x0)||+ Kt∗) ||x
k+1 − xk||.

Como ||xk+1 − xk|| → 0 e F é cont́ınua em S conclúımos que ||F(xk)|| → 0, quando

k → ∞. Desse modo, F(x∗) = 0. Se h <
1

2
então as ráızes t∗ e t∗∗ são distintas e, da
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Seção 2.2, temos que a ordem de convergência de tk para t∗ é pelo menos quadrática,

consequentemente a ordem de convergência de xk para x∗ é pelo menos quadrática.

É importante salientar que existem outras versões do Teorema 2.3.1, que diferem em

hipóteses e resultados obtidos. Neste trabalho mencionamos apenas uma delas, com base

em [10].



Caṕıtulo 3

O Método de Newton para Equações

Generalizadas

Neste caṕıtulo generalizamos os resultados obtidos no caṕıtulo anterior, no qual tra-

balhamos a convergência da solução, pelo método de Newton, de uma equação não linear.

Apresentamos resultados obtidos em [30] no qual a resolução da equação generalizada é

baseada na linearização parcial. Relacionamos a função majorante com o operador F, mos-

tramos a boa definição e convergência do método de Newton em uma determinada região,

verificamos taxas de convergência para a solução, mostramos o raio ótimo de convergência

e, por fim, provamos a unicidade da convergência numa região.

3.1 O Problema e o Método

Iniciamos esta seção apresentando a definição de linearização parcial, importante fer-

ramenta na demonstração do próximo teorema.

Definição 3.1.1. Seja Ω ⊂ Rnaberto e não vazio, F : Ω → Rn com derivada F ′ e

T : Rn ⇒ Rn. A linearização parcial da aplicação F + T em x ∈ Rn é a aplicação ponto

conjunto LF : Rn ⇒ Rn dada por

LF(x,y) := F(x) + F
′(x)(y− x) + T(y). (3.1)

Para cada x ∈ Rn, a inversa LF(x, ·)−1 : Rn ⇒ Rn da aplicação LF(x, ·) em z ∈ Rn é

denotada por

LF(x, z)
−1 := {y ∈ Rn : z ∈ F(x) + F ′(x)(y− x) + T(y)}. (3.2)

32
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Observação 3.1.1. Se na Definição 3.1.1 tivéssemos T ≡ 0, z = 0 e F ′(x) inverśıvel,

então LF(x, 0)−1 = x − F ′(x)−1F(x) seria a iterada de Newton para resolver a equação

F(x) = 0.

Retomamos, aqui, o problema inicial no qual buscamos a convergência do método de

Newton para a solução da equação generalizada

F(x) + T(x) 3 0.

Semelhante ao que vimos para equações, reformulamos a equação majorante para

analisar a convergência semilocal e propriedades do método de Newton, que consiste em

gerar uma sequência F(xk) + F ′(xk)(xk+1 − xk) + T(xk+1), partindo de um ponto inicial

x0. Notemos que tal método pode ser pensado como um método tipo-Newton baseado na

linearização parcial de F+ T .

3.2 Análise Semilocal do Método

Nesta seção apresentamos o nosso principal resultado, estabelecemos algumas condi-

ções iniciais para garantir a boa definição e a convergência do método de Newton para a

solução da equação (1) em uma determinada região. Como se trata de uma generalização

do Teorema de Newton-Kantorovich, percebemos a notória relação entre as hipóteses

estabelecidas. Sua demonstração segue de uma série de lemas que são apresentados nas

seções subsequentes, onde a ideia central para mostrar a convergência do método é o

prinćıpio majorante, adaptado ao problema.

Teorema 3.2.1. Consideremos o aberto Ω subconjunto não vazio de Rn, F : Ω → Rn

cont́ınua com derivada F ′ também cont́ınua, T : Rn ⇒ Rn um operador monótono ma-

ximal e x0 ∈ Ω. Suponha que F ′(x0) seja um operador positivo e F̂ ′(x0)
−1

existe. Seja

R > 0 e κ := sup{t ∈ [0,R) : B(x0, t) ⊂ Ω}. Suponha que existe f : [0,R)→ R duas vezes

continuamente diferenciável, tal que

||F̂ ′(x0)
−1

|| ||F ′(y) − F ′(x)|| 6 f ′
(
||x− y||+ ||x− x0||

)
− f ′

(
||x− x0||

)
, (3.3)

para quaisquer x, y ∈ B(x0, κ). Além disso, vamos supor que

||x1 − x0|| 6 f(0), (3.4)

e que as seguintes condições ocorrem,
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(H1) f(0) > 0 e f ′(0) = −1.

(H2) f ′ é convexa e estritamente crescente.

(H3) f(t) = 0, para algum t ∈ (0,R).

Então, f tem um menor zero t∗ ∈ (0,R), as sequências geradas pelo método de Newton

para resolver a equação generalizada F(x) + T(x) 3 0 e a equação f(t) = 0, com ponto

inicial x0 e t0 = 0

0 ∈ F(xk) + F ′(xk)(xk+1 − xk) + T(xk+1), tk+1 = tk −
f(tk)

f ′(tk)
, k = 0, 1, . . . (3.5)

estão bem definidas, {tk} é estritamente crescente, contida em (0, t∗) e converge para t∗,

{xk} está contida em B(x0, t∗) e converge para x∗ ∈ B[x0, t∗]. Além disso, as sequências

{xk} e {tk} satisfazem,

||x∗ − xk|| 6 t∗ − tk, ||x∗ − xk+1|| 6
t∗ − tk+1

(t∗ − tk)2
||x∗ − xk||

2
, (3.6)

para todo k = 0, 1, . . . , e as sequências {xk} e {tk} convergem Q-linearmente, como segue

||x∗ − xk+1|| 6
1

2
||x∗ − xk||, t∗ − tk+1 6

1

2
(t∗ − tk), k = 0, 1, . . . (3.7)

Se adicionarmos a seguinte hipótese

(H4) f ′(t∗) < 0.

Então as sequências {xk} e {tk} convergem Q-quadraticamente, como segue

||x∗ − xk+1|| 6
f ′′−(t∗)

−2f ′(t∗)
||x∗ − xk||, t∗ − tk+1 6

f ′′−(t∗)

−2f ′(t∗)
(t∗ − tk)

2, (3.8)

para todo k = 0, 1, . . . .

Exemplo 3.2.1. Como exemplo de função que satisfaz as hipóteses (H1), (H2) e (H3)

podemos citar f : [0,+∞)→ R definida por

f(t) = t1+p − t+ b, b > 0 e p = 2n, n ∈ N.

Observação 3.2.1. A condição F̂ ′(x0) é um operador positivo associado a existência de

F̂ ′(x0), implica, pelo Lema 3.3.3, que

〈F ′(x0)x, x〉 > ||x||2, ∀x ∈ Rn (3.9)
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Além disso, se T ≡ {0} então a função F∗(x) := F(x0) + F(x0)(x − x0) é fortemente

monótona para cada x em uma vizinhança de x∗. De fato, para cada x, y ∈ Rn,

〈F∗(x) − F∗(y), x− y〉 = 〈F ′(x0)(x− y), x− y〉 > c||x− y||2,

onde a última desigualdade segue a partir de (3.9). Isto nos fornece, em particular, que o

problema

F(xk) + F ′(xk)(xk+1 − xk) = 0, k = 0, 1, . . .

tem uma única solução para cada k = 0, 1, . . . (ver [5]), em particular implica que F ′(x0)−1

existe, portanto, quando T ≡ {0}, as hipóteses F ′(x0) ser um operador positivo e F̂ ′(x0)
−1

existe, reduzindo a condição clássica F ′(x0)−1 existe.

3.3 O Prinćıpio Majorante

Nesta seção, embasados em [11] e [30], estabelecemos alguns resultados a respeito da

função majorante f : [0,R)→ R, e algumas relações entre a função majorante e a aplicação

ponto conjunto F+ T . Para tal, começamos com algumas proposições.

Proposição 3.3.1. A função f tem uma menor ráız t∗ ∈ (0,R), é estritamente convexa

e

f(t) > 0, f ′(t) < 0, t < t−
f(t)

f ′(t)
< t∗, ∀ t ∈ [0, t∗). (3.10)

Além disso, f ′(t∗) 6 0 e

f ′(t∗) < 0⇐⇒ ∃ t ∈ (t∗,R), f(t) < 0. (3.11)

Demonstração. Como f é cont́ınua em [0,R) e tem um zero no aberto (0,R) (H3), deve ter

um menor zero t∗ > 0, uma vez que f(0) > 0 (H1). Desde que f ′ é estritamente crescente

(H2), temos que f é estritamente convexa.

A primeira desigualdade em (3.10) segue da suposição f(0) > 0 e da definição de t∗ como

a menor ráız de f. Desde que f é estritamente convexa, temos da Proposição 1.4.2 que

0 = f(t∗) > f(t) + f
′(t)(t∗ − t), t ∈ [0,R), t 6= t∗. (3.12)

Se t ∈ [0, t∗) então f(t) > 0 e t∗ − t > 0, que, combinado com (3.12) produz a segunda

desigualdade em (3.10). A terceira desigualdade em (3.10) segue das duas anteriores.
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Obtemos a última desigualdade em (3.10) dividindo a inequação em (3.12) por −f ′(t),

que é estritamente positivo,

0 =
f(t∗)

−f ′(t)
>

f(t)

−f ′(t)
− t∗ + t.

Para a última parte da proposição, como f > 0 em [0, t∗) e f(t∗) = 0, devemos ter

f ′(t∗) 6 0. Em (3.11), a ida segue imediato. Para demonstrar a outra implicação,

invertemos t e t∗ em (3.12) e note que f(t∗) = 0.

Iremos, estabelecer o maior intervalo em que o método de Newton para a função

majorante está bem definido. Consideremos

t := sup{t ∈ [0,R) : f ′(t) < 0}.

Claramente temos que t∗ 6 t. Desde que f ′(t) < 0 para todo t ∈ [0, t), a itera-

da de Newton da função majorante f está bem definida em [0, t). Vamos definir a aplicação

nf : [0, t)→ R, tal que

nf(t) = t−
f(t)

f ′(t)
. (3.13)

Mostramos no próximo resultado que a sequência gerada pelo método de Newton para

resolver f(t) = 0 é bem comportada em determinado intervalo e é estritamente crescente,

além disso, estabelecemos taxas de convergência.

Proposição 3.3.2. Para todo t ∈ [0, t∗), temos que nf(t) ∈ [0, t∗), e também

t < nf(t), t∗ − nf(t) 6
1

2
(t∗ − t), ∀ t ∈ [0, t∗). (3.14)

Se f satisfaz f ′(t∗) < 0 (H4), então

t∗ − nf(t) 6
f ′′−(t∗)

−2f ′(t∗)
(t∗ − t)

2, ∀ t ∈ [0, t∗). (3.15)

Demonstração. As duas primeiras afirmações seguem da última desigualdade em (3.10).

Para mostrar a segunda desigualdade em (3.14) consideremos algum t ∈ [0, t∗), sendo

f(t∗) = 0. Segue de (3.13) e da continuidade de f ′ que

t∗ − nf(t) =
1

f ′(t)
[f ′(t)(t∗ − t) + f(t)]

=
1

f ′(t)
[f ′(t)(t∗ − t) + f(t) − f(t∗)]

=
1

−f ′(t)

∫ t∗
t

[f ′(u) − f ′(t)]du.
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Como f ′ é convexa e t < t∗, segue do Corolário 1.4.1 que

f ′(u) − f ′(t) 6 (f ′(t∗) − f
′(t))

u− t

t∗ − t
; ∀ u ∈ [t, t∗].

Lembrando que −f ′(t) é positivo, combinando as equações anteriores, segue

t∗ − nf(t) 6
1

f ′(t)
)

∫ t∗
t

[f ′(t∗) − f
′(t)]

u− t

t∗ − t
du

=

[
f ′(t∗) − f

′(t)

−f ′(t)

]
1

t∗ − t

∫ t∗
t

(u− t)du

=
1

2

[
f ′(t∗) − f

′(t)

−f ′(t)

]
1

t∗ − t
(t∗ − t)

2.

A partir disso, obtemos a seguinte desigualdade

t∗ − nf(t) 6
1

2

[
f ′(t∗) − f

′(t)

−f ′(t)

]
(t∗ − t). (3.16)

Sendo f ′(t∗) 6 0, f ′ estritamente crescente e lembrando que t ∈ [0, t∗), segue que

0 < f ′(t∗) − f
′(t) 6 −f ′(t) =⇒ 0 <

f ′(t∗) − f
′(t)

−f ′(t)
6 1.

Assim,

t∗ − nf(t) 6
1

2
(t∗ − t).

Para finalizar, vamos assumir que f satisfaz (H4), tome t ∈ [0, t∗). Como f ′ é crescente,

f ′(t∗) < 0 e f ′(t) < 0, temos que

1

−f ′(t)
6

1

f ′(t∗)

Logo,
f ′(t∗) − f

′(t)

−f ′(t)
6

f ′(t∗) − f
′(t)

−f ′(t∗)

=
1

f ′(t∗)

f ′(t∗) − f
′(t)

t∗ − t
(t∗ − t)

6
f ′′−(t∗)

−f ′(t∗)
(t∗ − t).

Combinando a inequação anterior com (3.16)

2

(t∗ − t)
[t∗ − nf(t)] 6

f ′(t∗) − f
′(t)

−f ′(t)
6
f ′′−(t∗)

−f ′(t∗)
(t∗ − t).

Dividindo a inequação pelo termo positivo 2/(t∗ − t) obtemos

t∗ − nf(t) 6
f ′′−(t∗)

−2f ′(t∗)
(t∗ − t)

2, ∀ t ∈ [0, t∗).

Conclúımos, assim, a demonstração.
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A definição sobre tk em (3.5) é equivalente a

t0 = 0, tk+1 = nf(tk), k = 0, 1, . . . (3.17)

Temos que a sequência {tk} é monótona crescente em [0, t∗) e t∗ é o zero de f neste

intervalo, portanto tk → t∗. O próximo resultado contém as principais propriedades de

convergência da sequência {tk}, que é consequência direta da Proposição 3.3.2.

Corolário 3.3.1. A sequência {tk} está bem definida, é estritamente crescente e está

contida em [0, t∗). Além disso, {tk} satisfaz a segunda desigualdade em (3.7) e converge

Q-linearmente para t∗. Se também satisfaz a condição (H4), então {tk} satisfaz a segunda

desigualdade em (3.8) e converge Q-quadraticamente.

Portanto, obtemos todos os resultados necessários acerca da sequência majorante {tk}

no Teorema 3.2.1. Agora, vamos estabelecer algumas relações entre a função majorante e

a aplicação ponto conjunto F+ T . Na sequência vamos mostrar que a linearização parcial

do operador F + T tem uma aplicação ponto conjunto inversa, que é Lipschitz em uma

determinada vizinhança de x0. Desde que as iteradas de Newton iniciando em um ponto

dessa vizinhança convergem para um zero da linearização parcial de F+ T em tal ponto,

é conveniente primeiro estudar o erro de linearização de F em um ponto de Ω.

EF(x,y) := F(y) − [F(x) + F ′(x)(y− x)] ; x, y ∈ Ω. (3.18)

No próximo resultado limitamos tal erro pelo erro de linearização da função majorante f,

denotado por

ef(t,u) := f(u) − [f(t) + f ′(t)(u− t)]; t, u ∈ [0,R). (3.19)

Lema 3.3.1. Consideremos x, y ∈ B(x0,R) e 0 6 t < v < R. Se ||x − x0|| 6 t e

||y− x|| 6 v− t então

||(F ′(x0))−1EF(x,y)|| 6 ef(t, v)
||y− x||2

(v− t)2
. (3.20)

Demonstração. Primeiramente, temos que a combinação convexa x+ λ(y− x) ∈ B(x0,R)

para todo λ ∈ [0, 1]. Desde que F é continuamente diferenciável em Ω, o erro de linea-

rização de F em (3.18) é equivalente a

EF(x,y) =

∫ 1
0

[F ′(x+ λ(y− x)) − F ′(x)](y− x)dλ.
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Que combinado com a suposição em (3.3), nos fornece

||(F ′(x0))−1EF(x,y)|| 6
∫ 1
0

||(F ′(x0))−1[F ′(x+ λ(y− x)) − F ′(x)]|| ||y− x||dλ

6
∫ 1
0

[f ′(||x− x0||+ λ||y− x||) − f ′(||x− x0||)] ||y− x||dλ.

Agora, usando a convexidade de f ′ e as hipóteses ||x − x0|| 6 t e ||y − x|| 6 v − t, v < R

temos

f ′(||x− x0||+ λ||y− x||) − f ′(||x− x0||) 6 f ′(t+ λ||y− x||) − f ′(t)

6 [f ′(t+ λ(v− t)) − f ′(t)]
||y− x||

v− t
,

para todo λ ∈ [0, 1]. Combinando tais desigualdades, conclúımos que

||(F ′(x0))−1EF(x,y)|| 6
∫ 1
0

[f ′(t+ λ(v− t)) − f ′(t)]
||y− x||2

v− t
dλ

=

[
1

v− t
(f(v) − f(t)) − f ′(t)

]
||y− x||2

v− t

= [f(v) − (f(t) + f ′(t)(v− t))]
||y− x||2

(v− t)2

= ef(t, v)
||y− x||2

(v− t)2
.

A seguir mostramos F̂ ′(x)
−1

existe para todo x ∈ B(x0, t0), partindo do pressuposto

que F̂ ′(x0)
−1

existe.

Lema 3.3.2. Seja x0 ∈ Ω tal que F̂ ′(x0) é um operador positivo e F̂ ′(x0)
−1

existe. Se

||x− x0|| 6 t < t∗, então F̂ ′(x) é um operador positivo e F̂ ′(x)
−1

existe. Além disso,

||F̂ ′(x)
−1

|| 6 −
||F̂ ′(x0)

−1

||

f ′(t)
.

Demonstração. Primeiramente, note que

||F̂ ′(x) − F̂ ′(x0)|| 6
1

2
||F ′(x) − F ′(x0)||+

1

2
||(F ′(x) − F ′(x0))∗|| = ||F ′(x) − F ′(x0)||. (3.21)

Consideremos x ∈ B[x0, t], 0 6 t < t∗. Nessas condições, f ′(t) < 0. Usando (3.21), (3.3)

e levando em consideração (H1) e (H2), obtemos

||F̂ ′(x0)
−1

|| ||F̂ ′(x) − F̂ ′(x0)|| 6 ||F̂ ′(x0)
−1

|| ||F ′(x) − F ′(x0)||

6 f ′(||x− x0||) − f ′(0)

< f ′(t) + 1

< 1.

(3.22)
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Pelo lema de Banach, conclúımos que F̂ ′(x)
−1

existe. Além disso, que vale a desigualdade,

||F̂ ′(x)
−1

|| 6
||F̂ ′(x0)

−1

||

1 − ||F̂ ′(x0)
−1

|| ||F ′(x) − F ′(x0)||
6

||F̂ ′(x0)
−1

||

1 − (f ′(t) + 1)
6 −

||F̂ ′(x0)
−1

||

f ′(t)
.

Por outro lado, usando (3.22) temos que

||F̂ ′(x) − F̂ ′(x0)|| 6
1

||F̂ ′(x0)
−1

||

. (3.23)

Consideremos y ∈ Rn, segue da desigualdade anterior que

〈(F̂ ′(x0) − F̂ ′(x))y,y〉 6 ||F̂ ′(x0) − F̂ ′(x)|| ||y||2 6
||y||2

||F̂ ′(x0)
−1

||

.

Que implica em

〈F̂ ′(x0)y,y〉− ||y||2

||F̂ ′(x0)
−1

||

6 〈F̂ ′(x)y,y〉.

Desde que F̂ ′(x0) é um operador positivo e F̂ ′(x0)
−1

existe, por hipótese, obtemos pelo

Lema 1.5.1 que

〈F̂ ′(x0)y,y〉 > ||y||2

||F̂ ′(x0)
−1

||

.

Combinando as duas últimas desigualdades, conclúımos que 〈F̂ ′(x)y,y〉 > 0, isto é, F̂ ′(x)

é um operador positivo.

A seguir apresentamos o Lema que garante a boa definição do método de Newton em

uma determinada região.

Lema 3.3.3. Desde que T seja um operador monótono maximal, se existe uma constante

c > 0 tal que

〈F ′(xk)y,y〉 > c||y||2 (3.24)

para cada y ∈ Rn, então existe um único xk+1 tal que a primeira inclusão em (3.5) ocorre.

A prova deste resultado pode ser encontrada em [32], Lema 2.2.

Observação 3.3.1. Mostramos no Lema 3.3.2 que F̂ ′(x) é um operador positivo e F̂ ′(x)
−1

existe, portanto segue diretamente do Lema 1.5.1 que para qualquer y ∈ Rn

〈F̂ ′(x)y,y〉 > ||y||2

||F̂ ′(x)
−1

||

.
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Note que 〈F̂ ′(x)y,y〉 = 〈F ′(x)y,y〉, então pela Observação 3.3.1, nós conclúımos que

F ′(x) satisfaz (3.24) e consequentemente, a aplicação iterada de Newton é bem definida.

Vamos chamar de NF+T , a aplicação iterada de Newton para F+ T em uma determinada

região, denotamos NF+T : B(x0, t∗)→ Rn é definido por

NF+T (x) := LF(x, 0)−1. (3.25)

Usando (3.2) conclúımos que a definição da iterada de Newton em (3.25) é equivalente a

0 ∈ LF(x,NF+T (x)) := F(x) + F
′(x)(NF+T (x) − x) + T(NF+T (x)),∀ x ∈ B(x0, t∗). (3.26)

Observação 3.3.2. Desde que 0 ∈ F(x0) + F ′(x0)(x1 − x0) + T(x1), x ∈ Ω dizemos que

x1 é valor singular, segue de (3.2) que

{x1} = LF(x
0, 0)−1.

Portanto, temos garantia de poder aplicar a iterada de Newton uma única vez para

todo ponto x ∈ B(x0, t∗) donde obtemos NF+T (x) o qual pode não pertencer a B(x0, t∗),

ou mesmo nem pertencer ao domı́nio de F. Assim, isto é suficiente para garantir a boa

definição de apenas uma iterada do método de Newton. Para assegurar que as iteradas

de Newton podem ser repetidas indefinidamente, ou em particular, que sejam invarian-

tes em subconjuntos de B(x0, t∗), necessitamos de resultados adicionais. Primeiramente,

vamos definir alguns subconjuntos de B(x0, t∗) nos quais podemos aplicar o operador F.

Definimos

K(t) :=

{
x ∈ Ω : ||x− x0|| 6 t, ||LF(x, 0)−1 − x|| 6 −

f(t)

f ′(t)

}
, t ∈ [0, t∗), (3.27)

K :=
⋃

t∈[0,t∗)

K(t). (3.28)

No próximo resultado mostramos que nesses subconjuntos de B(x0, t∗) temos que as

iteradas de Newton estão “bem comportadas”.

Lema 3.3.4. Para cada 0 6 t < t∗, temos K(t) ⊂ B(x0, t∗) e NF+T (K(t)) ⊂ K(nf(t)).

consequentemente, K ⊆ B(x0, t∗) e NF+T (K) ⊂ K.

Demonstração. A primeira inclusão segue diretamente da definição de K(t). Consideremos

x ∈ K(t). Usando as definições (3.27) e (3.13) conclúımos

||x− x0|| 6 t, ||LF(x, 0)−1 − x|| 6
f(t)

f ′(t)
, t < nf(t) < t∗. (3.29)
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Da definição da iterada de Newton em (3.25) temos que para todo x ∈ K(t)

||NF+T (x) − x
0|| 6 ||x− x0||+ ||NF+T (x) − x||

= ||x− x0||+ ||LF(x, 0)−1 − x||.

Consequentemente, usando (3.13) e (3.29), segue que

||NF+T (x) − x
0|| 6 t−

f(t)

f ′(t)
= nf(t) < t∗. (3.30)

Para simplificar notações vamos denotar x+ = NF+T (x) e y = LF(x
+, 0)−1. Assim, de

(3.26) temos

0 ∈ F(x) + F ′(x)(x+ − x) + T(x+).

Pelo que foi definido em (3.2)

0 ∈ F(x+) + F ′(x+)(y− x+) + T(y).

Como T é monótona maximal, segue que

〈F(x) + F ′(x)(x+ − x) − F(x+) − F ′(x+)(y− x+),y− x+〉 > 0.

O qual implica

〈F(x) − F(x+) + F ′(x)(x+ − x),y− x+〉 > 〈F ′(x+)(y− x+),y− x+〉. (3.31)

Desde que, pelo Lema 3.3.2, F̂ ′(x) é um operador positivo e F̂ ′(x)−1 existe, obtemos do

Lema 1.5.1
||y− x+||2

|| ̂F ′(x+)−1||
6 〈F̂ ′(x+)(y− x+),y− x+〉. (3.32)

Temos 〈F̂ ′(x+)(y−x+),y−x+〉 = 〈F ′(x+)(y−x+),y−x+〉, tal igualdade combinada com

(3.32) e (3.31) nos fornece

||y− x+||2 6 ||F̂(x+)
−1

||〈F ′(x+)(y− x+),y− x+〉

6 ||F̂(x+)
−1

||〈F(x) − F(x+) + F ′(x)(x+ − x),y− x+〉.

Assim,

||y− x+|| 6 ||F̂ ′(x+)
−1

|| ||F(x) − F(x+) + F ′(x)(x+ − x)||. (3.33)

Devido a x+ = NF+T (x) temos de (3.30) que ||x+ − x0|| 6 nf(t). Então levando em

consideração que f ′ é crescente e negativa, combinando (3.33), a segunda parte do Lema
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3.3.2, (3.18), e o Lema 3.3.1, obtemos

||y− x+|| 6 ||F̂ ′(x+)
−1

|| ||F(x) − F(x+) + F ′(x)(x+ − x)||

6 −
||F̂ ′(x0)

−1

||

f ′(nf(t))
||F(x+) − (F(x) + F ′(x))(x+ − x)||

= −
||F̂ ′(x0)

−1

||

f ′(nf(t))
||EF(x, x

+)||

6
−1

f ′(nf(t))
ef(t,nf(t))

||x+ − x||2

(nf(t) − t)2
.

(3.34)

Notemos que para a última desigualdade temos de (3.29) ||x−x0|| 6 t e ||x+−x|| 6 nf(t)−t.

Por outro lado, usando a definição em (3.13) segue

f(t) + f ′(t)(nf(t) − t) = 0.

Assim,

f(nf(t)) = f(nf(t)) − [f(t) + f ′(t)(nf(t) − t)]

= ef(t,nf(t)).

Como foi tomado x+ = NF+T (x), segue de (3.13) e da segunda desigualdade em (3.29)

que ||x− x+|| 6 nf(t) − t, assim, podemos considerar a desigualdade em (3.34) da forma

||y− x+|| 6 −
f(nf(t))

f ′(nf(t))
.

Portanto, desde que (3.30) implique ||x+ − x0|| 6 nf(t) a segunda inclusão está provada.

A terceira inclusão K ⊆ B(x0, t∗) segue das definições de K(t) e K, em (3.27) e (3.28).

Finalmente chegamos a última inclusão, NF+T (K) ⊂ K. Vamos supor x ∈ K, por (3.28)

segue que x ∈ K(t) para algum t ∈ [0, t∗). Da segunda inclusão da proposição, temos

NF+T (x) ∈ K(nf(t)). Assim, desde que nf(t) ∈ [0, t∗) e usando a definição de K em (3.28)

conclúımos a demonstração.

3.4 Resultados Principais

Para provarmos o resultado de convergência, que é uma consequência dos resulta-

dos anteriores, primeiramente notemos que a sequência definida em (3.25) implica que a

sequência {xk} definida em (3.5), pode ser formalizada por

xk+1 = NF+T (x
k), k = 0, 1, . . . , (3.35)
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como NF+T (x) = LF(x, 0)−1, temos que (3.35) é equivalente a

0 ∈ F(xk) + F ′(xk)(xk+1 − xk) + T(xk+1), k = 0, 1, . . . .

No próximo resultado vamos mostrar que a sequência gerada pelo método de Newton

é “bem comportada”em relação ao conjunto K(t), definido em (3.27).

Corolário 3.4.1. A sequência {xk} está bem definida, contida em B(x0, t∗), converge para

x∗ ∈ B[x0, t∗] satisfazendo 0 ∈ F(x∗) + T(x∗). Além disso, xk ∈ K(tk), para k = 0, 1, . . .

e

||x∗ − xk|| 6 t∗ − tk, k = 0, 1, . . . .

Demonstração. Pelo que foi assumido em (3.4), temos ||x1 − x0|| 6 f(0). De (H1) segue

||x1 − x0|| 6 −
f(0)

f ′(0)
. Segue da Observação 3.3.2 que {x1} = LF(x

0, 0)−1. Assim, obtemos

||LF(x
0, 0)−1 − x0|| 6 −

f(0)

f ′(0)
.

Pelas definições de K(t) e K, conclúımos que

{x0} = K(0) ⊂ K (3.36)

Sabemos pelo Lema 3.3.4 que NF+T (K) ⊂ K. Por (3.35) temos xk+1 = NF+T (x
k) ⊂ K.

Assim, inferimos que {xk} está bem definida e contida em K.

A primeira inclusão da segunda parte do Lema 3.3.4 nos fornece K ⊂ B(x0, t∗). Logo,

pelos resultados anteriores, segue que {xk} ⊂ B(x0, t∗). Para provar a convergência de

{xk}, primeiramente vamos provar por indução o resultado

xk ∈ K(tk), k = 0, 1, . . . (3.37)

Notemos que para k = 0, a prova segue diretamente de (3.36). Vamos supor xk ∈ K(tk).

Segue da primeira inclusão na segunda parte do Lema 3.3.4 queNF+T (K(tk)) ⊂ K(nf(tk)).

Devido a hipótese, podemos considerar xk ∈ K(tk), de modo que NF+T (x
k) ∈ K(nf(tk)).

Assim, combinando (3.35) e (3.17) temos xk+1 ∈ K(tk+1). Com isso, conclúımos a demons-

tração da indução.

Agora, usando o resultado obtido em (3.37) e a definição do conjunto K(t) em (3.27),

temos

||LF(x
k, 0)−1 − xk|| 6 −

f(tk)

f ′(tk)
, k = 0, 1, . . . ,
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que combinado com (3.35) e (3.5) nos fornece

||xk+1 − xk|| 6 tk+1 − tk, k = 0, 1, . . . (3.38)

então

||xk+p − xk|| 6
p∑

n=1

||xk+n − xk+(n−1)||

6
p∑

n=1

(tk+n − tk+(n−1))

= tk+p − tk.

Como a sequência {tk} converge para t∗, conclúımos que {xk} é de Cauchy em B(x0, t∗)

e, assim, converge para algum x∗ ∈ B[x0, t∗]. Usando novamente a inequação em (3.38),

agora com a certeza da convergência de {xk} deduzimos que a inequação ||x∗−xk|| 6 t∗−tk

para k = 0, 1, . . . , é válida.

Para finalizar, desde que −F(xk) − F ′(xk)(xk+1 − xk) ∈ T(xk+1), F é uma aplicação

continuamente diferenciável, xk converge para x∗ e T é monótono maximal que implica

que T tem gráfico fechado, constatamos que 0 ∈ F(x∗) + T(x∗).

Até o momento, provamos que a sequência {xk} converge para a solução x∗ da equação

generalizada F(x)+ T(x) 3 0 e que x∗ ∈ B[x0, t∗]. Agora, vamos demonstrar que {xk} con-

verge Q-linearmente e que x∗ é a única solução de F(x)+T(x) 3 0 em B[x0, t∗]. Além disso,

assumindo que (H4) seja satisfeita, vamos mostrar que {xk} converge

Q-quadraticamente para x∗. Para tal, necessitamos do resultado a seguir.

Lema 3.4.1. Sejam x, y ∈ B(x0,R) e 0 6 t < v < R. Se

t 6 t∗, ||x− x0|| 6 t, ||y− x|| 6 v− t, f(v) 6 0, 0 ∈ F(y) + T(y), (3.39)

então vale a desigualdade

||y−NF+T (x)|| 6 [v− nf(t)]
||y− x||2

(v− t)2
.

Demonstração. Para simplificar notações vamos definir z = NF+T (x). Desde que

0 ∈ F(y) + T(y), usando (3.26) e que T é monótono maximal temos que

〈−F(x) + F ′(x)(x− z) + F(y), z− y〉 > 0,

donde obtemos

〈−F(x) − F ′(x)z+ F ′(x)x+ F(y) − F ′(x)y+ F ′(x)y, z− y〉 > 0,
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deduzimos então que

〈F(y) − F(x) + F ′(x)(x− y), z− y〉 > 〈F ′(x)(z− y), z− y〉. (3.40)

Desde que ||x − x0|| 6 t < t∗ obtemos do Lema 3.3.2 que F̂ ′(x) é um operador positivo e

F̂ ′(x)
−1

existe. Assim do Lema (1.5.1) temos que

||z− y||2

||F̂ ′(x)
−1

||

6 〈F̂ ′(x)(z− y), z− y〉. (3.41)

Como 〈F̂ ′(x)(z−y), z−y〉 = 〈F ′(x)(z−y), z−y〉, combinando esta igualdade com (3.41)

e (3.40), respectivamente, segue

||y− z||2 6 ||F̂ ′(x)
−1

||〈F ′(x)(z− y), z− y〉

6 ||F̂ ′(x)
−1

||〈F(y) − F(x) + F ′(x)(z− y), z− y〉

6 ||F̂ ′(x)
−1

|| ||F(x) − [F(y) + F ′(x)(x− y)]|| ||z− y||.

Assim

||y− z|| 6 ||F̂ ′(x)
−1

|| ||F(x) − [F(y) + F ′(x)(x− y)]||. (3.42)

Da definição de EF(x,y) resulta que ||y− z|| 6 ||F̂ ′(x)
−1

|| ||EF(x,y)||. Usando o Lema 3.3.2

e Lema 3.3.1 (os quais têm todas as suas hipóteses satisfeitas), respectivamente, temos

||z− y|| 6 −
||F̂ ′(x0)

−1

||

f ′(t)
||EF(x,y)||

6
−1

f ′(t)
ef(t, v)

||y− x||2

(v− t)2

Como f ′(t) < 0 para 0 6 t < t∗. Usando a definição de ef(t, v), (3.13) e a hipótese de

que f(v) 6 0 obtemos

−
ef(t, v)

f ′(t)
= v− t+

f(t)

f ′(t)
−
f(v)

f ′(t)
6 v− t+

f(t)

f ′(t)
= v− nf(t).

Combinando as duas últimas desigualdades demonstramos o Lema.

Corolário 3.4.2. As sequências {xk} e {tk} satisfazem a seguinte desigualdade

||x∗ − xk+1|| 6
t∗ − tk+1

(t∗ − tk)2
||x∗ − xk||2, k = 0, 1, . . . . (3.43)

Como consequência, a sequência {xk} converge Q-linearmente para a solução x∗, como

segue

||x∗ − xk+1|| 6
1

2
||x∗ − xk||, k = 0, 1, . . . . (3.44)
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Se adicionarmos a hipótese (H4) então a sequência {xk} converge Q-quadraticamente para

x∗, como segue

||x∗ − xk+1|| 6
f ′′−(t∗)

−2f ′(t∗)
||x∗ − xk||2, k = 0, 1, . . . . (3.45)

Demonstração. Para cada k, podemos aplicar o Lema 3.4.1 com x = xk, y = x∗, t = tk

e v = t∗, para obtermos

||x∗ −NF+T (x
k)|| 6 [t∗ − nf(tk)]

||x∗ − xk||2

(t∗ − tk)2
.

Assim, a desigualdade (3.43) segue de (3.35) e (3.17). Temos da primeira parte do Lema

3.3.2 e de (3.17) que
t∗ − tk+1

t∗ − tk
6

1

2
,

do Corolário 3.4.1, segue
||x∗ − xk||

t∗ − tk
6 1.

Combinando estas duas desigualdades com (3.43), obtemos a desigualdade em (3.44).

||x∗ − xk+1|| 6
t∗ − tk+1

t∗ − tk

||x∗ − xk||

t∗ − tk
||x∗ − xk||

6
1

2
||x∗ − xk||.

Agora, vamos assumir que (H4) seja satisfeita, pelo Corolário 3.3.1, a segunda desigual-

dade em (3.8) ocorre e (3.43) implica em (3.45).

||x∗ − xk+1|| 6
t∗ − tk+1

(t∗ − tk)2
||x∗ − xk||2

6
f ′′−(t∗)

−2f ′(t∗)
||x∗ − xk||2.

Com isto, conclúımos a demonstração.

Corolário 3.4.3. O limite x∗ da sequência {xk} é a única solução da equação generalizada

F(x) + T(x) 3 0 em B[x0, t∗].

Demonstração. Vamos supor que existe y∗ ∈ B[x0, t∗] tal que y∗ é solução da equação

generalizada F(x) + T(x) 3 0. Provaremos por indução que

||y∗ − xk|| 6 t∗ − tk, k = 0, 1, . . . . (3.46)

O caso k = 0 segue imediato, pois t0 = 0 e y∗ ∈ B[x0, t∗], assim, ||y∗ − x0|| 6 t∗. Vamos

assumir que a desigualdade seja válida para algum k. Temos do Corolário 3.4.1 que
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xk ∈ K(tk), para k = 0, 1, . . . , pela definição de K(tk) conclúımos que ||xk − x0|| 6 tk,

para k = 0, 1, . . . . Desde que ||xk − x0|| 6 tk, podemos aplicar o Lema 3.4.1 com

x = xk, y = y∗, t = tk e v = t∗ para obtermos

||y∗ −NF+T (x
k)|| 6 [t∗ − nf(tk)]

||y∗ − xk||2

(t∗ − tk)2
.

Usando a hipótese de indução, (3.35) e (3.17) segue que

||y∗ − xk+1|| 6 t∗ − tk+1,

assim, demonstramos a indução.

Desde que as sequências {xk} e {tk} convirjam, respectivamente, para x∗ e t∗, conclúımos

de (3.46) que y∗ = x∗. Portanto, x∗ é a única solução de F(x)+T(x) 3 0 em B[x∗, t∗].



Caṕıtulo 4

Casos Especiais

Neste caṕıtulo, elaborado a partir das referências [8] e [30], apresentamos alguns casos

especiais do Teorema 3.2.1. Quando F ≡ {0} e f ′ satisfaz a condição de Lipschitz obtemos

um caso particular do Teorema 3.2.1, baseado no método de Newton sob a condição

Lipschitz. Uma versão do Teorema de Smale para o método de Newton para funções

anaĺıticas é provado no Teorema 4.2.1.

4.1 Sob a Condição Lipschitz

Apresentamos, agora, uma versão do método de Newton sob a condição Lipschitz para

equações generalizadas.

Teorema 4.1.1. Sejam o aberto, não vazio, Ω ⊂ Rn, F : Ω
C1

−→ Rn, T : Rn ⇒ Rn

monótono maximal e x0 ∈ Ω. Consideremos F ′(x0) positivo tal que F̂ ′(x0)
−1

exista.

Suponhamos que há uma constante K > 0 tal que B(x0, 1/K) ⊂ Ω e que

||F̂ ′(x0)
−1

|| ||F ′(x) − F ′(y)|| 6 K||x− y||, x, y ∈ B(x0, 1/K). (4.1)

Além disso, vamos considerar uma constante bK < 1/2, tal que

||x1 − x0|| 6 b. (4.2)

Então a sequência {xk} gerada pelo método de Newton para resolver F(x) + T(x) 3 0, que

tem x0 como ponto inicial

F(xk) + F ′(xk)(xk+1 − xk) + T(xk+1) 3 0, k = 0, 1, . . . , (4.3)

49
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está bem definida, está contida em B(x0, t∗) e converge para o ponto x∗ que é a única

solução de F(x) + T(x) 3 0 em B[x0, t∗], onde t∗ = (1 −
√

1 − 2bK)/K. Além disso, a

sequência {xk} satisfaz para qualquer k = 0, 1, . . .

||x∗ − xk+1|| 6
K

2
√

1 − 2bK
||x∗ − xk||2.

Demonstração. Desde que f : [0, 1/K) → R, definida por f(t) := (K/2)t2 − t + b é uma

função majorante para F no ponto x0.

Mostremos que as hipóteses acerca do Teorema 3.2.1 são satisfeitas.

(H1) Temos f(0) = b > 0 e f ′(0) = −1.

(H2) Claramente f ′ é convexa. Além disso, considerando a, c ∈ [0, 1/K) e supondo, sem

perda de generalidade, que a < c, temos f ′(a) = Ka − 1 e f ′(c) = Kc − 1, assim,

f ′(a) < f ′(c). Conclúımos que f ′ é estritamente crescente.

(H3) Provaremos que f(t) = 0, para algum t ∈ (0, 1/K). Como f(t) = (K/2)t2 − t + b

tem ráızes
1 −
√

1 − 2Kb

K
e

1 +
√

1 − 2Kb

K
,

onde apenas a primeira ráız, denotamos por t∗, está em (0, 1/K).

Assim, a primeira parte do Teorema 4.1.1 segue invocando o Teorema 3.2.1, aplicado a

este contexto particular. Para provarmos a convergência quadrática mostraremos que a

hipótese adicional do Teorema 3.2.1 é satisfeita.

(H4) Como b < 1/(2K), temos que

f ′(t∗) = Kt∗ − 1 = K

(
1 −
√

1 − 2bK

K

)
− 1 = −

√
1 − 2bK < 0.

Segue do Teorema 3.2.1

||x∗ − xk+1|| 6
f ′′−(t∗)

−2f ′(t∗)
||x∗ − xk||2

=
K

2
√

1 − 2bK
||x∗ − xk||2.

O que encerra a demonstração.
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4.2 Sob a Condição de Smale

Mostramos uma versão da clássica convergência do método de Newton sob a condição

de Smale para equações generalizadas.

Teorema 4.2.1. Sejam Ω ⊂ Rn, aberto e não vazio, F : Ω→ Rn uma função anaĺıtica,

T : Rn ⇒ Rn monótono maximal e x0 ∈ Ω. Vamos supor F ′(x0) positivo e que F̂ ′(x0)
−1

exista. Consideremos:

γ := ||F̂ ′(x0)
−1

|| sup
n>1

∥∥∥∥F(n)(x0)

n!

∥∥∥∥
1

n−1

< +∞. (4.4)

Além disso, suponhamos B(x0, 1/γ) ⊂ Ω e que exista b > 0 tal que

||x1 − x0|| 6 b (4.5)

e α := bγ 6 3−2
√

2. Então a sequência {xk} gerada pelo método de Newton para resolver

F(x) + T(x) 3 0, iniciando em x0

F(xk) + F ′(xk)(xk+1 − xk) + T(xk+1) 3 0, k = 0, 1, . . . , (4.6)

está bem definida, está contida em B(x0, t∗) e converge para x∗ que é a única solução de

F(x) + T(x) 3 0 em B[x0, t∗], onde t∗ = (α + 1 −
√

(α+ 1)2 − 8α)/4γ. Além disso, {xk}

converge Q-linearmente como segue

||x∗ − xk+1|| 6
1

2
||x∗ − xk||, k = 0, 1, . . . .

Adicionalmente, se α < 3 − 2
√

2, então {xk} converge Q-quadraticamente.

||x∗ − xk+1|| 6
γ

(1 − γt∗)[2(1 − γt∗)2 − 1]
||x∗ − xk||2, k = 0, 1, . . . .

Antes de demonstrar o Teorema 4.2.1 precisamos de dois resultados importantes.

Lema 4.2.1. Consideremos o aberto Ω ⊂ Rn e seja F : Ω → Rn uma função anaĺıtica.

Suponhamos que x0 e B(x0, 1/γ) ⊂ Ω, onde γ foi definido em (4.4). Então para todo

x ∈ B(x0, 1/γ), temos

||F̂ ′(x0)
−1

|| ||F ′′(x)|| 6
2γ

(1 − γ||x− x0||)3
.
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Demonstração. Seja x ∈ Ω, desde que F é uma função anaĺıtica, podemos escrever

F ′′(x) =

∞∑
n=0

1

n!
F(n+2)(x0)(x− x0)n. Assim,

||F ′′(x)|| =

∥∥∥∥∥
∞∑

n=0

F(n+2)(x0)

n!
(x− x0)n

∥∥∥∥∥
6

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)

∥∥∥∥F(n+2)(x0)

(n+ 2)!

∥∥∥∥ ||x− x0||n
(4.7)

Definimos anteriormente γ = ||F̂ ′(x0)
−1

|| sup
n>1

∥∥∥∥F(n)(x0)

n!

∥∥∥∥
1

n−1

. Então para n+ 2 segue que

γ = ||F̂ ′(x0)
−1

|| sup
n>1

∥∥∥∥F(n+2)(x0)

(n+ 2)!

∥∥∥∥
1

n+1

> ||F̂ ′(x0)
−1

||

∥∥∥∥F(n)(x0)

n!

∥∥∥∥
1

n−1

.

Logo,  γ

||F̂ ′(x0)
−1

||

n+1

>

∥∥∥∥F(n+2)(x0)

(n+ 2)!

∥∥∥∥
Combinando a desigualdade anterior com (4.7)

||F ′′(x)|| 6
∞∑

n=0

(n+ 2)(n+ 1)

 γ

||F̂ ′(x0)
−1

||

n+1

||x− x0||n

= γ

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)
1

||F̂ ′(x0)
−1

||

(γ||x− x0||)n.

Como B(x0, 1/γ) ⊂ Ω, segue que γ||x−x0|| < 1. Podemos, assim, usar a Proposição 1.6.1

para obtermos

2

(1 − γ||x− x0||)3
=

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)(γ||x− x0||)n.

Conclúımos que

||F̂ ′(x0)
−1

|| ||F ′′(x)|| 6
2γ

(1 − γ||x− x0||)3
.

Lema 4.2.2. Sejam Ω ⊂ Rn um conjunto aberto e F : Ω
C2

−→ Rn. Seja x0 ∈ Ω, R >

0 e suponhamos κ = sup{t ∈ [0,R) : B(x0, t) ⊂ Ω}. Seja f : [0,R)
C2

−→ R tal que

||F̂ ′(x0)
−1

|| ||F ′′(x)|| 6 f ′′(||x− x0||), para todo x ∈ B(x0, κ), então F e f satisfazem (3.3).
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Demonstração. Tome λ ∈ [0, 1] e x, y ∈ Ω, ||x− x0|| < R, então:

||F̂ ′(x0)
−1

|| ||F ′(y) − F ′(x)|| 6
∫ 1
0

||F̂ ′(x0)
−1

F ′′(x+ λ(y− x))|| ||y− x||dλ

6
∫ 1
0

f ′′(||x+ λ(y− x) − x0||)||y− x||dλ

= f ′(||x+ λ(x− y) − x0||)

∣∣∣∣1
0

= f ′(||y− x0||) − f ′(||x− x0||)

6 f ′(||y− x||+ ||x− x0||) − f ′(||x− x0||).

Conclúımos, assim, a demonstração do Lema.

Com os resultados anteriores estamos aptos a demonstrar o Teorema 4.2.1.

Demonstração. Consideremos f : [0, 1/γ)→ R definida por

f(t) :=
t

1 − γt
− 2t+ b

Combinando os Lemas 4.2.1 e 4.2.2, conclúımos que F e f satisfazem (3.3). Mostrare-

mos que as hipóteses do Teorema 3.2.1 são satisfeitas para este caso.

(H1) Temos que f(0) = b > 0 e que f ′(0) = −1.

(H2) Notemos que f ′ é convexa, pois (f ′(t)) ′′ = (6γ2)/(1 − γt)4 > 0. Vamos supor

a, c ∈ (0, 1/γ], sem perda de generalidade vamos supor que a < c, como γ > 0

segue que

γa < γc⇒ 1−γa > 1−γc⇒ 1/[(1−γa)2−2] < 1/[(1−γc)2−2]⇒ f ′(a) < f ′(c).

Conclúımos que f ′ é estritamente crescente.

(H3) f(t∗) = 0 para t∗ = (α+ 1 −
√

((1 + α)2 − 8α))/(4γ).

(H4) Agora, considerando α < 3 − 2
√

2 temos que as ráızes de f diferem e, portanto,

f ′(t∗) < 0, como f ′(t) = 1/(1 − γt)2 − 2, e f ′′(t) = (2γ)/(1 − γt)3, pelo Teorema

3.2.1, segue que

||x∗ − xk+1|| 6
f ′′−(t∗)

−2f ′(t∗)
||x∗ − xk||2

=
(2γ)/(1 − γt∗)

3

−2(1/(1 − γt∗)2 − 2)
||x∗ − xk||2

=
γ

(1 − γt∗)[2(1 − γt∗)2 − 1]
||x∗ − xk||2.



Caṕıtulo 5

Considerações Finais

Neste trabalho, apresentamos um método para resolver a equação generalizada

F(x) + T(x) 3 0, estendendo os resultados já obtidos para resolver equações não

lineares. Baseados na linearização parcial do operador F + T , obtemos um resultado

de convergência semilocal para o método de Newton, estabelecemos o raio ótimo, unici-

dade e taxas de convergência. Empregamos a abordagem do prinćıpio majorante, o qual

unifica vários resultados de convergência relacionados ao método de Newton. Ao final,

consideramos também a análise sob a condição de Lipschitz e sob a condição de Smale.

Uma possibilidade de trabalho futuro é aplicar o método Quase-Newton para resolver

a equação generalizada, além de tentar relaxar as hipóteses impostas aos operadores F, T

e a função majorante f.
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