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Por mais que pense estar...”.

Caminhos do coragao — Gonzaguinha



Resumo

Neste trabalho buscamos desenvolver o estudo dos conceitos e resultados basicos da Geometria
Esférica explorando sua associacao com o globo terrestre, procurando instigar professores de Ma-
tematica e alunos da educacao basica, em especial do ensino médio, a trabalharem em sala de aula
com esta nova geometria. Conceitos geograficos como paralelos, meridianos, latitudes, longitudes e
fusos horarios estao baseados em ideias geométricas que, quando trabalhadas neste contexto, condu-
zem o aluno a uma melhor compreensao e aprendizagem do tema. Dito isto, no presente material
elucidamos como a utilizacao do globo terrestre, com suas consequentes questoes envolvendo, por
exemplo, célculo de distancias, angulos e areas na esfera, abre caminho para um interessante traba-
lho interdisciplinar entre a Matemaética e a Geografia. Apresentamos também um breve estudo dos
triangulos esféricos e de suas relagoes métricas, que associam comprimentos dos lados e angulos entre
os mesmos, além de compara-los com os triangulos planos da Geometria Euclidiana. Outro ponto
discutido neste trabalho foi a importante relacao entre as coordenadas geograficas e as coordenadas
cartesianas no espaco. Por fim, mostramos como o estudo da posicao relativa de duas ou mais esferas
e as relagoes entre coordenadas geograficas e cartesianas explicitam as ideias matematicas envolvidas
no funcionamento do Sistema de Posicionamento Global (GPS).

Palavras-chave: Geometria Esférica, Globo Terrestre, Triangulos Esféricos, Sistema de Posiciona-
mento Global.
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Abstract

In this work we aim to develop the study of the basic concepts and results of Spherical Geometry
exploring its association with the terrestrial globe, trying to instigate mathematics teachers and
students of basic education, especially high school, to work in the classroom with this new geometry.
Geographic concepts such as parallels, meridians, latitudes, longitudes and time zones are based on
geometric ideas that, when worked in this context, lead the student to a better understanding and
learning of the theme. That said, in the present material we elucidate how the use of the terrestrial
globe, with its consequent questions involving, for example, calculation of distances, angles and
areas in the sphere, opens the way for an interesting interdisciplinary work between Mathematics
and Geography. We also present a brief study of the spherical triangles and their metric relations,
which associate lengths of the sides and angles between them, in addition to comparing them with
the flat triangles of Euclidean geometry. Another point discussed in this work was the important
relationship between geographic coordinates and Cartesian coordinates in space. Finally, we show
how the study of the relative position of two or more spheres and the relationships between geographic
and Cartesian coordinates explain the mathematical ideas involved in the functioning of the Global
Positioning System (GPS).

Keywords: Spherical Geometry, Terrestrial Globe, Spherical Triangles, Global Positioning System.
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Introducao

A palavra Geometria vem do grego geometrein, onde geo significa terra e metrein, medir. Como a
propria palavra nos evidencia, a Geometria é o ramo da Matematica que fornece a medicao de terras.
H4 indicios de que os gregos foram os primeiros a mencionar esta expressao, como pode ser consta-
tado em anotagoes do historiador grego Herddoto, século X a.C., porém havendo outras civilizagoes
antigas, como os babilonios, hindus e chineses, que também possuiam conhecimentos geométricos.

No inicio, a Geometria era fundamentada por um conjunto de procedimentos, anotacoes de ex-
perimentos, observagoes e adivinhacoes. Para fins praticos eram utilizadas pura intuicao e respostas
aproximadas. Foram os gregos que insistiram em demonstragoes geométricas pautadas no raciocinio
dedutivo, e nao por tentativa e erro, método até entao utilizado em varios resultados da Geometria.

As primeiras formalizacgoes de seus estudos, de que se tém noticia, devem-se a Euclides de Alexan-
dria, matematico grego dos séculos IV e III a.C., com o registro de sua obra Elementos. Tal obra
prima expds, sistematicamente, os conhecimentos da Geometria de seu tempo (doravante rotulada
como Fuclidiana), alguns dos quais frutos de seu préprio trabalho. A importancia dos Elementos,
tanto a Matemaética como a ciéncia em geral, se deve ao fato desta ser a primeira obra em que o corpo
de conhecimento matematico nela contido tem por base um sistema légico dedutivo bem definido
(método axiomadtico), sendo fundamentada em apenas cinco postulados ou axiomas.

Euclides foi o primeiro a apresentar de modo sistematico a Matematica como ciéncia dedutiva,
isto é, que qualquer afirmacao deve ser deduzida logicamente a partir de outras afirmacoes mais
simples, e assim sucessivamente, até serem alcangados os postulados (fatos basicos assumidos como
verdadeiros e que nao sao demonstrados). Contudo, na Geometria Euclidiana nao foi possivel dedu-
zir, partindo do conjunto de postulados até entao estabelecido, que, por um ponto nao pertencente a
uma reta dada, passa uma tnica paralela a reta anterior. Em Elementos, Euclides impos a unicidade
da reta paralela como postulado, conhecido na literatura como o quinto postulado ou postulado
das paralelas. Porém, para grande parte dos matematicos que estudaram a obra de Euclides, tal
postulado gerou controvérsia quanto a sua simplicidade e evidéncia. A nao aceitacao como postu-
lado e as tentativas frustadas de sua demonstracao, como teorema, nortearam as primeiras ideias das
chamadas Geometrias Nao Euclidianas, destacando-se a Eliptica (Esférica) e a Hiperbdlica.

Os conceitos e resultados contidos na Geometria Euclidiana sao validos para superficies planas,
por exemplo, desta geometria sabemos que a menor distancia entre dois pontos do plano ¢ dada pela
medida do segmento de reta que os liga. Entretanto, podemos fazer a mesma afirmagao para pontos
sobre a superficie de uma esfera? Em particular, como determinamos a distancia entre dois pontos
na superficie de nosso planeta?

A pelo menos 2000 anos tem-se conhecimento de que a Terra tem a forma de (quase) uma esfera,



fato este até mesmo apresentado na obra de Aristoteles. Atualmente sabe-se que o formato do pla-
neta Terra é arredondado, mas nao é uma esfera perfeita, pois o mesmo é achatado nos polos. Na
verdade, a forma que mais se aproxima da real é a de um elipsdide de revolucao, com achatamento e
excentricidade bem pequenos. Quando, por fins didaticos, adotamos a esfera como modelo fisico para
tratarmos da Terra, considerando, com isto, o globo terrestre, a geometria adequada ao seu estudo
¢ a Geometria Esférica e, segundo ela, as distancias entre pontos na superficie terrestre (ou numa
esfera qualquer) sdo dadas por arcos de circunferéncias méximas.

Embora muitos resultados da Geometria Esférica tenham sido conhecidos e utilizados desde a
Antiguidade, principalmente na Astronomia e na Navegacdo, enquanto sistema axiomatico, esta
geometria so foi formalizada em meados do século XIX, pelo matematico alemao Georg Friedrich
Bernhard Riemann (1826-1866). Riemann, a partir de uma das negagdes do postulado das paralelas,
considerando o plano como a superficie de uma esfera e descartando a infinitude da reta, mas admi-
tindo que a mesma seja ilimitada, e com outros ajustes necessarios, desenvolveu esta nova geometria
(ndo euclidiana).

Varios conceitos da Geometria Esférica sao estudados no decorrer da educagao basica. A saber, na
Matematica sao introduzidos os conceitos de esfera, de superficie esférica e area da mesma, o volume
da esfera, a drea de um fuso, o volume de uma cunha e o volume dos segmentos esféricos; ao passo que
na Geografia nossos alunos tém os primeiros contatos com o conceito de linhas imaginarias: paralelos
e meridianos, bem como o sistema de coordenadas advindo destas linhas (longitude-latitude). Deste
modo, é importante que os alunos da educacao bésica terminem esta etapa dos estudos sem aceitar
a Geometria Fuclidiana como tnica verdadeira e factual, que tenham em mente que esta geometria
nao é capaz de solucionar todos os problemas.

Ao concluirem esta fase da escolarizacao, nossos alunos sao conscientes que a menor distancia
entre dois pontos é dada pela medida de um segmento de reta. Mas, como foi mencionado antes,
isto é valido apenas no plano. Na superficie de uma esfera a menor distancia entre dois pontos (que
podem ser considerados duas cidades, se pensarmos no globo terrestre) nao é fornecida por um seg-
mento de reta e sim por um arco de circunferéncia maxima, conhecimento este relevante para viagens
maritimas e aéreas de grandes distancias pelo nosso planeta. Assim, é importante que o estudo dos
conceitos pertencentes a essa nova geometria sejam efetivamente realizados e aprofundados no ensino
médio, uma vez que os mesmos abrem caminho para um trabalho interdisciplinar da Matematica
com a Geografia, tendo em vista a ampla gama de aplicagoes desses conceitos na compreensao do
espaco geografico ao qual estamos inseridos.

Para que os estudos sobre Geometria Esférica seja uma realidade alcancavel na educacao bésica, é
imprescindivel que esta geometria seja efetivamente tratada nos cursos de graduacao em Matematica,
que, apesar de seus resultados estabelecerem uma conexao bastante interessante entre a Geometria e
a Geografia, nao tém contemplado este contetido em suas estruturas curriculares. O fato dos profes-
sores da educagao béasica nao terem tido contato com as geometrias nao euclidianas em sua formagao
certamente constitui uma das principais barreiras para o ensino da Geometria Esférica, fazendo com
que suas nogoes sejam negligenciadas nas aulas de Matematica, privando a oportunidade de contato
dos alunos com este tépico tao instigante.

O objetivo desse trabalho foi apresentar a “Geometria do Globo Terrestre”, partindo de uma in-
troducao das definicoes basicas, teoremas e aplicagoes da Geometria Esférica quanto a caracterizagao



matematica de alguns conceitos geograficos, bem como a determinacao de medidas sobre o globo
terrestre. Além disso, trazemos a base matematica que fundamenta o sistema de localizagao GPS,
onde, visando tal intento, fizemos uma breve introducao do conceito de coordenadas cartesianas no
espago e sua relagdo com as coordenadas geograficas. O presente trabalho visa fornecer informagoes
relevantes sobre o tema em estudo, tentando completar a lacuna existente entre as disciplinas de
Geografia e Matematica no ensino médio, uma vez que fundamenta matematicamente as linhas ima-
gindrias (paralelos e meridianos), coordenadas geograficas e outros conceitos.

Neste trabalho alcangaremos alguns resultados da Geometria Esférica. Para isto, no capitulo 1
trazemos um breve historico do surgimento das Geometrias Nao Euclidianas, em especial da Geome-
tria Esférica, onde foram apresentados uma discussao sobre o método axiomatico, o quinto postulado
de Euclides e como a desconfiancga sobre a esséncia desse postulado e suas tentativas de prova possi-
bilitaram a descoberta de novas geometrias, além de uma melhor compreensao da propria geometria
euclidiana. Ja no capitulo 2 apresentamos os conceitos e demonstramos os resultados basicos da Geo-
metria Esférica, utilizando nestes processos os instrumentais ja conhecidos da Geometria Euclidiana
Plana e Espacial, conectando os mesmos ao estudo do globo terrestre e, seguindo nosso objetivo,
introduzimos o sistema de coordenadas geograficas.

O capitulo 3 faz uma breve introducao ao estudo dos triangulos esféricos, onde vimos resultados
equivalentes na esfera, ao teorema de Pitagoras, Lei dos senos e Lei dos cossenos, e mostramos, de
modo intuitivo, como ¢é obtida a distancia entre pontos na superficie de uma esfera, além de calcular,
com base neste resultado, a distancia entre dois pontos no globo terrestre a partir de suas coordena-
das geograficas. No capitulo 4 tratamos da superficie esférica em coordenadas cartesianas, no qual
destacamos as equacoes desta superficie e mostramos a importante relacao entre coordenadas cartesi-
anas e geograficas. Por fim, no capitulo 5 apresentamos o Sistema de Posicionamento Global (GPS),
uma aplicacao tecnoldgica dos conceitos da Geometria Esférica, sendo explicitada a fundamentacao
matematica desse sistema, além de demonstrarmos, por meio de um exercicio, como um receptor
GPS fornece as coordenadas geograficas de pontos sobre a superficie terrestre ou préximos a ela.



Capitulo 1

O surgimento da Geometria Esférica

1.1 Método Axiomatico

Muito pouco se sabe sobre os reais motivos que levaram Euclides a escrever sua obra Elementos,
porém, muitos dos que escreveram sobre o assunto acreditam que a finalidade era a elaboragao de
material didatico para o ensino. O fato é que a metodologia, como foram apresentados os resultados
matematicos nessa obra, teve tamanha influéncia que se tornou num padrao a ser seguido sempre
que se pensa em demonstragoes matematicas.

De acordo com Courant e Robbins:

O método axiomatico em Matemadtica comeca pelo menos a época de Euclides. Nao é de
forma alguma verdadeira a afirmagao de que a Mateméatica Grega tenha sido desenvolvida
ou apresentada exclusivamente na forma de postulados, conforme os Elementos de Euclides.
No entanto, a impressao causada por esta obra foi tao grande que influenciou as geragoes
seguintes de tal maneira que se transformou num modelo para todas as demonstracoes em
Matemética. (COURANT; ROBBINS, 2000, p.262)

De modo geral, o método axiomatico pode ser descrito, com suas etapas enumeradas, da seguinte
forma:
I. Tomamos palavras ou conjunto de palavras que nao sao definidos, ou seja, que sao tomadas como
representativas de conceitos primitivos. Por exemplo: reta, ponto, conjunto.
I1. Para poder empregar os conceitos primitivos adequadamente, é necessario dispor de um con-
junto de principios ou regras que disciplinem sua utilizacao e estabelecam suas propriedades. Tais
principios sao chamados axiomas ou postulados. Assim como os conceitos primitivos, os axiomas
sao proposicoes que nao se demonstram.
ITI. Uma vez listados os conceitos primitivos e enunciados os axiomas de uma teoria matematica,
todas as demais nocoes devem ser definidas e as afirmacao seguintes, demonstradas. As proposicoes
a serem demonstradas chamam-se teoremas e suas consequéncias imediatas sao denominadas co-
rolarios. Uma proposicao auxiliar, usada na demonstracao de um teorema, é chamada de um lema.

E importante ressaltar que, neste método, ser um axioma ou ser um teorema nao é uma carac-
teristica intriseca de uma proposicao. Dependendo da preferéncia de quem organiza a teoria, uma
determinada proposicao pode ser adotada como axioma ou entao provada como teorema, a partir de
outra proposicao que a substituiu na lista dos axiomas.



Contudo, um sistema axiomatico deve satisfazer a duas condigoes: o postulados devem ser con-
sistentes, isto é, nao podem contradizer uns aos outros, por si mesmos ou por suas consequéncias, e
devem ser independentes dos demais, no sentido de que nao sao consequéncias dos outros, sob pena
de ser supérfluo.

1.2 A problematica do quinto postulado de Euclides

A obra Elementos, escrita por Euclides por volta de 300 a.C., tém uma importancia excepcio-
nal na histéria da Matemadtica e exerce influéncia em todas as ciéncias exatas até os dias de hoje.
Atualmente, mesmo com a descoberta de outras geometrias, o ensino de Geometria presente em
programas e nas propostas de ensino da matéria no ambito educacional escolar, em todos os niveis,
aborda principalmente a Geometria sistematizada por Euclides - Geometria Euclidiana.

O tratado Elementos se manteve durante dois milénios como livro base para o ensino da Geo-
metria. O fato fascinante sobre essa obra é que a teoria geométrica nela desenvolvida é baseada em
apenas cinco axiomas, por meio dos quais Euclides demonstrou suas 465 proposicoes. O feito da
teoria contida na mesma ser desenvolvida de tao pouco é certamente um dos motivos que tornam a
obra tao grandiosa. Os axiomas segundo os quais foram referidos sao:

Fique postulado tragar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto.

Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta.

E, com todo centro e distancia, descrever um circulo.

E serem iguais entre si todos os angulos retos.

E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os angulos interiores e do mesmo lado
menores que dois retos, sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente, encontram-se no
lado no qual estao os menores que dois retos. (EUCLIDES, 2009, p.98)

RS

Estes postulados podem ser interpretados para a linguagem atual da seguinte forma: O primeiro
equivale a “por dois pontos distintos é possivel tracar uma tinica reta”; o segundo nos diz que “dado
um segmento qualquer de reta, é possivel prolonga-lo de modo tunico, infinitamente, sobre a reta,
em qualquer sentido”; o terceiro afirma que “é possivel tracar um circulo, dados arbitrariamente um
ponto como centro e uma distancia que lhe servird de raio”. Devido ao fato de Euclides nao usar
instrumentos de medicao, o quarto postulado foi usado para designar o angulo que é igual ao seu
suplementar, assim ele estabeleceu que angulos com tal propriedade sao iguais (angulos de 90°).

Os quatro primeiros postulados, por sua simplicidade e evidéncia, se caracterizam por serem a
base para um sistema axiomatico classificado como “uma Geometria’ou “Geometria neutra”. Ja
o quinto postulado, também conhecido como postulado das paralelas, considerado pouco evidente,
gerou muita polémica, devido ao fato deste parecer mais com um teorema. Desta forma, por varios
séculos, muitos matematicos acreditavam que o conjunto de postulados de Euclides nao era indepen-
dente, pois achavam que fosse possivel demonstrar o quinto postulado a partir dos quatro primeiros.
Na figura 1.1 trazemos uma representacao para o quinto postulado de Euclides.

Os estudiosos da obra de Euclides acreditam que ele reconhecia a natureza questionavel de seu
quinto postulado, pois postegou seu uso durante o tempo que pode, utilizando apenas na proposicao
29 dos Elementos. As 28 primeiras proposicoes nao dependem do quinto postulado.

Todas as tentativas de demonstracao do referido postulado falharam e, hoje, dentro do conhe-
cimento matematico, é consenso que a sua validade depende diretamente da opgao da superficie



geométrica para realizar sua prova. Um consequéncia da busca da prova do quinto postulado, foi a
producao de um grande nimero de substitutos ao quinto postulado. Estes substitutos na verdade
sao proposicoes equivalentes ao quinto postulado, ou seja, usando-se os quatro primeiros postulados
mais o substituto é possivel desenvolver a mesma Geometria Euclidiana, de modo que nada ¢é obtido
por sua substituicao.

o+ B < 180°

P

/>

Figura 1.1: Quinto postulado. Fonte: Autor

O substituto mais conhecido atualmente e que é, inclusive, apresentado nos livros didaticos de
nossas escolas, apresentado por John Playfair em 1795, é enunciado da seguinte forma: “Dados, no
plano, uma reta r e um ponto P, nao pertencente a r, existe uma unica reta que passa por P e é
paralela a r”.

Figura 1.2: Reformulagao do postulado das paralelas feita por Playfair. Fonte: Autor

Abaixo listamos alguns outros substitutos do quinto postulado de Euclides, segundo Barbosa
(1995):

e A soma dos angulos internos de um triangulo é sempre igual a dois angulos retos.

e Existe um par de triangulos semelhantes e nao congruentes.

Existe um par de retas equidistantes.

Dados quaisquer trés pontos nao colineares, existe um circulo passando pelos trés pontos.

Em qualquer triangulo retangulo o quadrado da hipotenusa ¢ igual a soma dos quadrados dos
catetos.

Duas retas paralelas a uma mesma reta sao paralelas.



e Se uma reta corta uma de duas retas paralelas, entao corta a outra.

e Existe um angulo inscrito em um semicirculo que é reto.

Durante as tentativas de fazer o postulado das paralelas derivar dos outros quatro ou substitui-
lo por um outro postulado, muitos mateméticos acabaram utilizando, mesmo sem perceber, algum
desses substitutos. Varios morreram acreditando ter conseguido obter a prova deste postulado, mais
o que fizeram foi apenas reescrever a Geometria de Euclides, reduzindo apenas o quinto postulado a
uma afirmacgao equivalente.

Considerando as intimeras tentativas anteriores de demonstracao do quinto postulado, o padre
jesuita italiano Girolamo Saccheri (1667-1723) apresentou, no famoso livro Fuclides livre de todas as
mdculas, uma tentativa de prova desse postulado usando o método de reducao ao absurdo (método
mais utilizado pelo préprio Euclides em suas demonstragoes). Para tal propésito, ele tentou obter
uma prova para o substituto “Se trés angulos de uma quadrilatero sao retos, entao o tltimo também é
reto”ou “existe um par de retas equidistantes” pelo método de demonstracao por redugao ao absurdo,
tomando um quadrildtero ABCD, com os lados AD e BC sendo congruentes e perpendiculares ao
lado AB, e analisando as possibilidades de medida dos angulos C' e D: retos, agudos ou obtusos
(usando os quatro primeiros postulados ele havia mostrado que se tem C' = D).

Figura 1.3: Quadrilateros de Sccheri. Fonte: Autor

Depois de muitos anos de estudo, Saccheri conseguiu fazer, a partir das negativas ao quinto postu-
lado, a prova de uma série de resultados que lhe pareciam bastante estranhos, dentro do contexto da
tradicional Geometria Fuclidiana, porém sem nenhuma contradigao. Mesmo com todos os resultados
obtidos, Saccheri nao acreditou na existéncia de uma nova geometria, mas contribuiu imensamente
para o desenvolvimento das Geometrias Nao Euclidianas e sua obra instigou a curiosidade de grandes
matematicos que o sucederam.

Outro matematico que também se dedicou a provar o postulado das paralelas foi o suico Johann
Heinrich Lambert (1728-1777). Em 1776, Lambert escreveu o livro A teoria de linhas paralelas, que
tratava deste postulado, porém decidiu nao publicar por nao ter conseguido resolver satisfatoriamente
a questao. O livro foi publicado postumamente em 1788, e, tal como Saccheri, Lambert explorou as
consequéncias de admitir serem falsos os resultados de equivalentes (substitutos) ao quinto postulado,
alcancando um nivel de conhecimento mais profundo do que Saccheri ao descobrir novos teoremas
(nao euclidianos).

No século XIX, matematicos como Carl Friedrich Gauss, Johann Bolyai, Nicolai Ivanovich Loba-
chevsky e Georg Bernhand Riemann j& estavam convencidos de que o quinto postulado de Euclides
era independente dos outros, e cuja negacao apontou para a possibilidade de se construir outras geo-
metrias em que o conceito de paralelismo era diferente daquele assumido por Euclides. Dessa modo,



tendo em vista o substituto de Playfair, foram consideradas trés situacoes: por um ponto externo
a uma reta passa apenas uma, infinitas ou nenhuma reta paralela a reta dada. Das duas negacoes
do postulado das paralelas desdobraram-se as geometrias nao euclidianas: Geometria Hiperbodlica e
Geometria Eliptica (Esférica).

Os matematicos Johann Bolyai (1802-1860) e Ivanovich Lobachevsky (1793-1856) dividiram os
créditos pela descoberta da Geometria Hiperbolica. Desenvolveram a teoria dessa nova geometria,
usando como base os quatro primeiros postulados de Euclides, e no lugar do quinto postulado,
assumiram a existéncia de infinitas retas paralelas a uma reta dada, passando por um ponto exterior
a esta reta. Uma de suas conclusoes, nesta geometria, foi que soma dos angulos internos de um
triangulo era menor do que 180°.

Figura 1.4: Quinto postulado segundo a Geometria Hiperbdlica. Fonte: Autor

Contudo, vale acrescentar que o grande interesse por tal tema e a origem das ideias que motivaram
o desenvolvimento do mesmo foram, supostamente, devidas a Carl Friedrich Gauss (1777-1855),
conforme evidéncias contidas em varias de suas cartas a amigos, onde eram claros os indicios que ele
havia estudado muito sobre esta Geometria nao Euclidiana e que ja possuia ideias concretas sobre
o assunto, além de notas inéditas sobre o tema deixadas entre seus trabalhos. Contudo, a falta de
tempo e a necessidade de apresentar um trabalho consistente, que nao levantasse polémica, levaram-
no a adiar a publicacao de seus estudos. Os créditos pela descoberta dessa nova geometria foi para
aqueles que publicaram primeiro.

Figura 1.5: Carl Friedrich Gauss. Fonte: Google Imagens

O responsavel pelo desenvolvimento da Geometria Esférica foi o matematico alemao Georg Fri-
edrich Bernhand Riemann (1826-1866). Baseado nas descobertas de Gauss, Riemann introduziu o



conceito de espacos com mais de trés dimensoes, inventando o conceito de superficie geométrica abs-
trata, definiu espacos curvos e relacionou sua curvatura com a expressao do elemento de distancia.

ad

Figura 1.6: Georg Friedrich Bernhand Riemann. Fonte: Google Imagens

Até a época de Riemann, os matemédticos que trataram da problemética do quinto postulado
acreditavam que nao poderia haver geometria na qual a soma dos angulos internos de um triangulo
fosse superior a dois angulos retos. Na Geometria de Euclides, a soma era sempre igual a dois angulos
retos e na Geometria criada por Bolyai e Lobachevsky (Hiperbélica) a soma é inferior a dois angulos
retos. O fato de nao haver geometria tal que esta soma fosse superior a dois angulos retos era um
indicio, para Riemaan, que alguma coisa estava faltando.

a B

a+ (B4 ~v=180°

N .

Figura 1.7: Soma dos angulos internos de um triangulo nas Geometrias FEuclidiana, Hiperbdlica e
Esférica. Fonte: Autor

Decidido a estudar tal impossibilidade, Riemann considerou a variagao do postulado das paralelas
em que dados uma reta e um ponto fora dela, nao ha reta paralela a reta dada que passe por este
ponto. Ele mostrou, que descartando a infinidade da reta, mas admitindo-se que esta seja ilimitada,
considerando a superficie de uma esfera como modelo de visualizacao de seus resultados e as retas
sendo circunferéncias maximos da esfera, era possivel desenvolver uma nova geometria totalmente
consistente e acima de tudo, muito 1til, na qual a soma dos angulos internos de um triangulo é
superior a dois angulos retos. Esta geometria, alguns anos depois, recebera o nome de Geometria
Esférica (modelo mais simples da Geometria Eliptica).



Capitulo 2

Geometria Esférica e o Globo Terrestre

A Geometria Esférica tem como ambiente de trabalho a superficie de uma esfera, diferente da
euclidiana, que é desenvolvida no plano. Temos, assim, um “novo mundo”, onde retas sao circun-
feréncias e a soma dos angulos internos de um triangulo é diferente 180°. Vale citar mais alguns
pontos importantes onde a Geometria Esférica difere da Geometria Euclidiana: a reta (circunferéncia
méxima) tem comprimento finito, mas é ilimitada, pois podemos percorrer indefinidamente uma cir-
cunferéncia maxima e sempre retornamos ao ponto de partida; nao existe semelhanca de triangulos,
apenas congruéncia; a soma dos angulos internos do triangulo esférico na verdade é superior a 180 °
e inferior a 540°; a area dos triangulos esféricos é proporcional ao excesso da soma de seus angulos
internos relativo ao angulo de 180° e a distancia entre dois pontos é dada pela medida de um arco
de circunferéncia, conforme veremos com mais detalhes adiante.

Na secao a seguir explicitamos os conceitos elementares da Geometria Esférica, que, como pode-
mos perceber, em muitos casos coincidem com os ja estudados na Geometria Euclidiana e que sao
abordados na educacao basica. E importante acrescentar, que durante as provas das proposicoes
apresentadas foram utilizados, sempre que possivel, instrumentais ja conhecidos da Geometria Eu-
clidiana Plana e Espacial, visando, como isso, uma aproximagao efetiva da Geometria Esférica a
realidade dos estudos realizados na educacao bésica.

2.1 A superficie esférica e seus elementos

Definigao 1. Dados um ponto O do espago € e um nimero real positivo R. A superficie esférica de
centro O e raio R, denotada por ¥(O, R), é o conjuntos dos pontos de € cuja distancia a O € igual
a R, ou seja,

$(O,R) = {P € £\ d(P,0) = R}.

Os pontos do espago cuja distancia ao ponto O é menor do que R sao chamados pontos interiores
da superficie esférica e aqueles nos quais essa distancia ¢ maior do que R sao seus pontos exteriores
(figura 2.1). Além disso, ainda pelas notagoes acima, a reuniao dos pontos da superficie esférica com
seus pontos interiores é denominada esfera de centro O e raio R.

Definicao 2. Uma corda da superficie esférica 32 € o segmento de reta que liga dois pontos quaisquer
de 3.

10
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Figura 2.1: Superficie esférica ¥, com o ponto P pertencendo, M interno e N externo a Y. Fonte:
Autor

Figura 2.2: Corda AB e diametro DE na superficie esférica X. Fonte: Autor

s,

Definigao 3. Dados dois pontos distintos, P e @, sobre uma superficie esférica . A corda PQ €
um diametro da superficie esférica X2 se este segmento contém o centro de . Neste caso diremos
que os pontos P e () sao pontos antipodas de 3.

Aqui cabe um comentario a respeito do uso da palavra raio, pois esta em algumas situacoes sera
usada para designar o ntimero real R e em outras, o segmento OF, onde O é o centro e P é um ponto
qualquer da superficie esférica. Contudo, nao havera qualquer tipo de ambiguidade, uma vez que
o contexto da situacao a que estamos trabalhando nos dird qual dos sentidos esta sendo solicitado.
Um comentério analogo se faz para o uso da palavra diametro. Além disso, serd indiferente o uso
dos termos circunferéncia e circulo (sendo utilizados para denotar o mesmo conjunto de pontos) e
quando estivermos nos referindo ao segmento de reta que liga os pontos A e B, usaremos a notacao
AB, quanto ao comprimento deste, utilizaremos AB.

Proposicao 1. Consideremos, no espaco, um plano m e uma superficie esférica X2, de centro O e
rato R. Se d € a distancia de O a 7, entao um dos casos ocorre:

1. Se a distancia d for maior do que R, entao ™ nao intersecta 3.

1I. Se a distancia d for igual a R, entao 7 intersecta ¥ em um unico ponto.

III. Se a distancia d for menor do que R, entdo a intersecao de m com ¥ € uma circunferéncia.

DEMONSTRACAO: Consideremos, inicialmente, o ponto O, pé da perpendicular baixada de O ao
plano 7, donde OO’ = d.
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CASOS I e II: Dado, arbitrariamente, um ponto P do plano 7 e consideremos d > R. Se P # o,
entao teremos OO'P = 90°, desse modo tem-se OP > OO’ > R. Dali, P nao pertence a ». Além
disso, de OO’ = d > R, temos que a igualdade nesta tultima desigualdade ocorre se, e s6 se, O' € X.

Logo concluimos que o plano 7 intersectard ¥ no ponto O’ caso d = R (figura b), e que tal plano
nao intersectarda ¥, caso d > R (figura a).

(a) Representacao do caso I. Fonte: Autor (b) Representacao do caso II. Fonte: Autor

CASO III: Tomemos um ponto P € ¥ N7 arbitrario. Como a medida do angulo OO'P ¢ igual a

90°, entao teremos que o triangulo AOO'P é retangulo em O’ (figura 2.3). Desse modo, aplicando o
teorema de Pitdgoras neste triangulo, obtemos:

OP'=0'P' +00",

ou seja, O'P =1/ OP + 00" = Vv R? — d?. Logo o ponto P pertence a circunferéncia de centro O’

e raio vV R? — d?, isto é, a intersecao de m com X esta contida na referida circunferéncia.

Reciprocamente, tomando um ponto P na circunferéncia de centro O’ e raio v R? — d? (contida
em 7) e aplicando mais uma vez o teorema de Pitdgoras, tem-se:

OP' =07 +00" = OP = (VR — @)?+d*= R> = OP = R,

isto é, o ponto P pertence a Y. Logo, a referida circunferéncia estda contida em 7 N 3. Portanto,
concluimos que o plano 7 intersecta X por uma circunferéncia de centro O’ e raio v R? — d?.

Figura 2.3: Representacao do caso I1I. Fonte: Autor
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Definicao 4. Um plano é tangente a uma superficie esférica ¥ quando este possui apenas um ponto
em comum com Y. FEsse ponto comum é chamado ponto de tangéncia. Caso a intersecao do plano
com Y. contenha mais de um ponto, diremos que este plano é secante a 3.

Desse modo, conforme resultado apresentado pela proposicao 1, um plano 7 sera tangente a uma
superficie esférica > quando constatarmos que a distancia do centro de ¥ a « for igual ao raio daquela
superficie. Ja no caso de 7 ser secante Y, observamos que a referida distancia é menor do que o raio
de X e que se tem 7N X é uma circunferéncia.

Proposicao 2. Um plano perpendicular a um raio na sua extremidade com a superficie esférica €
tangente a mesma. Reciprocamente, todo plano tangente a uma superficie esférica € perpendicular
ao raio que contém o ponto de tangéncia.

DEMONSTRACAO: Seja m um plano perpendicular ao raio OT da superficie esférica ¥, de centro
O, no ponto T.

Figura 2.4: Tlustracao I para a proposicao 2. Fonte: Autor

Tomemos, agora, um ponto P € 7, diferente de T. Como 7 é perpendicular a OT, temos que o
triangulo AOT P é retangulo, com hipotenusa OP. Ora, sabendo que num triangulo tem-se o resul-
tado “oposto ao maior angulo encontra-se o maior lado”, entdo obtemos OP > OT = Raio de X.
Logo, temos que nenhum outro ponto de 7, além de T, estd contido em X, ou seja, o plano 7 é
tangente a superficie esférica 3.

Reciprocamente, dado um plano 7 tangente a superficie esférica ¥ no ponto T. Mostraremos
que o raio passando por T é perpendicular a 7. Suponhamos, por absurdo, que o raio OT nao seja
perpendicular a 7.

Figura 2.5: Tlustracao II para a proposicao 2. Fonte: Autor
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Seja O’ o pé da perpendicular ao plano 7 baixada do centro O de Y. Temos que O # T, ja
que 7 ndo é perpendicular a OT. Tomemos, agora, o ponto R sobre a reta O’T tal que O'T = O'R
(conforme a figura 2.5). Pelo caso LAL de congruéncia de triangulos (ja que O'T = O'R, O'O é um
lado comum e OO'T = OO'R = 90°) temos que os triangulos AOO'P e AOO’'R sao congruentes,
donde resulta que OT = OR. Dal, concluimos que se tem R € ¥, o que contraria o fato de 7 ser
tangente a Y. Portanto, temos que o raio OT é perpendicular ao plano 7.

Definicao 5. Uma circunferéncia mdxima ou circulo mdximo na superficie esférica ¥ é a
intersecao de Y com um plano que passa pelo seu centro. Por outro lado, uma circunferéncia
menor ou circulo menor ¢ a intersecio de ¥ com um plano passando por um de seus pontos
interiores, mas diferentes do centro de 3.

Circulo menor

Circulo maximo

Figura 2.6: Circulos maximo e menor na superficie esférica. Fonte: Autor

Ha um forte motivo para uso da termologia circunferéncia maxima: tais circunferéncias sao as
de maior raio dentre todas as outras contidas na superficie esférica. Conforme serd visto adiante,
quando assumimos que a Terra possui um formato esférico, temos que o Equador é uma circunferéncia
maxima, mas os demais paralelos nao o sao. Constatamos que quando mais proximo dos polos estiver
o paralelo, menor serd seu tamanho (comprimento).

Proposicao 3. Duas circunferéncias mdzimas quaisquer de uma superficie esférica X3 se cortam nas
extremidades de um diametro de Y.

Figura 2.7: Intersecao de duas circunferéncias maximas. Fonte: Autor

DEMONSTRACAO: Sejam a e b duas circunferéncias maximas diferentes, da superficie esférica X,
contidas, respectivamente, nos planos a e 5. Como tais planos sao distintos e passam pelo centro O
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de ¥, temos que « e [ se intersectam segundo uma reta contendo O, que designaremos por 7. Pelo
fato da reta r passar pelo centro O de a, temos esta intersecta a em dois pontos diametralmente
opostos, que por sua vez também estao contidos em b, j4 que pertencem a r = a N [ e distam, cada
um, de um raio (de ) de O. Logo os referidos pontos formam um diametro de b.

Portanto, as intersecoes de a e b compoem um diametro de X..
Definicao 6. Os elementos da superficie esférica X2, de centro O, sao:
1. Fixo Polar e: Qualquer reta que contenha um diametro de 3.

2. Polos: Sao as intersecao do eixo polar e com Y. Desse modo tem-se dois polos: Polo Norte
(N) e polo Sul (S).

3. Equador: Circunferéncia mdazrima obtida pela intersecao de ¥ com o plano perpendicular ao
eizo e, passando pelo centro O.

4. Paralelos: Circunferéncias dadas pela interse¢ao de > com planos perpendiculares ao eixo e,
passando por pontos interiores a X.

5. Meridianos: Sao curvas (semicircunferéncias) que ligam os polos Norte (N) e Sul (S) por
meto de arcos contidos em circunferéncias maximas que passam por estes pontos.

FEixo polar e

Polo Norte (N)

s Paralelo

4____}Equadm*

Polo Sul (S)

Figura 2.8: Elementos notaveis de uma superficie esférica 3. Fonte: Autor

Definicao 7. O plano que contém o FEquador de uma superficie esférica a dividi em duas partes: o
Hemisfério Norte, que contém o Polo Norte, e o Hemasfério Sul, que contém o Polo Sul.

Definigao 8. A Calota esférica corresponde a cada uma das duas partes em que uma superficie
esférica X fica dividida por um plano secante a ..

Definicao 9. A Zona esférica ¢ a porcao da superficie esférica ¥ compreendida entre dois planos
paralelos e secantes a Y.
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“*HEMISFERIOS

Figura 2.9: Hemisférios Norte e Sul. Fonte: Autor

. CALOTAS
ESFERICAS

Figura 2.10: Calota esférica. Fonte: Autor

3

Zona esférica

Figura 2.11: Zona esférica de > compreendida entre os planos « e 5. Fonte: Autor

Definicao 10. As retas, na Geometria Esférica, correspondem a circunferéncias mdximas.

Desta forma, considerando-se os axiomas de determinacao de planos, podemos observar que por
dois pontos distintos da superficie esférica é possivel tracar uma unica reta, se estes nao forem
antipodas, ou infinitas retas, se forem antipodas. Além disso, conforme mostrado na proposicao 3,
constatamos que na Geometria Esférica nao existem restas paralelas, uma vez que duas quaisquer
retas sempre se intersectam em dois pontos antipodas.

Definig¢ao 11. (Distancia entre pontos na Geometria Esférica) Dados dois pontos A e B na superficie
esférica . A distancia entre A e B, denotada por d(A, B), serd igual ao comprimento da menor
curva, contida em X, ligando esses dois pontos. Tal curva recebe a denominac¢io geodésica.
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Mais adiante serd mostrado que a curva geodésica, na superficie esférica, ligando dois pontos
quaisquer na verdade é o arco menor da circunferéncia maxima que passa por estes pontos. Desta
forma, temos, na Geometria Esférica, um ente geométrico equivalente ao segmento de reta da Geo-
metria Euclidiana, no que se refere a determinacao da distancia entre pontos.

Definicao 12. (/ingulo entre retas na Geometria Esférica) Dadas duas retas a e b em uma superficie
esférica. O angulo entre a e b, ou angulo esférico compreendido entre a e b, é igual ao
angulo formado pelos planos que as determinam.

E fAcil ver que o angulo esférico compreendido entre a e b tem a mesma medida do angulo entre
as retas r e s, tangentes a a e b, respectivamente, em um dos pontos de aNb. De fato, como 7 e s sao
tangentes as circunferéncia maximas a e b pelo mesmo ponto, temos que aquelas sao perpendiculares
a intersecao dos planos, que contém a e b, num mesmo ponto. Desse modo, o angulo formado por
tais planos ¢é igual ao angulo compreendido entre as retas r e s.

Figura 2.12: Angulo esférico 0 entre as retas a e b da superficie esférica. Fonte: Autor

Definicao 13. O fuso esférico é a regiao da superficie esférica compreendida entre dois meridianos,
que constituem os lados do fuso. Os pontos antipodas comuns aos meridianos sao chamados de
vértices do fuso. O angulo ou abertura do fuso é o angulo 8 do diedro cujos planos que constituem
seus lados contém os meridianos que delimitam o fuso.

b ——Vértice do fuso

Figura 2.13: Fuso esférico de abertura AOB = 0. Fonte: Autor

As proximas proposicoes nos darao meios para calcularmos as areas das Zonas e Fusos esféricos.
Para efetuarmos as demonstragoes das mesmas utilizaremos alguns conceitos e resultados do Calculo
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Diferencial e Integral. Devido ao fato destes serem conteidos proprios do ensino superior, tais
demonstragoes podem ser omitidas pelo professor numa apresentacao de seus resultados a alunos da
educacao basica.

Proposicao 4. A drea A de uma superficie esférica ¥ € iqual a 4w R?, onde R € o raio de X.

DEMONSTRACAO:

Do Célculo Diferencial e Integral, sabe-se que a area A de uma superficie de revolucao gerada pela
rotagao do gréfico de uma funcao f : [a,b] — R, continua em [a, b], positiva e continuamente derivével
em (a,b), em torno do eixo das abscissas é tal que

b—e
A =27 lim f(x)\/1+ f'(z)%dz,

e—0 ate

caso esse limite exista.

Desse modo, sabendo que a superficie esférica 3 de raio R é gerada pela rotagao, em torno do
eixo das abscissas, do gréfico da funcao f : [-R, R] — R dada por f(z) = v R? — 22, teremos, para
zr € (—R,R):

—2r) x
r)=VR? - 12 = f(z :(—:——.
fle) = e~ Ve

Dai, obtemos:

/abef(m)\/mdx - /RE( fro x2)\/1 + (Rf—_?ﬁ) dz

+e —R+e
R—e¢
N = N
RQ_:LQ
—R+e

R—e¢ R
= R — 22— ) d
\/—R-‘re( x)(\/RQ_x2> !
R—e
= / Rdx = R[z] "5
—R+e

=R(R—e— (—R+¢)) =2R* - 2¢R.

Logo, concluimos:

R—e¢ 1’2
; 2 2 o o T 2 _ 2
27 lli% 7R+E( R?—x )\/1 + (R2 — $2)dx 27 };%(QR 2¢R) = 4w R*.

Portanto, a area A de uma superficie esférica ¥ de raio R é igual a 47 R2.

Coroldrio. A drea Ay de um fuso esférico de abertura 0, em radianos, € igual a 20R?, sendo R o
rato da superficie esférica que contém este fuso.

A ideia utilizada para verificarmos a validade de tal resultado pode ser conjecturada de cons-
tatacoes como estas: se tivéssemos um fuso com abertura § = 7, este seria um hemisfério e dai
terfamos Ay = 2w R? (metade da superficie esférica); e se a abertura fosse # = Z, entdo terfamos
Ay = wR? uma vez que o fuso seria a quarta parte da superficie esférica. A situagdo geral parte
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de uma analise de casos conforme % for racional ou irracional, que serd omitida neste material. De
modo geral, temos que a drea Ay de um fuso ¢ diretamente proporcional ao seu angulo de abertura 6.
Sendo assim, por uma regra de trés simples e utilizando o resultado da proposi¢ao anterior, obtemos:

0 A

0 B 47 R?6
o 4w R2? N

— Af =54 Af = 29R2.

Proposicao 5. Considere, em uma superficie esférica de raio R, uma calota esférica de altura h. A
drea A. dessa calota esférica € fornecida por:

A. = 27hR.

DEMONSTRACAO:
Seja d a diferenga entre as medidas do raio R, da superficie esférica, e da altura h, da calota, conforme
mostra a figura 2.14.

Figura 2.14: Calota esférica de altura h. Fonte: Autor

Temos que esta calota esférica pode ser obtida pela rotagao, em torno do eixo das abscissas, da
porgao do grafico da fungao f: [-R, R] — R, dada por f(z) = v/ R? — 22, situada sobre o intervalo
[d, R]. Inicialmente, observemos que o fato de f’ ser integravel em [d, R — ¢] C [-R, R], com € > 0,
nos assegura que a area A da superficie de revolucao gerada pela rotacao da porcao do grafico de f
compreendida em [d, R — €] é tal que

Azzﬁ/d )T T @), 2.1)

Desse modo, procedendo de modo similar a demonstracao da proposicao anterior, teremos:

R—e¢

2 R—e 2 _ 2 2
- <\rz_xz>\/1+(w_2)dx:hm V=[BT,

—0 J4 R2 — ¢ —0 J4 R2 — 22

R—e R
= lim R?2 —22) | —— | dz
( ()
R—e¢

= lim Rdx = lir%(R2 — Rd — Re)
€—
= R(R —d). (2.2)
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Comod=R—heA— A, para e — 0, das igualdades (2.1) e (2.2), concluimos:

R—e¢

A, = 27 lim (VRZ = x2)\/1 + (

e—0 d

2
R2_x2

Corolario. A drea A, de uma zona esférica situada entre dois planos paralelos que distam h € igual
2rhR, sendo R o raio da superficie esférica que a contém.

)z = 27 R(R — (R — h)) => A, = 21hR.

De fato, sendo h a distancia entre os planos paralelos que determinam a zona esférica, temos que
a area dessa zona pode ser fornecida pela diferenca das areas das calotas m e n, conforme mostra a
figura 2.15, de alturas respectivamente iguais a h + d e d.

Figura 2.15: Calotas esféricas m e n. Fonte: Autor

Logo, a area da zona é obtida da seguinte forma:
A, =A,—A,=2r(h+d)R —2rdR = A, = 27hR.

Com base neste resultado, temos a surpreendente constatacao: se cortarmos uma superficie
esférica em fatias de iguais espessura (os planos paralelos que a intersectam estando a uma distancia
constante), as dreas das zonas assim obtidas sao iguais, independentemente se estas forem cortadas
mais proximas do equador ou de um polo. Este resultado é evidenciado pelo fato da area da zona
depender apenas da distancia h (espessura) entre os planos que seccionam a superficie esférica.

2.2 A forma da Terra

Atualmente nao encontramos uma pessoa que nao saiba o formato da Terra. Contudo, nos
estdgios iniciais da civilizacao humana, achava-se que o planeta Terra era um disco chato flutuando
sobre as aguas de um oceano tao profundo quanto a imaginacao podia alcancar. Esse disco era
suficientemente grande a ponto de englobar todas as regioes até entao conhecidas e em seus limites
haviam montanhas intransponiveis onde o Sol se punha no cair da noite.

Figura 2.16: Disco representando o formato da Terra. Fonte: Google Imagens
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As primeiras evidéncias da ideia de esfericidade da Terra provem da Grécia Antiga. No século
IV a.C., o filésofo Aristételes, em sua obra Sobre os Céus, expressou a teoria de que o formato
da Terra realmente é de uma esfera, coberta parte por terra, parte por aguas e envolvida por ar.
Aristételes defende seu argumento a partir de fatos observados no meio natural: o modo como os
bancos desaparecem no horizonte (primeiro o corpo do barco e depois o mastro), revelando a natureza
curva da superficie do oceano; as eclipses vistas na superficie da Lua evidenciavam que o contorno
da sombra da Terra era sempre curvo.

Figura 2.17: Eclipse da Lua. Fonte: Google Imagens

No século 1T a.C., Erastésteles de Cirene (276 - 196 a.C), astronomo e gedgrafo grego, admitindo
ser esférica a forma da Terra e utilizando o angulo de elevacao do Sol ao meio dia no solsticio de
verao, em Alexandria e em Siena (atual Assud, Egito), conseguiu determinar a medi¢ao do tamanho
da Terra (confira o problema 2 da segao 3.4). A medida obtida por Erastdéstenes é um dos 10 mais
belos experimentos cientificos pela sua simplicidade e método instrutivo de resolucao.

Porém, para muitos a ideia de esfericidade da Terra era inconcebivel, sendo duramente criticada
durante varios séculos. Por exemplo, o monge cristao Cosmas Indicopleustes escreveu, no ano de
547 d.C., o livro Topologia Crista, onde ridicularizava a crenca paga numa Terra redonda, questio-
nando o motivo pelo qual as pessoas situadas na metade de baixo (estando de ponta cabeca) nao
cairem da superficie da Terra e a chuva que, supostamente, caia para cima. A objecao da ideia
de esfericidade foi tao forte que por quase dois mil anos apds Aristdteles, ainda era possivel encon-
trar representacoes mostrando as pessoas da “parte de baixo”e embarcacoes caindo em direcao ao céu.

A duvida se desfez definitivamente no inicio do século XV, quando o navegador portugués Fernao
de Magalhaes (1480 - 1521) realizou sua famosa viagem em torno da Terra, confirmando, assim, que
esta é realmente redonda.

No século XVII, baseado no movimento de rotagao da Terra, Issac Newton (1643 - 1727) langou
a ideia de achatamento da Terra, afirmando que esta nao poderia ser uma esfera perfeita, uma vez
que, devido a esse movimento, existem forcas inerciais que fazem com que a Terra seja achatada nos
polos e alongada no equador. O formato por ele proposto para a Terra foi de um elipsdide.

Desse modo, se tomarmos um plano a contendo a reta que passa pelos polos da Terra, obtemos,
aproximadamente, uma elipse cujo eixo focal tem medida igual ao diametro do equador e o eixo nao
focal possui medida igual a distancia entre os Polos Norte e Sul. A representacao abaixo mostra a
seccao da superficie da Terra por «, onde a é metade do diametro do equador (raio equatorial) e b,
metade da distancia entre os polos (raio polar).
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Figura 2.18: Planeta Terra. Fonte: Google Imagens

<o

S
N

S

Figura 2.19: Seccao da superficie da Terra por um plano « contendo os polos. Fonte: Autor

Temos, assim, que a forma da Terra que mais se aproxima da real é a de uma elipsdide de
revolugao gerado pela rotagao da referida elipse em torno da reta que contém os Polos Norte e Sul.
Dai, sabendo que a razao ¢ = “T_b, onde a e b sao, respectivamente, os raios equatorial e polar, indica
o quanto este elipséide se aproxima da forma esférica, varios pesquisadores buscaram determinar as

medidas de a e b, obtendo diferentes resultados, conforme a tabela abaixo.

a (metros) b (metros) £
Bessel (1841) 6.377.397 6.356.078 0,0033541
Clarke (1880) 6.378.249 6.356.515 0,0034191
Helmert (1906) 6.378.200 6.356.940 0,0033443
Hayford (1924) 6.378.388 6.356.911 0,0033785
Krassovski (1940) 6.378.245 6.356.863 0,0033636

Figura 2.20: Tabela com valores para a, b e ¢. Fonte: Adaptada de [1]

O valor pequeno de € nos permite, por fins didaticos, desprezar este achatamento e considerar a
esfera como modelo de representacao para a superficie terrestre, ao qual chamamos de globo terres-
tre. Assim, os conceitos e resultados apresentados na secao 2.1 nos fornecerao aproximacoes razoavel-
mente satisfatorias quando buscarmos determinar medidas sobre a superficie da Terra. Desse modo,
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o conceito de linhas imaginarias geograficas (paralelos e meridianos) encontra sua fundamentagao
matematica na definicao 6 da secao anterior, e estas serao a base para nosso sistema de localizacao
de pontos na superficie terrestre, onde o meridiano mais notével (de referéncia no sistema) é o de
Greenwich, nome da regiao de Londres onde esta situado o Observatério Real da Inglaterra. Ja o
paralelo, é o Equador.

2.3 Sistema de coordenadas geograficas

As coordenadas geograficas sdo dadas por um sistema de linhas imaginarias (paralelos e meridi-
anos) tragadas sobre o globo terrestre a partir das quais a posigdo de um ponto qualquer sobre a
superficie da Terra é determinada. Esse sistema comecou a ser idealizado na Grécia Antiga, onde
surgiram os primeiros conceitos de paralelos e meridianos incorporados a mapas, bem como a ideia
de um sistema de coordenadas geograficas referido a essas linhas imaginarias: Sistema Longitude-
Latitude.

Definicao 14. No sistema de coordenadas geogrdficas, todo ponto P da superficie do globo terrestre
serd localizado a partir do par ordenado (¢, 0), onde:

e A coordenada ¢ do ponto P, chamada de longitude de P, é a medida do arco de paralelo
compreendido entre o meridiano de Greenwich e o meridiano que passa por P. As medi¢oes vao
de 0° a 180° para leste (E) e de 0° a 180° para oeste (W), tendo como referencial o meridiano
de Greenwich.

e A coordenada 0 do ponto P, dita latitude de P, é a medida do arco de meridiano compre-
endido entre o Equador e o paralelo que passa por P. As medi¢coes vao de 0° a 90° para Norte
(N) e de 0° a 90° para Sul (S), tendo como referencial a linha do Equador.

EQUADOR

Figura 2.21: Longitude (¢) e latitude () do ponto P. Fonte: Autor

A longitude e a latitude de um ponto na superficie terrestre sao fornecidas por medidas angulares
dadas em graus (°), minutos (') e segundos (”), sabendo que se tem 1° = 60’ e 1’ = 60”.

Vale acrescentar, ainda, que costuma-se representar a longitude geografica como a diferenca entre
a hora do lugar e a hora de Greenwich. Assim, sabendo que o movimento de rotagao da Terra tem
um periodo aproximado de 24 horas, segundo o qual um ponto fixo da Terra perfaz um arco de 360 °,
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temos que cada arco de paralelo de 15° (= 389°) corresponde a 1 hora. Neste contexto, teremos a

24
longitude variando de 0 a 12 h para leste e para oeste, com horério de referéncia sendo o de Greenwich

(0 h), onde pontos a leste desse meridiano tém horas adiantadas e os a oeste, horas atrasadas.

E interessante constatar que os paralelos (diferentes do equador) podem ser vistos como as in-
tersegoes de cones com a superficie esférica terrestre, ao passo que os meridianos sao as intersecoes
desta com semiplanos com reta base no eixo que liga os polos. Desse modo, se tivermos um ponto
P de coordenadas (¢, ), entao o paralelo de # é a intersegao da superficie esférica terrestre com o
cone cujo eixo de simetria coincide com eixo polar, o vértice com o centro da superficie esférica e a
geratriz forma um angulo # com o plano do equador. J& o mediano de ¢ é a intersecao da superficie
terrestre com o semiplano com reta base no eixo polar e que forma um angulo ¢ com o semiplano do
meridiano de Greenwich.

VA

meridiano de Gfree

Figura 2.22: Longitude e Latitude por intersecao de superficies. Fonte: Autor

2.4 Aplicacao de conceitos

Nesta secao serao apresentados varios problemas, extraidos de [6], envolvendo a utilizagao dos
conceitos e resultados explicitados nas se¢oes anteriores, com o intuito de elucidar como os mesmos
sao capazes de fornecer medidas sobre o globo terrestre.

(1): Como determinar o raio da Terra? Uma das maneiras é escalar o topo de uma montanha
cuja altitude acima do mar seja conhecida e medir o angulo entre a vertical e a linha do horizonte.
Tomemos o monte Shasta (Califérnia), com 4,3 km de altura. Sabendo que, do seu topo, o horizonte
sobre o Oceano Pacifico faz um angulo de 87°53' com a vertical, obter uma estimativa para o raio
da Terra. (Dado: sen87°53' = 0,99932)

Resolucao: Constatamos, inicialmente, que a linha do horizonte, partindo do topo T do monte, é
tangente ao globo terrestre num ponto P, sobre o Oceano Pacifico. Sejam Q a intersecao da superficie
terrestre, de centro O, com reta que liga o topo T a O e 6 o angulo formado pelas retas TO e TP;
donde # = 87°53' . Dai, pelo fato da reta TP ser tangente ao globo terrestre em P, temos que o
triangulo AOPT é retangulo em P, onde OP = OQ = raio R da Terra e QT = 4, 3km.
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Linha do horizonte

Figura 2.23: Representagao do problema 1. Fonte: Autor

Logo, pelo triangulo retangulo AOPT', obtemos:

senf = L — 0,99932 = R _0,99932-4,3

&R — & R~ 6319, 23km.
0Q + QT R+4,3 1—0,99932 ) SoRm

(2): O célculo da medida do raio mais celebre da antiguidade foi realizado por Erastosteles de Cirene
(276 - 196 a.C). Consultando as observagoes astronomicas acumuladas durante séculos na biblioteca
de Alexandria, Erastdstenes soube que na cidade de Siena, atual Assua (Egito), o Sol se poe a pino
no primeiro dia do verao (isto era confirmado pelos egipcios através do reflexo da luz na dgua de um
pogo profundo nos olhos de um observador inclinado sobre o po¢o). Ao mesmo tempo uma estaca
vertical em Alexandria, a uma distancia de 5000 estddios (medida de comprimento usada na Grécia
Antiga, referida ao comprimento de uma pista de corrida grega e cujo valor variava de cidade para
cidade), produzia uma sombra no solo. Tendo em vista tal fato, ao meio-dia, Erastéstenes, a partir
da sombra produzida por uma estaca fixada verticalmente em Alexandria, mediu o angulo que o raio
do Sol fazia com a vertical de Alexandria, obtendo aproximadamente 7°12',

alestaca Raios solares

Alexandria

Figura 2.24: Esquema da ideia de Erastostenes. Fonte: Autor

Assim, admitindo que os raios solares cheguem ao nosso planeta praticamente paralelos e sabendo
que o estadio de Eratdéstenes media aproximadamente 157,5 metros, determine a aproximagcao para



26

a medida do raio da Terra obtida por Erastéstenes.

Resolucao: Observando o esquema da figura 2.24 e pela hipotese de que os raios solares chegam a
Terra praticamente paralelos, temos que o angulo compreendido entre as retas que ligam o centro
O da Terra a estaca (em Alexandria) e ao poco (em Siena) é igual ao angulo formado pelos raios
solares com a estaca (angulos alternos internos), ambos sendo iguais a 7°12’. Desse modo, como o
comprimento de um arco é proporcional ao angulo central que o subtende, obtemos:

5000  7°12 _h_ 360° 5000
orR  360° A DD

?‘2{1)20, ~ 50, 2m =~ 6,283185 e que cada estddio corresponde a 157.5

Usando as aproximacoes
metros, teremos:

5000 - 157, 5
6, 283185

O fato mais surpreendente é que Erastostenes nao tinha duvidas quanto a superficie esférica da
Terra, tendo em vista, como mencionado antes, que ainda no século XVI navegantes tinham medo de
cair da Terra ao chegar no horizonte. Além disso, o procedimento usado por Erastéstenes lhe forneceu
a medida aproximada da circunferéncia da Terra de 250.000 estdadios, ou seja, 39.251 quilometros.
Quanto comparamos este resultado com a medida encontrada no nosso século, constatamos que ha
apenas uma diferenca de cerca de 320 quilometros.

R~ 50 = R =~ 6266, 73km.

(3): Supondo que o raio da Terra mega 6400 km, qual o comprimento de um grau de longitude em
uma latitude arbitraria 7 Em particular, qual o comprimento numa latitude de 20° Sul (aproxima-
damente a latitude de Belo Horizonte)?

Resolucao: Pelos dados do problema teremos a representacao ilustrada pela figura a seguir, onde

devemos determinar, no paralelo de latitude 6, a medida do arco menor MN.

Figura 2.25: Representagao do problema 3. Fonte: Autor

Pelas notagoes indicadas na gravura, ¢ imediato constatar que a medida do angulo AOB ¢ igual
a do angulo M PN, uma vez que as retas que contém os lados desses angulos sao perpendiculares
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a reta de intersecao dos semiplanos que determinam os meridianos destacados e, desse modo, tais
angulos mantém a medida do angulo esférico ( de 1°) compreendido entre os semiplanos. Por outro
lado, observamos que o triangulo AOPN é retangulo em P, a partir do qual, obtemos:

~ PN PN
senNOP = —— = sen(90° — 0) = —— = PN = 6400cosf.
ON 6400

Assim, ainda pelo fato do comprimento do arco menor MN ser proporcional ao angulo central

que o subentende (1°) e denotando tal comprimento por m(MN), teremos:
m(MAN) 1° ~ 64007 cost
— = — m(MN) = —— =
2 on 300 "N 180

Logo, o comprimento de 1° de longitude numa latitude 6 é igual a 111, 7cosf km. Em particular,
na latitude de 20° temos um comprimento de 111, 7cos20° =~ 104,96 km.

m(l\fN) = 111, 7cosb.

(4): Um astronauta encontra-se numa nave espacial que gira numa 6rbita em torno da Terra. No
momento em que a nave estd 160 km acima da superficie da Terra, que fracao desta superficie é
visivel para o astronauta? (Dado: raio da Terra medindo 6400 km)

Resolucao: Sejam P o ponto de observagao do astronauta, R o raio da Terra, h a distancia da nave
a superficie da Terra e d a altura da calota esférica (que corresponde a porgao da Terra avistada pelo
astronauta). Partindo de tais informagoes, teremos a representagao ilustrada a seguir.

Figura 2.26: Representagao do problema 4. Fonte: Autor

Observamos, inicialmente, que os triangulos APAO e AABO sao retangulos. Além disso, pelo
fato do angulo AOB ser comum a esses triangulos, teremos OPA = OAB = a. Desse modo, segue
dos triangulos APAO e AABO, respectivamente:

R

senq = —— (1)

R+h
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e
R—d d
seno = —— —> R= ———. 2
R 1 — sena )
Pelas proposigoes 4 e 5 da se¢ao 2.1, tem-se que as areas da superficie esférica (Terra) e da calota
avistada sao, respectivamente, iguais 47 R? e 2rRd, onde R é o raio da superficie esférica e d é a
altura da calota. Dai, a fracao f da superficie da Terra avistada pelo astronauta é dada por:

2 Rd d
I=tre — =R

Substituindo (2) na expressao de f acima, tem-se:

d 1 — sena
ey e @

Por fim, realizando a substituigdo de (1) em (3), obtemos:
1— (&) h
= = =
/ 2 / 2(R+h)
Portando, sendo h = 160 km e R = 6400 km, concluimos que f = m ~ 0,0122, ou seja,
a porcao da superficie da Terra avistada pelo astronauta em sua nave, situada a 160 km dessa su-
perficie, é de 1, 22%.
(5): Qual a altura minima para que um satélite consiga fotografar o Brasil inteiro? Admita que
Oiapoque (6° N) e Chuf (34° S) estejam sobre o mesmo meridiano, mas em paralelos diferentes
(figura 2.27), e que o raio da Terra mega 6400 km.
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Figura 2.27: Oiapoque (AP) e Chui (RS). Fonte: Google Maps



29

Resolugao: Pelos dados do problema, temos a representacao ilustrada na figura 2.28, na qual
estamos considerando Oiapoque e Chui sobre o mesmo meridiano.

Figura 2.28: Linhas do horizonte sobre Oiapoque (A) e sobre Chui (B). Fonte: Autor

Como foi visto no problema anterior, a fracao da superficie da Terra, com raio R, avistada por
um observador a uma distancia h dessa superficie, é dada por f = ﬁ. Desse modo, como
estd sendo solicitada a menor altura h tal que seja possivel fotografar todo o Brasil, teremos, de

f= m, que esta altura torna minima a fracdo avistada (contendo o Brasil) e vice-versa. Ora,
w

a menor calota esférica contendo o Brasil é aquela tal que Oiapoque (A) e Chui (B) compoem um
diametro do circulo de sua base (interse¢ao do plano que determina a calota com a superficie esférica).

Assim sendo, tomando as retas tangentes ao meridiano que passa por A e B, nestes pontos,
constatamos que estas se intersectam num ponto P (ja que temos Oiapoque e Chui sobre o mesmo
meridiano) e que a altura h desejada é a distancia de P a superficie da Terra (figura 2.28).

Da congruéncia dos triangulos retangulos APAQ e APBO, pelo caso especial cateto-hipotenusa
de congruéncia de triangulos, segue que POA = POB = 20°. Dal, pelo triangulo APAQO, obtemos:

o 6400(1 — c0s20°)

_— = h ~ 410, 74km.
R+h cos20° — 0, m

cosPOA = O:A = c0s20° =
OP

Portanto, para que um satélite consiga fotografar todo o Brasil é necessario que este esteja situado
a pelo menos 410,74 km da superficie da Terra (no ponto P).



Capitulo 3

Triangulos Esféricos

Neste capitulo faremos um breve estudo dos conceitos e resultados elementares acerca de triangulos
esféricos, conhecimentos estes essenciais a Astronomia, Agrimensura e Navegacao. Aqui evidencia-
remos algumas diferencas e similaridades entre tais triangulos e os triangulos planos da Geometria
Euclidiana. Observaremos uma diferenga particularmente interessante entre triangulos esféricos e
triangulos planos, que é a soma de seus angulos internos (esta inclusive caracteriza a geometria na
qual estao inseridos): enquanto que nos ultimos a soma de seus angulos internos é sempre igual a
180°, no caso dos esféricos veremos que tal soma estd compreendida entre 180° e 540°. Além disso,
partindo das relacgoes entre as medidas dos lados de triangulos esféricos, mostraremos, de modo intui-
tivo, que a distancia entre dois pontos quaisquer sobre uma superficie esférica é dada pelo menor arco
de circulo maximo que liga estes pontos e, mediante o uso da féormula fundamental da trigonometria
esférica, calcularemos a distancia entre pontos sobre o globo terrestre a partir de suas coordenadas
geograficas.

3.1 Definicoes e propriedades

Definicao 15. O triangulo esférico é uma por¢ao da superficie esférica, contida em algum he-
misfério, limitada por trés arcos de circunferéncias mdzimas com medidas inferiores a 180° e cujos
estremos coincidem dois a dois. Os arcos sao os lados, as intersecoes destes arcos sao 0s vértices
e os angulos esféricos formados por tais arcos, com vértices nestas intersecoes, sao os angulos
internos do triangulo esférico.

Na figura 3.1 temos um triangulo esférico no qual sao designados, de modo usual, os vértices por
A, B e C e os lados opostos correspondentes por a, b e ¢, respectivamente.

E importante observar que, pela definicao acima, triangulos esféricos nao sao quaisquer figuras de
trés vértices sobre uma superficie esférica; para ser considerada um triangulo esférico a figura deve
ter lados que sao arcos de circunferéncias maximas. Na figura 3.2 temos uma regiao da superficie

esférica que nao constitui um triangulo esférico, ja que AB nao é um arco de circulo méaximo.

Vale acrescentar também que, nos triangulos esféricos, tantos os seus lados quanto seus angulos
internos sdo medidos em unidades angulares (grau ou radiano). Assim, sabendo que o lado de um
triangulo esférico é um arco de circulo maximo, entao a razao entre seu comprimento e o raio da
superficie esférica nos fornece o angulo que subentende tal arco neste circulo. Ao passo que o angulo
interno em cada vértice deste triangulo fornece a medida do angulo entres os planos contendo os

30
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lados que se interceptam no vértice.

Figura 3.1: Triangulo esférico ABC. Fonte: Autor

Figura 3.2: Porcao da superficie esférica que nao constitui um triangulo esférico. Fonte: Autor

Tomando semirretas partindo do centro O da esfera a cada vértice do triangulo esférico ABC,
obtemos o triedro OABC;, onde cada angulo interno do triangulo ¢ medido pelos angulos diedrais
do triedro. Por exemplo, na figura 3.3, o angulo interno A do triangulo ABC' é medido pelo angulo
diedral compreendido entre os planos AOB e AOC.

Figura 3.3: Triangulo esférico ABC e triedro OABC. Fonte: Autor
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Proposicao 6. Em um triangulo esférico qualquer, cada lado € menor do que a soma dos outros
dois lados.

DEMONSTRACAO: Consideremos o triangulo esférico ABC, a partir do qual, tomando semirre-
tas com origem no centro O da superficie esférica e que passam por cada um de seus vértices,
obtemos o triedro OABC. Se tivermos a igualdade entre os angulos das fases do triedro, isto é,

AOB = AOC :ABaC , entao a proposigao vale imediatamente. Podemos supor, sem perda de gene-
ralidade, que AOB seja maior do que os outros dois (AOC e BOC).

Sobre a semirreta OA tomemos um ponto X, sobre a semirreta OB consideremos o ponto Y e sobre
o segmento XY, o ponto Z tal que XOZ = XOC'. Além disso, sobre a semirreta OC consideremos
W, de modo que OZ = OW (veja a figura 3.4).

Figura 3.4: Proposicao 6. Fonte: Autor

Pela congruéncia de AXOZ e AXOW (pelo caso lado-angulo-lado), teremos X Z = XW (1). Por
outro lado, a desigualdade triangular aplicada em AXY W nos da XY < XW + YW (2). Partindo
dos resultados expressos em (1) e (2), temos:

XY < XWH+YW = XZ4+2Y < XW+YW = ZY <YW

Consideremos, agora, os triangulos AYOZ e AYOW. Pelo fato de termos OZ = OW e ZY <
YW alei dos cossenos nos garante que:

oY +0Z -YZ° OV +0OW —-YW’

S > - = cosY@W.
20Y - 07 20Y - OW

cosYOZ =

Como os angulos YOW e YOZ estio compreendidos entre 0° e 180°, teremos YOZ < YOW.
Dai, concluimos que se tem:

XOY = XO0Z +YO0Z < XOW + YOW.
Portando, de XOY = AOB, XOW = AOC ¢ YOW = BOC, obtemos AOB < AOC + BOC,

ou seja, que um lado sempre serd menor do que a soma dos outros dois lados nos triangulos esféricos.

Proposicao 7. A distancia entre dois pontos sobre a superficie esférica € dada pelo comprimento
do arco menor de circunferéncia mdzrima que passa por estes pontos.



33

DEMONSTRACAO: Dados os pontos A e B sobre a superficie esférica X, AB arco menor de circun-
feréncia maxima e C(A,B) uma curva qualquer sobre ¥, ligando tais pontos.

Primeiramente, observamos que para dois pontos M e N nao antipodas sobre a superficie esférica
3], de centro O, existe exatamente uma circunferéncia maxima que passa por M e N. De fato, sendo
« um plano que passa pelos pontos M, N e O, temos que « intersecta ¥ por uma circunferéncia
maxima, ja que este contém o centro O de ¥. Ora, como os pontos M e N nao sao antipodas, temos
que M, N e O nao sao colineares. Portanto, o plano « é tinico e, desse modo, sua interse¢ao com X
(circunferéncia maxima) contendo M e N também serd tinica.

Sobre a curva C(A,B) marquemos os pontos Pi, P, Ps,...,P,. Como cada um desses pontos
nao sao antipodas entre eles ou com os pontos A e B, entao, conforme visto no paragrafo anterior,
podemos lig-los entre si e com A e B por meio de arcos de circulos maximos (que sdo tnicos),

formando, com isso, os triangulos esféricos (ou arcos menores de circulos maximos, caso P, € AB ou
P, € P;B) APB, P P,B, P,P3B, PsP,B,---, P,_1P,B, conforme a ilustragao abaixo.

Figura 3.5: Proposicao 7. Fonte: Autor

Pelo resultado apresentado na proposi¢ao 6, aplicado nos triangulos esféricos assim obtidos e
designando o comprimento de cada arco MN por m(MN), teremos as desigualdades:

m(AB) < m(A Py) + m(P1B)
m(P1B) < m(P1Py) + m(P,B)
m(PyB) < m(P2P;) + m(P3B)

m(Py_sB) < m(Pp_2Py_1) + m(Pn_B)
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m(Pu_1B) < m(Pu_1P,) +m(P,B).

Efetuando a soma, membro a membro, das desigualdades acima, obtemos:
m(AB) < m(A Py) + m(P1Py) + m(PaP3) + m(PsPy) + -+ -+ m(Pr_sPo 1) + m(Pn_1 P) + m(P,B).

Note que, pelo procedimento descrito anteriormente, poderiamos ter P € P?B, para algum
i=1,2,---,n—1, e desse modo terfamos m(P;B) = m(P;P,;41) + m(P;;1B). Dali, partindo de tal
fato e raciocinando de modo andlogo a situacao acima, teremos a desigualdade:

m(AB) < m(A Py) +m(P1P) + m(PaPs) + m(P3Py) + - -+ m(Pp_oPa_y) + m(Pn_i Py) + m(PnB).

Como as tultimas desigualdades foram obtidas a partir de um ntmero arbitrario de pontos sobre
a curva C(A,B), concluimos que as mesmas se mantém para qualquer que seja a quantidade de

pontos tomados em C(A,B). Por outro lado, como a soma dos comprimentos dos arcos AAPl, PI\PQ,

P;P;),, cee Pnijn e P:B tende ao comprimento de C(A,B), quando n é suficientemente grande e
A = max{m((P;Py1)\ Ph = A, P,y1 =Bei=0,1,2,--- ,n} tende a zero, entdo concluimos, para

ambas as desigualdades acima, que se tem:

comprimento de AB < comprimento de C(A, B).

Portanto, tomando dois pontos quaisquer sobre uma superficie esférica, a distancia entre eles é
dada pelo comprimento do arco menor de circunferéncia méxima (que é tnica) que os liga.

Proposicao 8. Pontos situados sobre um mesmo paralelo de uma superficie esférica equidistam de
seus polos.

DEMONSTRACAO: Consideremos a superficie esférica ¥, de centro O e raio R, e o paralelo I' desta
superficie. Se P; e P5 sao os polos de X, entao a reta que passa por estes pontos intersecta o plano
que contém I' no ponto O, conforme a figura abaixo.

)

Figura 3.6: Pontos de um paralelo equidistam dos polos. Fonte: Autor

Para verificarmos a validade desta proposigao, basta mostrar que os pontos de I' equidistam de
um dos polos, digamos P;, uma vez que a distancia dos mesmos ao polo P, é dada pela diferenca
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entre 7R e a distancia ao polo P;.

Seja Q um ponto qualquer de I'. Pela proposicao 1 da secao 2.1, temos que O'Q) = \/ R?> — 00" .

——2 ~
—\/RQ—OO’7 ou seja, QOO =

Desse modo, pelo tridngulo retangulo AOO'Q, teremos senQO0’ = =

\/ R2_00"

B ) . Assim, pela proposicao anterior, constatamos que a distancia entre o polo P; e

\ R2-00"

= ) . Portanto, dado um ponto arbitrario em I', temos que

o ponto Q sera igual a R-arcsen (

a medida do arco menor de circunferéncia méaxima ligando este ponto ao polo P; é sempre a mesma,
isto é, os pontos de I' equidistam de P;.

A seguir demonstraremos o famoso teorema de Girard sobre a area de triangulos esféricos, a
partir do qual concluiremos que a soma dos angulos internos de tais triangulos pertence ao intervalo
(m,3m). Antes disso, devemos acrescentar que nos triangulos esféricos as denominagoes isdsceles
ou equildtero se dao no mesmo sentido dos triangulos planos da Geometria Euclidiana. Dito isto,
devemos inicialmente mostrar que as areas de triangulos antipodas sao iguais, conteido da proxima
proposicao.

Proposicao 9. As dreas de triangulos esféricos antipodas sdo iguais.

DEMONSTRACAO: Observamos, inicialmente, que dado um triangulo esférico isésceles MNR, com

m(RM) = m(RAN), é possivel, por movimentos rigidos, mover seu antipoda M’N’R’ no espaco até
este sobrepor-se a MNR: basta posicionar M’N'R’ sobre MNR tal que os pontos R, M” e N’ fiquem,

respectivamente, sobre R, N e M. Tal sobreposi¢ao sempre ocorrerd, uma vez que m(RM) = m(R'N”)

e m(RAN) = m(Rq\/I’). Logo, estes triangulos possuem mesma area.

Figura 3.7: Triangulo esférico isdsceles MNR e seu antipoda M’N’R’. Fonte: Autor

Para o caso geral, tomemos um triangulo esférico qualquer ABC' e seja A’B’C” seu antipoda.
Consideremos, ainda, o circulo I', intersecao do plano 7w determinado pelos vértices do triangulo
ABC com a superficie esférica X, de centro O, e os pontos antipodas P, e P, em X, intersecao da
reta perpendicular a 7, passando por O, com Y. Os pontos antipodas P; e P, podem ser vistos como
polos de X relativos ao paralelo I'.
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Sejam P; o polo contido na menor das calotas esféricas determinadas por 7, a qual contem 0

triangulo esférico ABC. Pela proposicao 8, temos que os arcos de circulos maximos Py A P BeP, O
tém a mesma medida, e dessa forma os triangulos esféricos PLAB, P,BC e PAC (que decompoem
de forma justaposta ABC') sao isdsceles. Com isso, resta analisar duas situagoes possiveis a respeito
da posi¢ao de P, em relagao a ABC: P, € ABC ou P, ¢ ABC.

CASO 1: Se P, € ABC, conforme ilustrado na figura (a) abaixo, entao teremos:
Area(ABC) = Area(P,AB) 4 Area(P,BC) + Area(P,AC).

Mas, como foi visto inicialmente, as areas dos triangulos PLAB, P,BC e Py AC sao, respectiva-
mente, iguais as dreas dos antipodas P, A'B’, Po,B'C' e P,A'C'. Como A’B’C’ é decomposto como a
reuniao justaposta destes ultimos triangulos, entao concluimos que sua area é igual a de ABC.

CASO 2: Se tivermos P; ¢ ABC, onde podemos supor, sem perda de generalidade, B e P situados
em subespacos opostos dentre os determinados pelo plano AOC, conforme figura (b) a seguir, entao
teremos:

Area(ABC) = Area(P,AB) + Area(P,BC) — Area(P,AC).

Novamente invocando a igualdade entre as areas de um triangulo esférico isdsceles e de seu
antipoda, tendo em vista os triangulos esféricos PA'B’, P,B'C" ¢ P,A'C" e seus antipodas corres-
pondentes, concluimos que as areas dos triangulos ABC' e A’B’C’ sao iguais.

B

(a) Representacao do caso 1. Fonte: Autor (b) Representacao do caso 2. Fonte: Autor

Proposicao 10. (Teorema de Girard) Dada uma superficie esférica ¥ de raio R. Se «, B e 7y
sao os angulos internos do triangulo esférico ABC, em radianos, entao a drea de ABC, denotada por
Aapc, € dada por

Appo = (a+ B+~ —m) R

DEMONSTRACAO: Sejam A’, B’ e O os antipodas dos pontos A, B e C, respectivamente, ¢ O o
centro da superficie esférica 3, conforme figura 3.8 a seguir.

Consideremos o fuso esférico F4 que contém o triangulo esférico ABC' e é determinado pelos
planos ABA” e ACA’; e seja Fa» o fuso esférico simétrico de F4 com relacao a reta AA’, contento o
triangulo A’B’C’. De maneira completamente analoga, definimos os fusos Fg, Fg, Fo e Fer.

Sabendo que «, [ e v s@o, respectivamente, as aberturas dos fusos Fia, Fp e F (ou de Fyr, Fp
e F¢r, nesta ordem), entao, pelo corolario da proposicao 4, teremos:
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Figura 3.8: Teorema de Girard. Fonte: Autor

AFA = AFA’ = 205R2,
Ap, = Ap,, = 28R’

AFC = AFC’ = 2"sz

Utilizando a notacao F'y — ABC para indicar a porcao do fuso esférico F'y na qual foi removido
o triangulo esférico ABC, obtemos a igualdade:

Y = (Fy — ABC) U (Fg — ABC) U (Fe — ABC) U (Fy — A'B'C")U (Fgr — A'B'C") U (For — A'B'CY)
U(ABC) U (A'B'CY).

Como todos os conjuntos do segundo membro da igualdade acima sao disjuntos e pela igualdade
das dreas de triangulos antipodas (conforme a proposi¢ao 9), entao obtemos:

Ay = Ap, + Apy + Ape + Ap,, + Ap,, + Ar,, — 6Aapc + 2A4Bc
= 4aR* + 4BR* + 4yR* — 4A 1pc.
Dai, sabendo que Ay, = 47 R? (pela proposigao 4), concluimos
4TR? = 4aR? + 4BR* + 4vR? — 4A 4pc,

ou seja,
AABC: (oz+ﬁ+’y—7r)R2.

Corolario. Se a, 8 ey sao os angulos internos de um triangulo esférico ABC, em radianos, entao

T<a+B+y<3m.

De fato, o teorema de Girard nos diz que se tem a + 3+ v =7m + A‘;‘%?C, onde A pc € a area do

triangulo esférico ABC e R é o raio da superficie esférica Y, que contém este triangulo. Mas como
temos A‘j‘%% > 0, entao o + [+ v > w. Por outro lado, como a area de um hemisfério de ¥ é igual a
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21 R? e, por definicao de triangulos esféricos, o triangulo ABC' estd contido propriamente em algum
hemisfério de X, logo obtemos

AABC’ 27TR2
2 < 2 = 27.

Desse modo, teremos
Aapc
R2
Portanto, concluimos que a soma dos angulos internos de um triangulo esférico assume valores
entre 180° e 540 °, porém nao sendo igual a qualquer desses extremos.

a+fB+y=1+ <7421 = 3m.

O valor £ = a+ 4y —m costuma ser denominado por excesso do triangulo esférico com angulos
internos «, [ e 7. Desse modo, ainda pelo teorema de Girard, observamos que a area de triangulos
esféricos é diretamente proporcional ao excesso E. Assim, se tomarmos, sobre o globo terrestre,
um triangulo esférico com um de seus vértices sobre o polo Norte e os outros dois sobre a linha
do equador, tais que a diferenca de longitude entre eles seja igual a 0,4°, entao teremos o excesso
E=(90°+90°+0,5°—180°) = 0,4°, ou seja, I/ = ;55 radianos. Logo, admitindo que o raio do

s

globo terrestre seja R = 6371 km, a area do referido triangulo serd igual a (m) - 6371% ~ 283.369, 2

km?, uma area maior do que a do estado do Piauf (Brasil), com cerca de 251.529 km?.

3.2 Trigonometria Esférica

Nesta se¢ao apresentaremos a féormula fundamental da trigonometria esférica, também conhecida
como a férmula dos quatro elementos, uma vez que por meio da qual podemos determinar os seis
elementos de um triangulo esférico (trés lados e trés angulos internos) conhecendo as medidas de dois
lados e o angulo compreendido entre eles. Existem varias relacoes na trigonometria dos triangulos
esféricos, porém daremos énfase aquelas que nos auxiliarao na demonstracao da férmula fundamental,
tendo em vista sua aplicacao na determinacao da distancia entre pontos sobre o globo terrestre.

Definicao 16. Os triangulos esféricos sao classificados da sequinte forma:

1. Quanto aos lados:
Retildtero: quando um de seus lados mede 90 °.
Birretilatero: quando dois de seus lados medem 90 °.
Trirretilatero: quando os seus trés lado medem 90 °.

2. Quanto aos angulos internos:
Obliquangulo: quando nao possui angulos retos.
Retangulo: quando possui um angulo reto.
Birretangulo: quando possui dois angulos retos.
Trirretangulo: quando todos os seus angulos sao retos.

Proposicao 11. Dado um triangulo esférico retangulo ABC, com angulo reto em A, tal que os lados
a, b e ¢ sao opostos aos angulos internos A, B e C. Valem as sequintes igualdades:

senb = senB - sena
senc = senC - sena
senc = tgb - coth
senb = tgc - cotga

A~~~ A/~ A/~ /—~
Gt = W NN =
—_ — — ~— ~—

cosa = cosb - cosc
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DEMONSTRACAO: Tomemos, inicialmente, o tridngulo esférico ABC, reto em A, com lados b e ¢
com medidas inferiores a 90 °, conforme ilustracao a seguir.

C

Figura 3.9: Triangulo esférico retangulo em A, cujos lados b e ¢ tém medidas inferiores a 90°. Fonte:
Autor

Consideremos as semirretas com origem no centro O da superficie esférica que contém o triangulo
ABC e que passam pelos vértices do mesmo. Feito isto, obtemos o triedro OABC, no qual os angulos
das fases BOC, AOC e AOB sao, respectivamente, iguais a a, b e ¢. Seja P a projecao ortogonal
do ponto C relativa ao plano AOB e Q a intersecao da perpendicular a reta BO passando por P.
Afirmamos que P pertence a AO. De fato, se tivéssemos P ¢ AQO, entao poderiamos obter o ponto
P’ € AO tal que CP’' 1L AO e, portanto, a reta AO seria ortogonal as retas CP e CP’. Desse modo,
AOQ seria perpendicular ao plano determinado pelos pontos C, P’ e P, e, em particular, a reta PP".
Assim, pela perpendicularidade dos planos AOB e AOC, terfamos C'P'P = 90° e, por conseguinte,
o plano CP’P conteria um triangulo com dois angulos internos retos, um absurdo. Além disso, pela
perpendicularidade da reta CP ao plano AOB, temos CP 1 PQ.

Do teorema das trés perpendiculares da Geometria Euclidiana (disponivel em [13], p.305), temos,
ainda, que C'Q) L BO. Dali, pelos triangulos retangulos AOPC, AOQC e AQPC, obtemos:

cr CP QC
oC QC OC
Dos triangulos retangulos AOQP, AOPC e AQPC, teremos:

senb = = senB - sena.

PQ CP PQ
OP OP CP
Resulta dos triangulos retangulos AOQC, AOPC e AOQP a igualdade:

senc = =tgb- cotgg.

0Q OP 0Q

= = cosb - cosc.
oCc  oC OP

cosa =

Por outro lado, considerando o triangulo esférico ABC, retangulo em A e com lado b possuindo
medida superior a 90° (figura 3.10), teremos, mediante uma andlise andloga a empreendida no caso
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anterior, que a projecao P do vértice C sobre o plano AOB pertence a reta AO, CQ) L BO (novamente
pelo teorema das trés perpendiculares), onde Q é a interse¢ao da perpendicular a reta BO passando
por P, e PQC = 180° — B.

Figura 3.10: Triangulo esférico retangulo em A, cujo lado b tem medida superior a 90°. Fonte: Autor

Assim, dos triangulos retangulos AOPC, AQPC e AOQC, segue

CP_CP (0Q _
oCc CcQ oC

senb = sen(180° — b) = sen(180° — B) - sen(180° — a),

ou seja,
senb = senB - sena.

Pelos triangulos retangulos AOQP, AQPC e AOPC, obtemos:

P ~ ~
senc = — = — - = cotg(180° — B) - tg(180° — b) = cotgB - tgb.

Por fim, dos triangulos retangulos AOQC, AOQP e AOPC, teremos

~0Q 0Q OP
- 0C OP OC

cos(180° — a) = cosc - cos(180° — b),
isto é,
cosa = cosb - cosc.

A prova das igualdades (3.2) e (3.4), para ambos os casos descritos acima, segue de maneira
andloga aquela empreendida em (3.1) e (3.3), bastando, para isso, efetuar as construgoes anteriores
tendo com ponto de partida o pé da perpendicular baixada do vértice B ao plano AOC. Além disso,
pelas notagoes acima, a verificacao da validade da proposicao para o caso em que o triangulo esférico
ABC tiver lados b e ¢ com medidas superiores a 90° segue o mesmo procedimento explicitado no
caso em que um de seus lados possuia medida superior a 90°.

E importante salientar que o resultado apresentado pela igualdade (3.5), da proposigao acima, é
conhecido, na literatura, como o Teorema de Pitigoras Esférico. Vamos mostrar que, no caso limite,
quando o raio da superficie esférica tende ao infinito, voltamos ao cldssico teorema de Pitagoras da
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Geometria FEuclidiana.

De fato, expandindo o cosseno pela série de Taylor, com zy = 0, temos

e (_1)nx2n

coST = Z —(Qn)!

n=0

Por outro lado, expressando as medidas dos lados a, b e ¢ do triangulo esférico em radlanos,
obtemos, respectivamente, Z, % e %, onde @, b e ¢ sdo os comprimentos dos arcos BC AC e AB,
nesta ordem, e R é o raio da superficie esférica. Dali, pela igualdade (3.5) da proposigao acima,

tem-se: _
cosa = cosb - cosc cos R~ cos I cos I

s %2 SR o NG VG

Desse modo, teremos sucessivamente:

n—= n—=

oo 72 72 S) oo
2 (_1>n62n 9 b 52 nb —2 —2n
—2 . _73c =2 e 7 - =
T 2 enyiet 0 Tt R Z (2n) 'R% it R Z (2n) 'R2n i

2

= ;Ulm

2 — )"b
+ 22 2an2n4 Z (%)

Sabendo que lim,, ‘“|Z+‘1| < 1 implica na convergéncia da série »_ a,, entao inferimos que as
n
L. -1 nk2n .
séries da forma ) -, (én)fw, com k € R, convergem. Com efeito, temos

‘an+1‘ _ k2n+2 (2n)!R2n—4 _ k2
la,|  (2n 4+ 2)!R2n—2 k2n  R2(2n+2)(2n + 1)

( l)nk2n

e, desse modo, obtemos lim,,_; |a‘2+|1‘ =0, isto é, > 7, iRz converge.
- —

Logo, pela convergéncia das séries contidas na igualdade (*) e por % — 0 quando R — o0,

concluimos, para R suficientemente grande, que se tem
-2 _ o 2 _
—at=-b - =a"=b +7¢&,
que é o teorema de Pitdgoras no plano.

Proposicao 12. (Analogia dos senos) Em um triangulo esférico ABC, com lados a, b e ¢ opostos
aos angulos internos A, B e C, respectivamente, valem as igqualdades:

sena senb senc

senA  senB  senC



42

DEMONSTRACAO: Dado arbitrariamente o triangulo esférico ABC, com lados a, b e ¢ respectiva-
mente opostos aos angulos internos A BeC.

Se o referido triangulo for retangulo, digamos em A, entdo, pelas igualdades (3.1) e (3.2) da
proposicao 11, temos imediatamente a validade do resultado, ja que, por elas, tem-se:

senb = senB - sena e senc = senC - sena.

Dai, teremos

sena senb senc
sena = - = — = —.
sen90 senB  senC

Suponhamos ABC obliquangulo, conforme uma das ilustragoes da figura 3.11 (A ocorréncia de
qualquer um dos casos ¢ indiferente, j& que se tem sen(a) = sen(180° — «)).

C

C

Figura 3.11: Triangulos esféricos obliquangulos. Fonte: Autor

Seja D o ponto de interse¢ao da circunferéncia maxima que passa ponto C e é perpendicular
a0 arco AB (Na verdade, sdo perpendiculares o plano que contém esta circunferéncia e o plano
que contém AB). Desse forma, temos que os triangulos esféricos ADC e CDB sao retangulos. Dai,
aplicando o resultado (3.1) da proposicao 11 em tais triangulos, obtemos:

senh = senAsenb e senh = sen(180° — §)sena = senBsena.

Assim, teremos
senAsenb = senBsena,

ou seja,
sena senb

senA  senB

Analogamente, tomando a circunferéncia maxima passando por B e perpendicular ao arco AC,

obtemos:
sena senc

send  senC’

Resta mostrar a validade do resultado para triangulos esféricos birretangulos e trirretangulos. No
caso dos primeiros, consideremos o triangulo ABC, com angulos retos em B e C. Seja A’ a projecao
ortogonal do ponto A sobre o plano BOC, onde O é o centro da superficie esférica. Afirmemos que
A’=0. De fato, se tivéssemos A’ #£ O, entao, tomando o ponto Q, intersecao da perpendicular a BO
passando por A’ terfamos que a reta AQ seria perpendicular a BO, pelo teorema da trés perpen-
diculares. Ora, no plano AA’Q teriamos um triangulo plano com dois angulos retos, um absurdo.
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Logo, teremos A’=0.

_Dai, pela perpendicularidade de AO relativa ao plano BOC, obtemos ¢ = AOB =90° = AOC =b
e A= BOC = a. Assim, sabendo que B=C= 90°, tem-se trivialmente a verificagao do resultado
enunciado pela proposicao.

Por fim, mediante uma analise andloga a empreendida no caso dos triangulos birretangulos, con-
cluimos que todos os angulos internos e os lados de triangulos esféricos trirretangulos medem 90 °.
A validade da proposicao para este tipo de triangulo esférico segue imediatamente.

sena senb senc

Portanto, em um triangulo esférico ABC qualquer vale a relagao = X = 20 onde a, b e
senA senB senC

¢ sao os lados, respectivamente, opostos aos angulos internos A BeC.

Proposicao 13. (Analogia dos cossenos ou formula fundamental) Se ABC' € um triangulo
esférico, com lados a, b e ¢ opostos, respectivamente, aos angulos internos A Be C entao

cosa = cosb - cosc + senb - senc - cosA
cosb = cosa - cosc + sena - senc - cosB

cosc = cosa - cosb + sena - senb - cosC

DEMONSTRACAO:

I. Triangulos esféricos retangulos: Consideremos o triangulo ABC, reto em A, com lados a, b
e c¢. Ainda pelas notacoes da proposicao 11 e utilizando a mesma construcao, onde consideraremos
P pertencendo ao segmento AO (o caso em que P nao pertence a tal segmento, ou seja, quando
O € AP, mediante alguns ajustes, produz os mesmos resultados), conforme a figura abaixo.

Figura 3.12: Triangulo esférico retangulo em A. Fonte: Autor

E imediato, pela igualdade (3.5) da proposigao 11, termos cosa = cosb - cosc = cosb - cosc + senb -
senc - cosA, ja que A = 90°. Por outro lado, dos triangulos retangulos AOQC e AOQP, teremos

2

cos(a)cos(c) = 0@ 0@ 00 e sen(a)sen(c) =

OC OP 0C-OP

Ol a
33
Q| @
=k
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Logo, pelas igualdades explicitadas acima e pelos triangulos retangulos AQPC e AOPC, con-
cluimos que se tem

2

— 2 2
cos(a)cos(c) + sen(a)sen(c)cos(B) = OCOQOP + gg ' gg ’ gg - Og(;_OP]? B OCOPOP

2

= 2 = cos(b).

ocC

A verificagao da terceira igualdade do enunciado da proposicao segue de maneira analoga a da
segunda, realizada acima.

II. Triangulos obliquangulos: Dado um triangulo esférico obliquangulo ABC, com lados a, b e
¢ opostos ao angulos A, B e C, respectivamente. Efetuaremos o mesmo procedimento aplicado na
prova da proposicao 12, ou seja, consideraremos o circulo maximo que passa por C e é perpendicular

ao circulo maximo que contém AB no ponto D (confira a figura 3.11). Sejam & e n, respectivamente,
as medidas dos arcos CD e AD.

Dai, pelo triangulo esférico retangulo ADC, teremos

sen(h) = sen(b) - senA
sen(n) = tg(h) - cotgA

B ~ cos(b)
cos(b) = cos(h) - cos(n) = cos(n) = cos(h)’
Por outro lado, do tridangulo esférico retangulo BDC, temos
cos(a) = cos(h) - cos(c —n) = cos(h) - (cos(c) - cos(n) + sen(c) - sen(n)) . (3.6)

Dessa forma, substituindo progressivamente as identidades obtidas no triangulo ADC, indicadas
acima, na igualdade (3.6), obtem-se:

= cos cos(c) - cos(b) sen(c) - - cotgA | = cos(b) - cos(c) + sen(c)sen(h) - cosA
cos(a) = cos(h) cos(c)- S 4 sen(c) - tg(h) - cotg ) = cos(t) - cos(c) + semfe)sen(h) -
= cos(b) - cos(c) + sen(c)sen(b) - senA - SZZ% = cos(b) - cos(c) + sen(b)sen(c) - cosA.

Conforme queriamos demonstrar. A prova das outras duas igualdades dessa proposi¢ao segue
de modo totalmente analogo ao que foi exposto acima, bastando, para isso, tomar a intersecao do

circulo méximo que passa por A (ou B) e é perpendicular aquele contendo BC (ou AC) para compor
os triangulos esféricos retangulos que serao usados na demonstracao.

ITI. Tridngulos esféricos birretangulos e trirretdngulos: Consideremos um triangulo bir-
retangulo ABC, com angulos retos em B e C. Conforme foi visto na prova da proposi¢ao 12, tem-se
que b= B =90°=C =cea= A. Dali, por estas igualdades, temos a verificacao imediata de todas
as igualdades da proposicao.

O caso em que ABC ¢ trirretangulo também é imediato, ja que todos os seus angulos internos e
lados (que sdo arcos) medem 90 °.
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3.3 Aplicacao de conceitos

Com os resultados apresentados acima, temos instrumentais capazes de determinar a distancia
entre pontos quaisquer sobre o globo terrestre a partir de suas coordenadas geograficas (longitude
e latitude), recordando, conforme visto na proposicao 7, que tal distancia é dada pela medida do
menor arco de circulo maximo que passa pelos pontos.

(1): (UERJ - 22 Exame de Qualificacdo - 2005) A Terra pode ser representada por uma esfera cujo
raio mede 6400 km. Na representacao abaixo, esta indicado o trajeto de um navio do ponto A ao
ponto C, passando por B.

Figura 3.13: Trajeto descrito pelo navio de A até C, passando por B

Qualquer ponto da superficie da Terra tem coordenadas (x, y), em que x representa a longitude
ey, a latitude. As coordenadas dos pontos A, B e C estao indicadas na tabela a seguir.

Coordenadas
Pontos
X y
A 135° 0°
B 135¢° 60°
C 90° 60°

Considerando 7 igual a 3, a distancia percorrida, em quilometros, pelo navio no trajeto ABC é
igual a:
(a) 11.200
(b) 10.800
(c) 8.800
(d) 5.600

Resolucgao: Partindo das informacoes fornecidas pelo problema, obtemos o esquema explicitado na
figura 3.14.
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Figura 3.14: Representagao do problema. Fonte: Autor

Observamos, inicialmente, que a distancia percorrida pelo navio de A até B é dada pelo compri-
mento do arco de circunferéncia maxima (do globo terrestre) com medida angular igual a 60°. Dai,

sendo R a medida do raio da Terra, temos que o arco AB mede:

m(AB) 60 ° ~ 2-3-6400

ok se0e AR =T

Para a distancia percorrida no trajeto BC, temos que esta ¢ igual ao comprimento do arco de 45°
(135° — 90°) no paralelo de 60° Sul. Assim, devemos determinar, primeiramente, a medida do raio
deste paralelo. Mas, pelo problema 3 da secao 2.4, tinhamos que o raio do paralelo numa latitude

arbitraria 6 é dado por Rcosf, onde R é o raio da Terra.

— m(AB) = 6400km.

Desse modo, o raio do paralelo que contém o arco BC serd igual a:
Rcos = 6400 - cos60 ° = 3200km.

Logo, o comprimento do arco de paralelo BC (que possui medida angular igual a 45°), indicado
por m(BC), sera:

m(BC)  45° ~ . 2.3-3200
= — m(AB) = ==
273200 ~ 3600  "AB) 8

Portanto, a distancia percorrida pelo navio de A até C, passando por B, é igual a 6400 + 2400 =
8800 km.

— m(AB) = 2400km.

(2): A Cidade do México (México) possui as seguintes coordenadas geograficas: Latitude 19 °25'42”
N e Longitude 99°07'39” W, enquanto que a cidade de Paris (Franga) tem Latitude 48°51'12” N e
Longitude 2°20'55” E. Com base nestas informagoes, determine a distancia aproximada entre Cidade
do México e Paris.

Resolugao: Consideraremos, sobre o globo terrestre, o triangulo esférico com vértices na Cidade do
México(A), em Paris(B) e no polo Norte N (a escolha do terceiro vértice neste polo é justificada por
facilitar a determinacao das medidas dos lados do triangulo), conforme indicado na figura abaixo.
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! Equador

Greenwich

Figura 3.15: Triangulo esférico indicando as geodésicas que ligam, dois a dois, a Cidade do México
(A), Paris (B) e o polo Norte (N). Fonte: Autor

Sejam C e D os pontos de intersecao dos meridianos que passam por A e B, respectivamente,

com o Equador. Por tal construgdo, obtemos diretamente os lados NA e NB e o angulo interno
N do triangulo esférico NAB. Desse modo, apds converter todas as medidas angulares para graus
(lembrando que se tem 1° = 60" e 1’ = 60”), obtemos os valores:

NA = NOC — AOC = 90° — 19,428° = 70,572°,

NB = NOD — BOD = 90° — 48,853° = 41, 147°

N =COD =99,127° +2,349° = 101, 476 °.

Dai, aplicando a féormula fundamental da trigonometria esférica no triangulo NAB, com lado a
determinar sendo AB, obtemos:

cosAAB = COSN/—\A . COSﬁB + SenNAA . senNﬁB . cosN

= c0870,572° - cos41,147° 4+ sen70,572° - send1,147° - cos101,476°
ou seja,
cosAB = 0,127014 = AB = arccos(0,127014) = AB =~ 82,703°.

Desse modo, sabendo que o raio R da Terra mede 6371 km e que a distancia entre as cidades A
e B é igual ao comprimento do arco menor de circunferéncia maxima que passa por estes pontos,

designado por m(AAB), teremos:

m(AB)  82,703° ~  82,703°
_ AB) = 22 02
27 R 360 ° m(AB) = =

Portando, a distancia entre a Cidade do México e Paris é aproximadamente igual a 9196, 15 km.

-2 - 6371 => m(AB) ~ 9196, 15km.

Concluiremos esta se¢ao apresentando uma férmula capaz de calcular a distancia entre dois pontos
no globo terrestre, a partir de suas coordenadas geograficas, e mostraremos algumas aplicacoes da
mesma. Para o que segue, adotaremos o sinal positivo para a Longitude de pontos situados a Leste
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do meridiano de Greenwich e o sinal negativo para pontos situados a Oeste. A Latitude dos pontos
também recebera sinal positivo ou negativa, conforme estes estejam localizados nos hemisférios Norte

ou Sul, respectivamente.

Latitud Longitud

30 3 "'-, 0
Ecuador m ( » 0
LT [T
30 \ \‘ 4
:,lléur ) 20 Meridiano

de Greenwich
Figura 3.16: Orientacao das coordenadas geograficas. Fonte: Google Imagens

Proposicao 14. Dados os pontos A, com longitude ¢4 e latitude 04, e B, com longitude ¢p e
latitude 0. A distancia entre os pontos A e B no globo terrestre, denotada por d(A, B), € dada pela

ETPressao:
d(A,B) = R - arcos(senb - senfp + cos 4 - cosOp - cosAg),

onde R € o raio da Terra e Ap = ¢4 — ¢p.

DEMONSTRACAO: Tomemos, inicialmente, os pontos A e B no hemisfério Norte. Sejam ABN o
triangulo esférico com vértices em A, em B e no polo Norte (N) e O o centro do globo terrestre. Na
figura 3.17, os pontos M, P e QQ s@ao as intersecoes do Equador com os meridianos de A, de B e de
Greenwich, respectivamente.

Figura 3.17: Distancia entre os pontos A e B sobre o globo terrestre. Fonte: Autor
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Aplicando a férmula fundamental (veja a proposigao 13) no triangulo esférico ABN, obtemos:
cosAB = cosAN - cosBN + senAN - senBN - cosN.
Como AN = 90° — 04, BN = 90° -6 e N = ¢A — ¢p, entao teremos
cosAB = c0s(90° — 04) - cos(90° — Op) + sen(90° — 04) - sen(90° — Op) - cos(pa — ¢B),
isto é, n
cosAB = senfl - senfg + cosf 4 - coslp - cosAg.

Dessa modo, concluimos que se tem
AB = arcos(senf 4 - senfp + cosf 4 - coslp - cosA¢), onde Ap = ps— ¢p.

Assim, considerando a medida angular do arco AB dada em radianos e sendo R o raio da Terra,
temos que a distancia entre os pontos A e B pode ser calculada por:

d(A,B)=R- AB=R- arcos(senfy - senflp + cosl - coslp - cosA¢), onde AP = ps— Pp.

Por um raciocinio andlogo, prova-se que a relacao acima continua sendo valida para pontos si-
tuados no hemisfério Sul e em hemisférios diferentes, tendo em vista a orientacao dada para as
coordenadas geograficas e sabendo que cos(90° + «) = sen(—a) e sen(90° + a) = cos(a).

Intuitivamente, quando temos duas cidades localizadas num mesmo paralelo, distinto do equa-
dor, pensamos que o trajeto mais curto entre elas seja o menor arco do paralelo que liga as cidades.
Porém, tal pensamento esta equivocado, uma vez que, pela proposicao 7 da secao 3.1, vimos que o
menor trajeto é, na verdade, o arco menor de circunferéncia maxima que passa pelas cidades. Por
exemplo, no primeiro problema desta se¢do, observamos que o navio segue o percurso ideal (mais
curto) no trajeto AB; contudo, no trajeto BC, este percorre uma distancia superior a ideal.

Pela férmula enunciada na proposi¢ao 14, teriamos que a distancia percorrida entre os pontos
B = (135°W,60°S) e C' = (90°W,60°S) seria:

d(B,C) = 6400 - arcos(sen(—60°) - sen(—60°) + cos(—60°) - cos(—60°) - cos(—135° 4+ 90°))

d(B,C) =~ 2353, 3km.

Assim, se o navio mantivesse a rota de A até o ponto B e depois seguisse o trajeto ideal (arco
menor de circulo maximo que passa pelos pontos) de B a C, entao percorreria uma distancia total
de 8753, 2 km, sendo 46,7 km menor do que aquela percorrida na primeira situagao.

(3): O triangulo das Bermudas ¢ a regiao da Terra, situada no Oceano Atlantico entre as ilhas Ber-
mudas, Porto Rico e o extremo Sul da Flérida (Fort Lauderdale), que se notabilizou como palco de
diversos desaparecimentos de barcos de passeio, de navios e de avioes, para os quais popularizaram-se
explicagoes extrafisicas e/ou sobrenaturais.

Sabendo que esta regiao corresponde a porcao do globo terrestre delimitada por um triangulo
esférico com vértices nas ilhas Bermudas, 32°17'58” N e 64°47'25"W, Fort Lauderdale (Flérida),
26°07'20” N e 80°08'14” W, e San Juan (Porto Rico), 18°27'58” N e 66 °06'20” W, e admitindo que o
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raio da Terra meca 6371 km, qual seria a area aproximada do triangulo das Bermudas?

Figura 3.18: Triangulo das Bermudas. Fonte: Google Maps

Resolucao: Se A, B e C representam as ilhas Bermudas, Fort Lauderdale e San Juan, respectiva-
mente, entao devemos determinar, inicialmente, os lados BC AC ¢ AB do triangulo esférico ABC.

Sendo assim, aplicando a férmula apresentada pela proposi¢ao 14 e invocando a definicao da
medida de arcos em radianos, teremos:

~ d(A,B)
AB d
R
R -arcos(sen26,1222°sen32,2994° + cos26, 1222 °cos32, 2994 °cos(—80, 1372 ° + 64,7903 °))

R
= 0,257101 rad,

d(A,C)
R
R -arcos(sen26,1222°sen18, 4661 ° + cos26, 1222 °cos18, 4661 °cos(—80, 1372° + 66, 1056 °))
B R
=0, 262767 rad

AC =

S d(B,C)
BC = 7
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_ R-arcos(sen32,2994 °senl8, 4661 ° 4 cos32, 2994 °cos18, 4661 °cos(—64, 7903 ° 4- 66, 1056 °))
N R
=0, 242319 rad.

Dali, aphcando a féormula fundamental da trigonometria esférica (prop031gao 13) e denotando por

~

A, BeC os angulos internos opostos, respectivamente, aos lados BC AC e AB obtemos:

i cos(BﬁC) - cos(AAB) : cos(AAC) cos(0,242319rad) — cos(0,257101rad) - cos(0,262767rad)
cosA = — — =

sen(AB) - sen(AC) sen(0,257101rad) - sen(0,262767rad)

=0, 557916,

= cos(AC) — cos(AB) - cos(BC) _ cos(0,262767rad) — cos(0,257101rad) - cos(0,242319rad)

cosB =

sen(AﬁB) , sen(BﬁC) B sen(0,257101rad) - sen(0,242319rad)
— 0,439218
~ cos(AAB) — cos(AAC) : cos(BAC) cos(0,257101rad) — cos(0,262767rad) - cos(0,242319rad)

O - =
cos sen(AC) - sen(BC) sen(0, 262767rad) - sen(0, 242319rad)

— 0,476011.
Logo teremos A= 0,978924 rad, B = 1,116068 rad e C = 1,074683 rad. Dai, aplicando a
férmula contida no teorema de Girard sobre a area de triangulos esféricos (proposigao 10), tem-se:

Aapc = (A+ B+ C — )R> = (0,978924 + 1, 116068 + 1,074683 — 3,141593) - 6371

Aape ~ 1.139.838, 3km>.

Portanto, concluimos que a area do triangulo da Bermudas é aproximadamente igual a 1.139.838
km?, uma &rea aproximadamente 159 milhoes de vezes maior do que a do estddio de futebol do
Maracana (105m x 68m).



Capitulo 4

A Superficie Esférica em Coordenadas
Cartesianas

Neste capitulo faremos uma breve introdugao ao estudo de coordenadas cartesianas no espago
euclidiano e, com os resultados da Geometria Analitica, apresentaremos as equacoes (Reduzida e
Geral) de uma superficie esférica. Além disso, mostraremos a relagao existente entre coordenadas
cartesianas e coordenadas geograficas de pontos sobre o globo terrestre, que desempenha um papel
importante no funcionamento do sistema GPS.

4.1 Coordenadas Cartesianas

Seja € o espaco euclidiano tridimensional. Um sistema de eixos ortogonais OXYZ no espaco
€ consiste de trés eixos, OX, OY e OZ, dois a dois perpendiculares e com mesma origem O. Tal sis-
tema estabelece uma correspondéncia biunivoca entre os pontos P do espaco € e os ternos ordenados
de nimeros reais (x, y, z). Isto significa que cada ponto do espago ¢ estd associado a um unico terno
ordenado de niimeros reais e cada terno de niimeros reais esta associado exatamente a um ponto de €.

Se um ponto P estd associado ao terno (x, y, z), entao dizemos que X, y e z sdo as coordenadas
de P em relacao ao sistema de eixos ortogonais OXYZ. Estas coordenadas sao obtidas da seguinte
forma: (observe a figura 4.1)

e coordenada x: coordenada no eixo OX do ponto de intersecao do plano que passa por P e é
perpendicular a OX.

e coordenada y: coordenada no eixo OY do ponto de intersecao do plano que passa por P e é
perpendicular a OY.

e coordenada z: coordenada no eixo OZ do ponto de intersecao do plano que passa por P e é
perpendicular a OZ.

O conjunto de todos os ternos ordenados (x, y, z) de ntimeros reais é designado por R?. Uma vez
fixado o sistema de eixos ortogonais OXYZ do espaco ¢, cada ponto P € ¢ é identificado por suas
coordenadas (x,y, z) € R? e escrevemos P = (z,y, 2).
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Figura 4.1: Coordenadas do ponto P no sistema OXYZ. Fonte: Autor

4.2 Equacao da superficie esférica

Pela definicao de superficie esférica, vimos que a distancia entre pontos do espaco e o centro dessa
superficie é um fator decisivo para identificarmos se estes estdao ou nao naquele conjunto. Assim,
para obtermos uma equacgao que descreva uma superficie esférica no espaco euclidiano, relativa a
um sistema de eixos ortogonais OXYZ prefixado, devemos obter uma férmula capaz de calcular a
distancia entre pontos no espaco partindo de suas coordenadas no sistema OXYZ.

Sendo assim, fixando um sistema de eixos ortogonais OXYZ no espaco €, consideremos os pontos

P = (zp,yp, 2p) € Q = (24, Yq, 24) de €. Para o calculo da distancia de P a Q, denotada por d(P, @),
vamos considerar os pontos auxiliares (observe a figura 4.2):

R = (1p,Yp, 2), S =(24,94,0), T =(1p,9p,0) e U= (1,,9,0).

Zl

Figura 4.2: Célculo de d(P, Q). Fonte: Autor
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A perpendicularidade entre os eixos OX, OY e OZ e entre os planos que determinam as coor-
denadas de P e Q nos garantem que os triangulos (planos) APRQ e ATUS sao retangulos. Dali,
aplicando o Teorema de Pitagoras nos referidos triangulos, respectivamente, obtemos:

PQ' =PR +RQ" = (2, — 2>+ RQ"

T_52 = WQ + W2 = (2 — xq)2 + (Yp — yq)2-
Como d(P,Q) = PQ e TS = RQ, entdo teremos:

d(P, Q)2 = mQ = (Zp_zq)2+(xp_xq)2+(yp_yq)2 = d(P,Q) = \/(xp —2g)% + (Up — ¥g)? + (2p — 2¢)?

Portanto, dada uma superficie esférica 3, de centro C' = (zg, o, 20) € raio R, temos que um ponto
arbitrario P = (z,vy, z) do espago pertence a X se, e s0 se, d(P,C) = R, ou seja,

V(T —20)2 4+ (y —w0)2 + (2 — 20)2 = R.

Elevando ao quadrado ambos os membros desta tultima igualdade, obtemos a equagao reduzida
da superficie esférica ¥ relativa ao sistema de eixos OXYZ.

N (=20 + (Y —w) + (2 - 20)° = R’ (4.1)
Desenvolvendo os quadrados da igualdade (4.1), obtemos
2+ y2 + 2% — 2xor — 2yoy — 2202 + zo? + y02 + 22— R? =0.
Por fim, fazendo A = —2x¢, B = —2yy, C = —2z9 ¢ D = 29> + 4o + 20° — R2, teremos
P+ '+ 22+ Ar+ By+Cz+D=0. (4.2)

A equagao em (4.2) é chamada equagao geral da superficie esférica X.

Feito isto, um questao surge automaticamente: Dada uma equacdo da forma (4.2), como decidir
se ela representa ou nao a equacao de uma superficie esférica? A resposta para esta indagacao pode
ser obtida simplesmente completando os quadrados de tal equagao, convertendo (4.2) na forma (4.1).
Por exemplo, tomando a equacao 2% + y? + 2% — 2x + 4y — 62 + 8 = 0, tem-se:

P Ay 2w+ Ay —624+8=0< 2" -2+ +4y+ 2> — 62 = —8

= a? -+ 1+ Ay +4+22—62+9=-8+1+449<= (z -1+ (y+2*+(2-3)>=6

Trata-se, portanto, da equacao de uma superficie esférica de centro C' = (1, —2,3) e raio R = V6.

E importante observar que, ao completarmos os quadrados de uma equagao da forma (4.2), o
nimero que constara no segundo membro da igualdade pode ser positivo, negativo ou nulo. Desse
modo, tal equacao pode representar uma superficie esférica, um ponto ou o conjunto vazio, conforme
o nimero presente no segundo membro, apds o procedimento de completar quadrados, seja positivo,
nulo ou negativo, respectivamente.
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4.3 Relacao entre coordenadas cartesianas e geograficas

Veremos, agora, a relagao existente entre as coordenadas geogréficas e as coordenadas cartesianas.
Para o que segue, consideremos um sistema de eixos ortogonais OXYZ com origem no centro do globo
terrestre, o eixo OZ passando pelos polos e tal que o Polo Norte (N) fique no eixo positivo, o plano
Oxy contendo o Equador, o eixo OX positivo interceptando o meridiano de Greenwich e o eixo OY
positivo cortando o meridiano de longitude 90 ° Leste, conforme a figura abaixo.

Polo Norte (N)

Meridiano de Greenwich

X
Oeste (W) el SN O P -7

Leste (E) Yy

Polo Sul (S)

Figura 4.3: Sistema de eixos ortogonais OXYZ com origem no centro do Globo Terrestre. Fonte:
Autor

Dados um ponto P = (x,y, z) do espaco e os angulos ¢ e 6 indicados na figura a seguir.

B= (Ov'y’ 0)

Q= (waya 0)

Figura 4.4: Modelo de representacao. Fonte: Autor

Observamos, inicialmente, que se P for um ponto situado sobre o globo terrestre, entao os angulos
¢ e 0 exibidos acima correspondem, respectivamente, as coordenadas geograficas longitude e latitude.
Além disso, pela férmula da distancia entre pontos no espago, temos OP = d(O, P) = \/z? + y? + z2;
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a diferencga entre este valor e a medida do raio da Terra chama-se elevagao (ou altitude) do ponto P.

Pelo triangulo retangulo AOAQ), da figura 4.4, temos

oG = /PP

seng = A—Q = seng = Y

00 —\/m (4.3)

e
= = 4.4
cosgb—@jcasgﬁ—\/ﬁ:w. (4.4)

Note que as expressoes (4.3) e (4.4), para y > 0, definem conjuntamente um tnico valor para
¢ € (0°,180°) e diremos que a longitude de P é ¢° Leste (E). Da mesma forma, se tivermos y < 0,
entao ¢ assumi um unico valor em (—180°,0°) e falaremos que P tem longitude (—¢°) Oeste (W).
Caso y = 0, temos que ¢ serd igual a 0° ou a 180°, conforme x seja positivo ou negativo, respecti-
vamente.

Por outro lado, pelo triangulo retangulo AOQ P, obtemos

P
senf = :Q = senfl = : (4.5)
OP

/a72+y2—|—22‘

A expressao acima define um tnico valor de # em (0°,90°] ou em [-90°,0°), conforme seja z > 0
ou z < 0, respectivamente. No primeiro caso, diremos que o ponto P tem latitude #° Norte (N) e,
no segundo, a latitude de P serd (—6°) Sul (S). Se z for nulo, entdo claramente temos 6 = 0°, isto
é, P é um ponto situado no plano do Equador.

Ainda pelo triangulo AOQ P, teremos

a2+ y?
a2 +y?+ 22

Dai, isolando x, y e z, das expressoes (4.3), (4.4) e (4.5), no primeiro membro destas igualdades
e substituindo (4.6) nas expressoes de x e y assim obtidas, concluimos

x = cosOcospr/ 12 + y? + 22,
y = cosfsenpr/x? + y? + 22

2z = senf\/x? + y? + 2.

Portanto, se um ponto P do espaco estiver situado sobre o globo terrestre, entao suas coordenadas
cartesianas (X, y, z), pelo sistema de eixos OXYZ explicitado na figura 4.3, e suas coordenadas
geogréficas (¢, 0) encontram-se relacionadas da seguinte forma:

cost = g:g = cosb = = 2?2 +y? =cosl - \/x? + y? + 22 (4.6)

P = (z,y,2) = (dcosbcosp, dcosOseng, dsend), (4.7)
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onde ¢ e 6 sao, respectivamente, a longitude e a latitude de P e d é a distancia do centro do globo

terrestre ao ponto P, ou seja, d = \/x? + y? + 22.

Exemplo: Determinaremos as coordenadas geogrificas e a elevacao (altitude) do ponto P cujas
coordenadas cartesianas sao dadas por P = (4,7612647 - 10%; —4,2053881 - 10°, —4, 9232245 - 10°),
com medidas em metro, admitindo que o raio do globo terrestre mecga 6371 km.

Resolucao: Constatamos, inicialmente, que o fato de termos y < 0 e z < 0, nos leva a inferir que P
esta situado a Oeste (W) de Greenwich e abaixo da linha do Equador (S).

Pela expressao (4.5), a latitude do ponto P sera:

z —4,9232245 - 10°
senf = —

Va2 +y?+ 22 \/(4,7612647 - 106)2 + (—4, 2053881 - 106)2 + (—4, 9232245 - 105)2

senf = —0,07726824 = 0 = arcsen(—0,07726824) = —4,4315612° = 0 = 4°25'54” S.

Para determinarmos a longitude de P, podemos utilizar a igualdade (4.3), tendo em vista que o
sinal de y (negativo) no garante o posicionamento em relacao ao meridiano de Greenwich (que no
caso estda a Oeste) e a fungao cosseno é uma bijecao de [0°,180°] em [—1,1]. Assim sendo, tem-se:

T _ 4,7612647 - 106
V2 +y? /(4,7612647 - 106)2 4 (—4, 2053881 - 106)2

cosp =

cosg = 0,74950412 = ¢ = arccos(0,74950412) = 41,4525585° = ¢ = 41 °27'09” W.

Por fim, sendo R o raio da Terra, a elevacao de P é dada pela diferenca a seguir.

Va2 +y? + 22 — R = \/(4, 7612647 - 10°)2 + (—4, 2053881 - 106)2 + (—4, 9232245 - 10°)2 — 6371 - 10°

= 601, 99m.

Portanto, o ponto P tem longitude e latitude, respectivamente, iguais a 41 °27'09” W e 4°25'54” S,
além de estd situado num local com aproximadamente 601,99 m de altitude. Consultando o sitio
da internet Google Maps (figura 4.5), vimos que o ponto P estd situado no municipio de Pedro II,
Piaui, a uma altitude aproximada de 602 m acima do nivel do mar.

Utilizando a relagao entre coordenadas geograficas e cartesianas, temos um método alternativo
para calculo da distancia entre pontos no globo terrestre, partindo das coordenadas geogréficas dos
mesmos. Por exemplo, retomando o problema (2) da segao 3.3 do capitulo anterior, determinaremos
a distancia entre a Cidade do México, 19°2542” N e 99°07'39” W, e a cidade de Paris, 48°51'12" N
e 2°20'55” E.

Se A e B representam, respectivamente, a Cidade do México e Paris, vejamos como determinar a
medida do menor arco de circunferéncia maxima ligando A e B, ou seja, determinaremos a medida
do angulo AOB, sendo O o centro do globo terrestre. Para isto, consideremos um sistema de eixos
ortogonais OXYZ, conforme descrito no inicio desta se¢ao, supondo A e B situados na superficie
(com elevagoes nulas) do globo terrestre, com raio medindo aproximadamente 6371 km.
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Figura 4.5: Localizagdo do ponto P (balao vermelho). Fonte: Google Maps

Dessa forma, utilizando a igualdade (4.7), podemos escrever

A = (6371 - cos19, 428 °cos(—99, 127°),

e
B = (6371 - cos48, 853 °cos2,349 °,
isto é,
A = (—953, 04667;
e

B = (4188, 55196;

6371 - cos48, 853 °sen2, 349 °,

6371 - cos19,428 °sen(—99, 127 °),

—5932,16739; 2119, 135)

171,81762;  4797,51521)

senl9,428°)

6371 - send8,853°),
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Recordando que cada ponto P do espago estd associado a um (inico) vetor partindo da origem,
de modo que suas coordenadas coincidem, temos que as coordenadas dos pontos A e B fornecem

—

as coordenadas do_s) vetores OA le O@ . Dai, pela relagdo do produto interno entre os vetores OA e

O?, ou seja, < OA,O? >= ||OA|| - |OB]| - cosa, onde <, > indica o produto interno usual destes
. A =~ ? .

vetores, ||---|| @ norma ou médulo do vetor e a o angulo formado por OA e OB (sendo igual a

AOB), obtemos:

—
< OA, OB >= (—953,04667)- (4188, 55196) + (—5932, 16739)- (171, 81762) + (2119, 135)- (4797, 51521)

= 5155446, 015

Como ||OA| = ||OB|| = 6371, pois estamos considerando A e B ao nivel do mar (elevagdes nulas),

entao teremos:

5155446, 015

cosa = 63712

=0,12701 = o = arcos(0,12701) = 82,70315°
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Dai, o comprimento do menor arco de circunferéncia maxima passando por A e B, indicado por
m(AB), é dado pela igualdade
m(AB)  82,70315°
276371 360°

ou seja,
m(AB) ~ 9196, 17 km.

Portanto, a distancia entre as supracitadas cidades sera aproximadamente igual a 9196,17 km.
A pequena diferenca observada nos resultados do problema, pelo método apresentado acima e por
aquele aplicado no capitulo 3, deve-se apenas as aproximacoes usadas para os valores das razoes
trigonométricas.



Capitulo 5

Sistema de Posicionamento Global - GPS

Neste capitulo apresentaremos uma aplicacao tecnoldgica dos conceitos pertencentes a Geometria
Esférica, o Sistema de Posicionamento Global (GPS). O sistema GPS é capaz de determinar a
localizagao de qualquer ponto sobre a superficie da Terra ou préxima a ela, indicando sua longitude,
latitude e altitude. Aqui, veremos a base matemédtica que torna possivel o processo de localizacao
realizado por receptores desse sistema.

5.1 O surgimento do GPS

A localizacao espacial foi um dos primeiros problemas cientificos que o homem buscou solucionar.
O ser humano sempre teve interesse em saber onde estava. De inicio, teve a curiosidade de conhecer
sua vizinhanca imediata, depois os locais de comércio e por fim tal conhecimento praticamente al-
cancou todo o mundo, com o desenvolvimento da navegacao maritima. Para que isso fosse possivel,
foi exigido certo dominio na arte de navegar, com conhecimento de seu posicionamento, durante todo
o trajeto, tanto na terra como no mar ou ar.

Por muito tempo o Sol, os planetas e as estrelas foram usados como pontos de referéncia na
orientacao. Porém, além de exigir certa habilidade por parte do navegador, condigoes climaticas
eram cruciais neste tipo de orientagao, podendo significar a diferenga entre o sucesso ou fracasso
de uma expedicao. Por tal motivo, a navegacao necessitou, deste seu inicio, do desenvolvimento
de instrumentos de apoio a orientagao. Surgiram, como instrumentais de auxilio a navegacao, a
bussola, o astroldbio, o quadrante de Davis e o sextante; todos eles com suas limitagoes. De qualquer
forma, mesmo com os melhores instrumentos, a navegacao, até este ponto, s proporcionava valores
aproximados da posi¢do, que nem sempre eram apropriados para encontrar um ponto em alto-mar
ou durante a noite.

O ponto de virada para o desenvolvimento de um sistema de navegacao com precisao se sucedeu
com o lancamento do primeiro satélite artificial da Terra, pelos soviéticos, SPUTNIK I em 4 de
outubro de 1957. O rastreamento orbital do SPUTNIK feito a partir do conhecimento das coorde-
nadas das estacgoes terrestres de monitoramento fomentou, por um processo inverso, a ideia de se
determinar as coordenadas de pontos sobre a superficie terrestre (objetivo basico do GPS) a partir
do conhecimento das posigoes dos satélites no espago em um determinado instante de tempo.

Como resultado do langamento de satélites artificiais, no decorrer da corrida espacial empreen-
dida pelos Estados Unidos e pela Uniao Soviética, destaca-se a verificagao de anomalias nas orbitas
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previstas dos satélites devidas ao achatamento da Terra que, conforme concebido por Newton no
século XVIII, era responsavel por produzir varicoes no campo gravitacional terrestre. No que se
refere as aplicagoes da Geodésia, o estudo do campo gravitacional da Terra a partir do movimento
de satélites proporcionou avancos significativos.

Os primeiros sistemas de navegacao desenvolvimentos a partir de satélites orbitando a Terra,
mesmo fundamentados em altas tecnologias, possuiam algum tipo de problema. Entre estes sistemas,
temos o predecessor imediato do GPS, o NNSS (Navy Navigational Satellite System). Originalmente
sendo idealizado para fins militares e depois utilizado em aplicagoes geodésicas em todo o mundo,
o sistema NNSS era realizado por meio de ondas eletromagnéticas e contava com uma constelagao
de 8 satélites ativos, a uma altitude média de 1100 km. O NNSS ficou em operagao até meados
de 1993, tendo sido constatados dois grandes problemas: nao havia uma cobertura mundial total e
havia um grande lapso de tempo entre passagens sucessivas dos satélites num mesmo ponto da Terra
(para se obter uma posi¢ao precisa eram necessarios de dois a trés dias estacionado no mesmo ponto).

As experiéncias obtidas com os sistemas anteriores culminaram com o atual GPS. Seu projeto teve
inicio em 1973 pelo Departamento de Defesa dos Estados Unidos, com propésito de fornecer a posicao
exata de aeronaves e navios militares, auxiliar no lancamentos de misseis e localizar tropas terres-
tres em movimento. Os projetistas do GPS também o planejaram para uso civil, que inicialmente
tinha uma precisao inferior aquela oferecida em operacoes militares, mas, apos o fim da Guerra Fria,
o sistema passou a oferecer ao usuario civil uma precisao que apenas os militares tinham tempo antes.

A denominagao oficial desse sistema de posicionamento, dada pelo Departamento de Defesa norte
americano, é conhecida pela sigla NAVSTAR, cujo significado é NAVigation Satellite with Timing
And Ranging. Esse sistema é baseado em radionavegagao e é capaz determinar a posigao, em relagao
a um sistema de referéncia, de um ponto qualquer sobre ou préximo a superficie terrestre.

Atualmente, receptores do GPS, além dos propdsitos militares ja citados, sao amplamente utili-
zados em diferentes situacoes, por exemplo, para a navegacao maritima, aérea e terrestre, rastrear
animais, orientar motoristas, fornecer informacgoes para a previsao meteorologia, guiar navios e/ou
helicopteros de socorro até o local do acidente, monitorar abalos sismicos, obter informagoes sobre
altitude durante a pratica de esportes como o alpinismo, entre outras.

5.2 Composicao ou segmentos do sistema

A estrutura do Sistema de Posicionamento Global é dividida em trés partes principais: segmento
do espago ou espacial, segmento de controle e monitoramento e segmento do usudrio (figura 5.1).

i. Segmento do espaco ou espacial: compreende uma formacao composta por 27 satélites, dos
quais 24 sao operacionais e 3 de reserva, que trafegam em torno da Terra em 6 planos orbitais
predeterminados, com 4 satélites operacionais por plano, inclinados de 55° em relagao ao plano do
Equador e a uma altitude aproximada de 20200 km. Tal disposi¢ao acarreta num periodo de 12 horas
para cada satélite efetuar uma volta completar ao redor da Terra.

O objetivo dessa disposicao dos satélites, com configuragao de constelagao, é assegurar que qual-
quer ponto da superficie terrestre ou proxima a ela, durante as 24 horas do dia, esteja sendo visuali-
zado por pelo menos quatro satélites.
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Figura 5.1: Segmentos que compoem o GPS e direcao da comunicacao em cada segmento. Fonte:
Google Imagens

Figura 5.2: Distribuicao dos satélites que compoem o GPS. Fonte: Google Imagens

E interessante observar que cada satélite que compoem a estrutura do sistema, estando a cerca de
20200 km de altitude, possui um angulo de visualizagao sobre a Terra de aproximadamente 28 °. De

fato, no problema (4) do capitulo 3 vimos que a fragdo f da superficie terrestre, de raio R, avistada
por uma nave a uma altitude h é dada pela féormula f = m. Além disso, durante a resolucao
1-—sena

do mesmo problema, tinhamos f = ~=3"%, com a sendo metade do angulo de visualizagao sobre a
Terra. Dai, partindo destas igualdades, teremos:
h 1 —sena h

2(R—|—h)_ 5 :>1—S€7’LO_/:R—M:>8€HQZR—M:>CU:&TCSGTL(

R+h)
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Como o raio do globo terrestre mede aproximadamente 6371 km, entao obtemos

6371

L (L ~ 13,9°.
6371+ 20000) ~ 0B = ax 139

a = arcsen(
Portanto, o angulo de visualizacao 2« sera aproximadamente igual a 28 °.

ii. Segmento de controle e monitoramento: O sistema de controle do GPS é composto por
uma estagao de controle central (Master Control Station) localizada no Colorado (Estados Unidos),
cinco estagoes monitoras (Hawaii, Colorado, Ascension Island, Diego Garcia e Kwajalein), sendo que
as trés ultimas possuem antenas para transmissao de dados para os satélites, e um conjunto de 7
estagoes do NIMA (National Imagery and Mapping Agency).

BASE CENTRAL DE CONTROLE GPS
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Diego Garcia (Oceano indico) e Kwajalein (Pacifico).

Figura 5.3: Segmento de controle e monitoramento do GPS. Fonte: Google Imagens

O segmento de controle tem por finalidade realizar o monitoramento continuo dos satélites, trans-
mitir os dados, executar a supervisao necessaria para o controle de todos os satélites do sistema e
calcular suas posicoes, corrigindo-as quando necessario. Apds o processamento de todos os dados, as
correcoes e os sinais de controle sao transmitidos de volta para os satélites.

iii. Segmento do usuario: compreende os usudrios do sistema, os tipos de receptores e os servigos
de informagao de apoio disponiveis. O sistema GPS oferece dois tipos de servigos, de acordo com o
acesso a informacao, aos seus usuarios: o Servico de Posicionamento Padrdo, no qual o usuario tem
acesso aos dados do GPS como s@o transmitidos, com todo tipo de degradac¢do (SA), sendo carac-
terizado pela nao obtencao de coordenadas precisas em tempo real; e o Servico de Posicionamento
Preciso, no qual o usuério tem acesso aos dados do GPS “refinados”, como os dados dos relégios
dos satélites nao adulterados (sem SA), sendo de uso exclusivo dos militares norte americanos e de
usuarios autorizados.
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5.3 Fundamentacao matematica do GPS

O resultado contido na proxima proposicao traz o principio basico do processo de localizacao de
pontos, sobre a superficie terrestre ou préximos a ela, realizado pelo sistema GPS, fornecendo, com
isso, a base matematica para o funcionamento do mesmo.

Proposicao 15. Dadas quatro superficies esféricas distintas, 31, Yo, 23 € X4, com intersecao nao
vazia. Se seus centros sao pontos nao coplanares entao esta intersecao consiste de um unico ponto.

DEMONSTRAC‘ANO Seja’m Ol = ($1ay1721): 02 = (x27y2722)7 03 = (l‘g,yg,Zg) € 04 = (5[;4,:’./4,24)
os centros de X, Yo, X3 e X4, respectivamente, com coordenadas relativas ao sistema de eixos

ortogonais OXYZ. Mostremos que a hipotese de tais centros nao serem coplanares acarreta em
YiNYan¥ynNyy ={P}.

Para isso, retomando a expressdo (4.2) do capitulo 4, consideremos a equagoes gerais destas
superficies esféricas

Yooty + 2+ Aie+Biy+Ciz+ D=0 (5.1)
Yo+ P+ 224+ Asx + Boy + Coz+ Dy =0 (5.2)
Yyt + P+ 224+ Asx + Byy + Cs2 4+ D3 =0 (5.3)
Yy oty + 2+ A+ By +Cuz+ Dy =0 (5.4)

nas quais A; = —2x;, B; = —2y;, C; = =22, ¢ D; = 2,2 + v + 2,2 — R;%, com R; sendo o raio de ¥;,
parat = 1,2 3,4.

Procederemos, agora, subtraindo, duas a duas, as equagoes acima, de modo a eliminar os termos
de segundo grau e obtermos equagoes lineares em z, y e z. Na verdade, quando subtraimos, membro
a membro, as equagoes gerais de duas superficies esféricas distintas obtemos a equagao de um plano.
A hipétese de termos X1 N Xy N X3 N Xy # () nos garante que os planos, assim formados, de fato
contém a intersegao (nao vazia) das superficies esféricas que os geraram.

Desse modo, ao subtraimos, membro a membro, a expressao (5.1) nas outras trés, obtemos as
equagoes de trés planos tais que a intersegao dos mesmos fornecera 3y N Xy N 33 N Xy4. Dito isto,
temos que a interse¢ao das superficies esféricas compreende a(s) solucao(ées) do sistema linear, nas
incognitas x, y e z, a seguir.

(A1 — Ag)z + (B1 — Ba)y + (C1 — C2)z + (D1 — Dy)
(A1 — Az)z + (B1 — B3)y + (C1 — C3)z + (D1 — D3)
(Al — A4)$ + (Bl — B4)y + (Cl — 04)2 + (Dl — D4) =0

Para mostrarmos que tal sistema tem solucao tinica, tomemos o determinante da matriz dos

=0
=0

coeficientes das incégnitas do sistema e, sabendo que A; = —2x;, B, = —2y;, C; = —2z para
1 =1,2,3,4, observemos que se tem:

(A1 = As) (B1—By) (C1—Cy) (2 — 1) (Y2 =) (22— 21)

(A1 —=A3) (Bi—=B3) (Ci—C3) |=2°-| (xs—x1) (3—w) (23— 2) (%)

(A1 —Ay) (Bi—Bg) (Cr—Cl) (4 —12) (Ya—11) (22— 21)

Como, por hipotese, os pontos Oy, Oy, O3 e O4 nao sao coplanares, segue, dos resultados contidos
\ \ \

. /. 4 4 4 ~ . . .
na Geometria Analitica, que os vetores 0105, 0103 e 0104 sao linearmente independentes. Mas isto
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equivale a < 0103 x 0,03,0,0; ># 0, com (x) indicando produto vetorial. Ora, sabendo que se
tem

y N (r2 —71) (2 —wy1) (22— 21)

<0102 X 0103,0,04 >=| (3 —21) (y3—y1) (23— 21) |,
(T4 —x2) (Ya—1) (24— 21)

entao concluimos que o determinante da direita na igualdade (x) nao é nulo e, portanto, esse sistema
linear possui solugao tnica, ou seja, a interse¢cao das superficies esféricas consiste de um unico ponto
(a existéncia de qualquer outro ponto na interse¢ao destas superficies contraria o fato do sistema ter
solugdo tnica).

Feito tal consideracao, agora temos meios para apresentar o método basico utilizado pelo sistema
GPS na localizacao de pontos em nosso planeta.

A determinagao da posi¢ao do receptor GPS (segmento do usuério) esta baseada nas distancias
entre o receptor e os satélites e, ainda, do posicionamento de cada satélite no sistema de eixos or-
togonais OXYZ, conforme descrito na segao (4.3) do capitulo 4. Isso significa que se determina a
posicao na Terra medindo as distancias para um grupo de satélites localizados no espaco.

Cada satélite que compoem o sistema emite um sinal de radio com padrao fixado que é recebido
pelo receptor, dai a distancia do receptor a um satélite é calculada com base no tempo de transito
do sinal, deste sua emissao até o seu recebimento. Neste processo, os receptores GPS atuam como
cronometros extremamente precisos, uma vez que o sinal move-se muito rapidamente até alcancar a
superficie da Terra.

Solving the GPS
Geometry Problem

Figura 5.4: Receptor GPS (GPS Receiver) - Processo de localizagao feito pelo sistema. Fonte: Google
Imagens

A distancia do receptor ao satélite é calculada, surpreendentemente, pela velha férmula d =t - v
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das aulas de Fisica, onde t é o tempo de viagem do sinal de radio do satélite ao receptor e v é a
velocidade do sinal, de aproximadamente 2,99792458 - 10%m/s. Essa informagao localiza o receptor
numa superficie esférica imagindria centrada no satélite e com raio igual a distancia d obtida.

Cada satélite que compoe o sistema emite o que se chama efeméride, que fornece suas coordena-
das exatas no sistema de eixos OXYZ, conforme descrito no inicio da sec¢ao 4.3 do capitulo anterior.
Dispondo das coordenadas do satélite e da distancia calculada acima é obtida a equacgao da superficie
esférica imaginaria.

A forma de distribuicao dos satélites que compdem a estrutura do sistema, assegurando que haja
pelo menos quarto deles sobre um ponto qualquer na Terra, possibilita ao receptor GPS, com os
sinais emitidos pelos mesmos, determinar a posicao do usudrio a partir da intersecao das quatro su-
perficies esféricas observadas. O GPS determina a posicao do usuario em coordenadas cartesianas e,
posteriormente, as convertem para coordenadas geograficas (longitude e latitude), além de fornecer
sua altitude.

No exercicio que resolveremos a seguir, extraido de [1], discutiremos, sob o ponto de vista ma-
tematico, o método usado pelo GPS na localizacao de pontos sobre a superficie terrestre ou préximos
a ela. Nosso objetivo serd obter as coordenadas geograficas (longitude e latitude) e a elevagao de
um receptor GPS que recebeu sinais de quatro satélites, indicados a seguir por suas coordenadas
cartesianas. Para isso, com o auxilio de uma calculadora cientifica, utilizaremos uma precisao de seis
casas decimais ap6s a virgula e consideraremos o raio da superficie terrestre medindo 6, 378164 - 10°
metros e a velocidade do sinal emitido por cada satélite sendo igual a 2,99792458 - 108 m/s.

Exercicio: A tabela a seguir fornece as efemérides, em metros, de quatro satélites do sistema GPS.

X y z

Satélite 1 1,877191188.10° | —1,064608026.107 | 2,428036099.10"
Satélite 2 1,098145713.107 | —1,308719098.107 | 2,036005484.10"
Satélite 3 2,459587359.10" | —4,336916128.10° | 9,090267461.10°
Satélite 4 3,855818937.10° | 7,251740720.10° | 2,527733606.10°

Um receptor GPS registra os seguintes lapsos de tempo, em segundos, entre a transmissao e a
recepcao do sinal de cada satélite.

Satélite 1
0,08251731391

Satélite 2
0,07718558331

Satélite 3
0,06890629029

Satélite 4
0,07815826940

Com base nestes dados, obtenha as coordenadas geogréficas do receptor (P) e, usando o sitio da
internet Google Maps, identifique a posicao do mesmo.

Resolugao: Conforme foi dito antes, a determinacao da posicao de pontos pelo sistema GPS é re-
alizada a partir da intersecao de quatro superficies esféricas imaginarias com centros nos satélites e
raios, respectivamente, iguais as suas distancias ao receptor. Para o que segue, denotaremos por ¥;
a superficie esférica de centro no satélite ¢ e raio R;, para i = 1,2, 3,4.

Desse modo, aplicando a férmula d; = v - t;, com v = 2,99792458 - 10® m/s sendo a velocidade do
sinal e t; o tempo que o sinal levou do satélite 7 ao receptor, teremos:
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Ry = d;, = 0,08251731391 - 2,99792458 - 10° = 24.738.068, 36 = R;? = 611, 972026 - 10*2
Ry = dy = 0,07718558331 - 2,99792458 - 10® = 23.139.655, 74 => R,* = 535, 443668 - 10*2
Ry = d3 = 0,06890629029 - 2,99792458 - 10° = 20.657.586, 14 = Rs* = 426, 735865 - 10*?
Ry = dy = 0,07815826940 - 2,99792458 - 10° = 23.431.259, 70 = R,? = 549, 023931 - 10*2

Dai, teremos as seguintes equagoes reduzidas das superficies esféricas:
Y1 (z— 1,87719118 - 10%)% + (y + 1,06460803 - 107)? + (2 — 2,4280361 - 107)? = 611, 972026 - 10"

My i (x —1,09814571 - 107)% + (y + 1,3087191 - 107)? + (2 — 2,03600548 - 107)? = 535, 443668 - 10"
Y30 (2 — 2,45958736 - 107)% + (y 4 4, 33691613 - 10°)% + (2 — 9,09026746 - 10°)? = 426, 735865 - 102
Yy i (o —3,85581894 - 10%)% + (y — 7,25174072 - 10%)% + (2 — 2, 52773361 - 107)* = 549,023931 - 102

Desenvolvendo os quadrados, subtraindo, membro a membro, a expressao assim obtida de >
por cada uma das trés restantes e dividindo as igualdades resultantes por 10°, obtemos o sistema de
equacoes lineares a seguir.

18,208532x — 4, 882221y — 7,840612z = 76, 528359 - 10°
45,437365z + 12,618329y — 30, 380187z = 185,236162 - 10°
3,9572562 + 35, 795642y + 1,993950z = 62, 948095 - 10°

Resolvendo tal sistema, por escalonamento, obtemos a solucdo (lnica) z = 5,659555 - 106,
y = 0,978366 - 105 e 2 = 2,773664 - 10°. Logo, o receptor P possui coordenadas cartesianas da-
das por P = (5,659555 - 10%m; 0, 978366 - 105m; 2, 773664 - 10°m).

Agora basta converter em coordenadas geograficas as coordenadas cartesianas de P. Para isso,
aplicaremos o mesmo procedimento usado na resolucao do exemplo contido na secao 4.3, do capitulo
anterior. Inicialmente, de y > 0 e z > 0, concluimos que P esta situado no hemisfério Norte e a leste
do meridiano de Greenwich.

z

Se ¢ e 0 sao, respectivamente, a longitude e a latitude de P, entdao, de senfl = \/ﬁ e
Te+y +z

= == itul :
cos¢p T conforme apresentadas no capitulo 4, obtemos
senf — 2,773664 - 106
\/(5, 659555 - 106)2 + (0, 978366 - 105)2 + (2, 773664 - 106)2
senf = 0, 43486872 = 0 = 25, 776941 ° ~ 25°46'37" N
e

5, 659555 - 10°
v/ (5,659555 - 106)2 + (0, 978366 - 106)2
cosp = 0,98538479 = ¢ = 9,807776° ~ 9°48'28" E.
A altitude (ou elevacao) de P é dada pela diferenca \/m — R, onde R é o raio da Terra.

Dali, teremos:

cosp =

V/(5,659555 - 109)2 + (0, 978366 - 105)2 + (2, 773664 - 106)2 — 6, 378164 - 10° ~ —0, 094,
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Portanto, as coordenadas geograficas do receptor sao 9°4828”FE e 25°46'37" N, estando este
situado a uma altitude bem préxima ao nivel do mar, porém um pouco inferior a esta. Consultando o

sitio Google Maps (figura 5.5), identificamos a localizacao do receptor: nas proximidades da fronteira
da Argélia com a Libia (Africa).
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Figura 5.5: Localizacao do receptor P (balao vermelho). Fonte: Google Maps
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Para concretizacao deste trabalho, foi necessario realizar um estudo sobre o contexto histérico e
os resultados basilares da Geometria Esférica, através do qual foi possivel conhecer as geometrias nao
euclidianas. Pela importancia dos resultados encontrados nestas geometrias, constatamos a existéncia
de nao apenas uma geometria, mas sim varias geometrias, e que as mesmas dependem da nocao in-
tuitiva que damos aos conceitos primitivos, porém nao tratamos, neste material, de apresentar de
forma axiomatica a geometria em estudo.

Foi constatado que uso das nocoes de Geometria Esférica nao é recente, pois remota de pelo mesmo
2000 anos atras, motivado por questoes agricolas, astronomicas e de navegacao. No presente mate-
rial, foram destacadas algumas aplicagoes desta geometria na Navegacao e na Agrimensura, porém
esta tem muitas outras aplicagbes em véarias areas, como, por exemplo, na Astronomia, quando apro-
ximamos a Terra ou outro corpo celeste por uma esfera.

Este trabalho teve como objetivo principal contribuir para a insercao, no ensino médio, da ge-
ometria que trata da determinacao de medidas sobre o globo terrestre, através de uma primeira
apresentacao dos conceitos e resultados basilares da Geometria Esférica e de Coordenadas Cartesi-
anas no espaco, para professores e alunos desta modalidade de ensino, por meio de material com
linguagem acessivel. Buscamos, sempre que possivel, apresentar e demonstrar os resultados contidos
na Geometria Esférica a partir de resultados da Geometria Euclidiana, tendo em vista que o didlogo
entre estas geometrias pode proporcionar clareza e entendimento efetivo.

A abordagem da Geometria Esférica, na educagao basica, significa propiciar aos estudantes o
acesso a outras ideias, ampliando seus conhecimentos e desenvolvendo o pensamento geométrico.
Segundo palavras do matematico Henri Poincaré, que afirma “nenhuma geometria é mais correta
do que outra, apenas é mais conveniente”, temos que uma geometria nao ¢ “mais correta”’do que
as demais, mas se aplica aquela que melhor descreve um determinado contexto. Nesta perspectiva,
o professor de Matematica da educacao bésica deve promover a discussao com os seus alunos sobre
Geometria Esférica em termos, por exemplo, desta fornecer um modelo de descricao do planeta em
que vivemos (sendo a geometria que melhor se aplica para tal intento).

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) para a Educagao Bésica preconizam que haja co-
nexoes entre os temas matematicos de diferentes campos e entre esses temas e o conhecimento de
outras areas curriculares. Neste ambito, conforme podemos perceber neste material, trabalhos desen-
volvidos com a Geometria Esférica no ensino médio podem estabelecer, de forma pratica, conexoes
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entre a Matematica, a Geografia, a Astronomia e a Fisica, revelando-se como prazerosas e interes-
santes, contribuindo para uma formacao discente pautada na reflexao e na critica da realidade que
NOS Cerca.

A Geometria Esférica compoe um segmento da Matemaética belo do ponto de vista histérico e
educacional, como pode ser observado, e que os professores em formacao devem possui uma pre-
paracao académica sobre a mesma. Porém, isto nao ocorre na realidade. Segundo uma pesquisa que
consta em [6], realizada em 166 instituigdes de Ensino Superior, a fim de verificar o estado da arte
do ensino das Geometrias Nao Euclidianas, os resultados revelam que apenas 12 apresentavam na
matriz curricular alguma disciplina cujo titulo evidencia o estudo de Geometrias Nao Euclidianas,
em particular de Geometria Esférica. Esta pesquisa aponta para o triste dado de que apenas 7% das
166 instituigoes formam professores que sabem da existéncia de outras geometrias além da euclidiana.

Os resultados constatados em tal pesquisa apontam para a necessidade de uma abordagem efetiva
das Geometrias Nao Euclidianas, em particular da Geometria Esférica, nos cursos de Licenciatura,
para que os estudos dos conceitos basicos desta geometria nas salas de aulas de ensino médio seja
uma realidade alcancavel, tendo em vista as contribuicoes desta para a formagao critica de nossos
alunos.
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