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Resumo

O objetivo principal desta dissertação é estabelecer a existência e unicidade de soluções

fortes e o decaimento exponencial da energia do seguinte sistema termoelastico não-linear

com coeficiente não-local:

u
′′
(t) −M(x, t, |∇u(t)|2)∆u(t) + (a · ∇)θ = 0 em Q

θ
′
(t) + B · θ+ (a · ∇)u ′ = 0 em Q

onde Q = Ω×]0, T [, com T > 0 arbitrário e Ω é um aberto limitado do Rn.

Palavras Chaves: Existência e unicidade de Solução fortes, sistema termoelastico não-

linear com coefientes não-local, decaimento da energia
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Abstract

The main goals of this dissertation is to establish existence and uniqueness of strong

solutions and exponential decay of the energy of following nonlinear thermoelastic system

with nonlocal coefficients:

u
′′
(t) −M(x, t, |∇u(t)|2)∆u(t) + (a · ∇)θ = 0 in Q

θ
′
(t) + B · θ+ (a · ∇)u ′ = 0 in Q

where Q = Ω×]0, T [, with T > 0 is a arbitrary real number and Ω is a open bounded of

Rn.

Keyworks: Existence and Uniqueness of the strong solutions, nonlinear thermoelastic

system with nonlocal coefficients, decay of the energy.
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Introdução

Este trabalho foi inspirado principalmente no artigo dos professores,Haraldo Clark, e

,Ronald Guardia [6] onde estudamos a existência e unidade de solução para um Sistema

Termoelástico Acoplado, bem como o decaimento da Energia associado ao sistema.

Assim tomando Ω ⊂ Rn um subconjunto limitado com fronteira suave Γ . Em Chipotle-

Lover [13] foi investigada uma equação parabólica descrevendo a média da difusão, por

exemplo, da temperatura em todo o seu domı́nio. Mais precisamente, se θ = θ(x, t) é a

temperatura relativa, a equação:

θ
′
− a(l(θ))∆θ = 0 em Q (1)

é um modelo aproximado para tais problemas, em que a é uma função cont́ınua limitada

de R em R, l é um funcional linear cont́ınuo de L2(Ω) em R que depende do coeficiente

de difusão não local
∫
Ω
θ(t)dx.

O termo não-local da equação (1) é obtido mediante a aplicação da lei não-local de Fourier

, onde o fluxo de calor depende das medições de temperatura feitas não localmente,

mas, em média, através do condutor Ω. Assim, a lei material pode ser declarada como

−→q (x, t) = −k(t)∇θ(x, t), onde a função k é dada por k(t) = k(
∫
Ω
θ(t)dx), isto é, o fluxo

de calor depende da energia térmica total armazenada em Ω.

Uma generalização direta do coeficiente de difusão não-local da equação (1) é o operador

B definido por

B(t)θ(·, t) = −

n∑
i,j=1

Bij(θ(·, t), t)∂2xixjθ(·, t) com Bij : L
1(Ω)× [0,∞[→ R, (2)

que será usado ao longo deste trabalho. Este aperador B também foi considerado em

Fernandez-Cara [4].

Em Ĺımaco [8] foi derivado um modelo para pequenas vibrações transversais de uma

membrana elástica assumindo que a densidade do material não é constante. Mais preci-

1



Sumário 2

samente, quando u = u(x, t) é a deformação da membrana, um modelo aproximado para

este fenômeno f́ısico pode ser escrito para uma equação dissipativa do tipo de membrana

com coeficientes variáveis como este.

u
′′
−M

(
·, ·,
∫
Ω

|∇u(t)|2R
)
∆u+ k(·, ·)u ′ = 0 em Q (3)

onde M =M(x, t, λ) =M1(x, t)+M2(x, t, λ) e k = k(x, t) são funções reais definidas em

Ω× [0,∞)× [0,∞) e Ω× [0,∞), respectivamente.

Se o momento, ku
′

for anulado temos um modelo de membrana conservativa

u
′′
−M

(
·, ·,
∫
Ω

|∇u(t)|2R
)
∆u = 0 em Q, (4)

considerando o efeito da temperatura em alguns fenêmenos oscilatórios origina-se o sistema

termoelátisco acoplado, um acoplamento natural é através do operador (a · ∇) definido

por
n∑
i=1

ai∂xi sendo a = (a1, . . . ,an) ∈ Rn constante.

Assim iremos investigar a existência e unicidade do seguinte problema:

u
′′
−M

(
·, ·,
∫
Ω

|∇u(t)|2R
)
∆u+ (a · ∇)θ = 0 em Q

θ
′
+ Bθ+ (a · ∇)u ′ = 0 em Q

u = θ = 0 em Σ

u(x, 0) = u0(x),u
′
(x, 0) = u1(x), θ(x, 0) = θ0(x) em Ω

(5)

onde as derivadas de (5) são no sentido das distribuições de Schwartz.

A existência de soluções globais do problema (5) é estabelicida impondo algunas restrições

sobre as condições iniciais u0,u1 e θ0, onde supomos que u0 ∈ H1
0(Ω) ∩H2(Ω), u1, θ0 ∈

H1
0(Ω) e defimos a seguinte constante real positiva

K0 =
1

2

[
|∇u1|

2 + |∇θ0|2 + C0f(|∇u0|
2)
]
|∆u0|

2 (6)



Caṕıtulo 1

Notações e Resultados

Neste caṕıtulo, apresentamos alguns resultados necessários, para que o leitor possa ter

uma melhor compreensão dos conteúdos abordados nos capitulos seguintes.

1.1 Tópicos de Análise Funcional

1.1.1 Convergência Fraca e Fraca Estrela

Definição 1.1.1. Seja E um espaço vetorial normado. O dual topológico de E, ou sim-

plesmente dual de E, o qual representamos por E
′
, é o conjunto de todos os funcionais

lineares cont́ınuos f : E→ R.

Definição 1.1.2. (Convergência Fraca). Sejam E um espaço de Banach e (xk)k∈N uma

sequência de E. Então, xk converge fraco para x em E, notação xk ⇀ x, se, e somente

se, 〈f, xk〉 → 〈f, x〉, para todo f ∈ E ′.

Definição 1.1.3. (Convergência Fraca Estrela). Sejam E um espaço de Banach e (fk)k∈N)

uma sequência de E
′
. Então, fk converge fraco estrela para f em E

′
, notação fk ⇀ f, se,

e somente se, 〈fk, x〉 → 〈f, x〉, para todo x ∈ E.

Observação 1.1.1. Lembremos que as topologias fraca e fraca estrela, num espaço E, são

representadas por σ(E,E
′
) e σ(E

′
,E), respectivamente.

1.1.2 Espaços Separáveis e Reflexivos

Seja E um espaço normado. Em E podemos definir a aplicação

J : E→ E
′′
, 〈J(x), f〉 = 〈f, x〉 para todos x ∈ E e f ∈ E ′ ,

3
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à qual é chamada de mergulho canônico de E em E
′′
.

Definição 1.1.4. (Espaço Reflexivo). Um espaço normado E é dito reflexivo quando o

mergulho canônico for sobrejetivo, isto é, J(E) = E
′′
.

Definição 1.1.5. Um espaço normado E que tem um subconjunto enumerável e denso

em E é dito separável.

Teorema 1.1.1. (Banach-Aloglu-Bourbaki) Para todo espaço normado E, a bola

B
′

E = {f ∈ E ′ ; ‖f‖ 6 1}

é compacta da topologia fraca estrela.

Demonstração. Vide [1], pag.66.

Lembremos que um espaço topológico X é metrizável quando existir uma métrica em X

que define a topologia de X. Agora, podemos enuciar o seguinte:

Teorema 1.1.2. Seja E um espaço de Banach. Então, E é separável se, somente se, a

bola unitária (B
′

E,σ(E
′
,E)) for metrizável.

Demonstração. Vide [1], pag.74.

Corolário 1.1.1. Sejam E um espaço de Banach separável e (fk)k∈R uma sequência

limitada do seu dual E
′
. Então existe uma subsequência (fkj)j∈R de (fk)k∈R que converge

fraco estrela.

Demonstração. Vide [1], pag.76.

Teorema 1.1.3. Em uma espaço de Banach reflexivo, toda sequência limitada possui

subsequência fracamente convergente.

Demonstração. Vide [1], pag.69.

1.2 Teoria das Distribuição Escalares

1.2.1 Notações

Chamamos de multi-́ındice a qualquer n-upla α = (α1, . . . ,αn), onde αi ∈ N, para cada

i = 1, . . . ,n. Escrevemos α ∈ Nn. A ordem de um multi-́ındice α, denotada por |α| é o

inteiro positivo

|α| = α1 + . . . + αn.
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O operador derivada parcial, de ordem α, α ∈ Nn, denotado por Dα, é definido por

Dαu =
∂|α|u

∂α1
x1 . . .∂αnxn

1.2.2 O espaço C∞0 (Ω)

Sejam Ω ⊂ Rn um subconjunto aberto do Rn e φ : Ω → R uma função real cont́ınua.

O suporte de φ, denotado por suppφ, é o fecho do conjunto dos pontos x ∈ Ω, tal que

φ(x) 6= 0. Representamos por

suppφ = {x ∈ Ω;φ(x) 6= 0}
Ω

Definição 1.2.1. Denotamos por C∞0 (Ω) a classe de funções reais em Ω, infinitamente

diferenciáveis e cujo o suporte é compacto, isto é,

φ ∈ C∞0 (Ω)⇒ φ ∈ C∞(Ω) e suppφ é compacto.

Definição 1.2.2. Sejam Ω ⊂ Rn aberto e (φk)k∈R uma sequência contida em C∞0 (Ω).

Dizemos que (φk)k∈R converge para φ em C∞0 (Ω) quando:

1. φ ∈ C∞0 (Ω) e existe um compacto K ⊂ Ω tal que suppφ ⊂ K e suppφk ⊂ K, para todo

k ∈ R;

2. Dαφk → Dαφ, uniformente, para todo multi-́ındice α ∈ Nn.

O espaço C∞0 (Ω), munido com a noção de convergência acima é denotado por D(Ω).

1.2.3 A Derivada Distribucional

Definição 1.2.3. Seja Ω ⊂ Rn um aberto. Uma aplicação T : D(Ω) → R é uma

distribuição, quando for linear e cont́ınua, ou seja,

1. T(αψ+ βφ) = αT(ψ) + βT(φ), para todos ψ,φ ∈ D(Ω)

2. Se φk → φ em D(Ω) então T(φk)→ T(φ) em R.

O valor da distribuição T em D(Ω) será reprsentado por 〈T ,φ〉.

O espaço das distribuições em D(Ω) também pode ser munido com uma noção de

convergência, á qual, é dada a seguir através da seguinte definição.
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Definição 1.2.4. Considere o espaço das distribuções em D(Ω). Dizemos que a sequência

(Tk)k∈R converge para T , nesse espaço, quando a sucessão (〈Tk,φ〉)k∈R converge para

〈T ,φ〉, para todo φ ∈ D(Ω).

O espaço das distribuições em D(Ω), munido com a noção de convergência acima, é

denotado por D
′
(Ω).

Agora, iremos tratar de um conceito muito utilizado na teoria das Equações Diferen-

ciais Parciais (EDP), que é a derivada no sentido das distribuições ou derivada segundo

Sobolev-Schawartz.

Definição 1.2.5. Sejam Ω ⊂ Rn um aberto, T ∈ D
′
(Ω) e α ∈ Nn um nulti-́ındice.

Definimos a derivada distribucional de ordem α de T como sendo a aplicação linear e

cont́ınua DαT : D(Ω)→ R, dada por

〈DαT ,φ〉 = (−1)|α|〈T ,Dαφ〉,∀φ ∈ D(Ω),∀α ∈ Nn.

Segue da definição acima, que cada distribuição T possui derivadas de todas as ordens.

Notemos que a aplicação

Dα : D
′
(Ω) → D

′
(Ω)

T → DαT

é linear e cont́ınua no sentido da convergência definida em D
′
(Ω) , ou seja, se Tk → T em

D
′
(Ω) então DαTk → DαT em D

′
(Ω).

1.3 Os Espaços Lp(Ω)

Definição 1.3.1. Sejam Ω ⊆ Rn um subconjunto aberto e p ∈ R com 1 6 p < ∞ é

definido

Lp(Ω) = {f : Ω→ R; f mensurável e |f|p ∈ L1(Ω)}

O espaço Lp(Ω) com 1 6 p <∞ é um espaço de Banach equipado com a norma

‖ f ‖Lp(Ω)=
[ ∫
Ω

|f(x)|pdx
] 1
p

.

Definição 1.3.2. Seja Ω ⊆ Rn um subconjunto aberto. Definimos:

L∞(Ω) = {f : Ω→ R; f menurável e ∃C constante tal que |f(x)| 6 C}
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O espaço L∞(Ω) é um espaço de Banach equipado com a norma

‖ f ‖L∞(Ω)= inf{C; |f(x)| 6 C q.s em Ω}.

Teorema 1.3.1. (Desigualdade de Hölder). Sejam as funções f ∈ Lp(Ω),g ∈ Lq(Ω) com

1 6 p <∞ e q o expoente conjugado de p; isto é 1
p
+ 1
q
= 1. Então f.g ∈ L1(Ω) e∫

Ω

|fg|dx 6‖ f ‖Lp(Ω)‖ g ‖Lq(Ω)

Demonstração. Vide [15], pag.8.

Teorema 1.3.2. Sejam (fk)k∈N uma sequência em Lp e f ∈ Lp, tal que ‖ fk − f ‖Lp→ 0.

Então existe uma subsequência (fkj)j∈N de (fk)k∈N e uma função h ∈ Lp tal que

(a) fkj(x)→ f(x) q.s em Ω.

(b) |fkj(x)| 6 h(x) para todo k e q.s em Ω

Demonstração. Vide [1], pag.94.

Definição 1.3.3. Diz-se que a função f : Ω → R é localmente integrável em Ω, quando

f é integrável à Lebesgue em todo compacto K ⊂ Ω. O espaço das funções localmente

integráveis é denotado por L1loc(Ω). Em śımbolos tem-se

f ∈ L1loc(Ω)⇐⇒
∫
K

|f|dx <∞, para todo compacto K ⊂ Ω.

Teorema 1.3.3. (Desigualdade de Young). Sejam p > 1 e q > 1 reais tais que 1
p
+ 1
q
= 1.

Dados a > 0 e b > 0 então vale

ab 6
ap

p
+
bq

q
,

valendo a igualdade se ap = bq.

Demonstração. Vide [5], pag.622.

Lema 1.3.1. (Du Bois Raymond). Seja u ∈ L1loc(Ω) e 〈Tu,ϕ〉 =
∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx para

toda ϕ ∈ D(Ω). Então Tu = 0 se, e somente se, u = 0 quase sempre em Ω.

Demonstração. Vide [12], pag.8.

Observação 1.3.1. Outro resultado interessante é que a derivada de uma função L1loc(Ω),

não é em geral uma função de L1loc(Ω).

Tal fato, motivará a definição de uma classe significativa de espaços de Banach de

funções conhecidas sob a denominação de Espaçõs de Sobolev.
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1.4 Espaços de Sobolev

Definição 1.4.1. Sejam uma aberto do Rn, 1 6 p 6∞ e m ∈ N. O Espaço de Sobolev

que denotamos por Wm,p(Ω), é o espaço vetorial das funções em Lp(Ω) cujas derivadas

distribucionais de ordem α pertencem a Lp(Ω), para todo multi-́ındice α com |α| 6 m.

Simbolicamente escrevemos:

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω) para todo α tal que |α| 6 m}.

O espaço Wm,p(Ω) com 1 6 p <∞ é um espaço de Banach equipado com a norma

‖ u ‖Wm,p(Ω)=
( ∑

|α|6m

∫
Ω

|Dαu(x)|pdx
) 1
p

,

Também Wm,∞(Ω) é um espaço de Banch com norma

‖ u ‖Wm,∞(Ω)=
∑

|α|6m

sup ess|Dαu(x)|.

Quando p = 2, o espaço Wm,p(Ω) será representado por Hm(Ω) que é um Espaço de

Hilbert, cujo produto interno e a correspondente norma induzida em Hm(Ω) são dadas

por

〈u, v〉Hm(Ω) =
∑

|α|6m

〈Dαu,Dαv〉L2(Ω) e ‖ u ‖Hm(Ω)=
( ∑

|α|6m

∫
Ω

|Dαu(x)|2dx
) 1

2

Agora vamos apresentar algumas desigualdades de Sobolev que serão úteis no desen-

volvimento do trabalho.

Corolário 1.4.1. Supanhamos que Ω é um conjunto aberto de Rn e de classe C1 com Γ

limitado, seja 1 6 p 6∞ então tem-se:

Se p < n, W1,p(Ω) ↪→ Lp
∗
(Ω), onde 1

p∗
= 1
p
− 1
n

;

Se p = n, W1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), para todo q ∈ [p,+∞);

Se p > n, W1,p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

e todas estas injeções são cont́ınuas. Além disso, se p > n tem-se que para todo

u ∈W1,p(Ω) vale:

|u(x) − u(y)| 6 C ‖ u ‖W1,p |x− y|α q.s x,y ∈ Ω

onde α = 1−(n/p) e C dependa apenas do Ω,p e n. Em particular W1,p(Ω) ↪→ C(Ω).
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Demonstração. Vide [1], pag.285.

Teorema 1.4.1. Supanhamos que Ω é um conjunto aberto de Rn e de classe C1 com Γ

limitado, seja 1 6 p 6∞ então temos as seguintes injeções compactas

Se p < n, W1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), para todo q ∈ [1,p∗) 1
p∗

= 1
p
− 1
n

;

Se p = n, W1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), para todo q ∈ [p,+∞);

Se p > n, W1,p(Ω) ↪→ C(Ω).

Em particular veja [1] W1,p(Ω) ↪→ Lp(Ω), com injeções compacta para todo p e para

todo n.

Demonstração. Vide [1], pag.285.

Definição 1.4.2. Seja Ω um subconjunto de Rn, definimos

Wm,p
0 (Ω) = D(Ω)

Wm,p(Ω)

Teorema 1.4.2. (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos que Ω é um subconjunto

aberto e limitado do Rn e 1 6 p <∞. Então existe uma constante C (dependendo de Ω

e p) tal que

‖ u ‖Lp(Ω)6 C ‖ ∇u ‖Lp(Ω), para todo u ∈W1,p
0 (Ω).

Demonstração. Vide [1], pag.57.

1.4.1 Identidade de Gauss

Denotamos por D(Ω) ao espaço formado pelas restrições à Ω das funções f ∈ D(Rn).

Temos que se Ω ⊂ Rn é um aberto, limitado cuja fronteira Γ bem regular então D(Ω) é

denso em H1(Ω). Além disso, se f,g ∈ D(Ω) vale a identidade∫
Ω

∂

∂xi
(fg)dx =

∫
Γ

fgνidΓ ,

onde νi = cos(xi,ν), ν representando a normal unitária externa à Γ . Portanto,∫
Ω

∂f

∂xi
gdx = −

∫
Ω

f
∂g

∂xi
dx+

∫
Γ

fgνidΓ ,

para todo par f,g ∈ D(Ω). Por densidade, temos que a indentidade acima, denominada

identidade de Gauss, vale para todo para f,g ∈ H1(Ω). Veja [12], por exemplo.
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1.5 Espaços Lp(0, T ;X)

Nessa seção, estendemos as noções de mensurabilidade e integrabilidade às funções

f : [0, T ]→ X, onde X é um espaço de Banach e cuja norma é representada por ‖ · ‖X

Definição 1.5.1.

1. Uma função s : [0, T ]→ X é chamada simples quando tem a forma

s(t) =

n∑
i=n

χEi(t)ui,

onde cada Ei é um conjunto Lebesgue mensurável de [0, T ], χEi é a função caracteŕıstica

de Ei e ui ∈ X, para cada i = 1, . . . ,n.

2. Uma função f : [0, T ] → X é fortemente mensurável quando existe uma sequência de

funções simples sk : [0, T ]→ X tal que

sk(t)→ f(t) em q.s de [0, T ].

Definição 1.5.2. Seja X um espaço de Banach. Denotemos por Lp(0, T ;X), com

1 6 p 6 ∞, o espaço vetorial das (classes de funções de f) funções f : (0, T) → X

fortemente mensuráveis, tais que há aplicação t 7→‖ f(t) ‖X∈ Lp(0, T).

O espaço Lp(0, T ;X), com 1 6 p <∞ é um espaço de Banach com a norma

‖ f ‖Lp(0,T ;X)=
( T∫

0

‖ f(t) ‖pX dt
) 1
p

.

O caso p =∞, temos que L∞(0, T ;X) é completo com a norma

‖ f ‖L∞(0,T ;X)= sup ess ‖ f(t) ‖X .

Quando p = 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço L2(0, T ;X) é um espaço de Hilbert

cujo produto interno é dado por

〈f,g〉L2(0,T ;X) =
T∫
0

〈f(t),g(t)〉Xdt.

Onde 〈f(t),g(t)〉X é um produto interno em X.
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Observação 1.5.1. Vemos que, quando X é reflexivo e separável e, 1 < p < ∞, então

Lp(0, T ;X) é reflexivo e separável e além disso, seu dual topológico Lp(0, T ;X)
′

identifica-

se com o espaço de Banach Lq(0, T ;X
′
), sendo q o conjugado de p, isto é, 1

p
+ 1
q
= 1. A

dualidade entre Lp(0, T ;X) e Lq(0, T ;X
′
) é dada na forma integral

〈f,g〉Lq(0,T ;X ′),Lp(0,T ;X) =
T∫
0

〈f(t),g(t)〉X ′ ,Xdt,

onde 〈., .〉X ′ ,X representa a dualidade entre X e X
′
.

O dual topológico de L1(0, T ;X) identifica-se com L∞(0, T ;X
′
).

A seguir, enuciamos importantes resultados concernentes aos espaços Lp(0, T ;X) e

foram essenciais para o desenvolvimento de nosso trablaho.

Proposição 1.5.1. Sejam X e Y espaços de Banach e suponha X ↪→ Y. Se 1 6 q 6 p 6∞
então

Lp(0, T ;X) ↪→ Lq(0, T ; Y).

Demonstração. Vide [10] .

Teorema 1.5.1. (Aubin-Lions). Sejam B0,B,B1 espaços de Banach, B0 e B1 reflexivos,

a imersão de B0 em B é compacta, B imerso continuamente em B1, 1 < p0, p1 <∞ e W

o espaço

W = {u ∈ Lp0(0, T ;B0);u
′ ∈ Lp1(0, T ;B1)}

equipado da norma

‖ u ‖W=‖ u ‖Lp0(0,T ;B0) + ‖ u ‖Lp1(0,T ;B1)

Então W é um espaço de Banach, e a imersão de W em Lp0(0, T ;B) é compacta.

Demonstração. Vide [7] .

Observação 1.5.2. Uma consequência do teorema de Aubin-Lions: se (un)n∈N é uma

sequência limitada em L2(0, T ;B0) e (u
′
n)n∈N é uma sequência limitada em L2(0, T ;B1)

então (un)n∈N é limitada em W. Dáı, segue-se que existe uma subsequência (unk)k∈N de

(un)n∈N tal que unk → u forte em L2(0, T ;B).

Proposição 1.5.2. Sejam X e Y espaços de Banach tais que X é imerso, cont́ınua e

densamente, em Y. Suponha que f ∈ L1(0, T ;X) e f
′ ∈ L1(0, T ; Y). então f ∈ C0(0, T ; Y).

Demonstração. Vide [2] .
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1.5.1 Distribuição Vetorial

Sejam f ∈ Lp(0, T ;X), fixada arbitrariamente, e τf : D(0, T)→ X a aplicação dada por

〈τf,φ〉 =
T∫
0

f(t)φ(t)dt, ∀φ ∈ D(0, T).

Note, primeirante que a integral acima é um vetor de X. Observe também que τf

é linear e cont́ınua. Com efeito a linearidade é imediata e, quanto a continuidade, seja

(φk)k∈N uma sequência em D(0, T) tal que φk → 0 quando k→∞. Então,

‖ 〈τf,φ〉 ‖X =
∥∥∥ ∫T0 f(t)φkdt∥∥∥

X

6
∫T
0 ‖ f(t) ‖X |φk(t)|Rdt

6
( ∫T

0 ‖ f(t) ‖
p
X

) 1
p
( ∫T

0 |φk|
q
R

) 1
q

sendo 1
p
+ 1
q
= 1. Portanto,

‖ 〈τf,φ〉 ‖X6‖ f ‖Lp(0,T ;X)‖ φk ‖Lq(0,T)

Como φk → 0 uniformente, temos, que 〈τf,φ〉〉 → 0, quando k → ∞. Conclúımos

que τf é cont́ınua.

Dizemos que τf é uma distribuição D(0, T), a valores no espaço vetorial X, definida

por uma função f ∈ Lp(0, T ;X) e escrevemos:

τf ∈ L(D(0, T);X).

O espaços L(D(0, T);X) é denominado espaço vetorial de todas as distribuições em

D(0, T) tomando valores em X.

1.6 Existência e Prolongamento de Soluções de EDO’s

Seja D um subconjunto aberto de Rn+1 cujos os elementos são denotados por (t, x), onde

t ∈ R e x ∈ Rn e seja f : D→ Rn uma função não necessariamente cont́ınua. Associado

à função f e à um ponto (t0, x0) ∈ D temos o Problema de Valor Inicial (PVI), também

chamando de Problema de Cauchy, x
′

= f(t, x)

x(t0) = x0
(1.1)
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Definição 1.6.1. Uma solução, no sentido, do Problema de Cauchy (1.1) é uma função

φ(t) absolutamente cont́ınua, tal que, para algum número real β > 0, tenhamos

• (t,φ(t)) ∈ D para todo t ∈ [t0 − β, t0 + β],

• φ(t0) = x0,

• φ ′(t) = f(t,φ(t)) quase sempre em [t0 − β, t0 + β].

Definição 1.6.2. Dizemos que uma função f : D ⊂ Rn+1 → Rn+ satisfaz as condições

de Caratheodory quando:

• f(t, x) é mensurável em t, para cada x fixado;

• f(t, x) é cont́ınua em x, para cada t fixado;

• para cada compacto K ⊂ D existe uma função mk(t), integrável, tal que,

‖ f(t, x) ‖Rn6 mk(t), ∀(t, x) ∈ D

Considere o retângulo R = {(t, x) ∈ Rn+1; |t− t0| 6 a e |x− x0| 6 b} com a,b > 0.

Teorema 1.6.1. (Teorema de Carathéodory). Seja f : R→ Rn satisfazendo as condições

de Carathéodory em R. Então, o problema (1.1) admite um solução φ(t) sobre algum

intervalo |t− t0| 6 β.

Demonstração. Vide [14], pag.156.

Uma consequência imediata do Teorema de Carathéodory é o seguinte resultado:

Corolário 1.6.1. Sejam D ⊂ Rn+1 aberto e f : D → Rn satisfazendo as condições de

Carathéodory. Então, o problema (1.1) tem solução, para todo (t0, x0) ∈ D.

Sejam φ(t) uma solução de x
′
= f(t, x) sobre um intervalo I ⊂ R e J tal que I ⊂ J.

Dizemos que φ(t) tem prolongamento até J quando existir umas aplicação ϕ : J→ Rn tal

que ϕ é solução de x
′
= f(t, x) e ϕ

∣∣∣
I
= φ. Um resultado muito importante para o nosso

trabalho e que é consequência do Teorema 2, enunciado na pág. 159 de [14] é a seguinte

proposição.

Proposição 1.6.1. Sejam D = [0, T ] × B, sendo T um número real positivo, B = {x ∈

Rn; |x| 6 b com b > 0} e f : D → Rn satisfazendo as condições de Cathéodory. Além

disso, considere φ(t) uma solução de x
′

= f(t, x);

x(t0) = x0, |x0| 6 b.
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Suponha que em qualquer intervalo I onde φ(t) estiver definida, se tenha φ(t) 6M, para

todo t ∈ I, M independente de I e M < b. Então φ tem um prolongamento até [0, T ].

Demonstração. Vide [14], pag.164.

1.7 Funções Próprias e Decomposição Espectral

Teorema 1.7.1. Suponha Ω um subonjunto aberto e limitado do Rn. Então,

1. Existe uma sequência de números reais (λk)k∈N satisfazendo:

0 < λ1 6 λ2 6 λ3 6 . . .

e

λk →∞ quando k→∞.

2. Existe uma base ortonormal (ek)k∈N de L2(Ω) tais que ek ∈ H1
0(Ω) e, além disso −∆ek = λkek

ek = 0 em Γ

para todo k ∈ N. Onde Γ = ∂Ω fronteira de Ω

Dizemos que os números (λk)k∈N são autovalores de −∆, com a condição de Dirichlet,ek =

0 em Γ e que as funções ek são as autofunções associados aos autovalores. Se, além disso,

Γ de classe C2 então temos que ek ∈ H2(Ω), para k ∈ N.

Demonstração. Vide [5], pag.335.

1.8 Desigualde de Gronwall

• Forma integral Sejam C > 0, f : (s, T) → R uma função integrável, com f(t) > 0

quase sempre em (s, T) e g : [s, T ]→ R uma função cont́ınua e não negativa,tal que

g(t) 6 C+

∫ t
s

f(ξ)g(ξ)dξ,∀t ∈ [s, T ]

Então

g(t) 6 Ce
∫t
s f(ξ)dξ,∀t ∈ [s, T ]

Demonstração. Vide [2], pag.55.
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• Forma diferencial Seja η(.) um função não negativa e absolutamente cont́ınua em

[0, T ]

◦ Se η satisfaz, para quase todo t ∈ [0, T ], a desigualdade diferencial

η
′
(t) 6 ψ(t) +ϕ(t)η(t),

onde ψ(t) e η(t) são funções não negativas e integráveis em [0, T ], então

η(t) 6 e
∫t
0ϕ(s)ds

[
η(0) +

∫ t
0

ψ(s)ds
]

para todo 0 6 t 6 T .

◦ Em particular, se η
′
6 ϕη em [0, T ] e η(0) = 0, temos

η ≡ 0 em [0, T ].

Demonstração. Vide [5], pag.624.



Caṕıtulo 2

Existência e Unicidade

Neste caṕıtulo mostramos a existência e unicadade de soluções soluções fortes para o sis-

tema termoelástico não-linear com coeficientes não-local

u
′′
(t) −M(x, t, |∇u(t)|2)∆u(t) + (a · ∇)θ = 0 em Q (2.1)

θ
′
(t) + B · θ+ (a · ∇)u ′ = 0 em Q (2.2)

Submetido às condições iniciais de fronteira

u(x, 0) = u0(x),u
′
(x, 0) = u1(x), θ(x, 0) = θ0(x) em Ω (2.3)

u = θ = 0 em Σ (2.4)

onde Ω é um suconjunto aberto do Rn com fronteira suave e limitada. Denota-se Q =

Ω×]0, T [. Para obter a existência e unicidade de soluções globais do problema misto

(3.1)-(3.4) consideras-se as seguintes hipóteses adicionais sobre M, B:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

M ∈ C1(Ω× [0,∞)× [0,∞)), 0 < m0 6M(x, t, λ) 6 C0f(λ)

M(x, t, λ) :=M1(x, t) +M2(x, t, λ);

∂tM1 6 ρ < 0, |∂tM2|R 6 C1g(λ), |∂tM|R 6 C2h(λ)

f,g,h ∈ C1([0,∞)× [0,∞)) são estritamente decrescente;

(2.5)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Bij : L
1(Ω)× [0,∞[→ R tais que :

|Bij(w, t) − Bij(z, s)|R 6 L(|w− z|L2(Ω) + |t− s|R)

para todo (w, s), (z, s) ∈ L2(Ω)× [0, T ],
n∑
i,j=1

Bi,j(z, t)ξiξj > B0|ξ|
2
R ;∀(z, t) ∈ L1 × (0, T);∀ξ ∈ Rn.

(2.6)

16
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2.1 Existência de Soluções Fortes

Mostra-se aqui a existência de soluções fortes para o sistema (3.1)-(3.4).

Definição 2.1.1. Um par de funções {u, θ} definidas em Ω× [0,∞) com valores reais é

solução forte do sistema (3.1)-(3.4), desde que

u ∈ L∞loc(0,∞;H1
0(Ω) ∩H2(Ω)),u

′ ∈ L∞loc(0,∞;H1
0(Ω)),

θ ∈ L∞loc(0,∞;H1
0(Ω)) ∩ L2loc(0,∞;H2(Ω)),

u
′′ ∈ L∞loc(0,∞;L2(Ω)), θ

′ ∈ L2loc(0,∞;L2(Ω)),

e as funções {u, θ} satisfazem o sistema (3.1)-(3.4) quase sempre.

Teorema 2.1.1. Suponha u0 ∈ H1
0(Ω) ∩H2(Ω), u1, θ0 ∈ H1

0(Ω) e

C3

[
g(

2CΩK0

m0

) + h(
2CΩK0

m0

)K0

]
< −

ρ

2
(2.7)

onde C3 é uma constante real positiva definada em (2.22). Então existe solução forte do

sistema (3.1)-(3.4) com as hipóteses (3.5) e (3.6). Além disso, se l é uma função real

cont́ınua estritamente decrescente definida em [0,∞[ e existe uma constante real positiva

C4 tal que

|∇M(x, t, λ)|R 6 C4l(λ), (2.8)

então a solução é única.

Demosntração: A demonstração do Teorema 2.7. é baseada nos métodos de Lions-

Faedo-Galerkin e de compacidade, a qual é organizada nas seguintes seções:

3.1.1 Soluções do problema aproximado;

3.1.2 Estimativas ”a priori ”das soluções aproximadas;

3.1.3 Passagem ao limite das soluções aproximadas

3.1.4 Verificação dos dados iniciais;

3.1.5 Unicidade de soluções.

2.1.1 Soluções do Problema Aproximado

Usaremos aqui o método de Faedo-Galerkin-Lions, no qual tomamos uma base de auto-

funções (wj)j∈N solução do problema espectral:

(∇wj,∇w) = λj(wj,w), ∀w ∈ H1
0(Ω),∀j = 1, 2, . . .
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Fixado m ∈ N , considere o espaço Wm = [w1,w2, ...,wm] e um ∈ Wm. Então podemos

escrever:

um =

m∑
j=1

gjm(t)wj(x), θm =

m∑
j=1

hjm(t)wj(x)

Como estamos emWm = [w1,w2, ...,wm] podemos considerar v,w como uma das funções

da base, wl ∈ H1
0(Ω) assim temos o seguinte problema aproximado.

(u
′′
m(t), v) − (M(., t, |∇um|2, v) + ((a · ∇)θm(t), v) = 0

(θ
′
m(t),w) + (B(t)θm,w) + ((a · ∇)u ′m(t),w) = 0

um(x, 0) = u0m(x)→ u0 em H1
0(Ω) ∩H2(Ω)

θm(x, 0) = θ0m(x)→ θ0 em H1
0(Ω)

u
′
m(x, 0) = u1m(x)→ u1 em H1

0(Ω) ∩H2(Ω)

. (2.9)

Derivando as funções aproximadas temos

u
′
m(t) =

m∑
j=1

g
′

jm(t)wj(x), θ
′
m =

m∑
j=1

h
′

jm(t)wj(x)

u
′′
m(t) =

m∑
j=1

g
′′

jm(t)wj(x), θ
′′
m =

m∑
j=1

h
′′

jm(t)wj(x)

substituindo no problema aproximado temos:

(
m∑
j=1

g
′′

jm(t)wj(x),wj(x)) − (M(., t, |∇
m∑
j=1

gjm(t)wj(x)|
2)
m∑
j=1

gjm(t)∆wj(x),wl(x))

+ ((a · ∇)
m∑
j=1

hjm(t)wj(x),wl(x) = 0

(
m∑
j=1

h
′

jm(t)wj(x),wl(x))+(B(t)
m∑
j=1

hjm(t)wj(x),wl(x))+((a·∇)
m∑
j=1

g
′

jm(t)wj(x),wl(x)) =

0

Reescrevendo as equções acima



m∑
j=1

g
′′

jm(t)(wj(x),wl(x)) −M(., t, |∇
m∑
j=1

gjm(t)wj(x)|
2)
m∑
j=1

gjm(t)(∆wj(x),wl(x))+

m∑
j=1

hjm(t)((a · ∇))(wj(x),wl(x)) = 0

m∑
j=1

h
′

jm(t)(wj(x),wl(x)) +
m∑
j=1

B(t)hjm(t)(wj(x),wl(x)) +
m∑
j=1

gjm(t)((a · ∇)wj(x),wl(x)) = 0

para l = 1, 2, 3, ...,n podemos escrever na forma matricial
1 0 .. 0

0 1 .. 0

. . .. .

0 0 .. 1




g
′′
1m(t)

g
′′
2m(t)

.

g
′′
mm(t)

−M(|∇
∑m
j=1 gjm(t)wj(x)|

2)


(∆w1,w1) .. (∆wm,w1)

(∆w1,w2) .. (∆wm,w2)

. .. .

(∆w1,wm) .. (∆wm,wm)
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+


((a.∇)w1,w1) .. ((a.∇)wm,w1)

((a.∇)w1,w2) .. ((a.∇)wm,w2)

. .. .

((a.∇)w1,wm) .. ((a.∇)wm,wm)




h1m(t)

h2m(t)

.

hmm(t)

 = 0


1 0 .. 0

0 1 .. 0

. . .. .

0 0 .. 1




h
′
1m(t)

h
′
2m(t)

.

h
′
mm(t)

+ B(t)


1 0 .. 0

0 1 .. 0

. . .. .

0 0 .. 1




h1m(t)

h2m(t)

.

hmm(t)



+


((a.∇)w1,w1) .. ((a.∇)wm,w1)

((a.∇)w1,w2) .. ((a.∇)wm,w2)

. .. .

((a.∇)w1,wm) .. ((a.∇)wm,wm)




g
′
1m(t)

g
′
2m(t)

.

g
′
mm(t)

 = 0

ainda podemos escrever o sistema acima da seguinte maneira:

A = (wi,wl), F = ((a.∇)wj,wl),E = (∆wj,wl), Y = (g1m(t), ...,gmm(t))
t,

X = (h1m(t), ...,hmm(t))
t, D(Y) =M(., t,

m∑
j=1

∫
Ω
Yi∇wjdx)

observe que a matriz A é invert́ıvel pois detA 6= 0 assim temos que:

 AY
′′
−D(Y)EY + FX = 0

AX
′
+ B(t)AX+ FY

′
= 0

multiplicando pela matriz inversa A−1 teremos Y
′′
= A−1D(Y)EY −A−1FX

X
′
= −A−1B(t)AX−A−1FY

′

Fazendo Z(t) =


X(t)

Y(t)

Y
′
(t)

 então:

Z
′
(t) =


X
′
(t)

Y
′
(t)

Y
′′
(t)

 =


−A−1B(t)AX−A−1FY

′

Y
′
(t)

A−1D(Y)EY −A−1FX

 =


−A−1FY

′

Y
′
(t)

A−1FX

+
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−A−1B(t)AP1(Z)

0

A−1D(P2(Z))EP2(Z)

=


0 −A−1F 0

0 0 I

−A−1F 0 0



X(t)

Y(t)

Y
′
(t)

+


−A−1B(t)AP1(Z)

0

A−1D(P2(Z))EP2(Z)


tomando que:

F1(Z, t) =


0 −A−1F 0

0 0 I

−A−1F 0 0

 ; F2(Z, t) =


−A−1B(t)AP1(Z)

0

A−1D(P2(Z))EP2(Z)


assim o sistema é equivalente a:

 Z
′
= F(Z, t)

Z(0) = Z0

onde F(Z, t) = F1(Z, t) + F2(Z, t) e F : R3m × R → R3m e as funções Pi : R3m → R são

funções projeções. A seguir mostra-se que o sistema acima esta nas condições do Teorema

de Caracthéodory. De fato, seja U = J× [0, T ] onde J = {Z ∈ R3m; |Z| < kJ}

1o F(z, t) é mensurável para cada t fixo. De fato, sendo F1(Z, t) uma função que in-

depende de t é mensurável para cada t fixo. Como B(t) é um funcional linear cont́ınuo,

B(t) ∈ L1(Ω) × (0,∞] então a função F2(Z, t) é mensurável em t, assim resulta que

F : R3m × R→ R3m é mensurável em t para cada Z fixado

2o F(z, t) é uma função cont́ınua em Z para cada t fixo. De fato como as projeções

P1 P2 são cont́ınuas e pela continuidade de D obtempos que D ◦ P1 então F2(Z, t) é uma

função cont́ınua, temos diretamente que F1(Z, t) é também uma função cont́ınua em Z,

para cada t fixo.

3o F(z, t) exite uma função integravelm(t) de tal modo que |F(z, t)| 6 m(t), onde(Z, t) ∈

U, de fato, temos :

|F(z, t)| 6 |F1(Z, t)|+ |F2(Z, t)|.

Como Z pertence ao compacto K então existe uma constante tal que

|F1(Z, t)| 6 k0
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e pela continuidade das funções P1,P2,D◦P1 no compacto K existem constantes reais tais

que

|F2(Z, t)| 6 k1B(t) + k2.

Concluimos que o problema de Cauchy satisfaz as condições de Caracthéodory. Assim as

funções gjm(t),hjm(t), j = 1, 2, ...,m existem e satisfazem o problema aproximado, sendo

gjm(t),hjm(t) absolutamente cont́ınuas em [0, tm[ com tm < T .

2.1.2 Estimativas ”a priori”das Soluções Aproximadas

(u
′′
m(t), v) − (M(., t, |5 um|2, v) + ((a.5)θm(t), v) = 0

(θ
′
m(t),w) + (B(t)θm,w) + ((a.5)u

′
m(t),w) = 0

um(x, 0) = u0m(x)→ u0 em H1
0(Ω) ∩H2(Ω)

θm(x, 0) = θ0m(x)→ θ0 em H1
0(Ω)

u
′
m(x, 0) = u1m(x)→ u1 em H1

0(Ω) ∩H2(Ω)

. (2.10)

Na seção anterior, mostramos a existência de funções {um(t), θm(t)} soluções do problema

aproximado 2.10 em [0, tm). Este intervalo será estendido ao intervalo [0, T ], onde T é ar-

britário, graças as estimativas I.

Observação 2.1.1. No cálculo dessas estimativas por questão de simplifcação dos cálculos

fazemos um = u e θm = θ

Estimativas I. Tomando v = −∆u ′(t) e w = −∆θ(t) no problema aproximado, te-

mos:

• d
dt

(∇u ′ ,∇u ′) = 2(∇u ′′ ,∇u ′) = 2

∫
Ω

∇u ′′∇u ′dx = 2(−

∫
Ω

u
′′
∆u

′
) = 2(u

′′
,−∆u

′
)

⇒ 1

2

d

dt
|∇u|2 = (u

′′
,−∆u

′
) (2.11)

• d
dt

(∇θ,∇θ) = 2(∇θ ′ ,∇θ) = 2

∫
Ω

∇θ ′∇θdx = 2(−

∫
Ω

θ
′
∆θ) = 2(θ

′
,−∆θ)

⇒ 1

2

d

dt
|∇θ|2 = (θ

′
,−∆θ) (2.12)
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•(B(t) · θ(t),−∆θ(t)) =
(
−

n∑
i,j=1

Bij(θ(t), t)∂
2
xixj
θ(t),−∆θ(t)

)
=

∫
Ω

n∑
i,j=1

Bij(θ(t), t)∂
2
xixj
θ(t)

n∑
k=1

∂2xkθ(t)dx =

∫
Ω

n∑
i,j=1

Bij(θ(t), t)∂
2
xixj
θ(t)∇ · (∇θ)dx

aplicando o teorema do divergente e integrando por partes, bem com a hipotese sobre os

funcional B(t),:

=

∫
Ω

n∑
i,j,k=1

Bij(θ(t), t)∂
3
xixjxk

θ(t)∇θdx =

n∑
i,j=1

Bij(θ(t), t)∂
2
xixj
θ(t)∇θ

∣∣∣
∂Ω

−

∫
Ω

n∑
i,j=1

Bij(θ(t), t)∂
2
xixk

θ(t)

n∑
j=1

∂2xj∇θ(t)dx =

∫
Ω

n∑
i,j=1

Bij(θ(t), t)∂
2
xixk

θ(t)∂2xjxkθdx = (

n∑
i,j=1

Bij(θ(t), t)∂
2
xixk

θ(t),∂2xjxkθ) > B0|θ(t)|
2
H2

(Ω)

⇒ (B(t) · θ(t),−∆θ(t)) > B0|θ(t)|
2
H2

(Ω)
(2.13)

• d
dt

(
M(., t, |∇u(t)|2)|∆u(t)|2R

)
=
d

dt
M(., t, |∇u(t)|2).|∆u(t)|2R+M(., t, |∇u(t)|2) d

dt
|∆u(t)|2R

=
d

dt

(
M1(x, t) +M2(., t, |∇u(t)|2

)
|∆u(t)|2R +M(., t, |∇u(t)|2) d

dt
|∆u(t)|2R =

∂tM1(x, t)|∆u(t)|
2
R+∂tM2(., .t, |∇u(t)|2)|∆u(t)|2R+2∂λM2(., .t, |∇u(t)|2)|∆u(t)|2R(∇u

′
,∇u)

+M(., t, |∇u(t)|2) d
dt

|∆u(t)|2R

Multiplicando por 1
2

e integrando em Ω, observando que ∂λM = ∂λM2 temos que:

1

2

∫
Ω

d

dt

(
M(., t, |∇u(t)|2)|∆u(t)|2R

)
dx =

1

2

∫
Ω

∂tM1(x, t)|∆u(t)|
2
Rdx

+
1

2

∫
Ω

∂tM2(., .t, |∇u(t)|2)|∆u(t)|2Rdx+
1

2

∫
Ω

2∂λM2(., .t, |∇u(t)|2)|∆u(t)|2R(∇u
′
,∇u)dx+

1

2

∫
Ω

M(., t, |∇u(t)|2) d
dt

|∆u(t)|2Rdx.

⇒ 1
2

∫
Ω

M(., t, |∇u(t)|2) d
dt
|∆u(t)|2Rdx =

1
2

∫
Ω

d
dt
(M(., t, |∇u(t)|2)|∆u(t)|2Rdx

−1
2

∫
Ω

∂tM1(x, t)|∆u(t)|
2
Rdx−

1
2

∫
Ω

∂tM2(., .t, |∇u(t)|2)|∆u(t)|2Rdx−[ ∫
Ω

∂λM2(., .t, |∇u(t)|2)|∆u(t)|2Rdx
]
(∇u ′ ,∇u).

(2.14)
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Somando as equações do sistema aproximado obtemos:

 (u
′′
(t),−∆u

′
(t)) + (θ

′
(t),−∆θ(t)) − (M(., t, |5 u|2),−∆u ′(t)) + (B(t)θ,−∆θ(t))

+((a.5)θ(t),−∆u
′
(t)) + ((a.5)u

′
(t),−∆θ(t)) = 0

Usando as estimativas (2.11) - (2.14) acima obtemos:

⇒ 1

2

d

dt
|∇u ′(t)|2+1

2

d

dt
|∇θ(t)|2+1

2

∫
Ω

d

dt
(M(., t, |∇u(t)|2)|∆u(t)|2Rdx−

1

2

∫
Ω

∂tM1(x, t)|∆u(t)|
2
Rdx

−
1

2

∫
Ω

∂tM2(., .t, |∇u(t)|2)|∆u(t)|2Rdx−
[ ∫
Ω

∂λM2(., .t, |∇u(t)|2)|∆u(t)|2Rdx
]
(∇u ′ ,∇u)

−(B(t)θ,−∆θ(t)) = 0.

Aqui, temos o cancelamento do termos ((a·∇)θ(t),−∆u ′(t))+((a·∇)u ′(t),−∆θ(t)) = 0.

Pois aplicando o teorema do divergente temos que:

((a · ∇)u ′(t),∆θ(t)) =
∫
Ω

(a · ∇)u ′(t)∆θ(t)dx =
∫
Ω

m∑
i=1

ai∂xiu
′
(t)∆θ(t)dx

= −

∫
Ω

aiu
′
(t)

m∑
i=1

∂xi∆θ(t)dx = −

∫
Ω

ai∆u
′
(t)

m∑
i=1

∂xiθ(t)dx =

∫
Ω

∆u
′
(a · ∇)θ(t)dx =

((a · ∇)θ(t),∆u ′(t)).

Assim temos que:

1
2
d
dt

[
|∇u ′(t)|2 + |∇θ(t)|2 +

∫
Ω

M(., t, |∇u(t)|2)|∆u(t)|2Rdx
]
−[ ∫

Ω

∂λM2(., .t, |∇u(t)|2)|∆u(t)|2Rdx
]
(∇u ′ ,∇u) =

1
2

∫
Ω

∂tM1(x, t)|∆u(t)|
2
Rdx+ (B(t) · θ(t),∆θ)

6 ρ
2
|∆u(t)|2 − B0|θ(t)|

2
H2
Ω

(2.15)

isso implica que:

1
2
d
dt

[
|∇u ′(t)|2 + |∇θ(t)|2 +

∫
Ω

M(., t, |∇u(t)|2)|∆u(t)|2Rdx
]
+ B0|θ(t)|

2
H2
Ω
− ρ

2
|∆u(t)|2

6 1
2

∫
Ω

∂tM2(x, t, |∇u(t)|2)|∆u(t)|2Rdx+
[ ∫
Ω

∂λM2(., .t, |∇u(t)|2)|∆u(t)|2Rdx
]
(∇u ′ ,∇u)

(2.16)
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Agora usando as hipoteses sobre ∂tM2,∂λM temos |∂tM2|R 6 C1g(λ), |∂λM|R 6 C2h(λ)

assim podemos majorar o ultimo termo da desigualdade acima:

∣∣∣1
2

∫
Ω

∂tM2(x, t, |∇u(t)|2)|∆u(t)|2Rdx+
{ ∫
Ω

∂λM2(., .t, |∇u(t)|2)|∆u(t)|2Rdx
}
(∇u ′ ,∇u)

∣∣∣

6
1

2

∫
Ω

∣∣∣∂tM2(x, t, |∇u(t)|2)
∣∣∣
R
dx|∆u(t)|2Rdx+

∫
Ω

∣∣∣∂λM2(., .t, |∇u(t)|2)
∣∣∣
R
|∆u(t)|2Rdx|∇u

′
||∇u|

6
1

2

∫
Ω

C1g(λ)|∆u(t)|
2
Rdx+

1

2

∫
Ω

C2h(λ)|∆u(t)|
2
Rdx|∇u

′
||∇u|

6 |∆u(t)|2
{C1g(λ)

2
+ C2h(λ)|∇u

′
||∇u|

}
substituindo na desigualdade (2.16) temos que:

⇒ 1

2

d

dt

[
|∇u ′(t)|2 + |∇θ(t)|2 +

∫
Ω

M(., t, |∇u(t)|2)|∆u(t)|2Rdx
]
+ B0|θ(t)|

2
H2
Ω
−
ρ

2
|∆u(t)|2

6 |∆u(t)|2
{C1g(|∇u(t)|2)

2
+ C2h(|∇u(t)|2)|∇u

′
||∇u|

}
.

As inequações acimas são o ponto chave para obtermos estimativas das soluções

aproximada {u, θ} e como consequência a restrição aos dados iniciais, defina:

γ(t) :=
C1

2
g(|∇u(t)|2) + C2h(|∇u(t)|2)|∇u

′
||∇u| (2.17)

K(t) :=
1

2

[
|∇u ′(t)|2 + |∇θ(t)|2 +

∫
Ω

M(., t, |∇u(t)|2)|∆u(t)|2Rdx
]

(2.18)

γ0 := −
ρ

2
(2.19)

assim temos:

K
′
(t) + B0|θ(t)|

2
H2
Ω
+ (γ0 − γ(t))|∆u(t)|

2 6 0 (2.20)

usando a desigualdade de Poincaré |z|2 6 CΩ|∇z|2 e |∇z|2 6 CΩ|∆z|2, juntamente com a

hipotese que M(., t, |∇u(t)|2) > m0 > 0 é facil ver que:
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2K(t) = |∇u ′(t)|2 + |∇θ(t)|2 +
∫
Ω

M(., t, |∇u(t)|2)|∆u(t)|2Rdx > |∇u ′(t)|2

⇒ |∇u ′(t)|2 6 2K(t)

Agora observe que:

K(t) =
1

2
|∇u ′(t)|2 + 1

2
|∇θ(t)|2 + 1

2

∫
Ω

M(., t, |∇u(t)|2)|∆u(t)|2Rdx

>
1

2
|∇u ′(t)|2 + 1

2
|∇θ(t)|21

2
m0|∆u(t)|

2

>
1

2
m0|∆u(t)|

2.

Logo
2

m0

K(t) > |∆u(t)|2.

Usando a desigualdade Poincaré obtemos:

|∇u(t)|2 6 CΩ|∆u(t)|2 6
2CΩ
m0

K(t), (2.21)

como g e h são funções positivas decrescentes obtemos que:

0 < γ(t) < C1

2
g(2CΩ

m0
K(t)) + C2h(

2CΩ
m0
K(t))

√
K(t)

√
CΩ
m0

√
K(t)

6 C1

2
g(2CΩ

m0
K(t)) + 2C2

√
CΩ√
m0
h(2CΩ

m0
K(t))K(t)

(2.22)

fazendo max{C1

2
, 2C2

√
CΩ√
m0

} = C3 temos que :

γ(t) 6 C3

[
g(

2CΩ
m0

K(t)) + h(
2CΩ
m0

K(t))K(t)
]

(2.23)

Agora usando a hipotese que M(x, t, λ) 6 C0f(λ) obtemos:

K(t) =
1

2

{
|∇u ′(t)|2 + |∇θ(t)|2 +

∫
Ω

M(., t, |∇u(t)|2)|∆u(t)|2Rdx
}

6
1

2

{
|∇u ′(t)|2 + |∇θ(t)|2 +

∫
Ω

C0f(|∇u(t)|2)|∆u(t)|2Rdx
}

=
1

2

{
|∇u ′(t)|2 + |∇θ(t)|2 + C0f(|∇u(t)|2)|∆u(t)|2

}
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Fazendo t = 0 temos que :

K(0) 6
1

2

{
|∇u ′(0)|2 + |∇θ(0)|2 + C0f(|∇u(0)|2)|∆u(0)|2

}
.

Para a existência global de soluções é estabelecido restrições sobre a norma u0, u1, θ0

onde u0 ∈ H1
0(Ω) ∩H2(Ω) definindo uma constante real positiva,

K0 =
1

2

[
|∇u ′(0)|2 + |∇θ(0)|2 + C0f(|∇u(0)|2)

]
|∆u(0)|2. (2.24)

levando em conta esta constante positiva temos que

K(0) 6 K0.

Sendo g,h estritamente decrescente temos que:

γ(0) 6 C3

[
g(

2CΩ
m0

K(0)) + h(
2CΩ
m0

K(0))K(0)
]

6 C3

[
g(

2CΩ
m0

K0) + h(
2CΩ
m0

K0)K0

]
.

Da hipotese do Teorema 1.2, obtemos:

g(
2CΩ
m0

K0) + h(
2CΩ
m0

K0)K0 <
−ρ

2

⇒ 0 < γ(0) < γ0, (2.25)

apartir da desigualdade acima formulamos o seguinte lema:

Lema 2.1.1. A função γ é limitada na semireta positiva t > 0 , isto é

0 < γ(t) 6 γ0,∀t > 0. (2.26)

Prova 1. Argumentando por contradição. De fato, suponha que γ(s) > γ0 para algum

s > 0. Da desigualdade 0 < γ(0) < γ0 e da continuidade da função γ implica que

0 < γ(t) < γ0 no intervalo 0 < t < t0.

O conjunto {t > 0;γ(t) = γ0} é não-vazio pelo teorema do valor intermediário e, como

é a imagem inversa de um ponto, temos que é também fechado e limitado na semirreta

positiva. Portanto,tem mı́nimo t∗.

Se existe 0 6 τ < t∗ então γ(τ) 6= γ0 temos duas possibilidades
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 0 < γ(τ) < γ0

γ(τ) > γ0

Sunponha que γ(τ) > γ0, assim da continuidade da função γ e do teorema valor

intermediário, existe s1 com t0 6 s1 < τ < t∗ e tal que γ(s1) = γ0. Mas isso é uma

contradição , pois t∗, consequetemente, a continuidade da função γ garante que

γ(t) < γ0 com 0 6 t 6 t∗ e γ(t) = γ0. Da desigualdade (2.20) obtemos que K
′
(t) 6

0 ∀t, ∈ [0, t∗). De fato temos que (γ0 − γ(t)) será positivo, logo

K
′
(t) 6 K

′
(t) + B0|θ(t)|

2
H2

(Ω)
+ (γ0 − γ(t))|∆(t)|

2 6 0.

Seja ε > 0, ε ∈ R, tal que 0 < t∗−ε < t∗. Integrando K
′
(t) 6 0, de 0 a t∗−ε, temos:

t∗−ε∫
0

K
′
(t)dt 6

t∗−ε∫
0

dt⇒ K(t∗ − ε) 6 K(0) 6 K0.

Agora, fazendo t = t∗ − ε em (2.23) temos:

γ(t∗ − ε) 6
C1

2
g
(2CΩ
m0

K(t∗ − ε)
)
+ 2C2

√
CΩ√
m0

h
(2CΩ
m0

K(t∗ − ε)
)
K(t∗ − ε).

Usando que K(t∗ − ε) 6 K(0) 6 K0 e que g,h são estritamente descrescente, temos

γ(t∗ − ε) 6 C3

[
g(

2CΩ
m0

K0) + h(
2CΩ
m0

K0)K0

]
.

Quando ε → 0 usando a hipotese que γ0 = −ρ
2

temos que γ(t∗) < γ0, o que é uma

contradição.�

Logo da desigualdade (2.20) temos:

K
′
(t) + B0|θ(t)|

2
H2

(Ω)
+ (γ0 − γ(t))|∆(t)|

2 6 0⇒ K
′
(t) + B0|θ(t)|

2
H2

(Ω)
6 0 ∀t > 0.

Integrando a desigualdade acima temos que

t∫
0

K
′
(s) + B0|θ(s)|

2
H2

(Ω)
ds 6 0 ou



Caṕıtulo 2. Existência e Unicidade 28

K(t) − K(0) + B0

t∫
0

|θ(s)|2H2
(Ω)
dt ou

K(t) + B0

t∫
0

|θ(s)|2H2
(Ω)
ds 6 K(0) 6 K0 ∀ t > 0.

Com a hipotese que M(x, t, λ) > m0 vamos obter as seguintes estimativas



(um) limitada em L∞(0,∞;H1
0(Ω) ∩H2(Ω))

(u
′
m) limitada em L∞(0,∞;H1

0(Ω))

(θm) limitada em L∞(0,∞;H1
0(Ω)) ∩ L2(0,∞;H2(Ω))

(2.27)

De fato,

•(um) limitada em L∞(0,∞;H1
0(Ω) ∩H2(Ω)).

pois (um(t)) ∈ H1
0(Ω) ∩H2(Ω) usando a desigualdade de Poincaré temos que

|um|
2 6 CΩ|∇um|2 6 2CΩ

m0
K(t) 6 2CΩ

m0

(
K(t) + B0

t∫
0

|θ(s)|2
H2

(Ω)
ds
)
6 2CΩ

m0
K0

logo sup |um|
2 6 2CΩ

m0
K0 isso implica que (um) limitada em L∞(0,∞;H1

0(Ω)∩H2(Ω))

•(u ′m) limitada em L∞(0,∞;H1
0(Ω))

De fato, u
′
m ∈ H1

0(Ω), e da desigualdade de Poincaré obtemos:

|u
′
m|

2 6 CΩ|∇u
′
m|

2 6 2CΩ
m0
K(t) 6 2CΩ

m0

(
K(t) + B0

t∫
0

|θ(s)|2
H2

(Ω)
ds
)
6 2CΩ

m0
K0.

Logo sup |u
′
m|

2 6 2CΩK0 ,isso implica que (u
′
m) limitada em L∞(0,∞;H1

0(Ω)).

•(θm) limitada em L∞(0,∞;H1
0(Ω)) ∩ L2(0,∞;H2(Ω))

De fato como θm(t) ∈ H1
0(Ω) podemos usar a desigualdade de Poincaré da segunite

forma
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2|θm(t)| 6 2|∇θm(t)| 6 2
(
|∇u ′(t)|2 + |∇θ(t)|2 +

∫
Ω

M(., t, |∇u(t)|2)|∆u(t)|2Rdx
)
6

2K(t) 6 2
(
K(t) + B0

t∫
0

|θ(s)|2
H2

(Ω)
ds
)
6 2K0

Logo sup |θm(t)| 6 K0 ,isso implica que (θm) limitada em L∞(0,∞;H1
0(Ω)).

Veja também da desigualdade K(t) + B0

t∫
0

|θ(s)|2
H2

(Ω)
ds 6 K(0) 6 K0 temos que

t∫
0

|θ(s)|2H2
(Ω)
ds 6 K(t) + B0

t∫
0

|θ(s)|2H2
(Ω)
ds 6 K0

.

Isso implica que (θm) limitada em L2(0,∞;H2(Ω))

Estimaticas II

Fazendo v = u
′′

e w = θ
′

em (2.10), obtemos:



(u
′′
m(t),u

′′
) − (M(., t, |∇um|2,u

′′
) + ((a · ∇)θm(t),u

′′
) = 0

(θ
′
m(t), θ

′
) + (B(t)θm, θ

′
) + ((a · ∇)u ′m(t), θ

′
) = 0

. (2.28)

De (2.28) e usando a hipotese (2.5) obtemos as seguintes estimativas

•|u ′′(t)|2 − (M(., t, |∇um|2,u
′′
) + ((a · ∇)θm(t),u

′′
) = 0

|u
′′
(t)|2 = (M(., t, |∇u|2),u ′′) − ((a · ∇)θ(t),u ′′)

6 |(M(., t, |∇u|2),u ′′) − ((a.∇)θ(t),u ′′)|

6 |(M(., t, |∇u|2),u ′′)|+ |(a · ∇)θ(t),u ′′)|

6 C0f(λ)|∆u||u
′′
|+ |

n∑
i=1

∂xiθi,u
′′
|

6 C0f(λ)|∆u||u
′′
|+ nmax |ai||∇θ||u

′′
|

•(θ ′(t), θ ′) + (B(t)θ, θ
′
) + ((a · ∇)u ′(t), θ ′) = 0
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|θ
′
(t)| =

∣∣∣− (B(t)θ, θ
′
) − ((a · ∇)u ′(t), θ ′)

∣∣∣
6 |(B(t)θ, θ

′
)|+ |((a · ∇)u ′(t), θ ′)|

6 |(B(t)θ, θ
′
)|+ |

n∑
i=1

∂xiu
′
, θ
′
|

6 |(B(t)θ, θ
′
)|+ nmax |ai||∇u

′
||θ
′
|

da estimativa anterior de (2.21) e como f é estritamente decrescente e cont́ınua obte-

mos;

(u
′′

m) é limitada L∞(0,∞;L2(Ω).)

Agora vejamos que existe uma constante real CΩ,T := C(Ω, T) tal que

∣∣∣(B(t) · θ(t), θ ′)∣∣∣
R
6 CΩ,T |θ(t)|H2(Ω).

De fato de (2.6),

∣∣∣Bij(θ(x, t), t) − Bij(0, 0)
∣∣∣ 6 L(|θ(t)|+ |t|R).

Dáı ∣∣∣Bij(θ(x, t), t)∣∣∣− ∣∣∣Bij(0, 0)
∣∣∣ 6 ∣∣∣Bij(θ(x, t), t) − Bij(0, 0)

∣∣∣ 6 L(|θ(t)|+ |t|R)

ou ∣∣∣Bij(θ(x, t), t)∣∣∣ 6 L(|θ(t)|+ |t|R) +
∣∣∣Bij(0, 0)

∣∣∣.
Observe que B(t) · θ(t) = −

n∑
i,j

Bij(θ(x, t), t)∂
2
xixj
θ(t) com Bij : L

1 × [0,∞[→ R

∣∣∣(B(t) · θ(t), θ ′(t))∣∣∣ =
∣∣∣ ∫
Ω

B(t) · θ(t)θ ′(t)dx
∣∣∣

=
∣∣∣ ∫
Ω

n∑
i.j=1

−Bij(θ(x, t), t)∂
2
xixj
θ(t)θ

′
(t)dx

∣∣∣
6

n∑
i.j=1

∫
Ω

|Bij(θ(x, t), t)∂
2
xixj
θ(t)θ

′
(t)|dx

6
n∑
i.j=1

{
L(|θ(t)|+ |t|R) + |Bij(0, 0)|

} ∫
Ω

|∂2xixjθ(t)θ
′
(t)|dx.

Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Poincaré obtemos:∣∣∣(B(t) · θ(t), θ ′(t))∣∣∣ 6 n∑
i.j=1

{
L(CΩ|θ(t)|+ |t|R) + |Bij(0, 0)|

}
|θ(t)|H2 |θ

′
(t)| (2.29)

da estimativa (2.27) mostra que uma constante real CΩ,T := C(Ω, T) tal que
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n∑
i.j=1

{
L(CΩ|θ(t)|+ |t|R) + |Bij(0, 0)|

}
6 CΩ,T

Combinando os resultados obtidos acima, temos que:

|θ
′
(t)| 6 CΩ,T |θ(t)|H2 + nmax |ai||∇u

′
|.

Logo (θ
′
m) é limitada em L2(0, T ;L2(Ω))

2.1.3 Passagem ao Limite no Problema Aproximado

Das imersões: H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) ↪→ H1

0(Ω) ↪→ L2(Ω) temos que (um) é limitada em

L∞(0, T ;H1
0(Ω) ∩H2(Ω)) e que u

′
m é limitada em L∞((0, T ;H1

0(Ω)). Sendo Ω um aberto

limitado do Rn, usamos fato que 1 6 q 6 p 6 ∞ implica que Lp(Ω) ⊂ Lq(Ω) assim

temos:

 (um) é limitada em L2(0, T ;H1
0(Ω) ∩H2(Ω))

(u
′
m) é limitada em L2(0, T ;H1

0(Ω)).

Do Teorema de compacidade de Aubin-Lions resulta que (um) possui uma subsequência

que converge forte em L2(0, T ;H1
0(Ω)

uµ → u em L2(0, T ;H1
0(Ω)) e q.s em Ω×]0, T [

Sendo (θm) limitada em L2(0, T ;H1
0(Ω)) e que (θ

′
m) é limitada em L2(0, T ;L2(Ω))

considerando que H1
0(Ω) ↪→ H1

0(Ω) ↪→ L2(Ω) do Teorema Aubin-Lions temos que existe

(θµ) em L2(0, T ;L2(Ω)) tal que:

θµ → θ em L2(0, T ;L2)(Ω)) e q.s em Ω×]0, T [

• Analise da convergência do termo M(., ., |∇uµ(t)|2)

Queremos mostrar que a diferença abaixo tende a zero

T∫
0

(
M(., t, |∇uµ(t)|2)∆uµ(t) −M(., t, |∇u(t)|2)∆u(t), v(t)

)
dt.
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Somando e subtraindo o termo M(., t, |∇u(t)|2)∆uµ(t) teremos que:

T∫
0

(
M(., t, |∇uµ(t)|2)∆uµ(t)−M(., t, |∇u(t)|2)∆u(t), v(t)

)
dt =

T∫
0

(
M(., t, |∇uµ(t)|2)∆uµ(t)−

M(., t, |∇u(t)|2)∆uµ(t), v
)
dt+

T∫
0

(
M(., t, |∇u(t)|2)∆uµ(t)−M(., t, |∇u(t)|2)∆u(t), v(t)

)
dt =

T∫
0

([
M(., t, |∇uµ(t)|2)−M(., t, |∇u(t)|2)

]
∆uµ, v

)
dt+

T∫
0

(
M(., t, |∇u(t)|2)

[
∆uµ(t)−∆u(t)

]
, v
)
dt.

para toda v ∈ L2(0, T ;L2)(Ω))

Das limitações de (2.27) onde (um) é limitada em L∞(0, T ;H1
0) ∩ H2(Ω)) temos que

(∆um) é limitada em L∞(0, T ;H1
0(Ω)) e da imersão H1

0(Ω) ↪→ L2(Ω) temos que (∆um) é

limitada em L2(0, T ;L2(Ω)), que é reflexivo e uniformente convexo, logo existe (∆uµ) em

L2(Ω) tal que

∆uµ ⇀ ∆u em L2(0, T ;L2(Ω)).

Da desigualdade de Poincaré, temos:

|∇uµ −∇u|2 6 CΩ|∆uµ − ∆u|2

Dáı

T∫
0

|∇uµ −∇u|2dt 6
T∫
0

CΩ|∆uµ − ∆u|
2dt→ 0 quando µ→∞. (2.30)

Da hipotese (2.5), |∂λM|R| 6 C2h(λ), podemos escrever:

∣∣∣M(., t, |∇uµ(t)|2)−M(., t, |∇u(t)|2)
∣∣∣
R
=
∣∣∣ |∇uµ(t)|2∫

|∇u(t)|2
∂λM(., ., λ)dλ

∣∣∣ 6 |∇uµ(t)|2∫
|∇u(t)|2

C2h(λ)dλ.

(
Como h ∈ C1([0,∞); [0,∞)), então para qualquer compacto [|∇u(t)|2, |∇uµ(t)|2]

existe uma constante que majora, ou seja existe C ∈ R tal que h(λ) 6 C portanto

teremos que
)

6 C

|∇uµ(t)|2∫
|∇u(t)|2

dλ = C(|∇uµ(t)|2 − |∇u(t)|2) 6 C(|∇uµ(t) −∇u(t)|2).

Assim temos que

|M(., t, |∇uµ(t)|2) −M(., t, |∇u(t)|2)
∣∣∣
R
6 C(|∇uµ(t) −∇u(t)|2)
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Assim,

∣∣∣ T∫
0

([
M(., t, |∇uµ(t)|2) −M(., t, |∇u(t)|2)

]
∆uµ, v

)
dt
∣∣∣ 6

T∫
0

∣∣∣M(., t, |∇uµ(t)|2) −M(., t, |∇u(t)|2)
∣∣∣|∆uµ||v|dt 6 T∫

0

C(|∇uµ(t) −∇u(t)|2)|∆uµ||v|dt

6 C|∆uµ|L∞(0,T ;L2(Ω))

( T∫
0

|∇uµ(t) −∇u(t)|2dt
) 1

2
( T∫

0

|v|2dt
) 1

2

.

Da hipotese (2.5) e da convergência feita acima ,(2.30) obtemos que

T∫
0

([
M(., t, |∇uµ(t)|2)−M(., t, |∇u(t)|2)

]
∆uµ, v

)
dt 6 C|∆uµ|L∞(0,T ;L2(Ω))

( T∫
0

|∇uµ(t)−

∇u(t)|2dt
) 1

2
( T∫

0

|v|2dt
) 1

2 → 0 quando µ→∞.

Pela hipotese (2.5), temos que |M(., ., λ)| 6 C0f(λ) e como f ∈ C1([0,∞); [0,∞))

então para qualquer compacto existe uma constante C ∈ R tal que f(λ) 6 C. Por-

tanto, M(., t, |∇u(t)|2) pertence a L∞(Ω × (0, T)). Dáı, M(., t, |∇u(t)|2) pertence a

L2(0, T ;L2(Ω)), ganhando assim que:

∣∣∣ T∫
0

(
M(., t, |∇u(t)|2)

[
∆uµ(t) − ∆u(t)

]
, v
)
dt
∣∣∣ 6

|M(., t, |∇u(t)|2)|L2(0,T ;L2(Ω))|v|L2(0,T ;L2(Ω))

T∫
0

[
∆uµ(t) − ∆u(t)

]
dt→ 0 quando µ→∞

Concluimos das duas convergência feitas acima que :

T∫
0

(
M(., t, |∇uµ(t)|2)∆uµ(t) −M(., t, |∇u(t)|2)∆u(t), v(t)

)
dt→ 0 quando µ→∞

∀v ∈ L2(0, T ;L2(Ω)).

• Analise da convergência do termo Bθµ: vamos prova que:

T∫
0

(
B · θµ,w

)
dt→

T∫
0

(
B · θ,w

)
dt quando µ→∞, ∀w ∈ L2(0, T ;H1

0(Ω)).

Observe que w ∈ H1
0(Ω)) assim, podemos usar o teorema da divergência de Gauss,

obtendo
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T∫
0

(
B · θµ − B · θ,w

)
dt =

T∫
0

∫
Ω

(
Bθµ − Bθ

)
wdxdt =

T∫
0

∫
Ω

n∑
i,j=1

Bij(θµ(t), t)∂xixjθµw−

n∑
i,j=1

Bij(θ(t), t)∂xixjθwdxdt =
T∫
0

∫
Ω

n∑
i,j=1

Bij(θµ(t), t)∂xiθµ∂xjw−
n∑
i,j=1

Bij(θ(t), t)∂xiθ∂xjwdxdt

=
n∑
i,j=1

T∫
0

∫
Ω

{Bij(θµ(t), t)∂xiθµ∂xjw− Bij(θ(t), t)∂xiθ}∂xjwdxdt.

Somando e subtraindo o termo Bij(θ(t), t)∂xiθµ∂xjw teremos que

T∫
0

(
B · θµ − B · θ,w

)
dt =

T∫
0

∫
Ω

(
Bθµ − Bθ

)
wdxdt =

n∑
i,j=1

T∫
0

∫
Ω

{Bij(θµ(t), t)∂xiθµ∂xjw− Bij(θ(t), t)∂xiθ}∂xjwdxdt =

n∑
i,j=1

T∫
0

∫
Ω

{Bij(θµ(t), t)∂xiθµ∂xjw− Bij(θ(t), t)∂xiθµ

+Bij(θ(t), t)∂xiθµ − Bij(θ(t), t)∂xiθ}∂xjwdxdt =
n∑
i,j=1

T∫
0

∫
Ω

{Bij(θµ(t), t)∂xiθµ − Bij(θ(t), t)∂xiθµ}∂xjwdxdt+

n∑
i,j=1

T∫
0

∫
Ω

{∂xiθµ − ∂xiθ}Bij(θ(t), t)∂xjwdxdt

Note que, θµ ∈ L∞(0, T ;H1
0(Ω) e w ∈ L2(0, T ;H1

0(Ω). Assim usando a desigualdade

de Holder ao termo adicionado temos que:∣∣∣ n∑
i,j=1

T∫
0

∫
Ω

{Bij(θµ(t), t)∂xiθµ − Bij(θ(t), t)∂xiθµ}∂xjwdxdt
∣∣∣
R

6
n∑
i,j=1

T∫
0

∫
Ω

|Bij(θµ(t), t)∂xiθµ − Bij(θ(t), t)|R|∂xiθµ|R|∂xjw|Rdxdt

Agora usando a hipotese (2.6) sobre o funcional B temos que:

n∑
i,j=1

T∫
0

∫
Ω

L|θµ−θ|L2(Ω)|∂xiθµ|R|∂xjw|Rdxdt 6
n∑
i,j=1

T∫
0

L|θµ−θ|L2(Ω)

∫
Ω

|∂xiθµ|R|∂xjw|Rdxdt 6

n∑
i,j=1

T∫
0

L|θµ−θ|L2(Ω)dt
n∑
i,j=1

T∫
0

|∂xiθµ||∂xjw|dxdt 6
T∫
0

n2L|θµ−θ|L2(Ω)dt
n∑
i,j=1

T∫
0

|∂xiθµ||∂xjw|dt 6

n2L|θµ − θ|L2(0,T ;L2(Ω))|w|L2(0,T ;H1
0(Ω))|θµ|L∞(0,T ;H1

0(Ω)).

Da convergência θµ → θ em L2(0, T ;L2(Ω) ≡ L2(Q) temos a seguinte convergência

n∑
i,j=1

T∫
0

∫
Ω

{Bij(θµ(t), t) − Bij(θ(t), t)}∂xiθ∂xjwdxdt→ 0 quando µ→∞.
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Voltando ao termo Bi,j temos que:

|Bij(θ(t), t)|R 6
(
CΩ|∇θ(t)|+ |t|R

)
+ |Bij(0, 0)|R,

e, como θ ∈ L∞(0, T ;H1
0(Ω) ew ∈ L2(0, T ;H1

0(Ω)) então temos que Bij ∈ L2(0, T ;L2(Ω))

pois H1
0(Ω) ↪→ L2(Ω), assim

Bij(θ(t), t)∂xjw ∈ L2(0, T ;L2(Ω)).

Por outro lado da, estimativa (2.22), (θm) é limitada em L∞(0, T ;H1
0(Ω) garante que

(∇θm) é limitada em L2(0, T ;L2(Ω)) que é reflexivo e uniformente convexo e assim existe

uma subsequência ∇θµ → ∇θ em L2(0, T ;L2(Ω)), resultando na convergência do termo

n∑
i,j=1

T∫
0

∫
Ω

{∂xiθµ − ∂xiθ}Bij(θ(t), t)∂xjwdxdt→ 0 quando µ→∞
portanto B · θµ → B · θ.

Concluimos da passagem ao limite e da convergência dos termos lineares que


T∫
0

(
u
′′
−M(x, t, |∇u(t)|2)∆u(t) + (a · ∇)θ, v

)
dt = 0;

T∫
0

(
θ
′
+ B(t) · θ+ (a · ∇)u ′(t),w

)
dt = 0.

∀v ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) e ∀w ∈ L∞(0, T ;H1
0(Ω).

Além disso, as expressões acima são válidas ∀v,w ∈ D(Ω × (0, T)) assim sendo

u
′′
−M(x, t, |∇u(t)|2)∆u(t) + (a · ∇)θ e θ

′
+B(t) · θ+ (a · ∇)u ′(t) pertence a L2(Q) isso

implica que

 u
′′
−M(x, t, |∇u(t)|2)∆u(t) + (a · ∇)θ = 0 q.t.p Ω×]0, T [

θ
′
+ B(t) · θ+ (a · ∇)u ′(t) = 0 q.t.p Ω×]0, T [

∀T > 0.

2.1.4 Verificação dos Dados Iniciais

Nesta seção mostraremos que par o {u, θ} de soluções satisfaz as condições iniciais do

problema (2.1)- (2.2). De fato verificamos que:
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• u(0) = u0

Sendo u ∈ L∞(0, T ;H1
0(Ω) ∩ H2(Ω)) e u

′ ∈ L∞(0, T ;H1
0(Ω)) pela proposição 1.5.2

temos que u ∈ C0(0, T ;H1
0(Ω)) assim, faz sentindo calcular u(0). Além disso, como

um → u fraco estrela em L∞(0, T ;H1
0(Ω) ∩H2(Ω)) temos:

T∫
0

< um(t),w >V ,V
′ ϕ(t)dt→

T∫
0

< u(t),w >V ,V
′ ϕ(t)dt

∀w ∈ V ′ ,∀ϕ ∈ L1(0, T).

Tomando, em particular, w ∈ L2(Ω), a dualidade < um(t),w >V ,V
′ é dada por

(um(t),w), desse modo

T∫
0

(um(t),w)ϕ(t)dt→
T∫
0

(u(t),w)ϕ(t)dt

com ϕ(0) = 1 e ϕ(T) = 0.

Analogamente (u
′
m) é limidata em L∞(0, T ;H1

0(Ω)) logo um → u fraco estrela em

L∞(0, T ;H1
0(Ω)) o que nos garante que

T∫
0

(u
′

m(t),w)ϕ(t)dt→
T∫
0

(u
′
(t),w)ϕ(t)dt

com ϕ(0) = 1 e ϕ(T) = 0, ∀w ∈ L2(Ω),∀ϕ ∈ C1(0, T). Somando as convergências acima

teremos que

T∫
0

d

dt
(um(t),wϕ(t))dt→

T∫
0

(u(t),wϕ(t))dt.

Portanto,

(um(0),w)→ (u(0),w), ∀w ∈ L2(Ω)

isto é,

um(0)→ u(0), em ∈ L2(Ω)
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Como por hipotese um(0)→ u0 em L∞(0, T ;H1
0(Ω)), pela unicidade do limite fraco con-

clúımos que u(0) = u0.

• θ(0) = θ0

Como θ ∈ L∞(0, T ;H1
0(Ω)) e θ

′ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) obtemos da proposição 1.5.2 que

θ ∈ C0(0, T ;H1
0(Ω)) assim faz sentindo calcular θ(0). Além disso, como θm → θ fraco

estrela em L∞(0, T ;H1
0(Ω)) então:

T∫
0

< θm(t),w >V ,V
′ ϕ(t)dt→

T∫
0

< θ(t),w >V ,V
′ ϕ(t)dt

∀w ∈ V ′ ,∀ϕ ∈ L1(0, T).

Tomando, em particular, w ∈ L2(Ω), a dualidade < θm(t),w >V ,V
′ é dada por

(θm(t),w) desse modo

T∫
0

(θm(t),w)ϕ(t)dt→
T∫
0

(θ(t),w)ϕ(t)dt

com ϕ(0) = 1 e ϕ(T) = 0.

Analogamente, (θ
′
m) é limidata em L∞(0, T ;L2(Ω)) logo θm → θ fraco estrela em

L∞(0, T ;H1
0(Ω)) o que nos garante que

T∫
0

(θ
′

m(t),w)ϕ(t)dt→
T∫
0

(θ(t)
′
,w)ϕ(t)dt

com ϕ(0) = 1 e ϕ(T) = 0, ∀w ∈ L2(Ω),∀ϕ ∈ C1(0, T). Somando as convergências acima

teremos que

T∫
0

d

dt
(θm(t),wϕ(t))dt→

T∫
0

(θ(t),wϕ(t))dt.

Portanto,

(θm(0),w)→ (θ(0),w), ∀w ∈ L2(Ω)
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isto é,

θm(0)→ θ(0), em L2(Ω).

Como por hipotese θm(0) → θ0 em L∞(0, T ;H1
0(Ω)) pela unicidade do limite fraco con-

clúımos que θ(0) = θ0.

• u ′(0) = u1

Sendo u
′ ∈ L∞(0, T ;H1

0(Ω)) e u
′′ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) temos pela proposição 1.5.2 temos

que u
′ ∈ C0(0, T ;L2(Ω)). Assim faz sentindo calcular u

′
(0). Além disso como u

′
m → u

′

fraco estrela em L∞(0, T ;H1
0(Ω)) e u

′′
m → u

′′
fraco estrela em L∞(0, T ;L2(Ω)) resulta:

T∫
0

(u
′

m(t),w)ϕ(t)dt→
T∫
0

(u
′
(t),w)ϕ(t)dt

T∫
0

(u
′′

m(t),w)ϕ(t)dt→
T∫
0

(u
′′
(t),w)ϕ(t)dt

com ϕ(0) = 1 e ϕ(T) = 0, ∀w ∈ L2(Ω),∀ϕ ∈ C1(0, T). Somando as convergências acima

obtemos que:

T∫
0

d

dt
(u
′

m(t),wϕ(t))dt→
T∫
0

(u(t)
′
,wϕ(t))dt.

Portanto,

(u
′

m(0),w)→ (u
′
(0),w),∀w ∈ L2(Ω)

isto é,

u
′

m(0)→ u
′
(0), em L2(Ω)

Como por hipotese u
′
m(0) → u1 em L∞(0, T ;H1

0(Ω)), temos pela unicidade do limite

fraco que u
′
(0) = u1.
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2.1.5 Unicidade de Soluções

Mostraremos a unicidade de soluções usando o Método da Energia. Suponha que existam

duas soluções {u, θ} e {û, θ̂} do sistema, (2.1) e (2.2) então:



u
′′
(t) −M(·, ·, |∇u(t)|2)∆u+ (a · ∇)θ(t) = 0;

θ
′
(t) + B · ∇θ+ (a · ∇)u ′ = 0;

u = θ = 0 em Σ;

u(x, 0) = u0(x),u
′
(x, 0) = u1(x), θ(x, 0) = θ0(x).

(2.31)



û
′′
(t) −M(·, ·, |∇û(t)|2)∆û+ (a · ∇)θ̂(t) = 0;

θ̂
′
(t) + B · ∇θ̂+ (a · ∇)û ′ = 0;

û = θ̂ = 0 em Σ;

û(x, 0) = u0(x), û
′
(x, 0) = u1(x), θ̂(x, 0) = θ0(x).

(2.32)

Subtraindo os sistemas acima temos que as funções φ = u−û e ψ = θ− θ̂ são soluções

do problema de valor inicial e fronteira:



(
φ
′′
(t) −M(·, ·, |∇u(t)|2)∆u+M(·, ·, |∇û(t)|2)∆û+ (a · ∇)ψ(t), ρ(t)

)
= 0;(

ψ
′
(t) + B · ∇θ− B · ∇θ̂+ (a · ∇)φ ′ , ξ(t)

)
= 0;

φ = ψ = 0 em Σ;

φ = ψ = 0 em Σ,φ(x, 0) = 0,φ
′
(x, 0) = 0,ψ(x, 0) = 0 em Ω.

(2.33)

A seguir faremos algumas estimativs para o sistema acima:

• somando e subtraindo M(·, ·, |∇u(t)|2)∆û em (2.33) temos que:

(
φ
′′
(t)−M(·, ·, |∇u(t)|2)∆u+M(·, ·, |∇u(t)|2)∆û−M(·, ·, |∇u(t)|2)∆û+M(·, ·, |∇û(t)|2)∆û+

(a · ∇)ψ(t), ρ(t)
)
= 0

(
φ
′′
(t)−M(·, ·, |∇u(t)|2)∆u+M(·, ·, |∇u(t)|2)∆û+(a·∇)ψ(t), ρ(t)

)
−
([
M(·, ·, |∇u(t)|2)−

M(·, ·, |∇û(t)|2)
]
∆û, ρ(t)

)
= 0 ou

(
φ
′′
(t)−M(·, ·, |∇u(t)|2)∆u+M(·, ·, |∇u(t)|2)∆û+(a·∇)ψ(t), ρ(t)

)
=
(
[M(·, ·, |∇u(t)|2)−

M(·, ·, |∇û(t)|2)]∆û, ρ(t)
)

.
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• Somando e subtraindo o termo
n∑
i,j=1

Bij(θ(t), t)∂Xi θ̂(t) em (2.33) temos que

(
ψ
′
(t) + B · ∇θ−

n∑
i,j=1

Bij(θ(t), t)∂Xi θ̂(t) +
n∑
i,j=1

Bij(θ(t), t)∂Xi θ̂(t)

− B · ∇θ̂+ (a · ∇)φ ′ , ξ(t)
)
= 0

(ψ
′
(t), ξ(t)) +

(
B · ∇θ −

n∑
i,j=1

Bij(θ(t), t)∂Xi θ̂(t), ξ(t)
)
+
( n∑
i,j=1

Bij(θ(t), t)∂Xi θ̂(t) −

B · ∇θ̂, ξ(t)
)
+
(
(a · ∇)φ ′ , ξ(t)

)
= 0 ou

(ψ
′
(t), ξ(t)) +

( n∑
i,j=1

Bij(θ(t), t)∂xixjθ(t) −
n∑
i,j=1

Bij(θ(t), t)∂Xi θ̂(t), ξ(t)
)

+
( n∑
i,j=1

Bij(θ(t), t)∂Xi θ̂(t) −
n∑
i,j=1

Bij(θ(t), t)∂xixj θ̂, ξ(t)
)
+ (a · ∇)φ ′ , ξ(t)

)
= 0

Usando o Teorema da Divergência temos que:

( n∑
i,j=1

Bij(θ(t), t)∂xixjθ(t), ξ(t)
)
= −

n∑
i,j=1

(
Bij(θ(t), t)∂xiθ,∂xjξ(t)

)
( n∑
i,j=1

Bij(θ̂, t)∂xixj θ̂(t), ξ(t)
)
= −

n∑
i,j=1

(
Bij(θ̂(t), t)∂xi θ̂,∂xjξ(t)

)
.

logo,

(ψ
′
(t), ξ(t)) +

n∑
i,j=1

(
Bij(θ(t), t)∂xiψ,∂xjξ(t)

)
+ (a · ∇)φ ′ , ξ(t)

)
=

−
n∑
i,j=1

(
{Bij(θ(t), t) − Bij(θ̂(t), t)}∂xi θ̂(t),∂xjξ(t)

)
.

Assim o sistema (2.33) é equivalente a:



(
φ
′′
(t) −M(·, ·, |∇u(t)|2)∆u+M(·, ·, |∇u(t)|2)∆û+ a · ∇)ψ(t), ρ(t)

)
=(

[M(·, ·, |∇u(t)|2) −M(·, ·, |∇û(t)|2)]∆û, ρ(t)
)

(ψ
′
(t), ξ(t)) +

n∑
i,j=1

(
Bij(θ(t), t)∂xiψ,∂xjξ(t)

)
+ (a · ∇)φ ′ , ξ(t)

)
=

−
n∑
i,j=1

(
{Bij(θ(t), t) − Bij(θ̂(t), t)}∂xi θ̂(t),∂xjξ(t)

)
φ = ψ = 0 em Σ

φ = ψ = 0 em Σ,φ(x, 0) = 0,φ
′
(x, 0) = 0,ψ(x, 0) = 0 em Ω

(2.34)
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Somando as expressões do sistema (2.34), fazendo ρ(t) = φ
′
(t) e ξ(t) = ψ em se-

guinda somando as equações e observando que pelo teorema da divergência que
(
(a ·

∇)ψ(t),φ ′(t)
)
+
(
(a · ∇)φ ′(t),ψ(t)

)
= 0 e da hipotese (2.6) que Bij(θ(t), t)∂xi∂xi >

B0|∇ψ|2Rn , obtemos:

1
2
d
dt
|φ
′
(t)|2 + 1

2
d
dt
|ψ(t)|2 −

(
M(·, t, |∇u(t)|2)∆φ(t),φ ′(t)

)
+ B0|∇ψ|2 6

(φ
′′
,φ

′
) + (ψ

′′
,ψ

′
) −

(
M(·, t, |∇u(t)|2)∆φ,φ

′
(t)
)
+

n∑
i,j=1

(
Bij(θ(t), t)∂xi ,∂xi

)
=(

[M(·, ·, |∇u(t)|2) −M(·, ·, |∇û(t)|2)]∆û,φ
′
(t)
)

−
n∑
i,j=1

(
{Bij(θ(t), t) − Bij(θ̂(t), t)}∂xi θ̂(t),∂xjψ(t)

)
(2.35)

Analizemos os termos da expressão acima. Temos que:

−
(
M(·, t, |∇u(t)|2)∆φ(t),φ ′(t)

)
=
∫
Ω

M(·, t, |∇u(t)|2)∆φ(t)φ ′(t)dx =∫
Ω

∇
(
M(·, t, |∇u(t)|2)φ ′(t)

)
∇φdx =∫

Ω

∇M(·, t, |∇u(t)|2)φ ′(t)∇φdx+
∫
Ω

M(·, t, |∇u(t)|2)∇φ ′(t)∇φdx =∫
Ω

∇M(·, t, |∇u(t)|2)φ ′(t)∇φdx+
∫
Ω

M(·, t, |∇u(t)|2)1
2
d
dt
|∇φ(t)|2dx

do último termo desta igualdade temos que:

∫
Ω

M(·, t, |∇u(t)|2)1
2
d
dt
|∇φ(t)|2dx = 1

2
d
dt

∫
Ω

M(·, t, |∇u(t)|2)|∇φ(t)|2dx

− 1
2

∫
Ω

∂tM(·, t, |∇u(t)|2)|∇φ(t)|2dx− 1
2

∫
Ω

∂λM(·, t, |∇u(t)|2)|∇φ(t)|2dx(∇u ′ ,∇u).

Portanto,

−
(
M(·, t, |∇u(t)|2)∆φ(t),φ ′(t)

)
= 1

2
d
dt

∫
Ω

M(·, t, |∇u(t)|2)|∇φ(t)|2dx

− 1
2

∫
Ω

∂tM(·, t, |∇u(t)|2)|∇φ(t)|2dx− 1
2

∫
Ω

∂λM(·, t, |∇u(t)|2)|∇φ(t)|2dx(∇u ′ ,∇u)

+
∫
Ω

∇M(·, t, |∇u(t)|2)φ ′∇φdx.

Substituindo o termo acima em (2.35), obtemos:

1
2
d
dt
|φ
′
(t)|2 + 1

2
d
dt
|ψ(t)|2 + 1

2
d
dt

∫
Ω

M(·, t, |∇u(t)|2)|∇φ(t)|2dx
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− 1
2

∫
Ω

∂tM(·, t, |∇u(t)|2)|∇φ(t)|2dx− 1
2

∫
Ω

∂λM(·, t, |∇u(t)|2)|∇φ(t)|2dx(∇u ′ ,∇u)

+
∫
Ω

∇M(·, t, |∇u(t)|2)φ ′∇φdx+B0|∇ψ|2 6
(
[M(·, ·, |∇u(t)|2)−M(·, ·, |∇û(t)|2)]∆û,φ

′
(t)
)
−

n∑
i,j=1

(
{Bij(θ(t), t) − Bij(θ̂(t), t)}∂xi θ̂(t),∂xjψ(t)

)

Usando as hipoteses (2.5) e (2.8) podemos limitar a expressão acima. De fato, existe

uma constante C tal que

•1
2

∣∣∣ ∫
Ω

∂tM(·, t, |∇u(t)|2)|∇φ(t)|2dx
∣∣∣
R
6 1

2

∫
Ω

|∂tM|R|∇φ(t)|2Rdx 6 1
2

∫
Ω

C1g(λ)|∇φ(t)|2Rdx

como g ∈ C1([0,∞); [0,∞)) então, em compactos de [0,∞) existe C tal que

1
2

∫
Ω

C1g(λ)|∇φ(t)|2Rdx 6 C|∇φ(t)|2.

Logo
1

2

∣∣∣ ∫
Ω

∂tM(·, t, |∇u(t)|2)|∇φ(t)|2dx
∣∣∣
R
6 C|∇φ(t)|2

assim temos que:

•
∣∣∣12 ∫
Ω

∂λM(·, t, |∇u(t)|2)|∇φ(t)|2dx(∇u ′ ,∇u)
∣∣∣
R
6
∫
Ω

|∂λM|R||∇φ(t)|2Rdx|∇u
′
||∇u| 6

∫
Ω

C2h(λ)|∇φ(t)|2Rdx|∇u
′
||∇u|

Como |∇u| 6 2CΩ
m0
K0 e |∇u ′ | 6 K0 usando para h(λ) o mesmo argumento feito para

g(λ) obtemos que existe C tal que

∣∣∣1
2

∫
Ω

∂λM(·, t, |∇u(t)|2)|∇φ(t)|2dx(∇u ′ ,∇u)
∣∣∣
R
6 C|∇φ(t)|2.

•
∣∣∣ ∫
Ω

∇M(·, t, |∇u(t)|2)φ ′∇φdx
∣∣∣
R
6
∫
Ω

|∇M(·, t, |∇u(t)|2)|R|φ
′
|R|∇φ|Rdx

6
∫
Ω

C4l(λ)|φ
′
|R|∇φ|Rdx.

Como l é uma função real cont́ınua e decrescente definida no intervalo [0,∞) temos

que para qualquer compacto de [0,∞) existe C ∈ R tal que:

∣∣∣ ∫
Ω

∇M(·, t, |∇u(t)|2)φ ′∇φdx
∣∣∣
R
6
∫
Ω

C4l(λ)|φ
′
|R|∇φ|Rdx 6

∫
Ω

C|φ
′
|R|∇φ|Rdx,
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e usando a desigualdade de Young, temos:

∣∣∣ ∫
Ω

∇M(·, t, |∇u(t)|2)φ ′∇φdx
∣∣∣
R
6 C

∫
Ω

|φ
′
|2R

2
+

|∇φ|2R
2

dx = C(|φ
′
|2 + |∇φ|)2

O primeiro termo do lado direito pode ser limitado usando a hipotese (2.5) e um argumento

similiar feito anteriormente

•
∣∣∣([M(·, ·, |∇u(t)|2) −M(·, ·, |∇û(t)|2)]∆û,φ

′
(t)
)∣∣∣

R

6
∫
Ω

∣∣∣M(·, ·, |∇u(t)|2) −M(·, ·, |∇û(t)|2)
∣∣∣
R
|∆û|R|φ

′
(t)|R.

Observe que

|M(·, ·, |∇u(t)|2)−M(·, ·, |∇û(t)|2)|R =
∣∣∣ |∇u(t)|2∫
|∇û(t)|2

∂λM(·, ·, λ)dλ
∣∣∣
R
6

|∇u(t)|2∫
|∇û(t)|2

|∂λM(·, ·, λ)|Rdλ

6
|∇u(t)|2∫
|∇û(t)|2

C2h(λ)dλ 6 C(|∇u(t)|2 − |∇û(t)|2) 6 C|∇u(t) −∇û(t)|2

Dáı, |M(·, ·, |∇u(t)|2)−M(·, ·, |∇û(t)|2)|R 6
∫
Ω

C|∇u(t)−∇û(t)|2|∆û|R|φ
′
(t)|Rdx. Usando

a desigualdade de Holder obtemos que

|M(·, ·, |∇u(t)|2) − M(·, ·, |∇û(t)|2)|R 6 C(|∇u(t)|2 − |∇û(t)|2)
∫
Ω

|∆û|R|φ
′
(t)|Rdx 6

C|∇u(t) −∇û(t)|2|∆û||φ ′(t)|

Como |∇u(t)|2 6 CΩ|∆u(t)|2 6 2CΩ
m0
K0 então existe uma constante C tal que∣∣∣([M(·, ·, |∇u(t)|2) −M(·, ·, |∇û(t)|2)]∆û,φ

′
(t)
)∣∣∣

R
6 C|φ

′
(t)| 6 C(|φ

′
(t)|+ |∇φ(t)|)

• Como θ̂ ∈ L∞(0, T ;H1
0(Ω)) pela hipotese (2.5) e da desigualdade de Cauchy-Schwarz

∣∣∣− n∑
i,j=1

(
{Bij(θ(t), t) − Bij(θ̂(t), t)}∂xi θ̂(t),∂xjψ

)∣∣∣
R
6∣∣∣− n∑

i,j=1

(
Ln2|θ(t) − θ̂(t)|∂xi θ̂(t),∂xjψ

)∣∣∣
R
6

Ln2|ψ(t)||∇θ|L∞(Ω)|∇ψ| 6 C|ψ(t)|2 + B0

2
|∇ψ(t)|2

Substituindo as limitações acimas obtemos que:
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1
2
d
dt

{
|φ
′
(t)|2 + |ψ(t)|2 +

∫
Ω

M(·, t, |∇u(t)|2)|∇φ(t)|2Rdx
}
+ B0

2
|∇ψ(t)|2 6

C{|φ
′
(t)|2 + |ψ(t)|2 + |∇φ(t)|2}

Fazendo E(t) = |φ
′
(t)|2+ |ψ(t)|2 e aplicando a desigualdade de Gronwall com E(0) = 0

temos que as funções φ e ψ são nulas, mostrando assim a unicidade.



Caṕıtulo 3

Decaimento da Energia

Neste caṕıtulo estudaremos o decaimento da energia do sistema termoelástico (2.1) - (2.2),

onde definimos energia das soluções fortes por:

E(t) =
1

2

{
|u
′
(t)|2 + |θ(t)|2 +

∫
Ω

M(·, t, |∇u(t)|2)|∇u(t)|2Rdx
}

Aqui usamos o mesmo método análogo encontrada em kormonil e zuazua.

3.1 Estabilidade

O seguinte teorema garante que a energia E(t) decáı exponencialmente a zero.

Teorema 3.1.1. Seja {u, θ} um para de soluções fortes do sistema (2.1) - (2.2). Então

a energia satisfaz

E(t) 6 3CΩK(0)exp
{
−

4τ

3
t
}

para todo t > 0 (3.1)

onde a constante K(0) é o valor de K(t) e aplicado em t = 0, onde

0 < τ = min
{
δ,
B0

2
,
γ0

4C0C5

}
; (3.2)

0 < δ < min
{1

2
,

1

2C6

,
γ0/4

C0f(2CΩK0/m0) + (‖ a ‖2 n2)/(4B0)

}
; (3.3)

γ0 ja esta definido em 2.19, e

C5 = sup
{
f(ϕ); |ϕ|L∞loc(0;∞,H1

0(Ω)) 6 C
}

e C6 = CΩ +
1

m0

. (3.4)

45
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Prova 2. A prova da desigualdade (2.20) permite escrevemos u e θ em vez de um e de

θm sem modificações. assim a função

K(t) =
1

2

{
|∇u ′(t)|2 + |∇θ(t)|2 +

∫
Ω

M(., t, |∇u(t)|2)|∆(t)|2Rdx
}

satisfas (2.20) ou seja

K
′
(t) + B0|θ(t)|

2
H2
Ω
+ (γ0 − γ(t))|∆u|

2 6 0. (3.5)

usando fato que |∇z|2 6 |z|2
H2
Ω

,∀z ∈ H1
0 ∩H2(Ω) ganhamos que B0|∇θ|2 6 B0|θ|

2
H2
Ω

dáı:

K
′
(t) + B0|∇θ(t)|2 + (γ0 − γ(t))|∆u|

2 6 0

isso implica que:

K
′
(t) 6 −B0|∇θ(t)|2 − (γ0 − γ(t))|∆u|

2.

Logo da desigualdade acima temos que 3.5 :

1
2
d
dt

{
|∇u ′(t)|2+|∇θ(t)|2+

∫
Ω

M(., t, |∇u(t)|2)|∆(t)|2Rdx
}
6 −B0|∇θ(t)|2−(γ0−γ(t))|∆u|

2

Agora introduzindo a função σ(t) = (u
′
(t),∆u(t)) e limitando por cima temos que

|σ(t)|R = |(u
′
(t),∆u(t))|R 6 |u

′
||∆u| 6 |u

′
|2

2
+ |∆u|2

2
6 CΩ

2
|∇u ′ |2 + 2K(t)

2m0
= CΩ

2
|∇u ′ |2 +

1
m0
K(t) = CΩ

2
|∇u ′ |2+ 1

m0

[
1
2

{
|∇u ′(t)|2+|∇θ(t)|2+

∫
Ω

M(., t, |∇u(t)|2)|∆(t)|2Rdx
}]

= CΩ
2
|∇u ′(t)|2+

1
2m0

|∇u ′(t)|2 + 1
2m0

|∇θ(t)|2 + 1
2m0

∫
Ω

M(., t, |∇u(t)|2)|∆u|Rdx =
(
CΩ
2

+ 1
2m0

)
|∇u ′(t)|2 +

1
2m0

|∇θ(t)|2 + 1
2m0

∫
Ω

M(., t, |∇u(t)|2)|∆u|Rdx 6 1
2

(
CΩ
2

+ 1
2m0

){
|∇u ′(t)|2 + |∇θ(t)|2 +∫

Ω

M(., t, |∇u(t)|2)|∆u|Rdx 6
(
CΩ
2

+ 1
2m0

)
K(t)

Assim temos que:

|σ(t)|R 6
(CΩ

2
+

1

2m0

)
K(t) (3.6)

Fazendo C6 =
(
CΩ
2

+ 1
2m0

)
como no teorema, temos que |σ(t)|R 6 C6K(t). Tomando

δ > 0, temos que −δC6K(t) 6 δσ(t) 6 δC6K(t)
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Usando a desigualdade acima e tomando Kδ(t) := K(t) + δσ(t) com 0 < δ 6 1
2C6

obtemos que

Kδ(t) 6 K(t)+ 1
2C6
C6K(t) = K(t)+

1
2
K(t) = 3

2
K(t). Analogamente fazendo − 1

2C6
6 −δ

teremos que 1
2
K(t) 6 KδK(t)

Portanto, ∀t > 0 e 0 6 δ 6 1
2C6

, teremos que 1
2
K(t) 6 Kδ(t) 6 3

2
K(t)

Vamos mostra que

K(t) 6 3K(0)exp{(−
4

3
)t},∀t > 0.

De fato, como σ
′
(t) = (u

′′
(t),∆(t)) + (u

′
(t),∆u

′
(t)) e {u, θ} um par de funções que

satisfaz o problema aproximado em Q, então:

u
′′
−M(., t, |∇(t)|2)∆u+ (a · ∇)θ = 0

(u
′′
(t),∆u(t)) =

(
M(., t, |∇u(t)|2)∆u(t),∆u(t)

)
− ((a · ∇)θ(t),∆u(t)).

Usando as Fórmula de Green temos que
∫
Ω

u
′
∆u

′
dx =

∫
S

u
′
∂u

′
dS −

∫
Ω

∇u ′ · ∇ ′dx =

−|∇u ′ |2

Dáı, temos que

σ
′
(t) = (M(., t, |∇(t)|2)∆u,∆u) − ((a · ∇)θ,∆u) − |∇u ′ |2.

Aplicando o Teorema da Divergência de Gauss juntamente com a hipoteseM(., t, |∇(t)|2) 6

C0f(|∇(t)|2), obtemos:

•(M(., t, |∇(t)|2)∆u,∆u) 6 (C0f(|∇(t)|2)∆u,∆u) 6 C0f(|∇(t)|2)(∆u,∆u) 6 C0f(|∇(t)|2)|∆u|2

•− ((a · ∇)θ,∆u) = (a1
∂θ
∂x1

+ . . . + an
∂θ
∂xn

,∆u) 6 nmax{ai}(∇θ(t),∆u(t))

6 n ‖ a ‖ |∇θ(t)||∆u(t)| =
√

2B0|∇θ(t)|n‖a‖|∆u(t)|√
2B0

6 B0|∇θ(t)|2 + n2‖a‖2
4B0

|∆u(t)|2

assim temos a seguinte a desigualdade

σ
′
(t) 6 C0f(∇u(t)|2)|∆u(t)|2 + B0|∇θ(t)|2 +

‖ a ‖2 n2

4B0

|∆u(t)|2 − |∇u(t)|2.
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Da definição de Kδ temos que K
′

δ(t) = K
′
(t) + δσ

′
(t) portanto temos que

K
′

δ(t) 6 −B0|∇θ(t)|2 − (γ0 − γ(t))|∆u|2 + δC0f(∇u(t)|2)|∆u(t)|2 + δB0|∇θ(t)|2 +

δ
‖a‖2n2

4B0
|∆u(t)|2 − δ|∇u(t)|2. ou

K
′

δ(t) 6 −δ|∇u(t)|2−B0(1−δ)|∇θ|2−((γ0−γ(t))−δC0f(|∇u(t)|2)−δ‖a‖
2n2

4B0
)|∆u(t)|2.

Da desigualdade (2.9) temos uma constante γ0 > 0 , tal que 0 < γ(t) 6 γ0

2
,∀t > 0

isso implica que γ0 − γ(t) >
γ0

2
; da estimativa I, obtemos um par de funções {u, θ} tal

que K(t) em (2.18) satistfaz K(t) 6 k0 para t > 0, também, temos que |∇(t)|2 6 2CΩK0

m0
,

como f é estritamente decrescente isso implica que

f(|∇u(t)|2) 6 f(2CΩK0

m0

),∀t > 0.

Assim a desigualdade se transforma:

K
′

δ(t) 6 −δ|∇u(t)|2 − B0(1 − δ)|∇θ|2 − (
γ0

2
− δC0f(2

CΩK0

m0

) − δ
‖ a ‖2 n2

4B0

)|∆u(t)|2

Escolhendo δ com definido em 3.3, ou seja ,

0 < δ < min
{1

2
,

1

2C6

,
γ0/4

(C0f(2
CΩK0

m0
) + ‖a‖2n2

4B0
)

}
.

Assim, observe que

δ(C0f(2
CΩK0

m0
) + ‖a‖2n2

4B0
) 6 γ0/4

(C0f(2
CΩK0
m0

)+
‖a‖2n2

4B0
)

(
C0f(2

CΩK0

m0
) + ‖a‖2n2

4B0

)
6 γ0

4

portanto,

γ0

4
> δ(C0f(2

CΩK0

m0

) +
‖ a ‖2 n2

4B0

)

usando também o fato que δ 6 1
2

obtemos

K
′

δ(t) 6 −δ|∇u ′(t)|2 − B0

2
|∇θ(t)|2 − γ0

2
|∆u(t)|2.

Como 0 < M(x, t, |∇u(t)|2) 6 C0f(|∇u(t)|2) temos, −1 6 −M(x,t,|∇u(t)|2)
C0f(|∇u(t)|2) . Como

u ∈ L∞loc(0,∞;H1
0(Ω)) usando a constante C5 definida por
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C5 = sup{f(ϕ); |ϕ|L∞loc(0,∞;H1
0(Ω)) 6 C}

com isso 0 < C0f(|∇u(t)|2) < C0C5 de onde tiramamos que − 1
C0f(|∇u(t)|2) 6 − 1

C0C5
.

Portantos temos que

−1 6 −
M(x, t, |∇u(t)|2)
C0f(|∇u(t)|2)

6 −
M(x, t, |∇u(t)|2)

C0C5

Fazendo τ = min{δ, B0

2
, γ0

4C0C5
} e usando a majoração acima em K

′

δ(t) temos que

K
′

δ(t) 6 −δ|∇u ′(t)|2 − B0

2
|∇θ(t)|2 − γ0

4
M(x,t,|∇u(t)|2)

C0C5
|∆u(t)|2

6 −2τ
{

1
2
(|∇u ′ |2 + |∇θ|2 +

∫
Ω

M(., t, |∇(t)|2|∆u|Rdx)
}

.

Logo K
′

δ(t) 6 −2τK(t). Com esta desigualdade obtemos:

K
′

δ(t) 6 −
4

3
τKδ(t).

Resolvendo a desigualdade diferencial: K
′

δ(t) +
4
3
τKδ(t) 6 0. Multiplicando pelo fator

integrante exp{(4τ
3
)t} teremos que

exp{(
4τ

3
)t}K

′

δ(t) +
4τ

3
exp{(

4τ

3
)t}Kδ(t) 6 0

ou,

[
exp{(

4τ

3
)t}Kδ(t)

] ′
6 0.

Dáı,
t∫
0

[
exp{(

4τ

3
)s}Kδ(s)

] ′
ds 6 0

ou,

exp{(
4τ

3
)t}Kδ(t) 6 Kδ(0)

Logo

Kδ(t) 6 Kδ(0)exp{(−
4τ

3
)t},∀t > 0
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Voltando as desigualdades 1
2
K(t) 6 Kδ(t) 6 Kδ(0)exp{(−4τ

3
)t} e sendo Kδ(0) 6 3

2
K(t)

temos K(t) 6 3K(0)exp{(−4τ
3
)t}. Usando a desigualdade de Poincaré teremos que

E(t) = 1
2

{
|u
′
(t)|2 + |θ(t)|2 +

∫
Ω

M(·, t, |∇u(t)|2)|∇u(t)|2Rdx
}

6 1
2

{
CΩ|∇u

′
(t)|2 + CΩ|∇Ω(t)|2 +

∫
Ω

M(x, t, |∇u(t)|2)|∆u|2dx
}

6 CΩK(t)

6 3CΩK(0)exp{(−
4τ
3
)t}

assim, fica provado o teorema, pois E(t) 6 3CΩK(0)exp{(−
4τ
3
)t}.
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