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Resumo

Neste trabalho estudaremos o problema de valor inicial (PVI) associado à equação de

Zakharov - Kuznetsov generalizada (gZK). ∂tu+ ∂x∆u+ uk∂xu = 0, (x, t) ∈ R3 × R

u(x, 0) = u0(x).
(1)

Uma questão primordial no estudo de (1) é o problema de boa colocação que consiste

em saber se a cada condição inicial u0 dada é posśıvel encontrar uma, e somente uma

solução de (1) e que além disso tais soluções dependam continuamente dos dados iniciais.

Provaremos que o PVI (1) é bem posto para dados iniciais em espaços de Sobolev Hs(R3)

com ı́ndices s > 3
2
− 2

k
, para todo k > 4. A técnica que empregamos para obter tal

resultado consiste em transformar o PVI (1) em uma equação integral, cujas soluções são

pontos fixos de um certo operador (operador integral associado). Para construir um espaço

de Banach onde o operador integral é uma contração, nos valemos de várias estimativas

para as soluções da parte linear da equação tais como efeitos suavizantes, estimativas da

função maximal, imersões de Sobolev.

Palavras - chaves:

Boa colocação, Equação de Zakharov - Kuznetsov generalizada, o problema de Cauchy

equação de Zakharov - Kuznetsov generalizada.
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Abstract

In this work we will study the initial value problem (IVP) associated with the generalized

Zakharov - Kuznetsov equation (gZK). ∂tu+ ∂x∆u+ uk∂xu = 0, (x, t) ∈ R3 × R

u(x, 0) = u0(x).

A prime issue in the study of (1) is the problem of well-posedness which consists of

knowing if for each given initial condition u0 given, it can find one and only one solution

of (1), besides that, such solutions depend continuously on the initial data. We will prove

that the IVP (1) is well posed for initial data in Sobolev spaces Hs(R3) with indices

s > 3
2
− 2

k
, for all k > 4. The technique used to obtain such result is to transform IVP (1)

into an integral equation, whose solutions are fixed points of a certain operator (associated

integral operator). In orde to construct a Banach space where the integral operator is a

contraction, we use several estimates for the solutions of the linear part of the equation

such as smoothing effects, maximal estimates and Sobolev embeddings.

Keywords:

Well-posedness, Generalized Zakharov-Kuznetsov equation, the Cauchy problem of the

generalized Zakharov-Kuznetsov equation.
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Introdução

Este trabalho tem como objetivo estudar o problema de Cauchy associado a equação

de Zakharov-Kuznetsov generalizada (gZK): ∂tu+ ∂x∆u+ uk∂xu = 0

u(x, 0) = u0(x).
(2)

onde u é uma função a valores reais na variável (x, y, z, t) com t ∈ R e x = (x, y, z) ∈ R3,

e k ∈ N.

Quando k = 1 a equação em (2) tem significado f́ısico e foi formalmente deduzida

por Zakharov e Kuznetsov (ZK) em [15] como um modelo assintótico para descrever a

propagação de ondas iônico-acústicas não-lineares em um plasma magnetizado. Ainda

com k = 1 a equação em (2) também pode ser vista como uma extensão natural da

equação generalizada de Korteweg-de Vries (KdV) unidimensional: ut + uxxx + uux = 0

u(0) = u0.
(3)

Vale ressaltar que, ao contrário de algumas generalizações da equação KdV, a equação ZK

não é completamente integrável e possui apenas duas quantidades invariantes pelo fluxo,

elas são as normas em L2(R3)

N(t) =

∫
R3

u2(t, x)dx,

e o Hamiltoniano

H(t) =
1

2

∫
R3

(
(∇u(t, x))2 − u3(t, x)

3

)
dx.

Portanto, é uma questão natural estudar o problema de Cauchy para a equação (ZK) no

espaço de Sobolev H1(R3), uma vez que qualquer boa colocação local que resulte neste

espaço proporcionaria uma boa colocação global.

1



Sumário 2

Em matemática, a equação em (2) tem sido amplamente estudada no que diz respeito

a boa colocação, ou seja, procura-se saber sobre a existência e unicidade da solução da

equação (2), e além disso, se as soluções dependem continuamente do valor inicial u0(x).

Mais precisamente, dizemos que um problema de valor inicial (PVI) é bem posto em um

certo espaço funcional X se a cada dado inicial u0 ∈ X corresponder uma única solução

para o PVI e além disso, essa solução depender continuamente desta condição inicial.

Caso contrário diz-se que o PVI é mal posto em X. A escolha mais comum para o espaço

funcional X são os bem conhecidos espaços de Sobolev com base em L2. Procura-se

estabelecer boa colocação em tais espaços com menor ı́ndice posśıvel.

Vários trabalhos têm sido dedicados a questão de boa colocação em espaços de Sobolev.

No caso bidimensional, temos os seguintes resultados:

1. Em 1995, Faminskii provou em [3] a boa colocação local e global da equação ZK para

dados iniciais em H1(R2).

2. Em 2009, Linares e Pastor obtiveram em [8] a boa colocação local em Hs(R2), s > 3/4.

A principal ferramenta para obter esses resultados é a seguinte estimativa linear em L2
xL
∞
yT

‖U (t)ϕ‖L2
xL
∞
yT
6 C‖ϕ‖Hs(R2),

para todo s > 3
4
.

3. Em 2012, Ribaud e Vento provaram em [13] a boa colocação local nos espaços de

Sobolev Hs(R2) para s > 1
4

se k = 2, s > 5
12

se k = 3 e s > 1− 2
k

se k > 4.

4. Em 2015, Molinet e Pilod provaram em [11] provaram a boa colocação local em Hs(R2)

para s > 1
2

e a boa colocação global em H1(R× T).

Já no caso tridimensional, até onde sabemos, existem poucos resultados disponiveis sobre

a boa colocação local da equação ZK nos habituais espaços de Sobolev, alguns desses

resultados são:

1. Em 2009, Linares e Saut provaram em [10] boa colocação local em Hs(R3), s > 9
8
.

2. Em 2011, Ribaud e Vento provaram a boa colocação local em Hs(R3),s > 1, bem como

no espaço de Besov B1,1
2 (R3)

3. Em 2015, Molinet e Pilod provaram em [11] a boa colocação global em H1(R3) para

s > 1.

Vale ressaltar que em 2010, Grünrock provou em [6] que considerando dimensões espaciais

n = 2 e n = 3 para expoentes inteiros k > 3, então para dados u0 ∈ Bsc
2,q, onde 1 6 q 6∞

e sc = n
2
− 2

k
é a regularidade cŕıtica de Sobolev, o problema é localmente bem posto e



Sumário 3

globalmente bem colocado, se os dados são suficientemente pequenos.

A formulação integral para o PVI (2) é a seguinte:

u(t) = U (t)u0 −
∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ, (4)

Aqui provaremos os seguintes resultados:

Teorema 0.1 Seja k > 4, sk :=
3

2
− 2

k
. Se s > sk então para cada u0 ∈ Hs(R3) existe

T = T (‖u0‖Hs) e uma única solução de (4). Além disso, a aplicação dado-solução

u0 ∈ Hs(R) 7−→ u

é Lipschtz.

A idéia para provar o teorema acima segue bem de perto o argumento apresentado

por Ribaud e Vento em [13]. Mostraremos que as idéias lá apresentadas se adaptam

perfeitamente ao caso tridimensional. Para isso, usaremos o argumento do prinćıpio de

contração, onde tranformaremos o PVI (2) na equação integral (4), cujas as soluções são

pontos fixos do operador integral associado

Ψ(u) = U (t)u0 −
∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ.

Dáı procuramos um espaço de Banach E relativo ao qual Ψ : E → E é uma contração.

Um ponto crucial para isso é, como veremos, estimar a seguinte norma:

‖2sj‖∆j(u
k+1)‖L1

xL
2
yzT
‖l2(N).

O que torna dif́ıcil a obtenção da boa colocação é o fato que a não-linearidade da equação

possui derivadas. De fato, devemos encontrar um subespaço E ⊆ C([0, T ];Hs(R)), para

algum T e algum s, tal que

u ∈ E =⇒ Ψ(u) ∈ E.

Em outras palavras, Ψ deverá ter a mesma regularidade de u. No entanto, ver-se que a

parte integral da expressão de Ψ(u) possui uma derivação, e sendo assim, não é óbvio que

Ψ(u) tenha regularidade s para uma função u ∈ C([0, T ], Hs(R)) qualquer. O subespaço

E deve ser de uma tal forma que as funções u ∈ E tenham propriedades adicionais que

permitam concluir que a parte integral de Ψ(u) ainda tenha reguralidade s. Para contornar
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as dificuldades expostas acima, nos valemos dos seguintes resultados, conhecidos como

efeitos suavizantes:

‖∇
∫ t

0

U (t− τ)f(τ)dτ‖L∞T L2
x
. ‖f‖L1

xL
2
yzT

e

‖∇2

∫ t

0

U (t− τ)f(τ)dτ‖L∞x L2
yzT
. ‖f‖L1

xL
2
yzT
.

Teorema 0.2 Seja sk = 3
2
− 2

k
, com k > 2. Então o PVI (2) é mal posto em Hsk(R3)

A idéia para provar o teorema acima é mostrar que a aplicação dado-solução

u0 ∈ Hsk(R3) 7−→ u ∈ C0 ([0, T ];Hsk(R)) ,

não é cont́ınua. Mais precisamente, encontraremos uma sequência de dados iniciais

(φn) ⊆ Hsk(R3)

tais que,

lim
n→+∞

‖φn+1 − φn‖Hs
k
→ 0,

mas que a famı́lia de soluções (un)n∈N correspondente aos dados iniciais satisfaça

lim
n→∞

‖un+1(t, ·)− un(t, ·)‖L∞T Hsk
x
6= 0.

Para tal finalidade procuremos soluções do tipo ”onda viajante”

uc(x, t) = ϕ(x− ct, y, z). (5)

Esse trabalho está organizado da seguinte forma:

O primeiro caṕıtulo é composto por resultados premilinares, onde veremos definições,

notações e resultados que darão suporte à compreensão dos demais caṕıtulos.

No segundo caṕıtulo exibiremos a teoria linear, assim como algumas estimativas para

o operador U (t) associado a parte linear da equação ZK linear que dão suporte para

estimar a parte linear da equação integral.

No terceiro caṕıtulo é onde provamos o nosso resultado de boa colocação.

O quarto caṕıtulo é onde provamos a má colocação.



Caṕıtulo 1

Noções Preliminares

Neste caṕıtulo enunciaremos alguns resultados e definições que serão essenciais na

compreensão do texto.

1.1 Espaços de Lebesgue Lp

Nesta seção definiremos o que são os espaços Lp de Lebesgue bem como algumas de

suas propriedades.

Definição 1.1 Seja Ω ⊆ Rn um domı́nio e seja 1 6 p 6 ∞. Dada f : Ω → R (ou C)

mensurável, definimos

‖f‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

, se 1 6 p < +∞

e

‖f‖L∞(Ω) = esse sup
x∈Ω
|f(x)|

e denotamos Lp(Ω) = {f : Ω → C| f é mensurável e ‖f‖Lp(Ω) < ∞}, que é chamado de

espaço Lp(Ω) de Lebesgue.

Usaremos as notações Lp e ‖·‖Lp , como abreviação Lp(Ω) e ‖f‖Lp(Ω), respectivamente.

Teorema 1.1 (Desigualdade de Hölder) Sejam p, q > 1 tais que 1
p

+ 1
q

= 1. Se f ∈ Lp(Ω)

e g ∈ Lq(Ω), então fg ∈ L1(Ω) e

‖fg‖L1 6 ‖f‖Lp‖g‖Lq . (1.1)

5
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Demonstração: Ver referência [4] . �

Corolário 1.1 Se f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) com 1 6 p 6 q 6 ∞ então f ∈ Lr(Ω) para todo

p 6 r 6 q e se tem a desigualdade:

‖f‖Lr 6 ‖f‖θLp‖f‖1−θ
Lq ,

onde 0 6 θ 6 1 e 1
r

= θ
p

+ 1−θ
q

.

Demonstração: Ver referência [4]. �

Teorema 1.2 (Desigualdade de Minkowski) Se 1 6 p <∞ e f, g ∈ Lp(Ω), então:

‖f + g‖Lp 6 ‖f‖Lp + ‖g‖Lp .

Demonstração: Ver referência [4]. �

Agora enunciaremos a Desigualdade de Minkowski para integrais.

Teorema 1.3 Seja f : Rm × Rn → R (ou C) mensurável tal que, f(·, y) ∈ Lp(Rm) para

quase todo ponto y ∈ Rn, e que a função y 7→ ‖f(·, y)‖LP (Rm) pertença a L1(Rn). Então,

a função x 7→
∫
Rn
f(x, y)dy pertence a Lp(Rm) e

‖
∫
Rn
f(x, y)dy‖Lp(Rm) 6

∫
Rn
‖f(·, y)‖Lp(Rm)dy.

Demonstração: Ver referência [4]. �

Teorema 1.4 Sejam f ∈ L1(Rn) e g ∈ Lp(Rn) com 1 6 p 6∞. Então:

‖f ∗ g‖Lp 6 ‖f‖L1‖g‖Lp .

onde (f ∗ g)(x) =

∫
Rn
f(x− y)g(y)dy.

Demonstração: Ver referência [4]. �

Lema 1.1 (Desigualdade de Young) Seja f ∈ Lp(Rn) e g ∈ Lq(Rn), 1 6 p, q 6 ∞ com

1
p

+ 1
q
> 1. Então f ∗ g ∈  Lr(Rn), onde 1

r
= 1

p
+ 1

q
− 1. Além disso

‖f ∗ g‖Lr 6 ‖f‖Lp‖g‖Lq

Demonstração: Ver referência [4]. �
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1.2 Espaços de Lebesgue misto

Denotaremos os espaços LpxL
q
yzT e LqTL

p
xyz os espaços de Lebesgue nas variaveis espaço-

tempo, com suas respectivas normas:

‖f(t, x)‖LpxLqyzT = ‖ ‖f(·, x)‖Lq‖Lp =

(∫ +∞

−∞

(∫ T

0

|f(x, t)|qdt
) p

q

dx

) 1
p

,

‖f(t, x)‖LqTLpx = ‖ ‖f(t, ·)‖Lp‖Lq =

(∫ T

0

(∫ +∞

−∞
|f(x, t)|pdx

) q
p

dt

) 1
q

,

‖f(t, x)‖LqTHs
x

= ‖ ‖f(t, ·)‖Hs‖Lq =

∫ T

0

‖f(t, ·)‖qHsdt.

Enunciaremos agora a desigualdade de Hölder para os espaços de Lebesgue nas varia-

veis espaço-tempo.

Teorema 1.5 Dado f ∈ Lp1x L
q1
yzT e g ∈ Lp2x L

q2
yzT . Então f · g ∈ LpxL

q
yzT e vale

‖f · g‖LpxLqyzT 6 ‖f‖Lp1x L
q1
yzT
· ‖g‖Lp2x L

q2
yzT
.

onde 1
p

= 1
p1

+ 1
p2

e 1
q

= 1
q1

+ 1
q2

.

Demonstração: De fato, temos que

‖f · g‖LpxLqyzT :=

(∫
x

‖f(x, ·)g(x, ·)‖p
LqyzT

dx

) 1
p

.

Pela desigualdade de Hölder já vista,

‖f(x, ·)g(x, ·)‖LqyzT 6 ‖f(x, ·)‖LqyzT ‖g(x, ·)‖LqyzT ,

dáı

‖f · g‖LpxLqyzT 6
(∫

x

‖f(x, ·)‖p
LqyzT
‖g(x, ·)‖p

LqyzT
dx

) 1
p

.

Aplicando a desigualdade de Hölder com respeito a x obtemos o desejado. �

Corolário 1.2 Dado θ ∈ [0, 1] então vale

‖f‖Lpθx L
qθ
yzT
6 ‖f‖1−θ

L
p0
x L

q0
yzT

‖f‖θ
L
p1
x L

q1
yzT
.

onde 1
pθ

= 1−θ
p0

+ θ
p1

e 1
qθ

= 1−θ
q0

+ θ
q1

.
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Demonstração: Sabemos que

‖f‖Lpθx L
qθ
yzT

=

(∫
x

‖f(x, ·)‖pθ
L
qθ
yzT

dx

) 1
pθ

.

Aplicando o Corolário 1.1, temos

‖f(x, ·)‖LqθyzT 6 ‖f(x, ·)‖1−θ
L
q0
yzT

‖f(x, ·)‖θ
L
q1
yzT
. (1.2)

Dáı,

‖f‖Lpθx L
qθ
yzT
6

(∫
x

(‖f(x, ·)‖1−θ
L
q0
yzT

‖f(x, ·)‖θ
L
q1
yzT

)pθdx

) 1
pθ

.

Aplicando a desigualdade de Hölder em relação x, temos o nosso resultado. �

Lema 1.2 Dada f ∈ L∞x L
p
y onde y ∈ Rd, então vale

‖f‖L∞x Lpy 6 ‖f‖LpyL∞x .

Demonstração: De fato, temos que

‖f‖L∞x Lpy = sup
x
‖f(x, ·)‖Lpy .

Como |f(x, y)| 6 sup
r
|f(x, r)|, segue que

‖f(x, ·)‖Lpy 6 ‖ sup
r
|f(r, ·)| ‖Lpy = ‖f‖LpyL∞x .

Tomando o supremo em x, obtém-se

‖f‖L∞x Lpy = sup
x
‖f(x, ·)‖Lpy 6 ‖f‖LpyL∞x . �

1.3 A transformada de Fourier

Nesta seção veremos a definição e algumas das propriedades da transformada de Fourier.

Começaremos com a transformada de Fourier em L1(Rn).

1.3.1 A transformada de Fourier em L1(Rn)

Definição 1.2 Seja f ∈ L1(Rn). A transformada de Fourier de f , denotada por F(f)

ou f̂ é a função

F(f)(ξ) = f̂(ξ) =
1

(2π)
1
n

∫
f(x)e−ix·ξdx, x, ξ ∈ Rn,

onde x · ξ = x1ξ1 + x2ξ2 + · · ·+ xnξn é o produto escalar em Rn.
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Agora enunciaremos algumas propriedades da transformada de Fourier que são bas-

tante conhecidas:

Proposição 1.1 Seja f ∈ L1(Rn), então vale:

1. f̂ : Rn → C é uma função cont́ınua;

2. lim
|ξ|→∞

f̂(ξ) = 0 (Lema de Riemann - Lebesgue);

3. (̂τhf)(ξ) = e−ih·ξf̂(ξ), onde τhf(x) = f(x− h);

4. F(eix·hf)(ξ) = τhf̂(ξ);

5. Dado a > 0, δ̂af(ξ) = a−nf̂(a−1ξ), onde δaf(x) = f(ax).

6. (̂f ∗ g)(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ), onde

(f ∗ g)(x) =

∫
Rn
f(x− y)g(y)dy.

7.

∫
f̂ gdξ =

∫
fĝdξ.

Demonstração: Uma demonstração dessas propriedades pode ser vista na referência [7].

�

1.3.2 A transformada de Fourier no Espaço de Schwartz

Falaremos agora da tranformada de Fourier no espaço de Schwartz.

Definição 1.3 Chamamos de espaço de funções C∞(Rn) de decrescimento rápido, também

conhecido como espaço de Schwartz, ao espaço:

S(Rn) = {ϕ ∈ C∞(Rn) : ‖ϕ‖α,β = sup
x∈Rn
|xα∂βϕ(x)| <∞,∀ multi-́ındices α, β ∈ Nn}.

Iremos designar S(Rn) apenas por S.

Observação 1.1 S(Rn) ⊆ Lp(Rn), para todo 1 6 p 6 +∞.

A transformada de Fourier possui as seguintes propriedades:

Teorema 1.6 Se ϕ ∈ S, então:

1. (̂∂αϕ)(ξ) = (iξ)αϕ̂(ξ);

2. F((−i·)αϕ(·))(ξ) = ∂αϕ̂(ξ);

3. ϕ̂ ∈ S, ou seja, F : S → S.

Demonstração: Ver referência [5] ou [7]. �

O Teorema a seguir nos permite definir a inversa da transformada de Fourier em S.
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Teorema 1.7 Seja ϕ ∈ S, então ϕ̂ ∈ S e além disso vale:

ϕ(x) =

∫
ϕ̂(ξ)eix·ξdξ.

Demonstração: Ver referência [5] ou [7]. �

1.3.3 A transformada de Fourier em Lp(Rn) com 1 < p 6 2

Nesta seção veremos que a noção de transformada de Fourier pode ser estendida a uma

classe de funções bem mais ampla que L1. Para isso começamos com o seguinte resultado,

conhecido como teorema de Plancherel.

Teorema 1.8 Se f ∈ L1 ∩ L2, então f̂ ∈ L2 e:

‖f‖L2 = ‖f̂‖L2 .

Demonstração: Ver referência [9]. �

Observação 1.2 Este resultado mostra que a transformada de Fourier define um ope-

rador linear de L1(Rn) ∩ L2(Rn) em L2(Rn). De fato, esse operador é uma isometria.

Assim, existe uma única extensão limitada de F a todo o L2(Rn). Ainda denotaremos tal

extensão por F ou .̂

Tendo definido F em L1 e L2 como operadores lineares cont́ınuos e tendo em vista que

Lp ⊆ L1 + L2 para todo 1 6 p 6 2, pode-se facilmente definir a transformada de Fourier

em Lp para 1 6 p 6 2. Além disso vale o seguinte:

Lema 1.3 (Desigualdade de Hausdorff - Young) Seja f ∈ Lp(Rn), 1 6 p 6 2. Então

f̂ ∈ Lp′(Rn) com 1
p

+ 1
p′

= 1 e

‖f̂‖p′ 6 ‖f‖p.

Demonstração: Ver referência [9]. �

1.3.4 A transformada de Fourier de uma distribuição

Nas seções anteriores vimos que a tranformada de Fourier pode ser definida em Lp, 1 6

p 6 2, mas para p > 2 é sabido que é posśıvel estendê- la como um operador limitado, um
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conceito mais amplo que o de função onde fará sentido definir a transformada de Fourier

para funções em Lp qualquer que seja p. Nesta seção veremos a grande importância de

estudar distribuiçoes temperadas.

Definição 1.4 Uma distribuição temperada é um funcional linear cont́ınuo F : S(Rn)→

C. O dual de S(Rn), ou seja, o conjunto de todas as distribuições temperadas, será

designado pela notação S ′(Rn), ou simplesmente, por S ′.

Portanto, F ∈ S ′(Rn) se, e somente se,

1. F : S → C é linear e;

2. Dada qualquer sequência (ϕj)j∈N de funções tal que ϕj → 0, tivermos que F (ϕj)→ 0

quando j →∞.

As vezes usaremos 〈F, ϕ〉 no lugar de F (ϕ).

Definição 1.5 Dizemos que uma função f : Rn → C é de crescimento polinomial no

infinito, ou simplesmente, de crescimento polinomial, quando existem C,M > 0 tais que:

|f(x)| 6 C(1 + |x|)M , ∀ x ∈ Rn.

Teorema 1.9 Toda função localmente integrável de crescimento polinomial no infinito

define uma distribuição temperada. Em particular, toda função limitada e toda função em

Lp(Rn), 1 6 p 6∞ define uma distribuição temperada pela fórmula:

Ff (ϕ) =

∫
fϕdx. (1.3)

Demonstração: Ver referência [5]. �

Definição 1.6 Dada F ∈ S ′, definimos sua transformada de Fourier por

F̂ (ϕ) = 〈F̂ , ϕ〉 = 〈F, ϕ̂〉 = F (ϕ̂),∀ ϕ ∈ S. (1.4)

Observação 1.3 Se f ∈  L1, então a transformada de Fourier de f coincide com a sua

transformada de Fourier no sentido das distribuições. Portanto, a Definição (1.6) é con-

sistente com a teoria de transformada de Fourier em L1 e também em S.

Teorema 1.10 A transformada de Fourier F : S ′ → S ′ é um isomorfismo, e ambos, F

e F−1 são operados lineares cont́ınuos.
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Demonstração: Ver referência [5]. �

Teorema 1.11 A transformada de Fourier F : S ′ → S ′ satisfaz as seguintes proprieda-

des:

1. (∂̂αF )(ξ) = (iξ)αF̂ (ξ), para qualquer multi - ı́ndice α ∈ Nn;

2. F((−ix)αF )(ξ) = ∂αξ F̂ (ξ);

3. (τ̂hF ) = e−ih·ξF̂ (ξ);

4. F(eix·hF )(ξ) = τhF̂ (ξ).

Demonstração: Ver referência [5]. �

Definição 1.7 Dadas F ∈ S ′ e ψ ∈ S definimos ao produto de convolução de F e ψ por:

F ∗ ψ(x) = 〈F, τ−xψ(−·)〉 = 〈F, τ(−x)ψ(x− ·)〉.

Teorema 1.12 Se F ∈ S ′ e ψ ∈ S, então:

F̂ ∗ ψ = F̂ ψ̂,

onde F̂ ψ̂ ∈ S ′ é definido como:

F̂ ψ̂(ϕ) = 〈F̂ ψ̂, ϕ〉 = 〈F̂ , ψ̂ϕ〉 = F̂ (ψ̂ϕ).

Demonstração: Ver referência [5]. �

1.4 Espaços de Sobolev

Nesta seção estudaremos os espaços de Sobolev que são uma ferramenta fundamental no

estudos das EDP’s dispersivas. Falaremos algumas propriedades dos espaços de Sobolev

do tipo L2(Rn).

Definição 1.8 Dado s ∈ R, definimos os espaços de Sobolev Hs(Rn) por:

Hs(Rn) = {f ∈ S ′(Rn) : Jsf ∈ L2(Rn), onde Jsf =
(

(1 + |ξ|2)
s
2 f̂
)∨
}

munido da norma

‖f‖Hs = ‖Jsf‖L2 = ‖(1 + |ξ|2)
s
2 f̂‖L2

Agora veremos um teorema de interpolação para os espaços Hs.
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Teorema 1.13 (Interpolação) Sejam s1 6 s 6 s2 e θ ∈ [0, 1], números reais tais que

s = θs1 + (1− θ)s2. Então f ∈ Hs e

‖f‖Hs 6 ‖f‖θHs
1
‖f‖1−θ

Hs2 .

Demonstração: Ver referência [9]. �

O seguinte Teorema nos ajuda a evidenciar que os espaços Hs de fato revelam propri-

edades de diferenciabilidade das funções.

Teorema 1.14 (Imersão de Sobolev) Seja s > k + n
2
.

1. Se f ∈ Hs, então (̂∂αf) ∈ L1 e

‖(̂∂αf)‖L1 6 C‖f‖Hs ,∀ |α| 6 k, onde C = C(k − s)

2. Hs(Rn) ↪→ Ck
∞(Rn). Em outras palavras, se f ∈ Hs, s > k + n

2
então f ∈ Ck

∞(Rn) e

‖f‖Ck 6 C‖f‖Hs

Demonstração: A demonstração pode ser vista na referência [9]. �

Vimos até no Teorema 1.14 que as funções nos espaços de Sobolev Hs tem uma certa

suavidade, que depende do ı́ndice s. O Teorema a seguir diz que as funções de Hs têm

também um certo decaimento.

Teorema 1.15 Se s ∈ (0, n
2
), então Hs(Rn) ↪→ Lp com p = 2n

n−2s
, isto é, s = n

2
− n

p
.

Além disso, dado f ∈ Hs(Rn), s ∈ (0, n
2
), tem-se que:

‖f‖Lp 6 Cn,s‖Dsf‖L2 6 C‖f‖Hs

Demonstração: Ver referência [9]. �

1.5 Decomposição de Littlewood - Paley

Consideramos uma função ϕ ∈ S(Rn) tal que:

1. supp(ϕ) = {ξ ∈ Rn : 2−1 6 |ξ| 6 2};

2. ϕ(ξ) > 0 para 2−1 < |ξ| < 2;

3.
∑
k∈Z

ϕ(2−kξ) = 1, ∀ ξ 6= 0.
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A função ϕ deve ter o aspecto ilustrado na figura abaixo.

Figura 1.1: Gráfico da função ϕ

Definição 1.9 Seja ϕ ∈ S a função como acima. Para cada r ∈ Z colocamos

ϕr(ξ) = ϕ(2−rξ).

Vemos que ∑
r∈Z

ϕr(ξ) = 1,

para todo ξ 6= 0, e

supp(ϕr) ⊂ {2r−1 6 |ξ| 6 2r+1}.

Definição 1.10 Os Multiplicadores de Littlewood-Paley são definidos como:

∆rf = F−1(ϕrf̂) = ϕ̌r ∗ f

e

Prf =
∑
k6r

∆kf,

para todo f ∈ S ′ e para todo r ∈ Z.

Lema 1.4 Para cada r ∈ Z, definimos:

∆̃rf =
1∑

l=−1

∆r+lf

então ∆̃r ◦∆r = ∆r, ∀ r ∈ Z.

Demonstração: Ver referência [2]. �
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Definição 1.11 Dado s ∈ R, definimos os operadores Js : S ′ → S ′ e Ds : S ′ → S ′ por

Jsf = F−1
(

(1 + | · |2)
s
2 f̂
)
,∀ f ∈ S ′.

Dsf = F−1
(
| · |sf̂

)
, para f ∈ S ′ tal que 0 /∈ supp(f̂).

Definição 1.12 Definimos o operador de restrição em baixas frequências por

P0f = F−1(ψf̂)

onde

ψ(ξ) = 1−
∑
r>1

ϕr(ξ). (1.5)

Note que ψ ∈ S é tal que ψ(ξ) = 1, para todo ξ ∈ B(0, 1), 0 6 ψ 6 1 e supp(ψ) =

B[0, 2]. A função ψ deve ter o aspecto ilustrado na figura abaixo.

Figura 1.2: Gráfico da função ψ

Observação 1.4 De (1.5) e da definição de ψ, temos

supp(P̂rf) ⊆ supp(ψ(2−r·)) = {ξ ∈ Rn : |2−rξ| 6 2} = {ξ ∈ Rn : |ξ| 6 2r+1}.

Ou seja,

supp(P̂rf) ⊆ {ξ ∈ Rn : |ξ| 6 2r+1}.

Desse fato, segue que se |ξ| 6 2r, então |2−rξ| 6 1; dáı ψ(2−rξ) = 1 e disso concluimos

que, P̂rf = f̂ , se |ξ| 6 2r.

Observação 1.5 supp(∆̂rf) ⊆ {ξ ∈ Rn : 2r−1 6 |ξ| 6 2r+1}. De fato, como

supp(ϕ) = {ξ :
1

2
6 |ξ| 6 2},

segue que ϕr(ξ) = ϕ(2−rξ) 6= 0 se, e somente se, 1
2
6 |2−rξ| 6 2, ou seja, 2r−1 6 |ξ| 6

2r+1.
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Observação 1.6 Dada f ∈ S ′, temos

f =
∑
r∈Z

∆rf.

De fato, temos ∑
r∈Z

∆rf = F−1

(∑
r∈Z

ϕrf̂

)
= F−1(f̂) = f.

Uma fato interessante relacionado a decomposição de Littlewood-Paley é o seguinte:

Proposição 1.2 Com as notações e definições estabelecidas acima, segue que uma norma

equivalente em Hs(Rn) é dada por,

‖f‖Hs v ‖P0f‖L2 + ‖2sj‖∆jf‖L2‖l2(N)

Demonstração: Ver referência [12] ou a [2]. �

Proposição 1.3 Seja 1 6 p 6∞ e seja f ∈ S ′ tal que ∆rf ∈ Lp. Então para todo s ∈ R

tem - se:

1) ‖Js∆rf‖Lp . 2sr‖∆rf‖Lp, para todo r > 1;

2) ‖Ds∆rf‖Lp . 2sr‖∆rf‖Lp, para todo r ∈ Z;

3) Se P0f ∈ Lp, então ‖JsP0f‖Lp . ‖P0f‖Lp.

Demonstração: Ver referência [2]. �

Lema 1.5 Seja f : R× [0, T ]→ C (0 < T <∞) uma função suave e sejam 1 6 p, q 6∞.

Então para qualquer r ∈ N vale a seguinte estimativa

‖Ds
x∆rf‖LpxLqyzT . 2sr‖∆rf‖LpxLqyzT (s ∈ R). (1.6)

Ainda,a estimativa (1.6) vale para ∂kx com k ∈ N no lugar de Ds
x.

Demonstração: Do Lema 1.4 e das desigualdades de Minkowski para integrais e de

Young, temos

‖∆Ds
xf‖LpxLqyzT = ‖∆̃j∆jD

s
xf‖LpxLqyzT = ‖ϕ̃j ∨ ∗∆jD

s
xf‖LpxLqyzT

= ‖(Ds
xϕ̃j)

∨ ∗∆jf‖LpxLqyzT = ‖ ‖(Ds
xϕ̃j)

∨ ∗∆jf‖LqyzT ‖Lpx

= ‖ ‖
∫ +∞

−∞
(Ds

hϕ̃j(h))∨∆j(x− h, y, z, t)dh‖LqyzT ‖Lpx

. ‖(Ds
xϕ̃j)

∨‖L1
x
‖∆jf‖LpxLqyzT
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Agora, já que ϕ̃ ∈ S,

‖(Ds
xϕ̃j)

∨‖L1
x

= ‖F−1(|ξ|sϕ̃j(ξ))‖L1 = ‖
∫
R
eix·ξ|ξ|s ˜ϕ(2−jξ)dξ‖L1

x

= ‖
∫
R
eix·2

jη|2jη|sϕ̃(η)2jdη‖L1
x

= ‖
∫
R
ei2

jx·η2js|η|sϕ̃(η)2jdη‖L1
x

= 2js
∫
R
|
∫
R
ei2

jx·η|η|sϕ̃(η)|2jdx = 2js
∫
R
|
∫
R
eiy·η|η|sϕ̃(η)dη|dy

= 2js‖Ds(ϕ̃)∨‖L1 6 C2js

e com isso segue o nosso resultado. �

Lema 1.6 Seja f : R× [0, T ]→ C (0 < T <∞) uma função suave e sejam 1 6 p, q 6∞.

Então vale a seguinte estimativa

‖Ds
xP0f‖LpxLqyzT . ‖P0f‖LpxLqyzT (s ∈ R). (1.7)

Ainda,a estimativa (1.6) vale para ∂kx com k ∈ N no lugar de Ds
x.

Demonstração: Do Lema 1.4 e das desigualdades de Minkowski para integrais e de

Young, temos

‖P0Dxf‖LpxLqyzT = ‖
∑
j60

∆jD
s
xf‖LpxLqyzT 6

∑
j60

‖∆jD
s
xf‖LpxLqyzT

=
∑
j60

‖∆̃j ◦∆jD
s
xf‖LpxLqyzT =

∑
j60

‖(ϕ̃j)∨ ∗∆jD
s
xf‖LpxLqyzT

=
∑
j60

‖(Ds
xϕ̃j)

∨ ∗∆jf‖LpxLqyzT

=
∑
j60

‖ ‖
∫ +∞

−∞
(Ds

xϕ̃j)
∨(xj)∆jf(x− x1, ·)dx1‖LqyzT ‖Lpx

.
∑
j60

‖(Ds
xϕ̃j)

∨‖L1
x
‖∆jf‖LpxLqyzT .

Como ϕ̃j ∈ S, segue que

‖(Ds
xϕ̃j)

∨‖L1
x
6 C2js.

Dáı, pelo fato de temos j 6 0, tem-se

‖P0Dxf‖LpxLqyzT .
∑
j60

2js‖∆jf‖LpxLqyzT

=
∑
j60

2js‖∆jP0f‖LpxLqyzT . ‖P0f‖LpxLqyzT

�
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Lema 1.7 Dado qualquer inteiro j > 3, tem-se:

∆j(P0fP0g) = 0. (1.8)

Demonstração: Ver referência [2]. �

Lema 1.8 (Desigaldade de Bernstein) Seja f : R × [0, T ] → C (0 < T < ∞) tal que

supp(f̂) ⊂ BR(0) e seja f ∈ LpxL
q
yzT , então para todo p > p1 e f ∈ LpxL

q
yzT , vale:

‖f‖LpxLqyzT 6 R
n
(

1
p1
− 1
p

)
‖f‖Lp1x LqyzT

. (1.9)

Demonstração: Ver referência [12]. �



Caṕıtulo 2

O grupo associado a equação

Zakharov-Kuznetsov

Neste caṕıtulo vamos apresentar algumas propriedades do grupo associado à equação

de Zakharov - Kuznetsov (ZK) linear, que serão de suma importância na demontração do

teorema de boa colocação.

2.1 Teoria linear

Considere o problema de Cauchy associado à equação ZK linear, isto é: ∂tu+ ∂x∆u = 0, x = (x, y, z) ∈ R3, t ∈ R

u(·, 0) = u0.
(2.1)

Aplicando a transformada de Fourier em relação a x em (2.1), transformamos o PVI (2.1)

no seguinte problema:  d
dt
û(ξ, t) = −iξ|ξ|2û(ξ, t)

û(ξ, 0) = û0(ξ),

cuja a soluçao é

û(ξ, t) = e−itξ|ξ|
2

û0(ξ). (2.2)

Dáı aplicando em (2.2) a transformada de Fourier inversa, temos

u(x, t) = (e−itξ|ξ|
2

û0)∨(x) = (e−itξ|ξ|
2

)∨ ∗ u0(x). (2.3)

Denotamos a expressão em (2.3) por:

U (t)u0(x).

19
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Para cada t ∈ R a aplicação

u0 7→ U (t)u0

define um operador linear.

A famı́lia de operadores {U (t)}t∈R possui as seguintes propriedades.

Proposição 2.1 O operador U (t)u0 satisfaz:

1. U (t+ τ)u0 = U (t) ◦ U (τ)u0, para todo t, τ ∈ R

2. ‖U (t)u0‖Hs = ‖u0‖Hs, para todo t ∈ R e u0 ∈ Hs(Rn), para s > 0

Demonstração: De fato,

1.

U (t+ τ)u0(x) = (e−iξ|ξ|
2(t+τ)û0(ξ))∨(x) = (e−iξ|ξ|

2t
(
e−iξ|ξ|

2τ û0(ξ)
)

)∨(x)

= [U (t) ◦ U (τ)]u0.

2. Sabemos que,

‖f‖Hs = ‖Jsf‖L2 = ‖(1 + |ξ|2)
s
2f‖L2 .

Dáı,

‖U (t)u0‖Hs = ‖U (t)Jsu0‖L2 = ‖e−itξ|ξ|2(1 + |ξ|2)
s
2 û0‖L2

= ‖(1 + |ξ|2)
s
2 û0‖L2 = ‖Jsu0‖L2 = ‖u0‖Hs .�

Podemos assim dizer que {U (t)}t∈R é um grupo de operadores unitários.

Vejamos agora o PVI não homogêneo. Seja f ∈ S(R3 × R) não identicamente nula.

Consideremos o PVI ∂tu+ ∂x∆u = f(x, t), x = (x, y, z) ∈ R3, t ∈ R

u(·, 0) = u0(·).
(2.4)

Aplicando a transformada de Fourier ao PVI (2.4), obtemos ∂tû− iξ|ξ|2û = f̂(ξ, t)

û(·, 0) = û0,
(2.5)

para cada ξ ∈ Rn. Usando o método de Leibniz do fator integrante para EDO’s lineares

de primeira ordem, chegamos a seguinte solução do PVI (2.5):

û(ξ, t) = e−itξ|ξ|
2

û0 +

∫ t

0

e−i|ξ|
2(t−τ)ξf̂(ξ, τ)dτ. (2.6)

Agora, aplicando a transformada inversa de Fourier em (2.6), chegamos a solução do PVI

(2.4):

u(x, t) = U (t)u0 +

∫ t

0

U (t− τ)f(x, τ)dτ. (2.7)
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2.2 Algumas estimativas lineares

Nesta seção iremos estudar algumas propriedades do grupo {U (t)}t∈R. Vimos na

seção anterior que U (t)f é uma isometria em Hs, para todo s. Isso quer dizer que se f

tem regularidade s em L2 então U (t)f terá essa mesma regularidade para todo t ∈ R. O

próximo resultado diz que se f ∈ Hs então U (t)f poderá ter s+1 derivadas, com respeito

a uma certa norma, a saber a norma do espaço L∞x L
2
yzT . Esta estimativa é conhecida como

efeito suavizante. Ela é de fundamental importância para tratar equações que possuem

derivadas na não-linearidade.

Proposição 2.2 Efeito suavizante de KatoPara qualquer ϕ ∈ L2(R3), vale:

‖∇U (t)ϕ‖L∞x L2
yzT
. ‖ϕ‖L2 .

Demonstração: Ver Proposição 3.1 da referência [14]. �

Proposição 2.3 Seja f ∈ S(R4) , então temos:

‖∇
∫ t

0

U (t− τ)f(τ)dτ‖L∞T L2
x
. ‖f‖L1

xL
2
yzT
.

Demonstração: Ver Proposição 3.5 da referência [14]. �

Proposição 2.4 Seja f ∈ S(R4) , então temos:

‖∇2

∫ t

0

U (t− τ)f(τ)dτ‖L∞x L2
yzT
6 c‖f‖L1

xL
2
yzT
.

Demonstração: Ver Proposição 3.6 da referência [14]. �

A próxima estimativa será de fundamental importância para podermos lidar com a não-

linearidade da equação. Ela juntamente com os efeitos suavizantes é que nos permitirão

contornar o problema da perda de derivadas. O resultado de boa colocação obtido está

muito ligado a tal estimativa. De fato, como observado em [8] qualquer melhoramento de

tal estimativa implicaria num resultado de boa colocação com ı́ndices mais baixo.

Proposição 2.5 (Estimativa Maximal em L2) Para 0 < T < 1, s > 1 e algum ϕ ∈ S(R3),

vale:

‖U (t)ϕ‖L2
xL
∞
yzT
. ‖ϕ‖Hs .

Demonstração: Ver Proposição 3.3 da referência [14]. �
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Lema 2.1 Dada f ∈ H 1
2

+(R3), temos:

‖U (t)f‖L∞x L2
yzT
. T

1
2‖f‖

H
1
2+ .

Demonstração: De fato, do Lema 1.2 , temos

‖U (t)f‖L∞x L2
yzT
6 ‖U (t)f‖L2

yzTL
∞
x

= ‖ ‖U (t)f‖L∞x ‖L2
yzT
.

Para cada y, z, t fixados, temos

‖U (t)f(·, y, z, t)‖L∞x . ‖J
1
2

+
x U (t)f(·, y, z, t)‖L2

x
,

dáı,

‖U (t)f‖L∞x L2
yzT
. ‖J

1
2

+
x U (t)f‖L2

T,x
= ‖ ‖U (t)J

1
2

+
x f‖L2

x
‖L2

T
.

Como,

‖U (t)J
1
2

+
x f‖L2

x
= ‖J

1
2

+
x f‖L2

x
6 ‖J

1
2

+

x f‖L2
x
,

segue que,

‖U (t)f‖L∞x L2
yzT
6 ‖J

1
2

+f‖L2
TL

2
x
6 T

1
2‖J

1
2

+f‖L∞T L2
x
. T

1
2‖f‖

H
1
2+ .

�

Lema 2.2 Seja T 6 1, k > 0. Então para qualquer f ∈ S(R4),

‖
∫ t

0

U (t− τ)P0f(τ)dτ‖L2
xL
∞
yzT
. ‖P0f‖L1

xL
2
yzT
, (2.8)

‖
∫ t

0

U (t− τ)∆jf(τ)dτ‖L2
xL
∞
yzT
. ‖∆jf‖L1

xL
2
yzT
. (2.9)

Demonstração: Ver Proposição 3.7 da referência [14]. �



Caṕıtulo 3

Boa colocação local

Neste caṕıtulo provaremos a boa colocação do problema de valor inicial associado à

equação de Zakharov-Kuznetsov generalizada (gZK): ∂tu+ ∂x∆u+ uk∂xu = 0

u(x, 0) = u0(x)
(3.1)

onde u é uma função de valor real de (x, y, z, t) com t ∈ R e (x, y, z) ∈ R3, e k > 4.

Observe que se u é uma solução de (3.1) então de acordo com (2.7) u deve satisfazer

a seguinte equação integral

u(t) = U (t)u0 −
∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)(τ)dτ. (3.2)

Provaremos aqui que para dados iniciais u0 ∈ Hs(R3) com s > sk := 3
2
− 2

k
e k > 4 a

equação integral possui solução, e que esta é única. Mais precisamente demonstraremos

aqui o seguinte Teorema:

Teorema 3.1 Seja k > 4, sk :=
3

2
− 2

k
. Se s > sk então para cada u0 ∈ Hs(R3) existe

T = T (‖u0‖Hs) e uma única solução de (3.2). Além disso, a aplicação u0 ∈ Hs(R) 7→ u

é Lipschtz.

O método para demonstrar o Teorema acima consiste em aplicar o teorema do ponto

fixo de Banach à equação integral (3.2). Mais precisamente, nosso objetivo é encontrar

um espaço métrico completo XT relativo ao qual o operador integral

u ∈ XT 7→ Ψ(u) = U (t)u0 −
∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)(τ)dτ,

23
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satisfaça:

i) Ψ(XT ) ⊆ XT

ii) Ψ : XT → XT é uma contração.

Para tanto, fazemos uso das estimativas associadas à parte linear da equação ZK, cha-

madas de efeitos reguralizantes do operador U (t) e também de uma estimativa maximal,

apresentadas na Seção 2.2 do Caṕıtulo anterior.

Dado T > 0 definimos as seguintes semi-normas:

N1(u) = ‖P0u‖L∞T L2
x

+ ‖2sj‖∆ju‖L∞T L2
x
‖l2(N);

N2(u) = ‖P0u‖L∞x L2
yzT

+ ‖2(s+1)j‖∆ju‖L∞x L2
yzT
‖l2(N);

N3(u) = ‖P0u‖L2
xL
∞
yzT

+ ‖2(s−(1+))j‖∆ju‖L2
xL
∞
yzT
‖l2(N),

e consideremos o seguinte espaço

XT = {u ∈ C([0, T ], Hs(R)); |||u||| <∞},

onde

|||u||| =
3∑
i=1

Ni(u).

Considere ainda

XT (a) = {u ∈ C([0, T ], Hs(R)); |||u||| 6 a}.

Provaremos na Seção 3.2 que, para a e T convenientes, valerá:

i) Ψ(XT (a)) ⊆ XT (a);

ii) |||Ψ(u)−Ψ(v)||| 6 1
2
|||u−v||| para todo u, v ∈ XT (a), sempre que u0 ∈ Hs(Rn) para todo

s > 3
2
− 2

k
.

Observação 3.1 Pode-se verificar que XT (a) é um espaço métrico completo com respeito

à métrica dada pela norma ||| · |||.

3.1 Estimativas em XT

Nesta seção enunciaremos e provaremos alguns resultados que serão de grande im-

portância na demonstração do teorema de boa colocação.

Proposição 3.1 Dado θ ∈ [0, 1], vale

2α(θ)r‖∆ru‖
L

2
1−θ
x L

2
θ
yzT

. |||∆ru|||

onde α(θ) = (s− 1 + 2θ)−.
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Demonstração: Por um lado, sabemos pela definição de ||| · ||| que

2(s−(1+))j‖∆ju‖L2
xL
∞
yzT
6 |||u|||

e

2(s+1)j‖∆ju‖L∞x L2
yzT
6 |||u|||.

Segue usando Teorema 1.5, com (p1, q1) = (2,∞) e (p2, q2) = (∞, 2) que

‖∆ru‖
L

2
1−θ
x L

2
θ
yzT

6 ‖∆ju‖1−θ
L2
xL
∞
yzT
‖∆ju‖θL∞x L2

yzT

6 (2−(s−(1+))j|||u|||)1−θ(2−(s+1)j|||u|||)θ

6 2−α(θ)r|||u|||.

Agora usando o Lema 1.4, segue que

|||∆ru||| =
j=r+1∑
j=r−1

|||∆j∆ru||| .
j=r+1∑
j=r−1

2α(θ)j|||∆ru||| . 2α(θ)r|||∆ru|||.

�

Lema 3.1 Dado u0 ∈ Hs, com s > sk := 3
2
− 2

k
e k > 4 vale a desigualdade

|||U (t)u0||| . ‖u0‖Hs .

Demonstração: De fato, pela definição de ||| · ||| sabemos que

|||U (t)u0||| = N1(U (t)u0) +N2(U (t)u0) +N3(U (t)u0)

= ‖P0U (t)u0‖L∞T L2
x

+ ‖2sj‖∆jU (t)u0‖L∞T L2
x
‖l2(N)

+ ‖P0U (t)u0‖L∞x L2
yzT

+ ‖2(s+1)j‖∆jU (t)u0‖L∞x L2
yzT
‖l2(N)

+ ‖P0U (t)u0‖L2
xL
∞
yzT

+ ‖2(s−(1+))j‖∆jU (t)u0‖L2
xL
∞
yzT
‖l2(N).

Agora iremos estimar cada uma das parcelas acima. Começando por ‖P0U (t)u0‖L∞T L2
x

e 2sj‖∆jU (t)u0‖L∞T L2
x
. Como U (t) é isometria em L2 temos que

‖P0U (t)u0‖L∞T L2
x

= ‖U (t)P0u0‖L∞T L2
x

= ‖P0u0‖L2 , (3.3)

2sj‖∆jU (t)u0‖L∞T L2
x

= 2sj‖U (t)∆ju0‖L∞T L2
x

= 2sj‖∆ju0‖L2 . (3.4)

Segue de (3.3), (3.4) e da Proposição 1.2 que

N1(U (t)u0) . ‖u0‖Hs . (3.5)
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Agora aplicando o Lema 2.1,

‖P0U (t)u0‖L∞x L2
yzT
. ‖P0u0‖H 1

2+ = ‖J
1
2

+P0u0‖L2 .

Dáı, aplicando a Proposição 1.3 item 3, temos

‖P0U (t)u0‖L∞x L2
yzT
. ‖J

1
2

+P0u0‖L2 . ‖P0u0‖L2 . (3.6)

Aplicando a Proposição 2.2, temos que

‖∆jU (t)u0‖L∞x L2
yzT

= ‖∇U (t)∇−1(∆ju0)‖L∞x L2
yzT

. ‖∇−1∆ju0‖L2 . 2−j‖∆ju0‖L2 ,

para todo j = 1, 2, · · · . Logo

2(s+1)j‖∆jU (t)u0‖L∞x L2
yzT
. 2sj‖∆ju0‖L2 . (3.7)

Portanto segue de (3.6), (3.7) e da Proposição 1.2 que

N2(U (t)u0) . ‖u0‖Hs . (3.8)

Finalmente vamos estimar a norma N3. Para isso, primeiro notemos que usando a

Proposição 2.5 e depois a Proposição 1.3 item 3 vale

‖P0U (t)u0‖L2
xL
∞
yzT
. ‖P0u0‖H1+ . ‖P0u0‖L2 . (3.9)

Por fim, ainda aplicando a Proposição 2.5, obtemos

‖∆jU (t)u0‖L2
xL
∞
yzT
. ‖∆ju0‖H1+ . 2j(1+)‖∆ju0‖L2 .

Logo,

2(s−(1+))j‖∆jU (t)u0‖L2
xL
∞
yzT
. 2sj‖∆ju0‖L2 . (3.10)

Assim combinando as equações de (3.9), (3.10) e a Proposição 1.2, concluimos que

N3(U (t)u0) . ‖u0‖Hs . (3.11)

Isso conclui a nossa demontração. �

Lema 3.2 Dado k > 4 e s ∈ R e T ∈ [0, 1], vale

|||
∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ ||| . ‖P0(uk+1)‖L1

xL
2
yzT

+ ‖2sj‖∆j(u
k+1)‖L1

xL
2
yzT
‖l2(N).
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Demonstração: De fato, pela definição de ||| · ||| sabemos que

|||
∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ ||| =

3∑
i=1

Ni(

∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ)

= ‖P0

∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ‖L∞T L2

x

+ ‖2sj‖∆j

∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ‖L∞T L2

x
‖l2(N)

+ ‖P0

∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ‖L∞x L2

yzT

+ ‖2(s+1)j‖∆j

∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ‖L∞x L2

yzT
‖l2(N)

+ ‖P0

∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ‖L2

xL
∞
yzT

+ ‖2(s−(1+))j‖∆j

∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ‖L2

xL
∞
yzT
‖l2(N).

Agora iremos estimar cada uma das parcelas acima. Aplicando a Proposição 2.3,

obtemos

‖P0

∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ‖L∞T L2

x
= ‖∂x

∫ t

0

U (t− τ)P0(uk+1)dτ‖L∞T L2
x

. ‖P0(uk+1)‖L1
xL

2
yzT

(3.12)

e

2sj‖∆j

∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ‖L∞T L2

x
= 2sj‖∂x

∫ t

0

U (t− τ)∆j(u
k+1)dτ‖L∞T L2

x

. 2sj‖∆j(u
k+1)‖L1

xL
2
yzT
.

(3.13)

Combinando (3.12) e (3.13), concluimos

N1(

∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ) . ‖P0(uk+1)‖L1

xL
2
yzT

+ ‖2sj‖∆j(u
k+1)‖L1

xL
2
yzT
||l2(N). (3.14)

Aplicando o Lema 1.2, temos

‖P0

∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ‖L∞x L2

yzT
6 ‖P0

∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ‖L2

yzTL
∞
x
. (3.15)

Aplicando a Imersão de Sobolev

‖P0

∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ‖L2

yzTL
∞
x
. ‖P0

∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ‖L2

yzTH
s

. ‖P0

∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ‖L2

Tx

. T
1
2‖P0

∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ‖L∞T L2

x

= T
1
2‖∂x

∫ t

0

U (t− τ)P0(uk+1)dτ‖L∞T L2
x
.

(3.16)
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Dáı aplicando a Proposição 2.3, temos

‖P0

∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ‖L2

yzTL
∞
x
. ‖P0(uk+1)‖L1

xL
2
yzT

(3.17)

Agora aplicando a Proposição 2.4, obtemos

2(s+1)j‖∆j

∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ‖L∞x L2

yzT
= 2(s+1)j‖∂2

x

∫ t

0

U (t− τ)∂−1
x ∆j(u

k+1)dτ‖L∞x L2
yzT

. 2(s+1)j‖∂−1
x ∆j(u

k+1)dτ‖L1
xL

2
yzT

. 2(s+1)j2−j‖∆j(u
k+1)‖L1

xL
2
yzT

= 2sj‖∆j(u
k+1)‖L1

xL
2
yzT
.

(3.18)

Combinando (3.17) e (3.18), concluimos

N2(

∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ) . ‖P0(uk+1)‖L1

xL
2
yzT

+ ‖2sj‖∆j(u
k+1)‖L1

xL
2
yzT
‖l2(N). (3.19)

Finalmente trataremos da estimativa para a norma N3. Primeiramente, usando o Lema

2.2, temos

‖P0

∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ‖L2

xL
∞
yzT
. ‖P0∂x(u

k+1)‖L1
xL

2
yzT
.

Agora aplicando o Lema 1.6, temos

‖P0∂x(u
k+1)‖L1

xL
2
yzT

= ‖∂xP0(uk+1)‖L1
xL

2
yzT
. ‖P0(uk+1)‖L1

xL
2
yzT

com isso, concluimos que

‖P0

∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ‖L2

xL
∞
yzT
. ‖P0(uk+1)‖L1

xL
2
yzT

(3.20)

Ainda pelo Lema 2.2, temos

2(s−(1+))j‖∆j

∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ‖L2

xL
∞
yzT
. 2(s−(1+))j‖∆j∂x(u

k+1)‖L1
xL

2
yzT

. 2(s−(1+))j2j+‖∆j(u
k+1)‖L1

xL
2
yzT

. 2sj‖∆j(u
k+1)‖L1

xL
2
yzT
.

(3.21)

Combinando (3.20) e (3.21), temos

N3(

∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ) . ‖P0(uk+1)‖L1

xL
2
yzT

+ ‖2sj‖∆j(u
k+1)‖L1

xL
2
yzT
‖l2(N). (3.22)

Isso finaliza nossa demonstração. �



Caṕıtulo 3. Boa colocação local 29

Lema 3.3 Dado k > 4 e s > 3
2
− 2

k
, vale

‖P0(uk+1)‖L1
xL

2
yzT

+ ‖2sj‖∆j(u
k+1)‖L1

xL
2
yzT
‖l2(N) . T 0+|||u|||k+1

Demonstração: De fato, observe que

∆j(u
k+1) = lim

r→+∞
∆j(Pru)k+1

= ∆j

(
+∞∑
r=0

[
(Pr+1u)k+1 − (Pru)k+1

])
+ ∆j(P0(uk+1))

= ∆j

(
+∞∑
r=0

∆r+1u

(
k∑
l=0

(Pr+1u)k−l(Pru)l

))
+ ∆j(P0(uk+1)).

Observando o suporte de ∆r no somatório, segue que

∆j(u
k+1) = ∆j

(∑
r>j+1

∆r+1u

(
k∑
l=0

(Pr+1u)k−l(Pru)l

))
+ ∆j(P0(uk+1)). (3.23)

Dáı,

‖∆j(u
k+1)‖L1

xL
2
yzT

= ‖
∑
r>j+1

∆r+1u

(
k∑
l=0

(Pr+1u)k−l(Pru)l

)
+ ∆j(P0(uk+1))‖L1

xL
2
yzT

6
∑
r>j+1

k∑
l=0

‖∆r+1u(Pr+1u)k−l(Pru)l‖L1
xL

2
yzT

+ ‖∆j(P0(uk+1))‖L1
xL

2
yzT
.

(3.24)

Agora analisaremos ‖∆r+1u(Pr+1u)k−l(Pru)l‖L1
xL

2
yzT

, aplicando a desigualdade de Hölder,

temos

‖∆r+1u(Pr+1u)k−l(Pru)l‖L1
xL

2
yzT
6 ‖∆r+1u‖LA1

x L
B1
yzT
‖(Pr+1u)k−l(Pru)l‖

L
A2
x L

B2
yzT
, (3.25)

para quaisquer pares (A1, A2) e (B1, B2) satisfazendo

1

A1

+
1

A2

= 1,
1

B1

+
1

B2

=
1

2
.

Usando que xayb 6 a
k
xk + b

k
yk sempre que a+ b = k, temos

(Pr+1u)k−l(Pru)l 6
k − l
k

(Pr+1u)k +
l

k
(Pru)k. (3.26)

Assim concluimos que

‖(Pr+1u)k−l(Pru)l‖
L
A2
x L

B2
yzT
6
k − l
k
‖(Pr+1u)‖k

L
kA2
x L

kB2
yzT

+
l

k
‖(Pru)‖k

L
kA2
x L

kB2
yzT

. (3.27)
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Utilizando a Proposição 3.1 com θ =
1

2
+ e escolhendo (A1, A2) = (4+, 4

3
−) e (B1, B2) =

(4−, 4+), concluimos de (3.25) e (3.27) que

‖∆r+1u(Pr+1u)k−l(Pru)l‖L1
xL

2
yzT
. 2−sr|||∆ru|||‖Pru‖k

L
4k
3 −
x L4k+

yzT

+2−sr|||∆ru|||‖Pr+1u‖k
L

4k
3 −
x L4k+

yzT

.

Assim,

2sj‖∆r+1u(Pr+1u)k−l(Pru)l‖L1
xL

2
yzT
.
∑
r>j

2s(j−r)|||∆ru|||‖Pru‖k
L

4k
3 −
x L4k+

yzT

+
∑
r>j

2s(j−r)|||∆ru|||‖Pr+1u‖k
L

4k
3 −
x L4k+

yzT

.

Agora temos que limitar ‖Pru‖
L

4k
3 −
x L4k+

yzT

e ‖Pr+1u‖
L

4k
3 −
x L4k+

yzT

. Vamos começar por ‖Pru‖
L

4k
3 −
x L4k+

yzT

,

como k > 4, temos
4k

3
>

4k

2k − 1
e podemos aplicar a desigualdade de Bernstein. Assim

obtemos

‖∆ru‖
L

4k
3 −
x L4k+

yzT

. T 0+2r(
1
2
− 1
k

)−‖∆ru‖
L

4k
2k−1

+

x L4k+
yzT

.

Agora aplicando a Proposição 3.1 com θ = 1
2k

, temos que

‖∆ru‖
L

4k
2k−1

+

x L4k+
yzT

. 2−(s−1+ 1
k

)r|||∆lu|||

Dáı, segue que

‖Pru‖
L

4k
3 −
x L4k+

yzT

. T 0+

r∑
l=0

2l(
1
2
− 1
k

)−‖∆lu‖
L

4k
2k−1
x L4k+

yzT

. T 0+

r∑
l=0

2l(
1
2
− 1
k

)−2−(s−1+ 1
k

)−|||∆lu|||

= T 0+

r∑
l=0

2−(s−sk)l|||∆lu|||

. T 0+|||u|||.

Analogamente, temos

‖Pr+1u‖
L

4k
3 −
x L4k+

yzT

. T 0+|||u|||. (3.28)

Conclúımos assim que

2sj‖∆j(u
k+1)‖L1

xL
2
yzT
. T 0+

(∑
r>j

2−s(r−j)|||∆ru|||

)
|||u|||k.

Podemos ainda reescrever essa estimativa como

2sj‖∆j(u
k+1)‖L1

xL
2
yzT
. T 0+

(∑
r∈N

χ>0(r − j)2−s(r−j)|||∆ru|||

)
|||u|||k

= T 0+
([(

χ>02−s(·)
)
∗ |||∆(·)u|||

])
(j)|||u|||k.
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Aplicando a desigualdade de Young, obtemos

‖2sj‖∆j(u
k+1)‖L1

xL
2
yzT
‖l2(N) 6 T 0+‖χ>02−s(·)‖l1(N)‖ |||∆ru||| ‖l2(N)|||u|||k

. T 0+|||u||||||u|||k

. T 0+|||u|||k+1.

Com isso concluimos a demonstração do Lema. �

3.2 Boa colocação em Hs com s > sk =
3
2−

2
k para k > 4

Nesta seção provaremos o Teorema 3.1, para o caso k > 2 e s > sk = 3
2
− 2

k
. Para isto,

consideramos o espaço

XT = {u ∈ C([0, T ], Hs(R); |||u||| <∞}

e denotamos por

XT (a) = {u ∈ C([0, T ], Hs(R)); |||u||| 6 a}

a bola centrada na origem e raio a. Como sabemos, XT (a) é um espaço métrico completo.

Definimos em XT o operador integral

Ψ(u) = u(x, t) = U(t)u0 −
1

k + 1

∫ t

0

U(t− τ)∂x(u
k+1)dτ. (3.29)

Como já falamos antes o objetivo é mostrar que Ψ(u) tem um ponto fixo. Garantiremos a

existência do ponto fixo provando que Ψ(XT ) ⊆ XT e que Ψ : XT → XT é uma contração.

Primeiramente, veja que

|||Ψ(u)||| = |||U (t)u0 −
1

k + 1

∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ |||

6 |||U (t)u0|||+ |||
∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ |||.

Aplicando o Lema 3.1 e o Lema 3.2, podemos concluir que

|||Ψ(u)||| . ‖u0‖Hs + ‖2sj‖∆j(u
k+1)‖L1

xL
2
yzT
‖l2(N).

Dáı, aplicando o Lema 3.3, concluimos que

|||Ψ(u)||| 6 c‖u0‖Hs + cT 0+|||u|||k+1,

para todo s > sk =
3

2
− 2

k
e para k > 4 e para alguma constante c > 0.
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Agora provaremos que |||Ψ(u)−Ψ(v)||| . T 0+|||u−v|||(|||u|||k+ |||v|||k) para todo u, v ∈ XT .

Com efeito, dados u, v ∈ XT , temos

|||Ψ(u)−Ψ(v)||| = |||U (t)u0 −
1

k + 1

∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ

−
(

U (t)u0 −
1

k + 1

∫ t

0

U (t− τ)∂x(v
k+1)dτ

)
|||

. |||
∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ −

∫ t

0

U (t− τ)∂x(v
k+1)dτ |||

= |||
∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1 − vk+1)dτ |||.

Aplicando o Lema 3.2, temos

|||
∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1 − vk+1)dτ ||| . ‖2sj‖∆j(u

k+1 − vk+1)‖L1
xL

2
yzT
‖l2(N). (3.30)

Agora estimaremos o lado direito de (3.30) de modo similar ao que foi feito na demons-

tração do Lema 3.3. A única diferença que agora nos preocuparemos em fazer aparecer

|||u− v||| nas estimativas.

∆j(u
k+1 − vk+1) = lim

r→+∞
∆j

[
(Pru)k+1 − (Prv)k+1

]
= ∆j

(
+∞∑
r=0

[
(Pr+1u)k+1 − (Pr+1v)k+1 − (Pru)k+1 + (Prv)k+1

])

= ∆j

+∞∑
r=0

∆r+1u

(
k∑
l=0

(Pr+1u)k−l(Pru)l

)

−∆j

+∞∑
r=0

∆r+1v

(
k∑
l=0

(Pr+1v)k−l(Prv)l

)

= ∆j

+∞∑
r=0

∆r+1(u− v)

(
k∑
l=0

(Pr+1u)k−l(Pru)l

)

+ ∆j

+∞∑
r=0

∆r+1v

k∑
l=0

[
(Pr+1u)k−l(Pru)l − (Pr+1v)k−l(Prv)l

]
.

A análise de ∆j[
+∞∑
r=0

∆r+1(u−v)

(
k∑
l=0

(Pr+1u)k−l(Pru)l

)
segue exatamente o mesmo ra-

cioćınio empregado para tratar ∆j

(
+∞∑
r=0

∆r+1u

(
k∑
l=0

(Pr+1u)k−l(Pru)l

))
e portanto pode-

se concluir que

‖∆j

+∞∑
r=0

∆r+1(u− v)

(
k∑
l=0

(Pr+1u)k−l(Pru)l

)
‖L1

xL
2
yzT
. T 0+|||u− v||||||u|||k.
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Agora, para tratar
+∞∑
r=0

∆r+1v
k∑
l=0

[
(Pr+1u)k−l(Pru)l − (Pr+1v)k−l(Prv)l

]
], usaremos a

seguinte notação:

cl =
+∞∑
r=0

∆r+1v
k∑
l=0

[
(Pr+1u)k−l(Pru)l − (Pr+1v)k−l(Prv)l

]
. (3.31)

Fazendo l = 0 em (3.31), temos

c0 =
+∞∑
r=0

∆r+1v
[
(Pr+1u)k − (Pr+1v)k

]
=

+∞∑
r=0

∆r+1v(Pr+1u− Pr+1v)
[
(Pr+1u)k−1 + (Pr+1u)k−2(Pr+1v) + · · ·+ (Pr+1v)k−1

]
=

+∞∑
r=0

∆r+1vPr+1(u− v)
k−1∑
m

(Pr+1u)k−1−m(Pr+1v)m.

Analogamente, fazendo l = k em (3.31), temos

ck =
+∞∑
r=0

∆r+1vPr(u− v)
k−1∑
m=0

(Pru)k−1−m(Prv)m. (3.32)

Agora, para 1 6 l 6 k − 1 temos,

cl =
+∞∑
r=0

∆r+1v
[
(Pr+1u)k−l(Pru)l − (Pr+1v)k−l(Prv)l

]
=

+∞∑
r=0

∆r+1v
([

(Pr+1u)k−l − (Pr+1v)k−l
]

(Pru)l + (Pr+1v)k−l
[
(Pru)l − (Prv)l

])
.

(3.33)

Como já vimos

(Pr+1u)k−l − (Pr+1v)k−l = Pr+1(u− v)

[
k−1−l∑
a=0

(Pr+1u)k−1−l−a(Pr+1v)a

]
. (3.34)

Logo,

+∞∑
r=0

∆r+1v
k−1∑
l=1

[(Pr+1u)k−l − (Pr+1v)k−l](Pru)l =
+∞∑
r=0

∆r+1v

k−1∑
l=1

Pr+1(u− v)(
k−1−l∑
a=0

(Pr+1u)k−1−l−a(Pr+1v)a(Pru)l

)
.

(3.35)

De modo similar
+∞∑
r=0

∆r+1v

k−1∑
l=1

(Pr+1v)k−l[(Pru)l − (Prv)l] =
+∞∑
r=0

∆r+1v
k−1∑
l=1

Pr(u− v)(
l−1∑
a=0

(Pru
l−1−a(Prv)a(Pr+1v)k−l

)
.

(3.36)
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Portanto, para 1 6 l 6 k − 1, temos

cl =
+∞∑
r=0

∆r+1v

k−1∑
l=1

[Pr+1(u− v)
k−1−l∑
a=0

(Pr+1u)k−1−l−a(Pr+1v)a](Pru)l

+
+∞∑
r=0

∆r+1v
k−1∑
l=1

[Pr(u− v)
l−1∑
a=0

(Pru
l−1−a(Prv)a](Pr+1v)k−l.

(3.37)

Vamos analisar ‖cl‖L1
xLyzT

2 para cada 0 6 l 6 k. Para l = 0 temos

‖c0‖L1
xL

2
yzT

= ‖
+∞∑
r=0

∆r+1vPr+1(u− v)
k−1∑
a=0

(Pr+1u)k−1−a(Pr+1v)a‖L1
xL

2
yzT

6
+∞∑
r=0

k−1∑
a=0

‖∆r+1vPr+1(u− v)(Pr+1u)k−1−a(Pr+1v)a‖L1
xL

2
yzT

=
+∞∑
r=0

‖∆r+1vPr+1(u− v)(Pr+1u)k−1‖L1
xL

2
yzT

+
+∞∑
r=0

‖∆r+1vPr+1(u− v)(Pr+1u)k−2(Pr+1v)‖L1
xL

2
yzT

·

·

·

+
+∞∑
r=0

‖∆r+1vPr+1(u− v)(Pr+1v)k−1‖L1
xL

2
yzT

:= c0,0 + c0,1 + · · ·+ c0,k−1.

(3.38)

Usando a desigualdade de Hölder com (A,A) e (B,B) como na demonstração do Lema

3.3, obtemos

‖c0,j‖ 6 ‖Pr+1(u− v)‖LAx LByzT ‖∆r+1v(Pr+1u)k−1−j(Pr+1v)j‖
LAx L

B
yzT
. (3.39)

Como Pr(u− v) =
r∑
l=0

∆l(u− v), segue aplicando o Lema 3.1 que

‖Pr+1(u− v)‖LAx LByzT 6
r+1∑
l=0

‖∆l(u− v)‖LAx LByzT

.
r+1∑
l=0

2−sr|||∆l(u− v)|||.
(3.40)
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Como, Pr+1u− Pru = ∆r+1u, temos

‖∆r+1v(Pr+1u)k−1−j(Pr+1v)j‖
LAx L

B
yzT

= ‖(Pr+1u− Pru)(Pr+1u)k−1−j(Pr+1v)j‖
LAx L

B
yzT

6 ‖(Pr+1u)k−j(Pr+1v)j‖
LAx L

B
yzT

+ ‖(Pru)(Pr+1u)k−1−j(Pr+1v)j‖
LAx L

B
yzT
.

(3.41)

Usando o que xaybzc 6 a
k
xk + b

k
yk + c

k
zk sempre que a+ b+ c = k, temos

(Pru)(Pr+1u)k−1−j(Pr+1v)j 6
1

k
(Pru)k +

k − 1− j
k

(Pr+1u)k +
j

k
(Pr+1v)k. (3.42)

Assim concluimos que

‖(Pru)(Pr+1u)k−1−j(Pr+1v)j‖
LkAx LkByzT

6 1
k
‖(Pru)‖k

LkAx LkByzT
+ k−1−j

k
‖(Pr+1u)‖k

LkAx LkByzT

+ j
k
‖(Pr+1v)‖k

LkAx LkByzT
.

(3.43)

Dáı, usando os mesmo argumentos da demonstração do Lema 3.3 , temos

‖(Pru)(Pr+1u)k−1−j(Pr+1v)j‖
LAx L

B
yzT
. T 0+(|||u|||k + |||v|||k). (3.44)

Com isso, concluimos que

‖c0‖L1
xL

2
yzT
. T 0+

r+1∑
l=0

2−sr|||∆l(u− v)|||(|||u|||k + |||v|||k). (3.45)

A analise dos outros termos cl, 1 6 l 6 k é inteiramente análogo e nos dará

‖cl‖L1
xL

2
yzT
. T 0+

r+1∑
l=0

2−sr|||∆l(u− v)|||(|||u|||k + |||v|||k). (3.46)

Com isso, concluimos que

2sj‖∆j(u
k+1 − vk+1)‖L1

xL
2
yzT
. T 0+

∑
r>j

2−s(r−j)|||∆l(u− v)|||(|||u|||k + |||v|||k). (3.47)

Usando a desigualdade de Young, tal como na demonstração do Lema 3.3, concluimos

que

‖2sj‖∆j(u
k+1 − vk+1)‖L1

xL
2
yzT
‖l2(N) . T 0+|||u− v|||(|||u|||k + |||v|||k). (3.48)

Com isso, concluimos que

|||Ψ(u)−Ψ(v)||| . T 0+|||u− v|||(|||u|||k + |||v|||k).

. 2akT 0+|||u− v|||
(3.49)
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Escolhendo T suficientemente pequeno concluimos que Ψ é uma contração em XT (a).

Veremos agora a dependência continua em relação aos dados iniciais. Para isto, sejam

u, v ∈ XT (a) e as respectivas condições iniciais, u0 e v0, temos

|||Ψ(u)−Ψ(v)||| = |||U (t)u0 −
∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1)dτ

− U (t)v0 −
∫ t

0

U (t− τ)∂x(v
k+1)dτ |||

6 |||U (t)u0 − U (t)v0|||+ |||
∫ t

0

U (t− τ)∂x(u
k+1 − vk+1)dτ |||

. ‖u0 − v0‖Hs + T 0+|||u− v|||(|||u|||k + |||v|||k).

(3.50)

Como, u = Ψ(u) e v = Ψ(v), temos que

|||u− v||| . ‖u0 − v0‖Hs + T 0+|||u− v|||(|||u|||k + |||v|||k).

Como, |||u|||, |||v||| 6 a, segue que

|||u− v|||(1− 2cakT 0+) 6 ‖u0 − v0‖Hs ,

para alguma constante c > 0. Considerando T suficientemente pequeno tal que

1− 2cakT 0+ >
1

2
,

seque que

|||u− v||| 6 2‖u0 − v0‖Hs .

Isso mostra que a aplicação

u0 ∈ Hs 7→ u ∈ XT (a)

é Lipschitziana.

O que conclui a nossa demonstração.



Caṕıtulo 4

Má colocação

O objetivo deste caṕıtulo é provar que o P.V.I (2) é mal posto para dados iniciais em

Hs(R3) com ı́ndice s = sk = 3
2
− 2

k
. Provaremos que a aplicação dada a solução

u0 ∈ Hsk(R3) 7→ u ∈ C0 ([0, T ];Hsk(R)) ,

não é cont́ınua. Mais precisamente, encontraremos uma sequência de dados iniciais

(φn) ⊆ Hsk(R3)

tais que,

lim
n→+∞

‖φn − φn+1‖Hs
k
→ 0,

mas que a famı́lia de soluções (un)n∈N correspondente aos dados iniciais satisfaça

lim
n→∞

‖un+1(t, ·)− un(t, ·)‖L∞T Hsk
x
6= 0.

Para tal finalidade procuremos soluções do tipo ”onda viajante”

uc(x, t) = ϕ(x− ct, y, z). (4.1)

Observação 4.1 A expressão de uc nos diz que o perfil ϕ ”viaja”com velocidade c em

relação à primeira variável quando t evolui.

Veja que

∂tuc + ∂x∆uc + ukc∂xuc = ∂tuc + ∂x(∆uc +
1

k + 1
uk+1
c )

= −cϕ(x− ct, y, z) + ∆ϕ(x− ct, y, z) +
1

k + 1
ϕk+1(x− ct, y, z).

37
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Assim, se ϕ satisfazer a equação eĺıptica

− cϕ+ ∆ϕ+
1

k + 1
ϕk+1 = 0, (4.2)

então uc será solução da (gZK). Assumimos que a equação

− cϕ+ ∆ϕ+
1

k + 1
ϕk+1 = 0

possui uma solução radial e positiva, que denotaremos por ϕ1. Para mais detalhes ver [1].

Observe que se definirmos

ϕc(x) := c
1
kϕ1(
√
cx), x ∈ R3,

então ϕc é solução de (4.2) para cada c ∈ R.

Antes de prosseguir, observemos que

‖Ds
xϕc‖L2(R3) = c

1
2

(s−sk)‖Dsϕ1‖L2 .

De fato, pela identidade de Plancherel

‖Dsϕc‖2
L2 = ‖|ξ|sϕ̂c‖2

L2

=

∫
R3

|ξ|2s|ϕ̂c(ξ)|2dξ.

Usando a Proposição 1.1 item 5, temos que

ϕ̂c(ξ) = c
1
k
− 3

2 ϕ̂1(c−
1
2 ξ). (4.3)

Assim, ∫
R3

|ξ|2s|ϕ̂c(ξ)|2dξ = c
2
k
−3

∫
R3

|ξ|2s|ϕ1(c−
1
2 ξ)|2dξ

= cs+
2
k
−3

∫
R3

|c−
1
2 ξ|2s|ϕ1(c−

1
2 ξ)|2dξ.

(4.4)

Usando o Teorema de mudança de variáveis em (4.4), concluimos que∫
R3

|ξ|2sϕ̂c(ξ)2dξ = cs+
2
k
−3c

3
2

∫
R3

|ξ|2s|ϕ̂1(ξ)|2dξ

= cs−sk‖Dsϕ1‖2
L2(R3).

Logo,

‖Dsϕc‖L2 = c
1
2

(s−sk)‖Dsϕ1‖L2 . (4.5)

Em particular para s = sk temos

‖Dskϕc‖L2(R3) = ‖Dskϕ1‖L2 ,

para todo c ∈ R.

Provaremos aqui o seguinte Teorema.
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Teorema 4.1 Seja sk = 3
2
− 2

k
, com k > 2. Então o P.V.I (2) é mal posto em Hsk(R3)

Demonstração: Para isso, provaremos que

lim
c→+∞

‖Dskϕc+1 −Dskϕc‖L2 → 0, (4.6)

ao passo que as correspondentes soluções

uc+1(x, t) = ϕc+1(x− (c+ 1)t, y, z)

uc(x, t) = ϕc(x− ct, y, z)

satisfazem

lim
c→+∞

sup
t∈R
‖Dskuc+1(t)−Dskuc(t)‖L2 9 0. (4.7)

De fato, veja que

‖Dskϕc+1 −Dskϕc‖2
L2 = ‖Dskϕc+1‖2

L2 + ‖Dskϕc‖2
L2 − 2Re〈Dskϕc+1, D

skϕc〉L2 . (4.8)

Mas,

〈Dskϕc+1, D
skϕc〉L2 =

∫
R3

|ξ|2skϕ̂c+1(ξ)ϕ̂c(ξ)dξ.

Segue usando (4.3) no intregando que

〈Dskϕc+1, D
skϕc〉L2 = ((c+ 1)c)

1
k
− 3

2

∫
R3

|ξ|2skϕ̂1

(
ξ√
c+ 1

)
ϕ̂1

(
ξ√
c

)
dξ. (4.9)

Usando novamente o teorema de mudança de variáveis, concluimos que a integral em (4.9)

fica

(c+ 1)sk+ 3
2

∫
R3

|ξ|2skϕ̂1(ξ)ϕ̂1(

√
c

c+ 1
ξ)dξ. (4.10)

Substituindo (4.10) em (4.9), concluimos que

〈Dskϕc+1, D
skϕc〉L2 =

(
c

c+ 1

) 1
k
− 3

2
∫
R3

|ξ|2skϕ̂1(ξ)ϕ̂1(

√
c

c+ 1
ξ)dξ. (4.11)

Fazendo c→ +∞ em (4.11), concluimos

lim
c→+∞

〈Dskϕc+1, D
skϕc〉L2 = ‖Dskϕ1‖2

L2 .

Como

‖Dskϕc+1‖2
L2 = ‖Dskϕc‖2

L2 = ‖Dskϕ1‖2
L2 ,

segue que

lim
c→+∞

‖Dskϕc+1 −Dskϕc‖2
L2 = 0.
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Para concluir que

lim
c→+∞

‖ϕc+1 − ϕc‖Hsk = 0.

Nos resta provar que

lim
c→+∞

‖ϕc+1 − ϕc‖L2 = 0. (4.12)

Para provar (4.12) escrevemos

‖ϕc+1 − ϕc‖2
L2 = ‖ϕc+1‖2

L2 − 2Re〈ϕc+1, ϕc〉L2 + ‖ϕc‖L2

=
[
(c+ 1)−

sk
2 + c−

sk
2

]
‖ϕ1‖2

L2 − 2Re〈ϕc+1, ϕc〉L2 .
(4.13)

Observe que

〈ϕc+1, ϕc〉L2 =

∫
R3

ϕ̂c+1(ξ)ϕ̂c(ξ)dξ

= (c+ 1)
1
k
− 3

2 c
1
k
− 3

2

∫
R3

ϕ̂1

(
(c+ 1)−

1
2 ξ
)
ϕ̂1(c−

1
2 ξ)dξ

= [(c+ 1)c]
1
k
− 3

2

∫
R3

ϕ̂1

(
ξ√
c+ 1

)
ϕ̂1

(
ξ√
c+ 1

√
c+ 1

c

)
dξ

= (c+ 1)
3
2 (c+ 1)

1
k
− 3

2 c
1
k
− 3

2

∫
R3

ϕ̂1(ξ)ϕ̂1

(
ξ

√
c+ 1

c

)
dξ.

Logo,

〈ϕc+1, ϕc〉L2 = (c+ 1)
1
k c

1
k
− 3

2

∫
R3

ϕ̂1(ξ)ϕ̂1

(
ξ

√
c+ 1

c

)
dξ.

Para c� 1 temos

(c+ 1)
1
k c

1
k
− 3

2 6 (2c)
1
k c

1
k
− 3

2 = 2
1
k c

2
k
− 3

2 = 2
1
k c−sk → 0

quando c→ +∞. Portanto,

〈ϕc+1, ϕc〉L2 → 0.

Com isso, concluimos que

lim
c→+∞

‖ϕc+1 − ϕc‖L2 = 0.

Agora vamos provar a afirmação feita em (4.7). Como em (4.8) escrevemos primeira-

mente

‖Dskuc+1(t)−Dskuc(t)‖2
L2 = ‖Dskuc+1(t)‖2

L2+‖Dskuc(t)‖2
L2−2Re〈Dskuc+1(t), Dskuc(t)〉L2 .

(4.14)
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Para analisar o lado direito de (4.14), observemos primeiro que

ûc(·, t)(ξ) = c
1
k
− 3

2 e−ictξϕ̂1

(
ξ√
c

)
,

para todo c ∈ R. De fato,

ûc(·, t)(ξ) =

∫
R3

ϕc(x− ct, y, z)e−ixξdx

= e−ictξ
∫
R3

ϕc(x− ct, y, z)e−i(x−ct)ξe−iye−iwzdxdydz

= e−ictξ
∫
R3

ϕc(x)e−ixξdx

= e−ictξϕ̂c(ξ).

Logo, como

ϕc(x) = c
1
kϕ1(x

√
c),

segue da Proposição 1.1 item 5 que

ϕ̂c(ξ) = c
1
k c−

3
2 ϕ̂1(
√
c
−1
ξ). (4.15)

Logo,

ûc(·, t)(ξ) = c
1
k
− 3

2 e−ictξϕ̂1

(
ξ√
c

)
. (4.16)

Por (4.16), temos que para quaisquer c1, c2 ∈ R

〈Dskuc1(t), D
skuc2(t)〉L2 = (c1c2)

1
k
− 3

2

∫
R3

e−itξ(c1−c2)|ξ|2skϕ̂1

(
ξ
√
c1

)
ϕ̂1

(
ξ
√
c2

)
dξ

= (c1c2)
1
k
− 3

2 c
sk+ 3

2
1

∫
R3

e−itξ
√
c1(c1−c2)|ξ|2skϕ̂1(ξ)ϕ1

(√
c1

c2

ξ

)
dξ

= c
1
k

+sk
1 c

1
k
− 3

2
2

∫
R3

|ξ|2ske−itξ
√
c1(c1−c2)ϕ̂1(ξ)ϕ1

(√
c1

c2

ξ

)
dξ

=

(
c1

c2

) 3
2
− 1
k
∫
R3

|ξ|2ske−itξ
√
c1(c1−c2)ϕ̂1(ξ)ϕ1

(√
c1

c2

ξ

)
dξ.

(4.17)
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Logo,

〈Dskuc+1(t), Dskuc(t)〉L2 =

(
c+ 1

c

) 1
k
− 3

2
∫
R3

|ξ|2ske−itξ
√
cϕ̂1(ξ)ϕ1

(√
c

c+ 1
ξ

)
dξ

=

(
c+ 1

c

) 1
k
− 3

2
∫
R3

|ξ|2ske−itξ
√
cϕ̂1(ξ)ϕ1(ξ)dξ

+

(
c+ 1

c

) 1
k
− 3

2
∫
R3

|ξ|2ske−itξ
√
cϕ̂1(ξ)

[
ϕ̂1

(√
c

c+ 1

)
− ϕ̂1(ξ)

]
dξ

=

(
c+ 1

c

) 1
k
− 3

2
∫
R3

|ξ|2ske−itξ
√
cF(ϕ1 ∗ ϕ1)(ξ)dξ

+

(
c+ 1

c

) 1
k
− 3

2
∫
R3

|ξ|2ske−itξ
√
cϕ̂1(ξ)

[
ϕ̂1

(√
c

c+ 1

)
− ϕ̂1(ξ)

]
dξ

= Ic(t) + IIc(t).

Vamos analisar Ic(t) e IIc(t) quando c→ +∞ separadamente. Por um lado, vale

Ic(t) =

(
c+ 1

c

) 1
k
− 3

2
∫
R3

F(Dskϕ1) ∗ (Dskϕ1)(ξ)e−itξ
√
cdξ

=

(
c+ 1

c

) 1
k
− 3

2

(Dskϕ1 ∗Dskϕ1)(t
√
c, 0, 0).

Logo, Ic(t)→ 0 quando c→ +∞, para todo t 6= 0. Agora,

|IIc(t)| 6
(
c+ 1

c

) 1
k
− 3

2

‖Dskϕ1‖L2‖|ξ|sk
[
ϕ̂1(

√
c

c+ 1
ξ)− ϕ̂1(ξ)

]
‖L2 → 0,

quando c→ +∞. Portanto,

〈Dskuc+1(t), Dskuc(t)〉L2 → 0,

quando c→ +∞, para todo t 6= 0. Fazendo c1 = c2 em (4.17), temos que

‖Dskuc+1(t)‖2
L2 =

∫
R3

|ξ|2sk |ϕ̂1(ξ)|2dξ

= ‖Dskϕ1‖2
L2

e

‖Dskuc(t)‖2
L2 =

∫
R3

|ξ|2sk |ϕ̂1(ξ)|2dξ

= ‖Dskϕ1‖2
L2 .

Portanto,

‖Dskuc+1(t)−Dskuc(t)‖L2 = 2‖Dskϕ1‖2
L2 − 2〈Dskuc+1(t), Dskuc(t)〉L2 → 2‖Dskϕ1‖2

L2 ,

quando c→ +∞, para todo t 6= 0.

Isso conclui a nossa demonstração. �
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tions. Annales de l?Institut Henri Poincaré (C) Non Linear Analysis, Elsevier, 2015,

32 (2), pp.347-371.

[12] Planchon, F.; Notes de cours.; DEA; Université Paris 6 et 13; 2005.
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