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CENTRO DE CIÊNCIAS DA NATUREZA

DEPARTAMENTO DE FÍSICA
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Prof. Dr. José Pimentel de Lima.

Teresina - PI

novembro de 2018



 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
FICHA CATALOGRÁFICA 

  Serviço de Processamento Técnico da Universidade Federal do Piauí 

Biblioteca Comunitária Jornalista Carlos Castello Branco 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
         

 

 

 

 
 
  

 

 

    M972g       Nunes, Fernando Alves. 

       Grupo de renormalização no espaço real para o modelo de 

Potts quântico / Fernando Alves Nunes. – 2018.  

           72 f. 

 

Dissertação (Mestrado em Física) – Universidade Federal do 

Piauí, Teresina, 2018. 

 “Orientador: Prof. Dr. José Pimentel de Lima”.    

 

1. Modelo de Potts Quântico. 2. Transição de Fase 

Quântica. 3. Física. I. Título.     

 

 

CDD 530.143 



Dedico esse trabalho a

Martinha,

João Batista,

Nildes e

Ana Gabriela.

iii



Agradecimentos
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Resumo

Estudamos o modelo de Potts quântico em uma dimensão, para q = 3,4 e 5, enfatizando a

determinação do expoente cŕıtico ν , do comprimento de correlação. Inicialmente, determinamos

relações de escala fenomenológicas usando cadeias finitas, através do gap de energia entre o

estado fundamental e o primeiro estado excitado. Verificamos que o expoente ν para q = 3 e

q = 4 está compat́ıvel com resultados existentes na literatura. Para o caso q = 5, verificamos

que o gap de energia estabiliza em um ponto abaixo de zero, não nos permitindo constatar a

natureza da transição de fase de primeira ordem como previsto na literatura. Realizamos, em

seguida, via transformação de Migdal - Kadanoff, um estudo das posśıveis relações de escala

para dimensões maiores que um nos casos q = 3 e 4. Verificamos que o expoente cŕıtico ν

tem o mesmo valor nos casos d > 1 e d = 1, evidenciando que essa transformação não captura

qualquer tendência de q com a dimensão d, enquanto é previsto que, em uma transição de

primeira ordem, ν deve tender para o inverso da dimensão d−1. Prosseguindo, resolvemos o

modelo de Potts quântico em uma dimensão usando grupo de renormalização no espaço real.

Projetamos os termos da Hamiltoniana no subespaço do estado fundamental e encontramos

as equações de renormalização nos casos q = 3 e 4. Com isso, calculamos o expoente cŕıtico ν

linearizando as equações de renormalização no ponto cŕıtico, encontrando ν = 0,846 e ν = 0,796,

respectivamente, resultados que concordam com os previstos na literatura.

Palavras-chave: Modelo de Potts Quântico, Transição de Fase Quântica, Grupo de Re-

normalização no Espaço Real.
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Abstract

We stutied the quantum Potts model in one dimension, for q = 3,4 and 5, emphasizing

the determination of the critical exponent ν , of the correlation length. We initially determined

phenomenological scale relations using finite chains through the energy gap between the ground

state and the first excited state. We verified that the exponent ν for q = 3 and q = 4 is

compatible with results in the literature. For the case of q = 5, we found that the energy

gap stabilizes at a point below zero, not allowing us to verify the nature of the first-order

phase transition as predicted in the literature . Then, through the transformation of Migdal -

Kadanoff, a study of the possible scale relations for dimensions larger than one for the cases

q = 3 and 4 was carried out. We found that the critical exponent ν has the same value in cases

where d > 1 and d = 1, showing that this transformation does not capture any trend of q with

the dimension d, while predicted that in a first-order transition, ν must tend to the inverse of

the dimension d−1. Proceeding, we solved the quantum Potts model in one dimension using

renormalization group in real space. We designed the Hamiltonian terms in the subspace of

the ground state and found the renormalization equations in the cases q = 3 and 4. Thus, we

computed the critical exponent ν by linearizing the renormalization equations at the critical

point, finding ν = 0.8464 and ν = 0.7958 respectively, which are in line with those reported in

the literature.

Keywords: Quantum Potts Model, Quantum Phase Transition, Renormalization Group in

Real Space.
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2.2.1 Gap versus campo magnético . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.2.2 Relação de recorrência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.3 Caso q = 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

2.4 Modelo de Potts via transformação de Migdal-Kadanoff . . . . . . . . . . . . . . 50

viii
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Introdução

Desde o século XIX, com a observação da opalecência cŕıtica da água, por Andrews [1], a

teoria de fenômenos cŕıticos tem sido bastante aprofundada [2], tendo seu ápice na formulação

moderna do grupo de renormalização, por Wilson [3]. É óbvio que estão inclúıdas, nesse es-

tudo, todas as transições de fase clássicas de segunda ordem. Várias grandezas termodinâmicas

apresentam um comportamento peculiar na região cŕıtica, a qual pode ser caracterizada por

um conjunto de expoentes cŕıticos e, assim, é posśıvel verificar como sistemas f́ısicos diferentes,

como por exemplo sistemas de gás-ĺıquido e sistemas de ferromagnetos uniaxiais, pertencem à

mesma classe de universalidade [2, 4]. Nas últimas décadas, constatamos um interesse substan-

cial no estudo das transições de fase quânticas [5], que ocorrem em temperatura zero, dirigidas

totalmente pelas flutuações quânticas. Além disso, o desejo de se entender e quantificar o

emaranhamento quântico, importante no desenvolvimento da computação quântica, do tele-

transporte de estados quânticos e da criptografia quântica, tem estimulado também o estudo

das transições de fase quânticas. Como podemos ver, por exemplo em [6], em uma transição

de fase quântica de segunda ordem, temos um emaranhamento quântico máximo.

As transições de fase quânticas de segunda ordem, assim como os fenômenos cŕıticos em

sistemas clássicos, devido à invariância de escala na região cŕıtica, podem ser estudados através

de modelos simples, haja vista que os detalhes das interações não são relevantes nessa região

[7]. Para exemplificar, citamos o modelo de Ising em um campo transverso [8, 9, 10] e o modelo

de Potts quântico [11].

Com relação ao emaranhamento, é importante entender sua evolução quando nos aproxima-

mos do ponto cŕıtico. Há evidências [12, 13] de que o emaranhamento é perdido ao longo das

trajetórias do grupo de renormalização [3, 14, 15, 16]. Com isso, faz-se necessário ainda o estudo

das transformações do grupo de renormalização na região cŕıtica das transições quânticas.

Em se tratando do modelo de Ising, foi demonstrado [17, 18, 19] que o comportamento cŕıtico

quântico do modelo com campo transverso d-dimensional é o mesmo que o comportamento

cŕıtico clássico em dimensão d + 1. Ou seja, o comportamento cŕıtico quântico da cadeia de

Ising com campo transverso é caracterizado pelos mesmos expoentes cŕıticos que os do modelo

1



Introdução 2

de Ising clássico em duas dimensões [20, 21, 22]. Se a dependência do comprimento de correlação

divergente no parâmetro for conhecida, obtem-se uma relação de escala explicitamente, de forma

que o campo pode se transformar segundo g′ = gb, onde b é o fator de escala do comprimento

[10, 23, 24].

O Modelo de Potts de q estados é uma generalização do modelo de Ising e, portanto, atende

às mesmas relações descritas: o modelo de Potts quântico em d dimensões corresponde ao

modelo clássico com d +1 dimensões [11]. Sabe-se que a transição de fase no modelo de Potts

bidimensional é de segunda ordem se o número de componentes for q ≤ 4, mas de primeira

ordem para q > 4 [25].

Nessa dissertação, estudamos o modelo de Potts quântico em uma dimensão, através de

uma transformação de escala fenomenológica via gap de energia [26, 27] e, utilizamos também

o grupo de renormalização no espaço real, determinando o expoente cŕıtico do comprimento de

correlação.

No Caṕıtulo 1, apresentamos os conceitos fundamentais de transições de fase, grupo de

renormalização no espaço real usando como exemplo o modelo de Ising com campo transverso

em uma e duas dimensões. No Caṕıtulo 2, apresentamos nossos resultados para o modelo

de Potts quântico em uma cadeia linear, usando transformação de escala no gap de energia.

Seguindo, no Caṕıtulo 3, apresentamos nossos resultados para o modelo de Potts quântico via

bloco de renormalização no espaço real. Por fim, no Caṕıtulo 4, resumimos nossas conclusões

e perspectivas.



Caṕıtulo 1

Grupo de renormalização no espaço

real

Neste caṕıtulo vamos apresentar, inicialmente, os conceitos utilizados no estudo das transi-

ções de fase clássicas e quânticas. Após isso, introduziremos os conceitos de escala e universa-

lidade no contexto dos fenômenos cŕıticos. Em seguida, trataremos o grupo de renormalização

no espaço real, demonstrando um procedimento teórico sistemático para lidar com as caracte-

ŕısticas de modelos que descrevem sistemas f́ısicos na região cŕıtica. Como exemplos em caráter

de revisão, trataremos o modelo de Ising com campo transverso em uma e duas dimensões.

1.1 Transições de fase

Matematicamente, uma transição de fase é a assinatura de uma singularidade na energia

livre do sistema ou em uma de suas derivadas, o que se manifesta, macroscopicamente, como

uma mudança brusca em suas propriedades. As transições de ĺıquido para gás, de um con-

dutor normal para um supercondutor, ou de material paramagnético para ferromagnético, são

exemplos em que ocorrem transições de fase [28, 29].

De modo geral, as transições de fase governadas pelas flutuações térmicas são classificadas

como transições clássicas. Consideremos, por exemplo, o diagrama de fases da água, que mostra

os estados sólido, ĺıquido e gasoso, em determinadas condições de pressão e temperatura, na

Fig.(1.1 (a)), onde as linhas bem definidas separam as regiões, nas quais cada fase é estável.

Seguindo a linha de coexistência ĺıquido-gás, à medida que a temperatura aumenta, a diferença

entre as densidades do ĺıquido e do gás diminui continuamente até zero, como mostrado na

Fig.(1.1 (b)). Essa diferença, chamada de parâmetro de ordem da transição ĺıquido-gás, se

anula no ponto cŕıtico, acima do qual é posśıvel mudar continuamente do estado ĺıquido para

3



1.1 Transições de fase 4

Fig. 1.1: a) Diagrama de fase da água; b) Parâmetro de ordem. Adaptação da Ref.(28)

o gasoso sem passar por uma região de coexistência. O parâmetro de ordem é uma variável

definida de acordo com cada sistema f́ısico e deve ser tratada juntamente com outras variáveis

termodinâmicas, cujas correlações exibem comportamentos distintos nas fases de ambos os

lados da transição [30].

Quanto às transições de fase e o comportamento cŕıtico para sistemas magnéticos [31], estes

se dão de modo semelhante ao que descrevemos para os fluidos. Por exemplo, esboçamos na

Fig.(1.2 (a)) a magnetização de um bloco de ferro em um campo magnético, H. Diminuindo H

a zero, M diminuirá, mas não vai a zero, de forma que o bloco apresentará uma magnetização

espontânea, M0, conforme o gráfico, com uma descontinuidade, em H = 0. Se a temperatura

é aumentada levemente, o gráfico de M continuará similar até que T atinja o valor cŕıtico Tc

(ponto Curie), no qual a magnetização espontânea desaparece e a função M(H) se tornará

cont́ınua, com uma singularidade em H = 0, como mostra a Fig.(1.2 (b)). Se T é aumentado

ainda mais, M permanece uma função cont́ınua e se torna anaĺıtica em H = 0, como na Fig.(1.2

(c)).

Fig. 1.2: Gráficos da magnetização para a) T < Tc b) T = Tc c) T > Tc. Adaptação da Ref.(31)

Essa descrição pode ser convenientemente resumida considerando um plano (T,H), como

mostrado na Fig.(1.3 (a)). Há um corte ao longo do eixo T de 0 a Tc, de magnetização M

como função anaĺıtica de T e H em todos os pontos no plano da metade direita, exceto aqueles



1.1 Transições de fase 5

Fig. 1.3: a) Diagrama de fase de um ferromagneto simples; b) Parâmetro de ordem, magneti-
zação. Adaptação da Ref.(28)

no corte, no qual é descont́ınua. Assim, como no caso da coexistência ĺıquido-gás, há uma

linha de transição de primeira ordem que termina no ponto cŕıtico, Tc, como mostra a Fig.(1.3

(a)) [28, 31]. E, no caso da transição ferromagnética descrita, o parâmetro de ordem é a

magnetização, já que, abaixo da temperatura cŕıtica, exibe uma magnetização espontânea; e,

na temperatura cŕıtica, se anula.

Até aqui, descrevemos transições que são naturalmente governadas por flutuações térmicas,

classificadas assim como transições clássicas.

Há, porém, as transições que ocorrem em T = 0: são induzidas pela mudança de um parâ-

metro externo ou constante de acoplamento [29] e são impulsionadas por flutuações quânticas

devidas ao prinćıpio da incerteza de Heisenberg [32].

Como exemplo de transição de fase quântica, mostramos os dados experimentais obtidos

para o paramagneto LiHoF4 [5, 33]. Na Fig.(1.4 (a)), temos a curva cŕıtica do LiHoF4, separando

as fases estáveis ferromagnética e paramagnética. Já na Fig.(1.4 (b)), podemos verificar que

a susceptibilidade magnética, derivada da magnetização, cresce continuamente em dois pontos

cŕıticos: um mantendo T = 1,018K, transição clássica; e outro, em T = 0,200K, em um regime

quântico.

O entendimento dos fenômenos cŕıticos exige considerações a ńıvel microscópico. No caso

do ferromagnetismo, por exemplo, é importante saber como o comportamento de um spin in-

terfere no comportamento de outros spins da rede, ou seja, a correlação spin-spin. Isso pode ser

esclarecido considerando que há uma distância mı́nima para que as propriedades macroscópicas

se manifestem, o que define comprimento de correlação (ξ ). Para compreender o conceito de

comprimento de correlação, façamos o seguinte experimento mental: se, conhecendo as pro-

priedades macroscópicas de um sistema, nós o dividirmos em duas partes iguais, mantendo as

variáveis externas, como pressão e temperatura constantes, as propriedades macroscópicas de
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Fig. 1.4: a) Diagrama de fase do ferromagneto LiHoF4 ; b) Comportamento cŕıtico. Adaptação
da Ref.(33)

cada subsistema permanecerão as mesmas que as do inicial; mas, se continuarmos dividindo

sucessivamente, chega um momento em que essas propriedades diferem, porque a matéria é

composta de átomos e moléculas, cujas propriedades individuais são bastante diferentes daque-

las do conjunto de part́ıculas que constituem. A escala de comprimento na qual as propriedades

macroscópicas dos subsistemas começam a diferir significativamente daquelas do original for-

nece uma medida do chamado comprimento de correlação do material; ou seja, comprimento de

correlação é a distância na qual as flutuações dos graus microscópicos de liberdade e as posições

dos átomos estão significativamente correlacionadas entre si. As flutuações em duas partes do

material com afastamento maior do que o comprimento de correlação são efetivamente descor-

relacionadas uma da outra. Normalmente, o comprimento de correlação é da ordem de alguns

espaçamentos interatômicos [34]. Isso significa dizer que, mesmo considerando uma coleção

muito pequena de átomos, podemos obter uma boa ideia do comportamento macroscópico do

material, caso tenhamos comportamento singular.

O comprimento de correlação em uma transição de primeira ordem, onde várias grandezas

termodinâmicas sofrem descontinuidades ao passar pela linha de transição, é geralmente finito.

No entanto, em uma transição cont́ınua o comprimento de correlação diverge e as flutuações

estão correlacionadas em todas as escalas de comprimento. Assim, na medida que nos aproxi-

mamos do ponto cŕıtico, a correlação espacial das flutuações do parâmetro de ordem se tornam

de longo alcance. Desse modo, próximo ao ponto cŕıtico, o comprimento de correlação ξ é a

escala de comprimento relevante do sistema e diverge como

ξ ∝ |t|−ν , (1.1)

onde t, no caso de um fluido, por exemplo, é a temperatura reduzida, |T−Tc|
Tc

, em torno do
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ponto cŕıtico e ν é o expoente cŕıtico do comprimento de correlação. Além da correlação

espacial, temos uma correlação de longo alcance no parâmetro de ordem das flutuações no

tempo. Tipicamente, a escala de tempo de decaimento das flutuações é a correlação τc que, no

ponto cŕıtico, diverge como

τc ∝ |t|−νz, (1.2)

onde z é o expoente cŕıtico dinâmico.

No caso particular das transições de fase quânticas, podemos imediatamente fazer uma

distinção importante entre dois regimes do diagrama de fases, caracterizando o estado funda-

mental pela energia ∆ e uma segunda escala de energia kBT , oriunda das flutuações térmicas. Se

tivermos ∆� kBT , teremos flutuações predominantemente quânticas; caso contrário, teremos

flutuações predominantemente térmicas.

Conhecendo o limiar dessas flutuações, podemos descrever o comportamento de um sis-

tema f́ısico próximo a um ponto cŕıtico quântico, considerando um parâmetro externo g, como

podemos ver na Ref. [5].

1.2 Escala e expoentes cŕıticos

A teoria de escala fenomenológica tem sido extremamente útil na compreensão de fenômenos

cŕıticos em diversos sistemas f́ısicos [7]. Vamos descrever exatamente as relações de escala perto

do ponto cŕıtico, em que o comprimento de correlação é a única escala de comprimento relevante.

Assim, as propriedades f́ısicas devem se manter inalteradas se redimensionarmos o sistema por

um fator comum b, como mostra a Fig.(1.5), onde consideramos o Modelo de Ising sobre uma

rede quadrada, com interação J entre os primeiros vizinhos, na presença de um campo magnético

H. Assim, inicialmente, a Hamiltoniana é dada por

H =−J ∑
<i, j>

SiS j−H ∑
i

Si→ Si±1, (1.3)

após a transformação de escala , b = 2, será reescrita de forma semelhante em termos das novas

variáveis de blocos (SI)

H ′ =−J′ ∑
<I,J>

SISJ−H ′∑
I

SI → SI±1, (1.4)
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Fig. 1.5: Construção do modelo de Kadanoff em uma rede quadrada com um fator de escala
b = 2.

onde J′ e H ′ são os novos parâmetros em termos das variáveis de bloco SI. Definindo

ε ≡ T −TC

TC
, (1.5)

como a temperatura reduzida e considerando a mudança de escala ε → ε ′ e H → H ′, o ponto

cŕıtico ficará localizado em ε = 0 , H = 0.

Nas vizinhanças do ponto cŕıtico, consideramos que a energia livre por spin seja dada pela

soma de uma parte regular, que é pouco interessante, e de uma parte singular que contém

todas as anomalias do problema. A hipótese de escala consiste em supor que a parte singular

da energia livre por spin do sistema seja uma função homogênea generalizada das variáveis ε e

H. Com isso, podemos relacioná-las por

f ′s(ε
′,H ′) = bd fs(ε,H), (1.6)

e os comprimentos de correlação, como

ξ
′(ε ′,H ′) =

ξ

b
(ε,H), (1.7)

ε
′ = λtε, (1.8)
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onde

λt = byt . (1.9)

Para o campo, temos

H
N

∑
i=1

Si = H
N/bd

∑
I=1

∑
i∈I

Si = HΛ∑
I

SI, (1.10)

o que nos leva a

H ′ = ΛH = byhH. (1.11)

Assim, a transformação da parte singular da energia livre será

f ′s(b
yt

ε,byhH) = bd fs(ε,H). (1.12)

Considerando a função de correlação

Γ(r,ε) = 〈SiS j〉−〈Si〉〈S j〉 → Γ(r′,ε ′) = 〈SISJ〉−〈SI〉〈SJ〉, (1.13)

com as transformações para f e Γ, podemos obter as relações de escala

r′ = b−1r, (1.14)

Γ(b−1r,byt ε) = b2(d−yh)Γ(r,ε). (1.15)

Como a magnetização é a negativa da derivada do potencial de Gibbs, G, temos

M =−
(

∂G
∂H

)
T
, (1.16)

então, da Eq.(1.12) temos

byhM(byt ε,byhH) = bdM(ε,H). (1.17)

Há dois expoentes cŕıticos associados com o comportamento da magnetização perto do ponto

cŕıtico: β , quando H = 0 e ε → 0; 1/δ , quando ε = 0 e H → 0. Para o caso H = 0 e tomando



1.3 Grupo de renormalização no espaço real 10

b = (−ε)−1/yt ,

M(ε,0) = (−ε)
d−yh

yt M(−ε,0). (1.18)

Quando ε → 0−, M ∼ (−ε)β . Assim,

M(ε,0) = (−ε)β = (−ε)(d−yh/yt)→ β =
d− yh

yt
. (1.19)

De modo semelhante, com ε = 0 e H→ 0, temos para 1/δ

M(0,H) = b(yh−d)M(0,byhH)→ b = H−1/yh , (1.20)

o que nos leva a

M(0,H) = H
(

d−yh
yh

)
M(0,−H). (1.21)

Quando H→ 0, temos da expressão M ∼ H1/δ que M(0,H)∼ H1/δ , de onde obtemos

δ =
yh

d− yh
. (1.22)

Das expressões Eq.(1.19) e Eq.(1.22), podemos encontrar

yt =
d

β (δ +1)
(1.23)

yh =
dδ

δ +1
. (1.24)

Através de procedimentos semelhantes, podemos determinar os demais expoentes cŕıticos

relacionados às respectivas variáveis termodinâmicas.

O conjuto dos expoentes cŕıticos caracterizam completamente a classe de universalidade de

uma transição de fase.

1.3 Grupo de renormalização no espaço real

O grupo de renormalização consiste em mudar a escala de um sistema, reduzindo seus

graus de liberdade [28]. Assim, cada vez que o sistema é renormalizado, a Hamiltoniana do

sistema é modificada [7, 35]. Considerando um sistema que inicialmente seja descrito pela

Hamiltoniana H , perto do ponto cŕıtico, as propriedades f́ısicas devem permanecer inalteradas
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se redimensionarmos o sistema por um fator comum b. Após a transformação, devemos ter

H ′ = RH , (1.25)

onde R é definido como um operador que reduz o número de graus de liberdade do sistema. O

fator de escala define a redução de graus de liberdade do sistema d-dimensional, de N para N′

bd = N/N′. (1.26)

Levando em consideração que as Hamiltonianas preservam a mesma simetria, H (t,h) e

H ′(t ′,h′), a função de partição deve ser preservada, já que a energia total é conservada. Assim,

podemos fazer a relação

ZN(H ) = ZN′(H
′). (1.27)

Definindo K como sendo um conjunto de parâmetros da Hamiltoniana, verificamos que

K′ = R(K)→ Kn = RKn−1. (1.28)

Após várias aplicações da relação de recorrência, atingimos o ponto fixo, K∗, no qual o

sistema é invariante sob mudança de escala. Desse modo,

H ′ = H ∗, (1.29)

K∗ = R(K∗). (1.30)

Realizando a transformação de renormalização, o novo comprimento de correlação, ξ ′, é menor

que o comprimento de correlação original, ξ , por um fator de b.

ξ
′(K′) =

ξ (K)

b
. (1.31)

O efeito de sucessivas transformações do grupo de renormalização, nesse caso, é o afasta-

mento do sistema do seu ponto cŕıtico, exceto naqueles em que

ξ
′(K

′∗) = ξ (K∗), (1.32)

que são os pontos fixos. O ponto fixo instável, não trivial no qual o comprimento de correlação
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diverge é chamado ponto cŕıtico.

Assim, o comprimento de correlação é dado por

ξ
′ = ξ ≡ ξ

∗. (1.33)

Podemos calcular os valores numéricos para a escala quando tivermos uma transformação

de renormalização. A escala da energia térmica pode ser determinada levando em conta que

o conhecimento de R(K) próximo de K∗ fornece informações sobre como ξ (K) se comporta em

relação a K perto de K∗. Para isso, expandindo R(K) em torno de K∗, temos

R(K) = K∗+λt(b)(K−K∗)+O(K−K∗)2→ K′−K∗ = λt(b)(K−K∗), (1.34)

com

λt(b) =
(

dR
dK

)
K=K∗

, (1.35)

ξ (K) tem uma tendência de lei de potência perto do ponto cŕıtico

ξ
′(K′) = |K′−Kc|−ν→ |K′−Kc|−ν∼ b−1|K−Kc|−ν . (1.36)

Definindo K∗ = Kc como o valor de K, no qual ξ diverge, temos

|K′−Kc|−ν= [λt(b)]−ν |K−Kc|−ν→ ν =
ln(b)

ln(λt(b))
. (1.37)

Com isso, podemos calcular o expoente cŕıtico do comprimento de correlação para uma

cadeia e descrever seus aspectos gerais na transição de fase.

1.4 Grupo de renormalização no espaço real para o mo-

delo de Ising com campo transverso em uma e duas

dimensões

A seguir, discutiremos o modelo de Ising, utilizando as ideias de bloco de renormaliza-

ção no espaço real, com o propósito de exemplificarmos a eficiência desse método, e, assim,

compreendermos sua aplicação para outros modelos.
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1.4.1 Grupo de renormalização no espaço real para o modelo de

Ising com campo transverso em uma dimensão

O modelo de Ising clássico foi proposto por Wilhelm Lenz, em 1920, para estudar fenômenos

magnéticos em materiais. Resolvido analiticamente em uma dimensão em 1925, por Ernst Ising

[36], tornou-se o modelo mais conhecido e citado da Mecânica Estat́ıstica [35, 37, 38, 39]. Uma

versão quântica deste modelo foi proposta por de Gennes [9] para estudar ferroelétricos com

ligações de ponte de hidrogênio, o qual, em uma dimensão com campo transverso é um dos

mais simples na f́ısica da matéria condensada que pode ser resolvido exatamente.

A Hamiltoniana desse modelo quântico, definida em termos dos operadores (Ωi,Mi), é escrita

como [40]

H = −∑
i

hiMi− ∑
<i, j>

Ji, jΩiΩ j, (1.38)

em que Ω e M representam, respectivamente, as matrizes de Pauli, σ z e σ x, h é o campo

transverso e J a constante de troca , com interações entre primeiros vizinhos [41].

Esse modelo apresenta transição de fase quântica, além de possuir resultados anaĺıticos em

uma dimensão, os quais servem como base para se comparar com os resultados obtidos por

novos métodos.

Considerando a Hamiltoniana envolvendo um bloco de (N+1) spins Ωi com i = 0,1,2, ...,N,

HN =
N

∑
i=1

(−hiMi− J0,iΩ0Ωi), (1.39)

onde o spin Ω0 funciona como principal e os demais, Ωi, como secundários; para cada auto-

valor do spin principal S0±1, devemos diagonalizar separadamente cada um dos N termos da

Hamiltoniana. Para isso, consideramos um bloco com dois spins, cuja Hamiltoniana é dada por

H
(S0)

i =−hiMi− J0,iΩ0Ωi =−hiMi− J0,iS0Ωi (1.40)

H
(S0)

i =

[
−J0,iS0 −hi

−hi J0,iS0

]
.

Diagonalizando essa matriz, encontramos os autovalores escritos em função de S0, dados por

λ
±(S0) =±

√
h2

i + J2
0,iS

2
0 (1.41)
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λ
+(S0 = 1) = λ

+(S0 =−1) =
√

h2
i + J2

0,i (1.42)

λ
−(S0 = 1) = λ

−(S0 =−1) =−
√

h2
i + J2

0,i. (1.43)

Como estamos trabalhando com sistema de dois ńıveis, os vetores de base são definidos como

segue

|S0 =+1〉=

[
1
0

]
,

|S0 =−1〉=

[
0
1

]

e os operadores são as matrizes de Pauli, as quais são expressas por

Ω =

[
1 0
0 −1

]
,

M =

[
0 1
1 0

]
.

Com isso, os autovetores normalizados, expressos em função dos vetores de base, são dados

por

|λ−i (S0)〉=
|Si =+1〉+ ci(S0)|Si =−1〉√

1+ c2
i (S0)

(1.44)

e

|λ+
i (S0)〉=

−ci(S0)|Si =+1〉+ |Si =−1〉√
1+ c2

i (S0)
, (1.45)

onde a constante ci(S0) é dada por

ci(S0) =
hi√

h2
i + J2

0,i + J0,iS0

. (1.46)

Como podemos observar, a Hamiltoniana do bloco (1.40) apresenta dois autovetores dupla-

mente degenerados, cuja degenerecência é fundamental para que possamos aplicar as técnicas

de renormalização desenvolvidas aqui. Assim,

|λ−i (+1)〉= |Si =+1〉+ ci(+1)|Si =−1〉√
1+ c2

i (+1)
(1.47)
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e

|λ−i (−1)〉= |Si =+1〉+ ci(−1)|Si =−1〉√
1+ c2

i (−1)
, (1.48)

onde

ci(+1) =
hi√

h2
i + J2

0,i + J0,i

(1.49)

e

ci(−1) =
hi√

h2
i + J2

0,i− J0,i

(1.50)

=
1

ci(+1)
. (1.51)

Dessa forma, podemos relacionar as duas constantes multiplicativas de cada autovetor, o

que facilita nosso desenvolvimento no momento de projetarmos essa Hamiltoniana no espaço

de menor energia, definido pelos autovetores do estado fundamental. Desse modo,

ci(S0) =
1

ci(−S0)
. (1.52)

A energia do estado fundamental do sistema é a soma do menor autovalor λ
−
i (S0) de cada

um dos N blocos, a saber

ES0
EF =

N

∑
i=1

λ
−
i (S0) =−

N

∑
i=1

√
h2

i + J2
0,i. (1.53)

Os dois estados fundamentais correspondentes são dados pelo produto direto dos autovetores

de S0, pelos respectivos estados fundamentais do bloco,

|EFS0〉= |S0〉⊗ (⊗N
i=1|λ−(S0〉)). (1.54)

Para um bloco qualquer de dois spins, definimos os dois estados fundamentais como

|EF+1〉 = |+1〉⊗ |λ−i (+1)〉 (1.55)

e

|EF−1〉 = |−1〉⊗ |λ−i (−1)〉. (1.56)
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Podemos, então, definir o projetor utilizando os autoestados de menor energia como vetores de

base. Portanto, o nosso projetor é dado por

PN = ∑
S0=±1

|EFS0〉〈EFS0| (1.57)

= |EF+1〉〈EF+1|+|EF−1〉〈EF−1| (1.58)

= |+1〉⊗ |λ−i (+1)〉〈+1|⊗〈λ−i (+1)|+|−1〉⊗ |λ−i (−1)〉)(〈−1|⊗〈λ−i (−1)| (1.59)

= |+1〉〈+1|⊗|λ−i (+1)〉〈λ−i (+1)|+|−1〉〈−1|⊗|λ−i (−1)〉〈λ−i (−1)|. (1.60)

Como a ideia central da renormalização é substituir cada par de spins por um único spin

renormalizado, podemos definir ΩR0 dos dois estados fundamentais por

ΩR0 = |ΩR0 =+1〉〈ΩR0 =+1|−|ΩR0 =−1〉〈ΩR0 =−1|, (1.61)

e

MR0 = |ΩR0 =+1〉〈ΩR0 =−1|+|ΩR0 =−1〉〈ΩR0 =+1|. (1.62)

Assim, lembrando que os operadores são as matrizes de Pauli, podemos projetar os demais

spins no bloco. Para isso, vamos observar como cada operador atua nos vetores de base. Com

um pouco de algebrismo, podemos verificar que essas operações resultam em{
M|+1〉 = |−1〉; M|−1〉= |+1〉
Ω|+1〉 = +1|+1〉; Ω|−1〉=−1|−1〉.

Por simplicidade e sem perda de generalidade, vamos desenvolver aqui regras de renorma-

lização que serão aplicadas ao modelo de Ising em uma e duas dimensões.

Conhecendo como o operador Ω atua em cada vetor de base e lembrando que rotulamos

com ı́ndice 0 o primeiro śıtio de cada par, Ω0 atua, obviamente, no primeiro śıtio. Assim, temos

PNΩ0PN = ΩR0. (1.63)

De modo análogo, podemos projetar os demais operadores dos śıtios vizinhos. Para isso,

analisaremos como o operador atua em cada estado fundamental. Rotulamos com i o śıtio

vizinho de cada par de spins, logo Ωi atua no segundo śıtio do par. Com isso, verificamos que

Ωi(|EFS0)〉 = Ωi(|S0〉⊗ |λ−i (S0)〉) (1.64)

= |S0〉⊗ (Ωi|λ−i (S0)〉). (1.65)
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e

Ωi|λ−i (S0)〉 =
|Si =+1〉− ci(S0)|Si =−1〉√

1+ c2
i (S0)

. (1.66)

Ao projetarmos Ωi, obtemos

PNΩiPN =
1− ci(+1)2

1+ ci(+1)2 (|+1〉〈+1|⊗|λ−i (+1)〉〈λ−i (+1)|−|−1〉〈−1|⊗|λ−i (−1)〉(〈λ−i (−1)|)

=
1− ci(+1)2

1+ ci(+1)2 ΩR0. (1.67)

Substituindo Eq.(1.49) em Eq.(1.67), podemos expressá-lo em função do campo transverso e

do fator de acoplamento, como

PNΩiPN =
J0,i√

h2
i + J2

0,i

ΩR0. (1.68)

Seguindo o desenvolvido acima para os operadores Ω, podemos projetar o operador M0 no

subespaço de menor energia. Assim,

PNM0PN =
N

∏
i=1
|+1〉〈−1|⊗|λ−i (+1)〉(〈λ−i (+1)|λ−i (−1)〉)〈λ−i (−1)|

+
N

∏
i=1
|−1〉〈+1|⊗|λ−i (−1)〉(〈λ−i (−1)|λ−i (+1)〉)〈λ−i (+1)|. (1.69)

Usando (1.47) , (1.48) e (1.51), calculamos os produtos internos, que aparecem na expressão

Eq.(1.69), portanto

〈λ−i (+1)|λ−i (−1)〉 =
1+ ci(+1)ci(−1)√

(1+ c2
i (+1))(1+ c2

i (−1))
=

2ci(+1)
(1+ c2

i (+1))
(1.70)

e

〈λ−i (−1)|λ−i (+1)〉 =
2ci(+1)

(1+ c2
i (+1))

. (1.71)

Substituindo Eq.(1.70) e Eq.(1.71) em Eq.(1.69), podemos expressar essa projeção também em
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termos do campo transverso e do fator de acoplamento, como pode ser visto abaixo,

PNM0PN =
N

∏
i=1

(
2ci(+1)

1+ c2
i (+1)

)
MR0. (1.72)

Substituindo (1.49) em (1.72), temos

PNM0PN =
N

∏
i=1

 −h3
i

−h2
i

√
h2

i + J2
0,i +h2

i J0,i−h2
i J0,i

MR0 =
N

∏
i=1

 hi√
h2

i + J2
0,i

MR0. (1.73)

A Hamiltoniana da cadeia quântica de Ising é dada por

H =−∑
i

h(i)Mi−∑
i

J~x(i)ΩiΩi+1. (1.74)

Aqui, tratamos uma cadeia linear com interação entre primeiros vizinhos e condições de cotorno

periódicas.

Levando em conta os termos de interação intrabloco e interbloco, podemos escrever a

Eq.(1.74) como

Hi = ∑
i
(−h(2i−1)M2i−1− J~x(2i−1)Ω2i−1Ω2i

−h(2i)M2i− J~x(2i−2)Ω2i−2Ω2i−1). (1.75)

A Hamiltoniana intrabloco pode ser dada por [42]

H
(1)

intra = ∑
i
(−h(2i−1)M2i−1− J~x(2i−1)Ω2i−1Ω2i) = ∑

i
H

(1)
i ,

com

H
(1)

i = −h(2i−1)M2i−1− J~x(2i−1)Ω2i−1Ω2i. (1.76)

Aplicando as regras de projeção, deduzidas acima, a cada par de śıtios da Hamiltoniana

intrabloco, podemos verificar que

P(1)
intraΩ2iP

(1)
intra = Ω2i,

P(1)
intraΩ2i−1P(1)

intra =
J(2i−1)√

h2(2i−1)+ J2(2i−1)
Ω(2i),
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e

P(1)
intraM2iP

(1)
intra =

h(2i−1)√
h2(2i−1)+ J2(2i−1)

MR(2i). (1.77)

Como já conhecemos a Hamiltoniana total e a intrabloco em termos dos vetores de base,

vamos conhecer os termos restantes que envolvem interações interblocos. Para isso, subtráımos

a Hamiltoniana intrabloco da total, como segue

H ′
i = Hi−Hintra =−h(2i)M2i− J~x(2i−2)Ω(2i−2)Ω(2i−1). (1.78)

P(1)
intraH

′
iP

(1)
intra = −h(2i)P(1)

intraM2iP
(1)
intra− J~x(2i−2)P(1)

intraΩ(2i−2)Ω(2i−1)P(1)
intra

= −h(2i)
h(2i−1)√

h2(2i−1)+ J2(2i−1)
MR(2i)

− J~x(2i−2)
J(2i−1)√

h2(2i−1)+ J2(2i−1)
ΩR(2i−2)ΩR(2i). (1.79)

Como podemos observar, a Hamiltoniana preserva a mesma simetria da Eq.(1.74), mas com

termos de renormalização no campo e no fator de acoplamento, com os quais podemos definir

hR(2i) = h(2i)
h(2i−1)√

h2(2i−1)+ J2(2i−1)
(1.80)

e

JR(2i−1) = J~x(2i−2)
J(2i−1)√

h2(2i−1)+ J2(2i−1)
, (1.81)

como sendo o campo e o termo de acoplamento renormalizados, respectivamente. Assim, pode-

mos pensar que, cada vez que um par de spins é renormalizado, surgem termos de correção nos

termos de acoplamento e campo magnético. Isto nos permite, comparando as Hamiltonianas

antes e depois da renormalização, encontrar a equação de renormalização, com a qual podemos

calcular os pontos fixos e, consequentemente, o expoente cŕıtico do comprimento de correlação.
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Considerando o caso homogêneo e definindo k′ = JR

hR e k = J
h , podemos escrever

hR = h
h√

h2 + J2
, (1.82)

JR = J
J√

h2 + J2
, (1.83)

JR

hR =
J J√

h2+J2

h h√
h2+J2

=
J2

h2 ,

(1.84)

e

k′ = k2 ≡ F(k). (1.85)

De acordo com a Eq.(1.85), temos dois pontos fixos triviais, k = 0 e k = ∞, e um ponto fixo

instável, não trivial, k∗ = 1, o qual é associado ao ponto cŕıtico. Linearizando a equação em

torno do ponto cŕıtico, temos

λ =

(
dk′

dk

)
k=k∗

=

(
dF(k)

dk

)
k=k∗

= 2. (1.86)

(1.87)

O expoente cŕıtico do comprimento de correlação é dado por [42]

ν =
ln(λ )
ln(n)

, (1.88)

em que n é o número de śıtios por bloco, nesse caso espećıfico, n = 2. Substituindo na Eq.(1.88),

temos

ν =
ln(2)
ln(2)

= 1, (1.89)

o qual concorda com o valor obtido na solução exata do modelo [17].

Uma abordagem tradicional inclui todos os termos do bloco na Hamiltoniana intrabloco,

mas isso fornece valores pouco precisos para o expoente cŕıtico do comprimento de correlação. O

melhor resultado encontrado por Jullien et al foi ν = 1,16 para um bloco com sete śıtios [43]. No

entanto, removendo-se o termo de campo de um dos śıtios da Hamiltoniana intrabloco, obtemos

uma degenerescência no estado fundamental além da preservação da simetria da Hamiltoniana
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antes e depois da renormalização. Essas são as condições que melhoram significativamente a

estimativa para o valor do expoente cŕıtico do comprimento de correlação, ν = 1.

A seguir, discutiremos o modelo de Ising quântico em duas dimensões, com o objetivo de

verificarmos a eficiência da técnica de bloco de renormalização em casos de dimensões mais

altas [40, 44].

1.4.2 Grupo de renormalização no espaço real para o modelo de

Ising com campo transverso em duas dimensões

A Hamiltoniana do modelo de Ising quântico em duas dimensões para um sistema, como

representado na Fig.(1.6),

Fig. 1.6: Rede de śıtios de Ising em duas dimensões

é dada por

H = −∑
(i, j)

h(i, j)M(i, j)−∑
(i, j)

J~x(i, j)Ω(i, j)Ω(i+1, j)−∑
(i, j)

J~y(i, j)Ω(i, j)Ω(i, j). (1.90)

Seguindo o mesmo método que desenvolvemos para o caso unidimensional, vamos construir

regras de renormalização para o caso bidimensional. Levando em conta uma rede quadrada,

podemos tratar as duas dimensões, x e y uma por vez. Assim, é conveniente escrever a Eq.(1.90)

para uma rede quadrada, o que nos possibilita substituir cada bloco de quatro spins por um

único spin renormalizado. Para isso, podemos expressar a Hamiltoniana em função de termos
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que envolvam interação nas duas dimensões, como segue

H = −h(2i,2 j)M(2i,2 j)−h(2i−1,2 j−1)M(2i−1,2 j−1)−h(2i−1,2 j)M(2i−1,2 j)

− h(2i,2 j−1)M(2i,2 j−1)− J~x(2i−1,2 j)Ω(2i−1,2 j)Ω(2i,2 j)− J~y(2i−1,2 j)Ω(2i−1,2 j)Ω(2i−1,2 j+1)

− J~x(2i−2,2 j)Ω(2i−1,2 j)Ω(2i−2,2 j)− J~y(2i−1,2 j−1)Ω(2i−1,2 j)Ω(2i−1,2 j−1)

− J~x(2i,2 j−1)Ω(2i,2 j−1)Ω(2i+1,2 j−1)− J~y(2i,2 j−1)Ω(2i,2 j−1)Ω(2i,2 j)

− J~x(2i−1,2 j−1)Ω(2i,2 j−1)Ω(2i−1,2 j−1)− J~y(2i,2 j−2)Ω(2i,2 j−1)Ω(2i,2 j−2). (1.91)

Com isso, podemos perceber que é conveniente trabalharmos com renormalizações em se-

parado, para cada dimensão.

Consideramos a Hamiltoniana intrabloco em duas dimensões como sendo

H
(1)

intra = ∑
(i, j)

(−h(2i−1,2 j)M2i−1,2 j−h(2i,2 j−1)M2i,2 j−1− J~x(2i−1,2 j)Ω(2i−1,2 j)Ω(2i,2 j)

− J~y(2i,2 j−1)Ω(2i,2 j−1)Ω(2i,2 j)) = ∑
(i, j)

H
(1)

i, j ,

com

H
(1)

i, j = −h(2i−1,2 j)M(2i−1,2 j)−h(2i,2 j−1)M(2i,2 j−1)− J~x(2i−1,2 j)Ω(2i−1,2 j)Ω(2i,2 j)

− J~y(2i,2 j−1)Ω(2i,2 j−1)Ω(2i,2 j). (1.92)

Como a Hamiltoniana da Eq.(1.92) preserva a mesma estrutura que a Hamiltoniana na

Eq.(1.38) aplicada nas duas direções, x e y, podemos renormalizá-la substituindo cada grupo de

três spins, no caso, Ω2i−1,2 j, Ω2i,2 j−1 e Ω2i,2 j, por um único spin renormalizado ΩR
2i,2 j, de modo

semelhante ao desenvolvido no caso unidimensional. Aplicando as regras de renormalização

deduzidas nas equações Eq.(1.63), Eq.(1.68) e Eq.(1.73) para a rede quadrada, podemos projetar

os operadores da Hamiltoniana no subespaço de menor energia, como vemos a seguir:



1.4 Grupo de renormalização no espaço real para o modelo de Ising com campo
transverso em duas dimensões 23

P(1)
intraΩ(2i,2 j)P

(1)
intra = Ω

R
(2i,2 j)

P(1)
intraΩ(2i−1,2 j)P

(1)
intra =

J~x(2i−1,2 j)√
h2(2i−1,2 j)+ J2

~x (2i−1,2 j)
Ω

R
(2i,2 j)

P(1)
intraΩ(2i,2 j−1)P

(1)
intra =

J~y(2i,2 j−1)√
h2(2i,2 j−1)+ J2

~y (2i,2 j−1)
Ω

R
(2i,2 j)

P(1)
intraM(2i,2 j)P

(1)
intra =

h(2i−1,2 j)√
h2(2i−1,2 j)+ J2

~x (2i−1,2 j)

× h(2i,2 j−1)√
h2(2i,2 j−1)+ J2

~y (2i,2 j−1)
MR(2i,2 j). (1.93)

A diferença das Hamiltonianas, em função dos parâmetros renormalizados, pode ser escrita

como

H R = P(1)
intra

[
∑
(i, j)

(Hi, j−H
(1)

i, j )

]
P(1)

intra = ∑
(i, j)

H R
i, j

H R
i, j = −h(2i−1,2 j−1)M(2i−1,2 j−1)−hR(2i,2 j)MR(2i,2 j)

− JR
2~x(2i−2,2 j)ΩR(2i−2,2 j)ΩR(2i,2 j)− JR

2~y(2i,2 j−2)ΩR(2i,2 j−2)ΩR(2i,2 j)

− JR
~x−~y(2i,2 j)ΩR(2i,2 j)ΩR(2i+1,2 j−1)− JR

−~x+~y(2i,2 j)ΩR(2i,2 j)ΩR(2i−1,2 j+1)

− JR
~x+~y(2i−1,2 j−1)ΩR(2i−1,2 j−1)ΩR(2i,2 j). (1.94)

De posse disso, podemos observar que os novos termos renormalizados aparecem em função

das constantes aditivas, que surgem da renormalização. Assim, podemos listar esses novos

parâmetros, como

hR(2i,2 j) = h(2i,2 j)
h(2i−1,2 j)√

h2(2i−1,2 j)+ J2~x(2i−1,2 j)

h(2i,2 j−1)√
h2(2i,2 j−1)+ J2~y(2i,2 j−1)

, (1.95)

que é o campo renormalizado.

O fator de acoplamento renormalizado na direção horizontal:

JR
2~x(2i−2,2 j) = J~x(2i−2,2 j)

J~x(2i−1,2 j)√
h2(2i−1,2 j)+ J2~x(2i−1,2 j)

. (1.96)
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O fator de acoplamento renormalizado ao longo da vertical:

JR
2~y(2i,2 j−2) = J~y(2i,2 j−2)

J~y(2i,2 j−1)√
h2(2i,2 j−1)+ J2~y(2i,2 j−1)

. (1.97)

O fator de acoplamento renormalizado ao longo das diagonais (~x−~y) e (−~x+~y):

JR
~x−~y(2i,2 j) = J~x(2i,2 j−1)

J~y(2i,2 j−1)√
h2(2i,2 j−1)+ J2~y(2i,2 j−1)

,

JR
−~x+~y(2i,2 j) = J~y(2i−1,2 j)

J~x(2i−1,2 j)√
h2(2i−1,2 j)+ J2~y(2i−1,2 j)

. (1.98)

O acoplamento ao longo da direção diagonal (~x+~y), com cada par de blocos:

JR
~x+~y(2i−1,2 j−1) = J~x(2i−1,2 j−1)

J~y(2i,2 j−1)√
h2(2i,2 j−1)+ J2~y(2i,2 j−1)

+ J~y(2i−1,2 j−1)
J~x(2i−1,2 j)√

h2(2i−1,2 j)+ J2~x(2i−1,2 j)
. (1.99)

Com essas expressões, podemos verificar como a Hamiltoniana remanescente preserva a

simetria após a renormalização, a menos das constantes aditivas. Faremos, a seguir, com a

parte intrabloco um procedimento semelhante ao desenvolvido anteriormente.

Seguindo a ideia de Fernandez-Pacheco [42], escolhemos a Hamiltoniana intrabloco para o

caso bidimensional, levando em consideração o que vem expresso na Eq.(1.94). Assim, essa

expressão é dada por

H
(2)
(i, j) ≡−h(2i−1,2 j−1)M(2i−1,2 j−1)− JR

~x+~y(2i−1,2 j−1)Ω(2i−1,2 j−1)ΩR(2i,2 j). (1.100)

Observamos que temos aqui a mesma estrutura que a mostrada na Eq.(1.40), o que nos

permite renormalizá-la substituindo cada bloco por um único spin renormalizado. Aplicando

as regras de renormalização deduzidas nas expressões Eq.(1.63), Eq.(1.68) e Eq.(1.73) aos ope-

radores que aparecem na Eq.(1.100), encontramos

P(2)
intraΩR(2i,2 j)P

(2)
intra = ΩRR(2i,2 j), (1.101)

P(2)
intraΩ(2i−1,2 j−1)P

(2)
intra =

JR
~x+~y(2i−1,2 j−1)√

h2(2i−1,2 j−1)+ J2
~x+~y(2i−1,2 j−1)

ΩRR(2i,2 j), (1.102)
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e

P(2)
intraM(2i,2 j)P

(2)
intra =

h(2i−1,2 j−1)√
h2(2i−1,2 j−1)+ J2

~x+~y(2i−1,2 j−1)
MRR(2i,2 j). (1.103)

Seguindo o mesmo desenvolvimento que fizemos para o caso unidimensional, projetamos a

Hamiltoniana diferença

H RR = P(2)
intra

[
∑
(i, j)

(H R
(i, j)−H

(2)
(i, j))

]
P(2)

intra = ∑
(i, j)

H
(RR)
(i, j) , (1.104)

de modo que a Hamiltoniana resultante é dada em função dos operadores renormalizados,

H
(RR)
(i, j) =−h(RR)(2i,2 j)MRR(2i,2 j)− JR

2~x(2i−2,2 j)ΩRR(2i−2,2 j)ΩRR(2i,2 j)

−JR
2~y(2i,2 j−2)ΩRR(2i,2 j−2)ΩRR(2i,2 j). (1.105)

Esses operadores renormalizados são obtidos como nas expressões Eq.(1.101), Eq.(1.102) e

Eq.(1.103).

Desse modo, definimos os parâmetros renormalizados como descrito abaixo.

O campo transverso renormalizado,

h(RR)(2i,2 j) = hR(2i,2 j)
h(2i−1,2 j−1)√

h2(2i−1,2 j−1)+(JR
~x+~y(2i−1,2 j−1))2

; (1.106)

(1.107)

O fator de acoplamento renormalizado ao longo da direção horizontal na distância 2,

JRR
2~x (2i−2,2 j) = JR

2~x(2i−2,2 j)+
[JR
~x−~y(2i−2,2 j)]× [JR

~x+~y(2i−1,2 j−1)]√
h2(2i−1,2 j−1)+(JR

~x+~y(2i−1,2 j−1))2
; (1.108)

O acoplamento renormalizado ao longo da direção vertical é

JRR
2~y (2i,2 j−2) = JR

2~y(2i,2 j−2)+
[JR
−~x+~y(2i,2 j−2)]× [JR

~x+~y(2i−1,2 j−1)]√
h2(2i−1,2 j−1)+(JR

~x+~y(2i−1,2 j−1))2
. (1.109)

Fica claro que as regras de renormalização que devemos usar para uma rede quadrada

precisa contemplar as direções das ligações entre cada par de śıtios e as interações entre blocos
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vizinhos. Fazendo isso em cada direção da rede e levando em conta as posições dos śıtios,

podemos determinar a equação de renormalização, o que nos permite calcular o expoente cŕıtico

do comprimento de correlação [40].

Usando as regras de renormalização deduzidas nas equações Eq.(1.107), Eq.(1.108) e Eq.(1.109)

e adotando que o campo magnético transverso e o fator acoplamento são constantes em toda a

rede, obtemos

hRR = h
h2

√
h2 + J2

h√
h2 + 4J4

h2+J2

, (1.110)

e

JRR =
J2

√
h2 + J2

+
2J4√

(h2 + J2)(h4 +h2J2 +4J2)
. (1.111)

Definindo k′ = JRR

hRR e k = J
h , obtemos a equação

k′ = k2(
√

1+ k2 +4k2 +2k2). (1.112)

Essa equação nos fornece o ponto cŕıtico kc ' 0,538752. Assim, obtemos o expoente cŕıtico do

comprimento de correlação

2
1
ν =

dk′

dk

∣∣∣∣
k=kc

(1.113)

ν ' 0,624758. (1.114)

O valor deste expoente é próximo da estimativa numérica para o modelo de Ising clássico

3D, 0,63 [45], o que mostra a eficiência desta implementação.

Tendo em vista que os resultados da renormalização no espaço real concordam com boa

precisão para o modelo de Ising com campo transverso, espera-se que esse método também

funcione em outros modelos, como o modelo de Potts de q estados. No próximo caṕıtulo,

faremos uma análise de escala para o modelo de Potts quântico nos casos q = 3, q = 4 e q = 5,

a fim de obtermos uma relação de escala eficiente e calcularmos, assim, o expoente cŕıtico do

comprimento de correlação. Mais adiante, aplicaremos o método de bloco de renormalização

para obtermos a confirmação do expoente cŕıtico do comprimento de correlação.



Caṕıtulo 2

Escala para o modelo de Potts

quântico(q = 3, 4 e 5) em uma

dimensão

Apresentamos, neste caṕıtulo, um estudo do modelo de Potts quântico em uma dimensão,

considerando relações de escala fenomenológicas obtidas a partir do gap de energia entre o

estado fundamental e o primeiro estado excitado. Resolvemos o modelo de Potts exatamente

para cadeias finitas com q = 3, q = 4 e q = 5. Aplicando a transformação de escala via gap de

energia, verificamos a consistência da lei de escala nos casos q = 3, q = 4 e q = 5, para os quais

encontramos o valor do expoente cŕıtico do comprimento de correlação, ν .

2.1 O modelo e relações de escala fenomenológicas

O modelo de Potts foi proposto como uma generalização do modelo de Ising para sistemas

com mais de dois estados. Historicamente, uma versão de quatro estados deste modelo foi

inicialmente estudada por Ashkin e Teller [46]. Depois, um modelo geral de q estados foi

proposto por Domb [26] ao seu aluno de doutorado, Potts [25, 47], como um tópico de seu

trabalho de doutorado.

Inicialmente, o modelo foi pouco atrativo, mas atualmente tem sido bastante estudado por

sua relação com um grande número de problemas em estat́ıstica de redes, e seu comportamento

cŕıtico ter se mostrado mais rico e mais geral que o do modelo de Ising [25]. Embora tenha sido

inicialmente um modelo proposto para estudos dos fenômenos cŕıticos em F́ısica Estat́ıstica,

ele também se destacou devido à sua grande variedade de aplicações, entre elas, o estudo do

crescimento de grãos metálicos e espumas de sabão [48].

27
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A ideia original foi considerar o modelo de Ising como um sistema de spins paralelos e

antiparalelos interagindo entre si. Assim, uma generalização natural seria considerar este mesmo

sistema confinado em um plano, com cada spin apontando para dadas direções q, igualmente

espaçadas, definidas pelos ângulos θ , como representado na Fig.(2.1)

Θn =
2πn

q
→ n = 0,1, ...,q−1 (2.1)

Fig. 2.1: Representação dos spins de Potts.

A Hamiltoniana para o modelo de Potts quântico sobre uma cadeia unidimensional com

interação entre primeiros vizinhos é dada por [11]

H =−λ

q

N

∑
i=1

q−1

∑
k=1

Ω
k
i Ω

q−k
i+1 −h

N

∑
i=1

q−1

∑
k=1

Mk
i , (2.2)

onde

Ω =



1
ω

ω2

. . .

ωq−1


,

com ω = exp(2πi
q ) e

M =


0 1 0 . . .

0 0 1 . . .
...

1 0 0 . . .

,
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onde h é um campo transverso aplicado em uma das q direções posśıveis [41]. O ı́ndice i rotula

cada śıtio e usamos sempre condições de contorno periódicas.

Para uma melhor compreensão, escrevemos a Hamiltoniana, dada na Eq.(2.2), para três

śıtios e q = 3, cuja representação possui dimensão 27×27. Podemos expressá-la como

H =−(Ω1Ω
2
2 +Ω

2
1Ω2 +Ω2Ω

2
3 +Ω

2
2Ω3 +Ω3Ω

2
1 +Ω

2
3Ω1)−g(M1 +M2 +M3 +M2

1 +M2
2 +M2

3).

(2.3)

Definindo J = λ

q e g = h
J , em unidades de J, os autovalores da Eq.(2.3) são mostrados na

Fig.(2.2) onde mostramos em destaque (no quadarado) os dois autovalores mais baixos, o estado

fundamental e o primeiro estado excitado.

Fig. 2.2: Autovalores de energia para q = 3. Destacamos, no canto inferior esquerdo, os dois
valores mais baixos de energia para o sistema.

Com isso, determinaremos aqui as relações de escala fenomenológicas, usando o gap de

energia entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado do modelo de Potts quântico

em uma dimensão, que fornece uma escala de energia descrita pela função gap, definida por
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∆N(g) = E1(N;g)−E0(N;g), (2.4)

onde N é o número de śıtios da rede. Considerando que quando N → ∞, ∆N(g) vai a zero na

região do ponto cŕıtico escalando |g− gc|s com, g = gc, de modo que |g− gc|→ 0 [17]. Para

sistemas de tamanho finito, suas propriedades são incorporadas na forma de escala [49]

∆N(g) = N−z f (N/ξ ), (2.5)

para N >> 1 e g→ gc, onde z é o expoente cŕıtico dinâmico [29], f é uma função de escala e

ξ ∼ |g−gc|−ν é o comprimento de correlação. Uma transformação de escala é obtida quando

comparamos sistemas de tamanhos diferentes. Para z = 1 temos [50]

∆N′(g
′) =

N
N′

∆N(g)⇒ g′ = Fq(b,g), (2.6)

de modo que b = N
N′ e Fq é uma função parametrizada por q.

No que segue, apresentaremos a relação de recorrência g′(g), mostrando nossos resultados

para o modelo de Potts com q = 3.

2.1.1 Gap versus campo magnético

Nossa análise se concentra na relação de escala via gap de energia, dado na Eq.(2.4). Após

a diagonalização da Hamiltoniana, Eq.(2.3), obtemos os resultados apresentados pela Fig.(2.3).

Podemos observar que o gap de energia vai a zero quando o campo tende a zero. Temos

também o comportamento dessa diferença de energia em relação ao número de śıtios da rede:

quanto maior o tamanho da rede, menor é o crescimento do gap.
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Fig. 2.3: Gap de energia ∆N em função do campo g para q = 3 e tamanho de cadeia N =
3,4,5,6,7 e 8.
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Para mudar a escala de energia, multiplicamos o gap pelos respectivos tamanhos de rede,

obtendo os resultados mostrados na Fig.(2.4). Verificamos que as curvas escaladas se cruzam

em um ponto, g = 1, o qual é associado ao ponto cŕıtico do sistema, mostrando que nesse ponto

o sistema é invariante sob transformação de escala.

Fig. 2.4: Gap de energia N∆N em função do campo g com q = 3 e tamanho de cadeia N =
3,4,5,6,7 e 8 .

2.1.2 Relação de recorrência g′(g)

Sistemas de tamanhos diferentes podem ser relacionados, comparando-os, através da Eq.(2.7),

geramos uma relação entre g associado a uma escala de tamanho N e g′ associado a uma escala

de tamanho N′, assim

∆N′(g
′) =

N
N′

∆N(g). (2.7)
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Resolvendo numericamente essa equação, encontramos o comportamento de g′ versus g.

Como podemos observar, o gráfico da Fig.(2.5) evidencia uma lei de potência. Desse modo,

Fig. 2.5: g′ em função de g para q = 3 e pares de tamanhos de rede(N′,N) e números de estados
q = 3.

podemos associar

g′ = g f (b) ≡ gb, (2.8)

onde f (b) pode ser estimado pelo coeficiente angular da reta que lineariza a curva citada

lim
b→1

λ =
dg′

dg

∣∣∣∣
g=1

= f (b), (2.9)

e b é obtido da relação b = N
N′ , onde b→ 1 quando N → ∞. Após a linearização de g′(g),

podemos expressar f (b) como

f (b) = lim
b→1

dln(g′)
dln(g)

. (2.10)

Para estimarmos o valor de f (b), linearizamos as curvas da Fig.(2.5), cujos resultados são
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apresentados na Fig.(2.6). Extraindo o coeficiente angular de cada uma das retas, obtemos os

valores de f (b), como mostra a Tab.(2.1)

Fig. 2.6: Transformação de escala para o modelo de Potts em um campo transverso. Curvas
log(g) em função de log(g′).
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(N′,N) b = N/N′ λ = f (b)
(3,4) 1,333 1,3406
(4,5) 1,250 1,265
(5,6) 1,200 1,217
(6,7) 1,167 1,1837
(7,8) 1,143 1,1591

Tab. 2.1: Determinação dos valores de λ para o modelo de Potts com q = 3, por meio do ajuste
das curvas log(g) em função do log(g′).

Fazendo o gráfico de b versus f (b), como mostra a Fig.(2.7), podemos extrapolá-lo para

obtermos o lim
b→1

f (b). O valor encontrado foi f (b) = 1,024±0.017.

Fig. 2.7: Valor da extrapolação de f (b) quando b → 1.
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Como ν pode ser dado por ν = lnb
lnλ

, usando os dados da Tab.(2.1) para calcular ν e b1/ν ,

encontramos os resultados mostrados na Tab.(2.2).

(N′,N) b = N/N′ ν = lnb/lnλ b1/ν

(3,4) 1,333 0,981 1,3404
(4,5) 1,250 0,949 1,2651
(5,6) 1,200 0,928 1,2171
(6,7) 1,167 0,914 1,1837
(7,8) 1,143 0,905 1,1591

Tab. 2.2: Determinação dos valores de ν e b1/ν para o modelo de Potts com q = 3, por meio
do ajuste das curvas log(g) em função do log(g′).

Extrapolando a curva de ν versus b para b→ 1, obtemos ν = 0,8462±0,0032, como mostra

a Fig.(2.8).

Fig. 2.8: Extrapolação de ν quando b→ 1.
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De modo semelhante, fizemos para b1/ν versus b com b→ 1, para o qual, obtemos b1/ν =

1,0248±0,0144, como vemos na Fig.(2.9)

Fig. 2.9: Extrapolação de b1/v quando b→ 1 .
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Podemos constatar, na Fig.(2.10), que as curvas podem ser colapsadas, à medida que b varia

e as curvas se aproximam de 1, dando consistência à proposta de escala, onde (g′= g f (b) = g1/ν).

Fig. 2.10: Consistência da transformação de escala proposta g, = g f (b), mostrada por meio do
colapso de dados para o caso do modelo de Potts na presença de um campo transverso com
número de estados q = 3.
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2.2 Caso q = 4

Em seguida, faremos, de modo semelhante, para o modelo de Potts com q = 4, para esti-

marmos assim o expoente cŕıtico ν .

Para isso, realizamos numericamente as seguintes etapas:

• Escrevemos a Hamiltoniana na base dos autovetores de Ω.

• Diagonalizamos a Hamiltoniana para cada valor do campo transverso.

• Calculamos a diferença de energia entre os dois estados menos energéticos.

• Multiplicamos o valor do gap pelo tamanho da cadeia de spins para cada valor do campo.

Os autovalores são utilizados no cálculo dos gaps de energia para cada valor de campo

magnético.

2.2.1 Gap versus campo magnético

Realizamos os cálculos para o caso q = 4 com números de śıtios de 3 a 6, tendo em vista

que os cálculos para redes maiores que essas ocupam muita memória computacional. Com os

autovalores obtidos, calculamos os gaps de energia para cada tamanho de rede e cada valor de

campo magnético.
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Organizando os dados de gap de energia versus campo magnético, verificamos que os gaps

tendem a zero quando o campo vai a zero, assim como no caso q = 3. Da Fig.(2.11), verificamos

também que, quanto menor o tamanho da rede, maior o crescimento da diferença de energia.

Fig. 2.11: Gap de energia ∆N em função do campo g para q = 4 com tamanho de cadeia
N = 3,4,5 e 6.
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2.2.2 Relação de recorrência

Comparando sistemas com tamanhos diferentes, obtemos uma relação de recorrência entre

eles através do gap de energia.

Fig. 2.12: Gap de energia N∆N em função do campo g para q = 4 e tamanho de cadeia
N = 3,4,5 e 6 .

Como observamos na Fig.(2.12), as linhas se cruzam em um ponto que é associado ao ponto

cŕıtico. Resolvendo a Eq.2.6 para o caso q = 4, obtemos uma relação entre o campo g′ associado

a uma rede de tamanho N′, com o campo g associado a uma rede de tamanho N, a qual nos

evidencia um campo cŕıtico gc no ponto de cruzamento das curvas, como mostra a Fig.(2.13).
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Como podemos observar no gráfico de g versus g′, mostrado na Fig.2.13, as curvas sugerem

uma lei de potência, como no caso q = 3.

Fig. 2.13: g′ em função de g para pares de tamanhos de rede (N’,N) e número de estados
q = 4.
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Linearizando-as, podemos obter o comportamento para cada tamanho de rede, como mostra

a Fig.(2.14).

Fig. 2.14: Transformação de escala para o modelo de Potts com q = 4 na presença de campo
transverso. Curvas log(g) em função de log(g′).

g′ = gb
1
ν

(2.11)

∂g′

∂g
= b

1
ν gb

1
ν −1 = b

1
ν

g′

g
,

No ponto cŕıtico g∗, temos

∂g′

∂g
= b

1
ν (2.12)
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Através de um ajuste linear para cada curva, calculamos as declividades das retas, o que

nos dá os valores de f (b), como vemos na Tab.(2.3).

(N′,N) b = N/N′ λ = f (b)
(3,4) 1,333 1,3354
(4,5) 1,250 1,2778
(5,6) 1,200 1,2348

Tab. 2.3: Determinação dos valores de λ para o modelo de Potts com q = 4, por meio do ajuste
das curvas log(g) em função do log(g′).

Construindo o gráfico de b versus f (b) e extrapolando para b→ 1, encontramos f (b) =

1,0869±0,0556, como podemos verificar na Fig.(2.15). Isso nos mostra que f (b) e b se apro-

ximam à medida que b tende a 1.

Fig. 2.15: Valor da extrapolação de f (b) quando b→ 1.
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Como vimos anteriormente, ν pode ser dado por ν = lnb
lnλ

. Calculando ν e b1/ν , a partir dos

dados da Tab.(2.3), obtemos os valores mostrados na Tab.(2.4), a qual nos permite extrapolar os

valores de ν e b1/ν . Desse modo, encontramos ν = 0,667±0,044, como notamos na Fig.(2.16).

Observamos que concorda com o valor encontrado em[25] que é ν = 2
3 para o modelo de Potts

com q = 4.

(N′,N) b = N/N′ ν = lnb/lnλ ) b1/ν

(3,4) 1,333 0,994 1,33531
(4,5) 1,250 0,9102 0,27782
(5,6) 1,200 0,864 1,23494

Tab. 2.4: Determinação dos valores de ν e b1/ν para o modelo de Potts com q = 4, por meio
do ajuste das curvas log(g) em função do log(g′).

Fig. 2.16: Convergência de ν quando b→ 1.
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Extrapolando b1/ν para b→ 1, temos que b1/ν = 1,0874±0,044, como exposto na Fig.(2.17).

Fig. 2.17: Extrapolação de b1/ν quando b→ 1.
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Ao traçarmos o gráfico de g f (b) versus g′, verificamos que curvas para diferentes valores de

b, quanto mais próximas a 1, colapsam para uma única curva, como fica evidente na Fig.(2.18).

Isso fortalece a lei de escala para o modelo de Potts com q= 4, semelhante ao que foi constatado

para o caso q = 3.

Fig. 2.18: Consistência da transformação de escala proposta g′ = g f (b), mostrada através do
colapso de dados para o caso do modelo de Potts q = 4 na presença de um campo transverso.
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2.3 Caso q = 5

Para o caso q = 5, a Hamiltoniana na Eq.(2.2) é dada por

H =−λ

q

N

∑
i=1

(Ω1
i Ω

4
i+1 +Ω

2
i Ω

3
i+1 +Ω

3
i Ω

2
i+1 +Ω

4
i Ω

1
i+1)−h

N

∑
i=1

(M1
i +M2

i +M3
i +M4

i ), (2.13)

onde

Ω =


1

ω

ω2

ω3

ω4

,

com ω = exp(2πi
5 ) e

M =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0

.

Definindo J = λ

q e o campo em unidades de J como g = h
J , temos

H =−
N

∑
i=1

(Ω1
i Ω

4
i+1 +Ω

2
i Ω

3
i+1 +Ω

3
i Ω

2
i+1 +Ω

4
i Ω

1
i+1)−g

N

∑
i=1

(M1
i +M2

i +M3
i +M4

i ), (2.14)

onde N indica o número de śıtios da rede e i rotula a posição do śıtio.

Com isso, os autovalores da Hamiltoniana dada na Eq.(2.14) são utilizados para calcular os

gaps de energia do sistema para cada valor de campo, g, e variando N de 3 a 6, obtemos as

curvas descritas na Fig.(2.19).

Como podemos observar, o gap tende a zero quando g vai a zero, exatamente como acontece

para os casos q = 3 e q = 4.
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Fig. 2.19: Gap versus g para q = 5.

Fig. 2.20: Nx∆N versus g para q = 5.
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Multiplicando os gaps pelos respectivos tamanhos de rede, obtemos os resultados mostrados

na Fig.(2.20), onde verificamos que as curvas escaladas se cruzam no ponto g∗ = 1,1207 o qual

está acima dos pontos cŕıticos dos casos q= 3 e q= 4, visto que o caso q= 5 não é uma transição

cont́ınua, mas de primeira ordem[25].

Fazendo a extrapolação do gráfico gap versus N−1 [51], verificamos que o gap tende a

um ponto abaixo de zero no caso g = 1, evidenciando assim que a quantidade de pontos que

adquirimos, nesse caso, é insuficiente para constatarmos a transição de primeira ordem no caso

q = 5.

Fig. 2.21: Gap versus N−1 para q = 5.

2.4 Modelo de Potts via transformação de Migdal-Kadanoff

Nesta seção vamos utilizar o método de transformação de Migdal-Kadanoff para avaliarmos

o expoente cŕıtico do comprimento de correlação, ν , em dimensões maiores que um. Com
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os resultados que obtivemos através da escala do gap de energia, vamos analisar, com essa

aproximação, o modelo de Potts com q = 3 e q = 4.

2.4.1 Caso q = 3

A aproximação de Migdal-Kadanoff [52, 53], como exemplificada na Fig(2.22), para uma

rede quadrada consiste nas seguintes etapas: combinar as ligações em série e movê-las, em

seguida, fazer uma combinação das ligações em paralelo, as quais são resultantes das em série.

As ligações removidas aparecem como “reforço”nas ligações entre os śıtios remanescentes.

.

Fig. 2.22: As etapas da transformação de Migdal - Kadanoff para uma rede quadrada.

Desde que a rede após a dizimação tenha a mesma simetria que a original, podemos obter

as relações de recorrência entre as ligações antes e depois da dizimação. Para o modelo de Potts

quântico, as ligações em série podem ser dadas, definindo j ≡ J
h = 1

g , por

js = jλq → λq = b
1

νq , (2.15)

onde js representa a combinação das ligações em série; b, o fator de transformação de escala;

e νq, o expoente cŕıtico do comprimento de correlação. Como a combinação em paralelo é a
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soma das ligações resultante das em série, de modo geral, temos

j′ = b jλq. (2.16)

Com isso, podemos calcular o ponto fixo da Eq.(2.16), para o qual, obtemos

j∗ = b( j∗)λq → j∗ = b
−( 1

λq−1 ). (2.17)

Para uma generalização em d dimensões, podemos pensar em uma sequência de ligações em

todas as d dimensões. Desse modo, podemos utilizar o argumento de dizimação, onde podemos

reduzir os graus de liberdade do sistema retirando algumas ligações e reforçando as ligações

entre os śıtios remanescentes por uma fator de bd−1. Assim, a Eq.(2.17) se torna

j∗ = b
−( d−1

λq−1 ). (2.18)
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Como podemos verificar na Fig.(2.23), o ponto fixo do fator de acoplamento diminui à

medida que d aumenta, como era de se esperar.

.

Fig. 2.23: Gráfico de j∗ versus d para o caso q = 3.

Lembrando que

ν =
ln(b)

ln
(

d j′
d j

∣∣∣
j= j∗

) , (2.19)

podemos analisar o expoente cŕıtico ν para cada valor dos fatores de transformação encontrados

através dos gap de energia para a cadeia linear e, assim, calcularmos o expoente para uma rede

em duas dimensões.

Para uma rede quadrada para cada valor de b, linearizamos a Eq.(2.16) no ponto fixo e

calculamos o expoente para duas dimensões, como mostrado na Tab.(2.5)

b j∗ ν

1,167 0,431 0,916

Tab. 2.5: Determinação dos valores de ν para o modelo de Potts com q = 3 e d = 2.
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2.4.2 Caso q = 4

Com o mesmo método desenvolvido anteriormente, vamos discutir o modelo de Potts com

q = 4. Como podemos observar na Fig.(2.24), o ponto fixo da Eq.(2.16) diminui com o aumento

da dimensão de forma muito semelhante ao caso q = 3. Para o caso de uma rede quadrada

Fig. 2.24: Gráfico de j∗ versus d para o caso q = 4.

podemos obter os valores de ν linearizando a Eq.(2.17) nos pontos para o caso q = 4.

b j∗ ν

1,200 0,460 0,864

Tab. 2.6: Determinação dos valores de ν para o modelo de Potts com q = 4 e d = 2.

Embora os resultados para o expoente cŕıtico do comprimento de correlação desse modelo

em uma dimensão concordem com os valores previstos na literatura, quando se aplica o método

de Migdal-Kadanoff, que é utilizado em redes quadradas, verificamos que o expoente cŕıtico ν

tem o mesmo valor nos casos d > 1 e d = 1, evidenciando que essa transformação não captura

qualquer tendência de q com a dimensão d.



Caṕıtulo 3

Estudo do modelo de Potts quântico (q

= 3, 4) via grupo de renormalização no

espaço real

Neste caṕıtulo, vamos resolver o modelo de Potts quântico unidimensional com q = 3 e

q = 4 usando o grupo de renormalização no espaço real e calculamos o expoente cŕıtico do

comprimento de correlação. Para isso, usamos a Hamiltoniana descrita no caṕıtulo anterior,

Eq.(2.2).

3.1 Caso q = 3

No caso q = 3, para realizarmos a renormalização [54], considerando a Hamiltoniana total

H separada em blocos de dois śıtios, Hn, onde n = i+1
2 , com i = 1,3,5..., e, mais adiante o

complemento, representando a Hamiltoniana responsável pela interação interblocos, sendo

Hn = −J(Ω2
i Ωi+1 +ΩiΩ

2
i+1)−h(Mi +M2

i ). (3.1)

Aqui Ω é uma matriz diagonal dada por

Ω =

 1
ω

ω2

,

com ω = exp(2πi
3 ), e M dado por

55
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M =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0

,

onde h é um campo transverso e J o acoplamento entre os spins vizinhos [41]. O ı́ndice i é

utilizado para rotular as posições de cada śıtio na rede.

Da expressão dada na Eq.(3.1), temos

Ω1 = Ω⊗1, Ω2 = 1⊗Ω, M1 = M⊗1 e M2
1 = M2⊗1, (3.2)

que nos fornece a Hamiltoniana

Hn =



−2J 0 0 −h 0 0 −h 0 0
0 J 0 0 −h 0 0 −h 0
0 0 J 0 0 −h 0 0 −h

−h 0 0 J 0 0 −h 0 0
0 −h 0 0 −2J 0 0 −h 0
0 0 −h 0 0 J 0 0 −h

−h 0 0 −h 0 0 J 0 0
0 −h 0 0 −h 0 0 J 0
0 0 −h 0 0 −h 0 0 −2J


,

com a qual determinamos que os autovalores são triplamente degenerados, onde essa degene-

recência é fundamental para preservar a simetria da Hamiltoniana na renormalização. Nesse

caso, obtemos as autoenergias

λ0 =
−h− J−

√
9h2−6hJ+9J2

2
→ três vezes degenerado, (3.3)

λ1 =
−h− J+

√
9h2−6hJ+9J2

2
→ três vezes degenerado, (3.4)

e

λ2 = h+ J→ três vezes degenerado. (3.5)

(3.6)

Selecionando λ0 = −h−J−
√

9h2−6hJ+9J2

2 , o menor autovalor, e rotulando-o simplesmente por λ ,

podemos adotar seus autovetores como estados da base para projetarmos os termos restantes

da Hamiltoniana no subespaço de mais baixa energia. Com isso, podemos proceder a renorma-

lização no espaço real. Os autovetores renormalizados desse subespaço são dados por
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|Ψ1〉=
1√

c2
3 +2



c3

0
0
1
0
0
1
0
0


, |Ψ2〉=

c3√
c2

3 +2



0
0
1
c3

0
0
1
c3

0
0
1


e |Ψ3〉=

1√
c2

3 +2



0
1
0
0
c3

0
0
1
0


.

Considerando a representação inicial da Hamiltoniana, definindo

|1〉=

 1
0
0

 , |2〉=
 0

1
0

 e |3〉=

 0
0
1

 ,
podemos concluir que a base para os estados fundamentais pode ser escritas como

|Ψ1〉 =
1√

c2
3 +2

(c3|11〉+ |21〉+ |31〉), (3.7)

|Ψ2〉 =
c3√

c2
3 +2

(|12〉+ c3|22〉+ |32〉), (3.8)

|Ψ3〉 =
1√

c2
3 +2

(
1
c3
|13〉+ 1

c3
|23〉+ |33〉), (3.9)

onde

c3 =
λ + J−h

h
e λ =

−h+ J−
√

9h2−6hJ+9J2

2
. (3.10)

Assim, podemos definir o projetor neste subespaço degenerado,

P = |Ψ1〉〈Ψ1|+|Ψ2〉〈Ψ2|+|Ψ3〉〈Ψ3|. (3.11)

Para o nosso sistema, consideramos as Hamiltonianas intra e interbloco, respectivamente,
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como

Hintra = −J(ΩiΩ
2
i+1 +Ω

2
i Ωi+1)−h(Mi +M2

i ), (3.12)

e

Hinter = −J(Ωi+1Ω
2
i+2 +Ω

2
i+1Ωi+2)−h(Mi+1 +M2

i+1). (3.13)

Seguindo Fernandes-Pacheco [42], vamos projetar cada uma das partes acima no subespaço

de mais baixa energia e verificarmos como os spins se comportam após a renormalização.

3.2 Projeções no subespaço do estado fundamental

Utilizando o projetor descrito na Eq.(3.11), vamos projetar as Hamiltonianas Hintra e Hinter

e verificarmos como elas se comportam após o passo de renormalização. Para isso, façamos,

PIHintra(i)PI = λ1I =−
1
2
(J+h+

√
9J2−6Jh+9h2)1I, (3.14)

PI(Ωi+1)PI = PI(1i⊗Ωi+1)PI = 1|Ψ1〉〈Ψ1|+ω|Ψ2〉〈Ψ2|+ω
2|Ψ3〉〈Ψ3|, (3.15)

PI(Ω
2
i+1)PI = PI(1i⊗Ω

2
i+1)PI = 1|Ψ1〉〈Ψ1|+ω

2|Ψ2〉〈Ψ2|+ω|Ψ3〉〈Ψ3|. (3.16)

Definindo os operadores renormalizados como

ΩR(I) ≡ 1|Ψ1〉〈Ψ1|+ω|Ψ2〉〈Ψ2|+ω
2|Ψ3〉〈Ψ3|, (3.17)

Ω
2
R(I) ≡ 1|Ψ1〉〈Ψ1|+ω

2|Ψ2〉〈Ψ2|+ω|Ψ3〉〈Ψ3|, (3.18)

MR(I) ≡ (|Ψ3〉〈Ψ1|+|Ψ1〉〈Ψ2|+|Ψ2〉〈Ψ3|), (3.19)

M2
R(I) ≡ (|Ψ2〉〈Ψ1|+|Ψ3〉〈Ψ2|+|Ψ1〉〈Ψ3|), (3.20)

vemos claramente que as projeções no bloco fornecem

PI(1i⊗Ωi+1)PI = ΩR(I), (3.21)

PI(1i⊗Ω
2
i+1)PI = Ω

2
R(I). (3.22)

Vamos agora analisar a projeção dos termos da Hamiltoniana Hinter. Precisamos nos certi-

ficar de que a Hamiltoniana, depois da renormalização, preserva a mesma simetria que a inicial.

Isso garante a eficiência do esquema de transformação, bem como da escolha da Hamiltoniana



3.2 Projeções no subespaço do estado fundamental 59

adequada. Para isso, vamos primeiro projetar a parte diagonal como

PI+1(Ωi+2⊗1i+3)PI+1 =

 1√
c2

3 +2

2

(c2
3 +ω +ω

2)|Ψ1〉〈Ψ1|

+

 c3√
c2

3 +2

2

(1+ c2
3ω +ω

2)|Ψ2〉〈Ψ2|

+

 1√
c2

3 +2

2

(
1
c2

3
+

ω

c2
3
+ω

2)|Ψ3〉〈Ψ3|

=

(
c2

3−1
c2

3 +2

)
(|Ψ1〉〈Ψ1|+ω|Ψ2〉〈Ψ2|+ω

2|Ψ3〉〈Ψ3|)

=

(
c2

3−1
c2

3 +2

)
ΩR(I+1), (3.23)

PI+1(Ω
2
i+2⊗1i+3)PI+1 =

(
c2

3−1
c2

3 +2

)
Ω

2
R(I+1). (3.24)

De modo semelhante, vamos agora fazer o procedimento para os termos não-diagonais

PI(1i⊗Mi+1)PI =

(
2c3 +1
c2

3 +2

)
(|Ψ3〉〈Ψ1|+|Ψ1〉〈Ψ2|+|Ψ2〉〈Ψ3|)

=

(
2c3 +1
c2

3 +2

)
MR(I) (3.25)

e

PI(1i⊗M2
i+1)PI =

(
2c3 +1
c2

3 +2

)
M2

R(I). (3.26)

Comparando a Hamiltoniana interbloco antes e depois do procedimento, podemos encontrar

a equação de renormalização, a qual nos fornece os pontos fixos, possibilitando assim calcular

o expoente cŕıtico do comprimento de correlação. Desse modo,

PIHinter(i)PI = −JPI(Ωi+1Ω
2
i+2 +Ω

2
i+1Ωi+2)PI−hPI(Mi+1 +M2

i+1)PI

HR(inter) = −J
(

c2
3−1

c2
3 +2

)
(ΩR(I)Ω

2
R(I)+Ω

2
R(I)ΩR(I))

− h
(

2c3 +1
c2

3 +2

)
(MR(I)+M2

R(I)). (3.27)
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Como podemos observar, a Hamiltoniana preserva a mesma simetria que a vista na Eq.(3.13)

a menos de constantes aditivas. Assim, definindo

hR = h
(

2c3 +1
c2

3 +2

)
e (3.28)

JR = J
(

c2
3−1

c2
3 +2

)
, (3.29)

a nova Hamiltoniana torna-se

HR(inter) = JR(ΩR(I)Ω
2
R(I)+Ω

2
R(I)ΩR(I))−hR(MR(I)+M2

R(I)). (3.30)

Com isso, definindo k′ = JR
hR

e k = J
h , podemos encontrar a equação de renormalização

JR

hR
=

J
(

c2
3−1

c2
3+2

)
h
(

2c3+1
c2

3+2

) → k′ = k
(

c2
3−1

2c3 +1

)
. (3.31)

Considerando a expressão dada na Eq.(3.10), a Eq.(3.31) pode ser escrita como

k′ =
−2k2(3+

√
9k2−6k+9)

(k−3)
√

9k2−6k+9−3k2
. (3.32)

Essa equação fornece dois pontos fixos triviais, k = 0 e k = ∞, e um ponto fixo instável, não

trivial, k∗ = 1, o qual é associado ao ponto cŕıtico.

O expoente cŕıtico do comprimento de correlação é calculado linearizando a equação de

renormalização dada na Eq.(3.32) no ponto cŕıtico [42, 55]

λ =
dk′

dk

∣∣∣∣
k=k∗

= 2,267949195,

ν
−1 = log2(λ )→ ν =

ln(2)
ln(λ )

= 0,8464617274, (3.33)

onde usamos base dois, porque o sistema foi escalado por um fator 2. Como podemos observar,

esse resultado concorda, com boa aproximação, com o que já foi encontrado utilizando leis de

escala para o gap de energia, ν = 0,84623, e ambos se aproximam do previsto por Wu, ν = 5
6 ,

para o correspondente modelo clássico em duas dimensões [25].

Agora, repetiremos este cálculo de Grupo de Renormalização no Espaço Real para q = 4.
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3.3 Caso q = 4

Para o modelo de Potts quântico com q = 4, a Hamiltoniana para um bloco com dois śıtios

é dada por

Hn = −J(ΩiΩ
3
i+1 +Ω

2
i Ω

2
i+1 +Ω

3
i Ωi+1)−h(Mi +M2

i +M3
i ), (3.34)

onde os operadores são as matrizes

Ω =


1

i

−1
−i

,

e

M =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0

.

Seguindo os mesmo procedimento que desenvolvemos no caso q = 3, a Hamiltoniana do bloco

é dada por

Hn = −J[(Ω⊗1)(1⊗Ω
3)+(Ω2⊗1)(1⊗Ω

2)+(Ω3⊗1)(1⊗Ω)]

− h(M⊗1+M2⊗1+M3⊗1), (3.35)

a qual diagonalizada nos fornece os seguintes autovalores:

λ0 = −J−h−2
√

J2− Jh+h2→ quatro vezes degenerado, (3.36)

λ1 = −J−h+2
√

J2− Jh+h2→ quatro vezes degenerado, (3.37)

(3.38)

e

λ2 = h+ J→ oito vezes degenerado. (3.39)

Consideramos apenas os autovetores do estado fundamental, λ0, como geradores de um

subespaço de menor energia, em que pretendemos projetar a Hamiltoniana interbloco.
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Para isso, definimos os vetores de base de Ω na Hamiltoniana inicial como

|1〉=


1
0
0
0

 , |2〉=


0
1
0
0

 , |3〉=


0
0
1
0

 e |4〉=


0
0
0
1

 .

Com isso, os autovetores do estado fundamental podem ser escritos como

|Ψ1〉 =
1√

c2
4 +3

(c4|11〉+ |21〉+ |31〉+ |41〉), (3.40)

|Ψ2〉 =
1√

c2
4 +3

(|12〉+ c4|22〉+ |32〉+ |42〉), (3.41)

|Ψ3〉 =
1√

c2
4 +3

(|13〉+ |23〉+ c4|33〉+ |43〉), (3.42)

e

|Ψ4〉 =
c4√

c2
4 +3

(
1
c4
|14〉+ 1

c4
|24〉+ 1

c4
|34〉+ |44〉). (3.43)

A constante c4 é dada por

c4 ≡
3h

−3J−λ0
. (3.44)

Essas relações são fundamentais para que possamos projetar os operadores de maneira a

encontrarmos expressões mais simples e, assim, trabalharmos a equação de renormalização de

forma mais objetiva. Para esse caso, definimos o projetor em função dos estados fundamentais

tal que

PI = |Ψ1〉〈Ψ1|+|Ψ2〉〈Ψ2|+|Ψ3〉〈Ψ3|+|Ψ4〉〈Ψ4|. (3.45)

Definindo as Hamiltonianas intra e interbloco, respectivamente, como

Hintra = −J(ΩiΩ
3
i+1 +Ω

2
i Ω

2
i+1 +Ω

3
i Ωi+1)−h(Mi +M2

i +M3
i ) (3.46)



3.3 Projeções no subespaço de menor energia 63

e

Hinter = −J(Ωi+1Ω
3
i+2 +Ω

2
i+1Ω

2
i+2 +Ω

3
i+1Ωi+2)−h(Mi+1 +M2

i+1 +M3
i+1), (3.47)

vamos projetar cada um de seus termos no subespaço de menor energia.

3.3.1 Projeções no subespaço de menor energia

Com o projetor descrito na Eq.(3.45), projetamos as Hamiltonianas e comparamo-as antes

e depois da renormalização. Os termos projetados nos permitem encontrar a equação de re-

normalização, com a qual calculamos o expoente cŕıtico do comprimento de correlação. Para a

parte intrabloco, temos

PIHintra(i)PI = λ01I =−(J+h+2
√

J2− Jh+h2)1I, (3.48)

PI(Ωi+1)PI = PI(1i⊗Ωi+1)PI = ΩR(I), (3.49)

PI(Ω
2
i+1)PI = PI(1i⊗Ω

2
i+1)PI = Ω

2
R(I) (3.50)

e

PI(Ω
3
i+1)PI = PI(1i⊗Ω

3
i+1)PI = Ω

3
R(I), (3.51)

onde os operadores renormalizados são dados por

ΩR(I) = 1|Ψ1〉〈Ψ1|+i|Ψ2〉〈Ψ2|−1|Ψ3〉〈Ψ3|−i|Ψ4〉〈Ψ4|, (3.52)

Ω
2
R(I) = 1|Ψ1〉〈Ψ1|−1|Ψ2〉〈Ψ2|+|Ψ3〉〈Ψ3|−|Ψ4〉〈Ψ4|, (3.53)

Ω
3
R(I) = 1|Ψ1〉〈Ψ1|−i|Ψ2〉〈Ψ2|−1|Ψ3〉〈Ψ3|+i|Ψ4〉〈Ψ4|, (3.54)

MR(I) = (|Ψ4〉〈Ψ1|+|Ψ1〉〈Ψ2|+|Ψ2〉〈Ψ3|+|Ψ3〉〈Ψ4|), (3.55)

M2
R(I) = (|Ψ3〉〈Ψ1|+|Ψ4〉〈Ψ2|+|Ψ1〉〈Ψ3|+|Ψ2〉〈Ψ4|), (3.56)

e

M3
R(I) = (|Ψ2〉〈Ψ1|+|Ψ3〉〈Ψ2|+|Ψ4〉〈Ψ3|+|Ψ1〉〈Ψ4|). (3.57)

Com isso, podemos agora projetar os termos interbloco M, M2 e M3, respectivamente,

PI(1i⊗Mi+1)PI =

(
2c4 +1
c2

4 +3

)
MR(I), (3.58)
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PI(1i⊗M2
i+1)PI =

(
2c4 +1
c2

4 +3

)
M2

R(I) e (3.59)

PI(1i⊗M3
i+1)PI =

(
2c4 +1
c2

4 +3

)
M3

R(I). (3.60)

Para finalizar, vamos agora projetar os operadores diagonais Ω, Ω2 e Ω3 do bloco seguinte.

PI+1(Ωi+2⊗1i+3)PI+1 =

(
c2

4−1
c2

4 +3

)
ΩR(I+1),

(3.61)

PI+1(Ω
2
i+2⊗1i+3)PI+1 =

(
c2

4−1
c2

4 +3

)
Ω

2
R(I+1) e

(3.62)

PI+1(Ω
3
i+2⊗1i+3)PI+1 =

(
c2

4−1
c2

4 +3

)
Ω

2
R(I+1).

(3.63)

Comparando a Hamiltoniana interbloco antes e depois da renormalização, podemos verificar

que ela preserva a mesma simetria que a expressão vista na Eq.(3.34) a menos de constantes

aditivas. Assim, vemos que

Hinter = −J(Ωi+1Ω
3
i+2 +Ω

2
i+1Ω

2
i+2 +Ω

3
i+1Ωi+2)−h(Mi+1 +M2

i+1 +M3
i+1) (3.64)

tem simetria de

H R
inter = PIHinterPI =−JR(ΩR(i+1)Ω

3
R(i+2)+Ω

2
R(i+1)Ω

2
R(i+2)+Ω

3
R(i+1)ΩR(i+2))

− hR(MR(i+1)+M2
R(i+1)+M3

R(i+1)),

(3.65)
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onde

hR = h
(

2c4 +1
c2

4 +3

)
, (3.66)

e

JR = J
(

c2
4−1

c2
4 +3

)
. (3.67)

Definindo k′ = JR
hR

e k = J
h , encontramos a equação de renormalização

k′ = k
(

c2
4−1

2c4 +1

)
=

4k(2k
√

k2− k+1−2k2−
√

k2− k+1+2k+1)
(7−2k+2

√
k2− k+1)(1−2k+2

√
k2− k+1)

, (3.68)

que apresenta dois pontos fixos triviais, k = 0 e k = ∞, e um ponto fixo instável não trivial

k = 0,908, o ponto cŕıtico. Linearizando essa equação no ponto cŕıtico, encontramos o expoente

cŕıtico do comprimento de correlação ν [55].

ν
−1 = log2

dk′

dk

∣∣∣∣
k=k∗

= log2(λ )→ λ =
dk′

dk

∣∣∣∣
k=k∗

= 2,3891

e

ν =
ln(2)
ln(λ )

= 0,7958 (3.69)

Um fato interessante observado aqui é que, quando substituimos o ponto cŕıtico previsto na

Eq.(3.68) pelo ponto cŕıtico previsto para esse modelo através leis de escala, k∗ = 1, obtemos

o expoente cŕıtico muito próximo do valor previsto por Wu [25], ν = 2
3 , para o caso q = 4 do

correspondente modelo clássico em duas dimensões,

λ =
dk′

dk

∣∣∣∣
k=k∗

= 2,73464

e

ν =
ln(2)
ln(λ )

= 0,688. (3.70)

Como podemos verificar, as técnicas de grupo de renormalização no espaço real fornecem

resultados satisfatórios para o exponte cŕıtico do comprimento de correlação para o modelo de

Potts descrito acima, concordando com boa aproximação com o previsto por Wu [25], 2
3 ; e do
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valor encontrado anteriormente via escala do gap de energia, 0,667.



Caṕıtulo 4

Conclusões e perspectivas

Nesse trabalho, resolvemos o modelo de Potts quântico em uma dimensão com o objetivo

de analisar a relação de escala através da lei de escala fenomenológica do gap de energia, bem

como aplicar a ideia do grupo de renormalização no espaço real para calcular o expoente cŕıtico

do comprimento de correlação para esse modelo. Foram estudados os casos q = 3 e q = 4 com

ambas as técnicas. No caso da escala fenomenológica do gap de energia, verificamos que a

escala proposta, g′ = g fq(b), fornece valores muito próximos dos previstos na literatura, tanto

para o caso q = 3, ν = 0,846±0,003, quanto para o q = 4, ν = 0,667±0,044. Esses cálculos

foram realizados numericamente com tamanhos de rede N, com N = 1, . . . ,8 no caso q = 3 e

N = 1, ..,6 no caso q = 4.

Com o grupo de renormalização no espaço real, calculamos os valores do expoente cŕıtico

do comprimento de correlação, também, para os dois casos citados acima, e verificamos que os

valores encontrados concordam com boa aproximação nos dois casos, ν = 0,846 e ν = 0,796.

Foi feita também uma análise para o caso q = 5, onde há transição de primeira ordem, e

verificamos que, os dados obtidos aqui não nos fornecem um gap maior que zero em g = 1,

dificultando assim uma análise mais precisa desse tipo de transição.

Com base em Migdal-Kadanoff, analisamos a possibilidade de tratarmos o modelo em duas

dimensões, o que nos forneceu os mesmos valores encontrados para o caso unidimensional,

evidenciando ser preciso um mecanismo que nos permita ampliar esse estudo para dimensões

mais altas.

Dessa forma, uma proposta para uma investigação futura é utilizar um mecanismo que

nos permita estudar o modelo em duas dimensões, descrever as curvas cŕıticas do modelo,

e desenvolver um programa com redes maiores para os casos q = 4 e q = 5 para que assim

possamos descrever o comportamento cŕıtico do modelo. Isso será implementado através do

método do traço parcial da matriz densidade com descrito na Ref [56].
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[11] Sólyom, J. and Pfeuty, P. Renormalization-group study of the Hamiltonian version of the

Potts model. Physical Review B, 24(1):218, 1981.

68
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