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Resumo

Estudamos o modelo de Potts quantico em uma dimensao, para g = 3,4 e 5, enfatizando a
determinacao do expoente critico v, do comprimento de correlagao. Inicialmente, determinamos
relagoes de escala fenomenoldgicas usando cadeias finitas, através do gap de energia entre o
estado fundamental e o primeiro estado excitado. Verificamos que o expoente v para g =3 e
q = 4 estd compativel com resultados existentes na literatura. Para o caso ¢ =5, verificamos
que o gap de energia estabiliza em um ponto abaixo de zero, nao nos permitindo constatar a
natureza da transicao de fase de primeira ordem como previsto na literatura. Realizamos, em
seguida, via transformacao de Migdal - Kadanoff, um estudo das possiveis relagoes de escala
para dimensoes maiores que um nos casos ¢ = 3 e 4. Verificamos que o expoente critico v
tem o mesmo valor nos casos d > 1 e d = 1, evidenciando que essa transformacao nao captura
qualquer tendéncia de ¢ com a dimensao d, enquanto ¢ previsto que, em uma transi¢ao de
primeira ordem, v deve tender para o inverso da dimensido d~!. Prosseguindo, resolvemos o
modelo de Potts quantico em uma dimensao usando grupo de renormalizagao no espaco real.
Projetamos os termos da Hamiltoniana no subespago do estado fundamental e encontramos
as equacoes de renormalizacao nos casos ¢ =3 e 4. Com isso, calculamos o expoente critico v
linearizando as equacoes de renormalizacao no ponto critico, encontrando v =0,846 e v =0,796,

respectivamente, resultados que concordam com os previstos na literatura.

Palavras-chave: Modelo de Potts Quantico, Transicao de Fase Quantica, Grupo de Re-

normalizagao no Espaco Real.
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Abstract

We stutied the quantum Potts model in one dimension, for ¢ = 3,4 and 5, emphasizing
the determination of the critical exponent v, of the correlation length. We initially determined
phenomenological scale relations using finite chains through the energy gap between the ground
state and the first excited state. We verified that the exponent v for ¢ =3 and ¢ =4 is
compatible with results in the literature. For the case of ¢ =5, we found that the energy
gap stabilizes at a point below zero, not allowing us to verify the nature of the first-order
phase transition as predicted in the literature . Then, through the transformation of Migdal -
Kadanoff, a study of the possible scale relations for dimensions larger than one for the cases
q =3 and 4 was carried out. We found that the critical exponent v has the same value in cases
where d > 1 and d = 1, showing that this transformation does not capture any trend of g with
the dimension d, while predicted that in a first-order transition, v must tend to the inverse of
the dimension d~!. Proceeding, we solved the quantum Potts model in one dimension using
renormalization group in real space. We designed the Hamiltonian terms in the subspace of
the ground state and found the renormalization equations in the cases ¢ =3 and 4. Thus, we
computed the critical exponent v by linearizing the renormalization equations at the critical
point, finding v = 0.8464 and v = 0.7958 respectively, which are in line with those reported in

the literature.

Keywords: Quantum Potts Model, Quantum Phase Transition, Renormalization Group in

Real Space.
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Introducao

Desde o século XIX, com a observagao da opalecéncia critica da dgua, por Andrews [1], a
teoria de fendmenos criticos tem sido bastante aprofundada [2], tendo seu apice na formulagao
moderna do grupo de renormalizac¢ao, por Wilson [3]. E ébvio que estao incluidas, nesse es-
tudo, todas as transicoes de fase classicas de segunda ordem. Varias grandezas termodinamicas
apresentam um comportamento peculiar na regiao critica, a qual pode ser caracterizada por
um conjunto de expoentes criticos e, assim, é possivel verificar como sistemas fisicos diferentes,
como por exemplo sistemas de gas-liquido e sistemas de ferromagnetos uniaxiais, pertencem a
mesma classe de universalidade [2, 4]. Nas tltimas décadas, constatamos um interesse substan-
cial no estudo das transi¢oes de fase quanticas [5], que ocorrem em temperatura zero, dirigidas
totalmente pelas flutuagoes quanticas. Além disso, o desejo de se entender e quantificar o
emaranhamento quantico, importante no desenvolvimento da computacao quantica, do tele-
transporte de estados quanticos e da criptografia quantica, tem estimulado também o estudo
das transicoes de fase quanticas. Como podemos ver, por exemplo em [6], em uma transigao
de fase quantica de segunda ordem, temos um emaranhamento quantico maximo.

As transicoes de fase quanticas de segunda ordem, assim como os fenomenos criticos em
sistemas cléssicos, devido a invariancia de escala na regiao critica, podem ser estudados através
de modelos simples, haja vista que os detalhes das interacoes nao sao relevantes nessa regiao
[7]. Para exemplificar, citamos o modelo de Ising em um campo transverso [8, 9, 10] e o modelo
de Potts quantico [11].

Com relacao ao emaranhamento, é importante entender sua evolucao quando nos aproxima-
mos do ponto critico. H4 evidéncias [12, 13] de que o emaranhamento ¢é perdido ao longo das
trajetorias do grupo de renormalizagao [3, 14, 15, 16]. Com isso, faz-se necessario ainda o estudo
das transformagoes do grupo de renormalizacao na regiao critica das transicoes quanticas.

Em se tratando do modelo de Ising, foi demonstrado [17, 18, 19] que o comportamento critico
quantico do modelo com campo transverso d-dimensional ¢ o mesmo que o comportamento
critico classico em dimensao d + 1. Ou seja, o comportamento critico quantico da cadeia de

[sing com campo transverso ¢é caracterizado pelos mesmos expoentes criticos que os do modelo
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de Ising cldssico em duas dimensoes [20, 21, 22]. Se a dependéncia do comprimento de correlagao
divergente no parametro for conhecida, obtem-se uma relacao de escala explicitamente, de forma
que o campo pode se transformar segundo g’ = g?, onde b é o fator de escala do comprimento
(10, 23, 24].

O Modelo de Potts de g estados é uma generalizagao do modelo de Ising e, portanto, atende
as mesmas relacoes descritas: o modelo de Potts quantico em d dimensoes corresponde ao
modelo cldssico com d+ 1 dimensodes [11]. Sabe-se que a transi¢do de fase no modelo de Potts
bidimensional é de segunda ordem se o nimero de componentes for g < 4, mas de primeira
ordem para g > 4 [25].

Nessa dissertagao, estudamos o modelo de Potts quantico em uma dimensao, através de
uma transformagao de escala fenomenoldgica via gap de energia [26, 27| e, utilizamos também
o grupo de renormalizagao no espaco real, determinando o expoente critico do comprimento de
correlacao.

No Capitulo 1, apresentamos os conceitos fundamentais de transicoes de fase, grupo de
renormalizacao no espaco real usando como exemplo o modelo de Ising com campo transverso
em uma e duas dimensoes. No Capitulo 2, apresentamos nossos resultados para o modelo
de Potts quantico em uma cadeia linear, usando transformacao de escala no gap de energia.
Seguindo, no Capitulo 3, apresentamos nossos resultados para o modelo de Potts quantico via
bloco de renormalizagao no espago real. Por fim, no Capitulo 4, resumimos nossas conclusoes

e perspectivas.



Capitulo 1

Grupo de renormalizacao no espaco

real

Neste capitulo vamos apresentar, inicialmente, os conceitos utilizados no estudo das transi-
¢oes de fase classicas e quanticas. Apds isso, introduziremos os conceitos de escala e universa-
lidade no contexto dos fenomenos criticos. Em seguida, trataremos o grupo de renormalizagao
no espaco real, demonstrando um procedimento tedrico sistematico para lidar com as caracte-
risticas de modelos que descrevem sistemas fisicos na regiao critica. Como exemplos em carater

de revisao, trataremos o modelo de Ising com campo transverso em uma e duas dimensoes.

1.1 Transicoes de fase

Matematicamente, uma transicao de fase é a assinatura de uma singularidade na energia
livre do sistema ou em uma de suas derivadas, o que se manifesta, macroscopicamente, como
uma mudancga brusca em suas propriedades. As transicoes de liquido para gas, de um con-
dutor normal para um supercondutor, ou de material paramagnético para ferromagnético, sao
exemplos em que ocorrem transigoes de fase [28, 29].

De modo geral, as transi¢oes de fase governadas pelas flutuacoes térmicas sao classificadas
como transigoes classicas. Consideremos, por exemplo, o diagrama de fases da agua, que mostra
os estados solido, liquido e gasoso, em determinadas condigoes de pressao e temperatura, na
Fig.(1.1 (a)), onde as linhas bem definidas separam as regioes, nas quais cada fase é estavel.
Seguindo a linha de coexisténcia liquido-gas, a medida que a temperatura aumenta, a diferenca
entre as densidades do liquido e do gas diminui continuamente até zero, como mostrado na
Fig.(1.1 (b)). Essa diferenca, chamada de parametro de ordem da transigao liquido-gés, se

anula no ponto critico, acima do qual é possivel mudar continuamente do estado liquido para
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Fig. 1.1: a) Diagrama de fase da dgua; b) Parametro de ordem. Adaptacao da Ref.(28)

0 £asoso sem passar por uma regiao de coexisténcia. O parametro de ordem é uma varidavel
definida de acordo com cada sistema fisico e deve ser tratada juntamente com outras variaveis
termodinamicas, cujas correlagoes exibem comportamentos distintos nas fases de ambos os
lados da transicao [30].

Quanto as transicoes de fase e o comportamento critico para sistemas magnéticos [31], estes
se dao de modo semelhante ao que descrevemos para os fluidos. Por exemplo, esbocamos na
Fig.(1.2 (a)) a magnetizacao de um bloco de ferro em um campo magnético, H. Diminuindo H
a zero, M diminuird, mas nao vai a zero, de forma que o bloco apresentard uma magnetizagao
espontanea, My, conforme o grafico, com uma descontinuidade, em H = 0. Se a temperatura
é aumentada levemente, o grafico de M continuara similar até que T atinja o valor critico T
(ponto Curie), no qual a magnetizacao espontanea desaparece e a fungdo M(H) se tornara
continua, com uma singularidade em H = 0, como mostra a Fig.(1.2 (b)). Se T é aumentado

ainda mais, M permanece uma funcao continua e se torna analitica em H =0, como na Fig.(1.2

(c))-

-1 -1 -1
(a) (b) (c)

Fig. 1.2: Graficos da magnetizacao para a) T <T. b) T =T, ¢) T > T.. Adaptagao da Ref.(31)

Essa descrigao pode ser convenientemente resumida considerando um plano (7,H), como
mostrado na Fig.(1.3 (a)). H& um corte ao longo do eixo T de 0 a T, de magnetizacio M

como funcao analitica de T e H em todos os pontos no plano da metade direita, exceto aqueles
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Parametro de ordem

3 |
0 o—3 0

T To T

(a)

(b)

Fig. 1.3: a) Diagrama de fase de um ferromagneto simples; b) Parametro de ordem, magneti-
zacao. Adaptagao da Ref.(28)

no corte, no qual é descontinua. Assim, como no caso da coexisténcia liquido-gas, ha uma
linha de transi¢ao de primeira ordem que termina no ponto critico, T, como mostra a Fig.(1.3
(a)) [28, 31]. E, no caso da transi¢ao ferromagnética descrita, o parametro de ordem é a
magnetizacao, ja que, abaixo da temperatura critica, exibe uma magnetizagao espontanea; e,
na temperatura critica, se anula.

Até aqui, descrevemos transicoes que sao naturalmente governadas por flutuacoes térmicas,
classificadas assim como transicoes classicas.

H4, porém, as transi¢oes que ocorrem em 7 = 0: sao induzidas pela mudanga de um para-
metro externo ou constante de acoplamento [29] e sao impulsionadas por flutuagoes quanticas
devidas ao principio da incerteza de Heisenberg [32].

Como exemplo de transicao de fase quantica, mostramos os dados experimentais obtidos
para o paramagneto LiHoFy [5, 33]. Na Fig.(1.4 (a)), temos a curva critica do LiHoFy, separando
as fases estdveis ferromagnética e paramagnética. J& na Fig.(1.4 (b)), podemos verificar que
a susceptibilidade magnética, derivada da magnetizagao, cresce continuamente em dois pontos
criticos: um mantendo T = 1,018K, transicao classica; e outro, em T = 0,200K, em um regime
quantico.

O entendimento dos fenomenos criticos exige consideracoes a nivel microscépico. No caso
do ferromagnetismo, por exemplo, é importante saber como o comportamento de um spin in-
terfere no comportamento de outros spins da rede, ou seja, a correlagao spin-spin. Isso pode ser
esclarecido considerando que ha uma distancia minima para que as propriedades macroscopicas
se manifestem, o que define comprimento de correlagao (&). Para compreender o conceito de
comprimento de correlacao, facamos o seguinte experimento mental: se, conhecendo as pro-
priedades macroscopicas de um sistema, nés o dividirmos em duas partes iguais, mantendo as

variaveis externas, como pressao e temperatura constantes, as propriedades macroscopicas de
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LiHoF i
Paramagneto 4 LiHoF,
. 300
WE - — - _ @ 7] =2
2 <
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Fig. 1.4: a) Diagrama de fase do ferromagneto LiHoF; ; b) Comportamento critico. Adaptagao
da Ref.(33)

cada subsistema permanecerao as mesmas que as do inicial; mas, se continuarmos dividindo
sucessivamente, chega um momento em que essas propriedades diferem, porque a matéria é
composta de dtomos e moléculas, cujas propriedades individuais sao bastante diferentes daque-
las do conjunto de particulas que constituem. A escala de comprimento na qual as propriedades
macroscopicas dos subsistemas comecam a diferir significativamente daquelas do original for-
nece uma medida do chamado comprimento de correlagao do material; ou seja, comprimento de
correlacao é a distancia na qual as flutuagoes dos graus microscopicos de liberdade e as posigoes
dos atomos estao significativamente correlacionadas entre si. As flutuagoes em duas partes do
material com afastamento maior do que o comprimento de correlagao sao efetivamente descor-
relacionadas uma da outra. Normalmente, o comprimento de correlagao é da ordem de alguns
espagamentos interatomicos [34]. Isso significa dizer que, mesmo considerando uma colegao
muito pequena de atomos, podemos obter uma boa ideia do comportamento macroscopico do
material, caso tenhamos comportamento singular.

O comprimento de correlacao em uma transicao de primeira ordem, onde varias grandezas
termodinamicas sofrem descontinuidades ao passar pela linha de transicao, é geralmente finito.
No entanto, em uma transicao continua o comprimento de correlacao diverge e as flutuagoes
estao correlacionadas em todas as escalas de comprimento. Assim, na medida que nos aproxi-
mamos do ponto critico, a correlacao espacial das flutuacoes do parametro de ordem se tornam
de longo alcance. Desse modo, préximo ao ponto critico, o comprimento de correlagao & é a

escala de comprimento relevante do sistema e diverge como

§os e, (1.1)

T—T,
| T ‘|, em torno do
"

onde ¢, no caso de um fluido, por exemplo, é a temperatura reduzida,
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ponto critico e v é o expoente critico do comprimento de correlagao. Além da correlagao
espacial, temos uma correlacao de longo alcance no parametro de ordem das flutuacoes no
tempo. Tipicamente, a escala de tempo de decaimento das flutuagoes é a correlacao 7. que, no

ponto critico, diverge como
Te o< Jt| 7Y%, (1.2)

onde z é o expoente critico dinamico.

No caso particular das transicoes de fase quanticas, podemos imediatamente fazer uma
distingao importante entre dois regimes do diagrama de fases, caracterizando o estado funda-
mental pela energia A e uma segunda escala de energia kgT', oriunda das flutuagoes térmicas. Se
tivermos A > kgT, teremos flutuagoes predominantemente quanticas; caso contrario, teremos
flutuagoes predominantemente térmicas.

Conhecendo o limiar dessas flutuacoes, podemos descrever o comportamento de um sis-
tema fisico préximo a um ponto critico quantico, considerando um parametro externo g, como

podemos ver na Ref. [5].

1.2 Escala e expoentes criticos

A teoria de escala fenomenolégica tem sido extremamente 1til na compreensao de fenémenos
criticos em diversos sistemas fisicos [7]. Vamos descrever exatamente as relagoes de escala perto
do ponto critico, em que o comprimento de correlacao ¢é a tinica escala de comprimento relevante.
Assim, as propriedades fisicas devem se manter inalteradas se redimensionarmos o sistema por
um fator comum b, como mostra a Fig.(1.5), onde consideramos o Modelo de Ising sobre uma
rede quadrada, com interacao J entre os primeiros vizinhos, na presenca de um campo magnético

H. Assim, inicialmente, a Hamiltoniana é dada por

H=—]Y SSi—H)Y Si—Si+1, (1.3)

<ij> i

apos a transformacao de escala , b =2, serd reescrita de forma semelhante em termos das novas

variaveis de blocos (S7)

A ==Y SiS;—H'Y Si—Si£1, (1.4)
<IJ> I
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Si
+ & ¢ 0 0 o SI

¢ 9 9
9—0—0—0—0 &
9—0—0—0—0—&

— ¢ o 9

9—0—0—0—0—§
9—0—0—0—0 &

¢ ® ®
96000 $b=2

Fig. 1.5: Construgao do modelo de Kadanoff em uma rede quadrada com um fator de escala
b=2.

onde J' e H' sao os novos parametros em termos das varidveis de bloco S;. Definindo

T T

P (1.5)

como a temperatura reduzida e considerando a mudanca de escala € — & ¢ H — H’, o ponto
critico ficard localizado em € =0 , H =0.

Nas vizinhancas do ponto critico, consideramos que a energia livre por spin seja dada pela
soma de uma parte regular, que é pouco interessante, e de uma parte singular que contém
todas as anomalias do problema. A hipdtese de escala consiste em supor que a parte singular
da energia livre por spin do sistema seja uma funcao homogénea generalizada das varidveis € e

H. Com isso, podemos relacioné-las por
fl(e H') = b fi(e,H), (1.6)
e os comprimentos de correlagao, como

&'(e"H') =

S|

(e.H), (1.7)

£ = Ae, (1.8)
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onde
A =D (1.9)
Para o campo, temos
N N/b¢
HY Si=H Y Y Si=HA) S, (1.10)
i=1 I=1 i€l I
0 que nos leva a
H = AH = b"H. (1.11)
Assim, a transformagao da parte singular da energia livre sera
fl(pe, b H) = b f,(e,H). (1.12)
Considerando a fun¢ao de correlagao
L(r,e) = (SiS;) — (Si)(Sj) = (', €") = (S1Ss) — (S1)(Ss), (1.13)
com as transformacoes para f e I', podemos obter as relagoes de escala
r=b"lr, (1.14)
L(b~'r b e) = P4 (re). (1.15)
Como a magnetizagao é a negativa da derivada do potencial de Gibbs, G, temos
G
M=—|—-— 1.16
(5). - (1.16)
entdo, da Eq.(1.12) temos
PrM(b e, b"H) = b'M(g,H). (1.17)

H4 dois expoentes criticos associados com o comportamento da magnetizagao perto do ponto

critico: B, quando H=0e € —0; 1/8, quando € =0 e H — 0. Para o caso H = 0 e tomando
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b= (—g)" 1,
d—y,
M(g,0) = (—¢&) » M(—¢,0). (1.18)
Quando £ — 07, M ~ (—¢&)B. Assim,
B (/) g D
M(e,0) = (—¢)f = (—g)¥ ) B = o (1.19)
t
De modo semelhante, com € =0 e H — 0, temos para 1/8
M(0,H) = b0 DM(0,0"H) — b=H '/, (1.20)
0 que nos leva a
)
M(0,H)=H\ *» /M(0,—H). (1.21)

Quando H — 0, temos da expressio M ~ H'/® que M(0,H) ~ H'/% de onde obtemos

Yh
0= . 1.22
d—yn (1.22)

Das expressoes Eq.(1.19) e Eq.(1.22), podemos encontrar

d

S 1.23
dé

= —. 1.24
Yh S+1 (1.24)

Através de procedimentos semelhantes, podemos determinar os demais expoentes criticos
relacionados as respectivas variaveis termodinamicas.
O conjuto dos expoentes criticos caracterizam completamente a classe de universalidade de

uma transicao de fase.

1.3 Grupo de renormalizacao no espaco real

O grupo de renormalizacao consiste em mudar a escala de um sistema, reduzindo seus
graus de liberdade [28]. Assim, cada vez que o sistema ¢é renormalizado, a Hamiltoniana do
sistema é modificada [7, 35]. Considerando um sistema que inicialmente seja descrito pela

Hamiltoniana .77, perto do ponto critico, as propriedades fisicas devem permanecer inalteradas
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se redimensionarmos o sistema por um fator comum b. Apés a transformagao, devemos ter
H' =RA, (1.25)

onde R é definido como um operador que reduz o nimero de graus de liberdade do sistema. O

fator de escala define a reducao de graus de liberdade do sistema d-dimensional, de N para N’
b =N/N'. (1.26)

Levando em considera¢do que as Hamiltonianas preservam a mesma simetria, 2 (t,h) e
A (', h'), a funcao de partigao deve ser preservada, ja que a energia total é conservada. Assim,

podemos fazer a relacao

Zn(H) = Zyi (). (1.27)

Definindo K como sendo um conjunto de parametros da Hamiltoniana, verificamos que
K'=R(K) = K, =RK,_;. (1.28)

Apos varias aplicagoes da relagao de recorréncia, atingimos o ponto fixo, K*, no qual o

sistema ¢ invariante sob mudanca de escala. Desse modo,

H =", (1.29)

K* =R(K"). (1.30)

Realizando a transformacao de renormalizacao, o novo comprimento de correlacao, &', é menor

que o comprimento de correlagao original, &, por um fator de b.

§'(K') = %- (1.31)

O efeito de sucessivas transformagoes do grupo de renormalizagao, nesse caso, é o afasta-

mento do sistema do seu ponto critico, exceto naqueles em que

/

E'(K™) =E(K), (1.32)

que sao os pontos fixos. O ponto fixo instavel, nao trivial no qual o comprimento de correlacao
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diverge é chamado ponto critico.

Assim, o comprimento de correlacao é dado por

g ==&, (1.33)

Podemos calcular os valores numéricos para a escala quando tivermos uma transformacao
de renormalizacao. A escala da energia térmica pode ser determinada levando em conta que
o conhecimento de R(K) préoximo de K* fornece informagoes sobre como & (K) se comporta em

relagdo a K perto de K*. Para isso, expandindo R(K) em torno de K*, temos
R(K)=K*+4(b)(K—K*)+0(K—-K*)*> =K' —K* = 2(b)(K —K*), (1.34)

o Au(b) = (j—,’j)K_K*, (1.35)

&(K) tem uma tendéncia de lei de poténcia perto do ponto critico

E'KY=|K —K| V= |K' =K. | '~b 1K —-K.|". (1.36)

Definindo K* = K, como o valor de K, no qual & diverge, temos

In(b)

K'— K| V= [A&D)] VKK V= v= I (B))’

(1.37)

Com isso, podemos calcular o expoente critico do comprimento de correlagao para uma

cadeia e descrever seus aspectos gerais na transicao de fase.

1.4 Grupo de renormalizagao no espaco real para o mo-
delo de Ising com campo transverso em uma e duas

dimensoes

A seguir, discutiremos o modelo de Ising, utilizando as ideias de bloco de renormaliza-
¢ao no espaco real, com o proposito de exemplificarmos a eficiéncia desse método, e, assim,

compreendermos sua aplicacao para outros modelos.
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1.4.1 Grupo de renormalizacao no espaco real para o modelo de

Ising com campo transverso em uma dimensao

O modelo de Ising classico foi proposto por Wilhelm Lenz, em 1920, para estudar fenomenos
magnéticos em materiais. Resolvido analiticamente em uma dimensao em 1925, por Ernst Ising
[36], tornou-se o modelo mais conhecido e citado da Mecéanica Estatistica [35, 37, 38, 39]. Uma
versao quantica deste modelo foi proposta por de Gennes [9] para estudar ferroelétricos com
ligagoes de ponte de hidrogeénio, o qual, em uma dimensao com campo transverso ¢ um dos
mais simples na fisica da matéria condensada que pode ser resolvido exatamente.

A Hamiltoniana desse modelo quantico, definida em termos dos operadores (Q;,M;), é escrita

como [40]

H = =Y M- Y Ui jQiQ;, (1.38)
i <i,j>
em que Q e M representam, respectivamente, as matrizes de Pauli, 6* e ¥, h é o campo
transverso e J a constante de troca , com interagoes entre primeiros vizinhos [41].
Esse modelo apresenta transicao de fase quantica, além de possuir resultados analiticos em
uma dimensao, os quais servem como base para se comparar com os resultados obtidos por
novos métodos.

Considerando a Hamiltoniana envolvendo um bloco de (N+ 1) spins €; com i =0,1,2,...,N,

=

T =Y (—hiM; — Jo i Q0Q;), (1.39)

i=1

onde o spin Qq funciona como principal e os demais, ;, como secundarios; para cada auto-
valor do spin principal So £ 1, devemos diagonalizar separadamente cada um dos N termos da

Hamiltoniana. Para isso, consideramos um bloco com dois spins, cuja Hamiltoniana é dada por

%(SO) = —I;M,; _JO,i-QO-Qi = —h;M; —J()J'S().Qi (140)
S0 _ —Jo,iSo  —hi .
! —h;  Jo,iSo

Diagonalizando essa matriz, encontramos os autovalores escritos em funcao de Sy, dados por

A (So) = £/ h? +J3 S} (1.41)
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AT(So=1)=A"(So=—1) =/h} +J5; (1.42)
A=(So=1)=2A"(So=—1) = —\/h} +J§. (1.43)

Como estamos trabalhando com sistema de dois niveis, os vetores de base sao definidos como

segue

e os operadores sao as matrizes de Pauli, as quais sao expressas por

[, %)
M:[?g)].

Com isso, os autovetores normalizados, expressos em funcao dos vetores de base, sao dados

por
_ Si=—+1)+c¢i(S)|S; = —1
A7 (o)) = Bi= L HatSo)lSi=—1) (1.44)
Z/1 —|—Cl~2(S())
e
—Ci i=+1 i=—1
At (S0)) = — So)ISi = +1) 15 >, (1.45)
1+Cl~2(50)
onde a constante ¢;(Sp) é dada por
¢i(So) = hi (1.46)

I +J5,;+Jo.iSo

Como podemos observar, a Hamiltoniana do bloco (1.40) apresenta dois autovetores dupla-
mente degenerados, cuja degenerecéncia é fundamental para que possamos aplicar as técnicas
de renormalizacao desenvolvidas aqui. Assim,

_ |Si = +1> +C,'(+1)|S,' = —1>
1+c?(+1)

(1.47)

A4 (+1))
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’ 5= +1) il 1>rs —1)
- =+ +a
A (1)) = : (1.48)
/1 +c
onde N
ci(+1) = : (1.49)
h2+J5 +Jo,i
e
h.
ci(—1) = = ; (1.50)
hl +JO7Z_J01
1
= . 1.51
ci(+1) (151)

Dessa forma, podemos relacionar as duas constantes multiplicativas de cada autovetor, o
que facilita nosso desenvolvimento no momento de projetarmos essa Hamiltoniana no espaco

de menor energia, definido pelos autovetores do estado fundamental. Desse modo,

1

(=S0)” (1.52)

ci(So) =

A energia do estado fundamental do sistema é a soma do menor autovalor A, (Sp) de cada

um dos N blocos, a saber

N

Z/I (So) ==Y \/hf + I3 (1.53)

=1

Os dois estados fundamentais correspondentes sao dados pelo produto direto dos autovetores

de Sp, pelos respectivos estados fundamentais do bloco,
[EF™) =[So) ® (711|127 (S0)))- (1.54)
Para um bloco qualquer de dois spins, definimos os dois estados fundamentais como

EFTY = |+ @47 (+1)) (1.55)

EFTY) = |-1)®[A7 (-1). (1.56)



1.4 Grupo de renormalizacao no espaco real para o modelo de Ising com campo
transverso em uma dimensao 16

Podemos, entao, definir o projetor utilizando os autoestados de menor energia como vetores de

base. Portanto, o nosso projetor é dado por
Py = Y |EF)(EF% (1.57)
=+1

= |EFYWEFT+|EF~Y(EF!| (1.58)
= [+ @A (+)) (1@ (+D)[+-1) @A (=1)) (1[4, (=1 (1.59)
= [+ (H®[A (+1) (A4 (+D[+|=1D{=1|@]4; (=1)){4; (=1)]. (1.60)

Como a ideia central da renormalizagao é substituir cada par de spins por um tnico spin

renormalizado, podemos definir Qgg dos dois estados fundamentais por

Qro = |Qpro = +1)(Qro = +1|=[Qro = —1)(Qro = — 1, (1.61)

Mpo = |.QR() = +1><.QR() = —1|—|—|QR0 = —1><QR0 = —|—1|. (1.62)

Assim, lembrando que os operadores sao as matrizes de Pauli, podemos projetar os demais
spins no bloco. Para isso, vamos observar como cada operador atua nos vetores de base. Com

um pouco de algebrismo, podemos verificar que essas operagoes resultam em

M|+1) = |-1); M|-1)=|+1)
QI+1) = +1[+1); Q—1)=—1|-1).

Por simplicidade e sem perda de generalidade, vamos desenvolver aqui regras de renorma-
lizacao que serao aplicadas ao modelo de Ising em uma e duas dimensoes.
Conhecendo como o operador Q atua em cada vetor de base e lembrando que rotulamos

com indice 0 o primeiro sitio de cada par, Qg atua, obviamente, no primeiro sitio. Assim, temos
PvQoPy = Qpo. (1.63)

De modo andlogo, podemos projetar os demais operadores dos sitios vizinhos. Para isso,
analisaremos como o operador atua em cada estado fundamental. Rotulamos com i o sitio

vizinho de cada par de spins, logo Q; atua no segundo sitio do par. Com isso, verificamos que

QEF®)) = Qi(|So)® |2 (S0))) (1.64)
= [So0) ® (QulA;(S0)))- (1.65)
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(&

ayy (so) = B ZaCIR=Z]) (166

1+ C% (So)

Ao projetarmos €;, obtemos

Ci 2 _ — —
PRy = 1T I DN GOl ()@, (D)
— ¢ 2
_ LFT&BZQRO (1.67)

Substituindo Eq.(1.49) em Eq.(1.67), podemos expressé-lo em fun¢ao do campo transverso e

do fator de acoplamento, como

J .
PVQPy = ——2L Qpy. (1.68)

2 2
o

Seguindo o desenvolvido acima para os operadores , podemos projetar o operador My no

subespago de menor energia. Assim,
N
PvMoPy = H\+1><—1|®|7Lf(+1)>(</15(+1)|/1,~*(—1)>)<7Lf(—1)|
N
+ HI—U(+1|®|7L,~_(—1)>(<%_(—l)lflf(+1)>)<7tf(+1)|- (1.69)

Usando (1.47) , (1.48) e (1.51), calculamos os produtos internos, que aparecem na expressao
Eq.(1.69), portanto

_ _ 1—|—c,-(+1)c,~(—1) 2Cl(+1)
AT (DA (=1)) = = 1.70
D) \/(1+c(+1))(1+cl~2(—1)) (I+ci(+1) (70
B B 2¢i(+1)
(A (=D[A7 (+1)) m (1.71)

Substituindo Eq.(1.70) e Eq.(1.71) em Eq.(1.69), podemos expressar essa projegao também em
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termos do campo transverso e do fator de acoplamento, como pode ser visto abaixo,

N7 2ci(+1
PyMoPy = H(HC(—J(;)I))MRO. (1.72)

Substituindo (1.49) em (1.72), temos

N K3 N ;
PyMoPy =] d =11 Mgo. (1.73)
i=1 \ —=h?\ [+ T3, + o —h,.ZJO,,- =1\ /h2 +J3
A Hamiltoniana da cadeia quantica de Ising é dada por
H ==Y h(i)M; =) J:()QiQis1. (1.74)
i i

Aqui, tratamos uma cadeia linear com interagao entre primeiros vizinhos e condigoes de cotorno
periodicas.

Levando em conta os termos de interagao intrabloco e interbloco, podemos escrever a
Eq.(1.74) como

A = Z(—h(Zi— )My — J3(2i — 1)Q0;—1Q0;
l

—h(20)Ma; — (20— 2)Qai2 i1 ). (1.75)
A Hamiltoniana intrabloco pode ser dada por [42]

<%p_(l) — Z(—h(Zi— D)Mo — J3(2i — 1)Qp;_1Q0;) = Z%(l),

intra
i i

com

AV = n(2i— )Moyt — J2(2i — 1)Qai_1 Q. (1.76)

1

Aplicando as regras de projecao, deduzidas acima, a cada par de sitios da Hamiltoniana

intrabloco, podemos verificar que

Phr@iPhaly = Qi
J(2i—1
P it Pyly = ( ) Qi)

mird VR2(2i— 1) +J2(2i— 1)
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(&

h(2i—1
MyPY = @i-1) My (1.77)

p)
i VI2(2i—1) +J2(2i — 1)

intra

Como ja conhecemos a Hamiltoniana total e a intrabloco em termos dos vetores de base,
vamos conhecer os termos restantes que envolvem interacoes interblocos. Para isso, subtraimos

a Hamiltoniana intrabloco da total, como segue

H' = A= Hura = —h(20)Mni — Jo(2i —2)Q(2i — 2)Q(2i — 1). (1.78)
z(nt)ra%/ z(ntz’a _h(Zi)Pz(ntZ*aMZlPl;tla Jx (2 - Z)Pz(ntz‘ag(z Z)Q(zl - 1)1315112%1
B h(2l 1) Iy
\/hz D+22i-1) <
J(2l ~1)

— K(2i-2)

Qpr(2i-2)QR(20)- (1.79)

VI2(2i— 1) +J2(2i— 1)

Como podemos observar, a Hamiltoniana preserva a mesma simetria da Eq.(1.74), mas com

termos de renormalizacao no campo e no fator de acoplamento, com os quais podemos definir

Rimn ; h(2i—1)
Hal) = h(z)\/hz(zi—1)+J2(2i—1) (1.80)
JR2i—1) = Jx(2i—2) JGiz1) (1.81)

VHE(2i—1)+J22i—1)

como sendo o campo e o termo de acoplamento renormalizados, respectivamente. Assim, pode-
mos pensar que, cada vez que um par de spins é renormalizado, surgem termos de correcao nos
termos de acoplamento e campo magnético. Isto nos permite, comparando as Hamiltonianas
antes e depois da renormalizacao, encontrar a equacao de renormalizacao, com a qual podemos

calcular os pontos fixos e, consequentemente, o expoente critico do comprimento de correlacao.
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JR

F € k= %, podemos escrever

Considerando o caso homogéneo e definindo k' =

h
R _
W = hm, (1.82)
J
R _
JR = Jm, (1.83)
s P
WR h h h2’
h2+J?
(1.84)
€
K = kK=F(k). (1.85)

De acordo com a Eq.(1.85), temos dois pontos fixos triviais, k =0 e k = oo, ¢ um ponto fixo
instavel, nao trivial, £* = 1, o qual é associado ao ponto critico. Linearizando a equacao em

torno do ponto critico, temos

(1.87)
O expoente critico do comprimento de correlagao é dado por [42]
In(A)
= 1.88

em que n é o numero de sitios por bloco, nesse caso especifico, n = 2. Substituindo na Eq.(1.88),

temos

v = =1, (1.89)

o qual concorda com o valor obtido na solugao exata do modelo [17].

Uma abordagem tradicional inclui todos os termos do bloco na Hamiltoniana intrabloco,
mas isso fornece valores pouco precisos para o expoente critico do comprimento de correlacao. O
melhor resultado encontrado por Jullien et al foi v = 1,16 para um bloco com sete sitios [43]. No
entanto, removendo-se o termo de campo de um dos sitios da Hamiltoniana intrabloco, obtemos

uma degenerescéncia no estado fundamental além da preservacao da simetria da Hamiltoniana
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antes e depois da renormalizacao. Essas sao as condigoes que melhoram significativamente a
estimativa para o valor do expoente critico do comprimento de correlacao, v = 1.
A seguir, discutiremos o modelo de Ising quantico em duas dimensoes, com o objetivo de

verificarmos a eficiéncia da técnica de bloco de renormalizacao em casos de dimensoes mais
altas [40, 44].

1.4.2 Grupo de renormalizacao no espaco real para o modelo de

Ising com campo transverso em duas dimensoes

A Hamiltoniana do modelo de Ising quantico em duas dimensoes para um sistema, como

representado na Fig.(1.6),

Fig. 1.6: Rede de sitios de Ising em duas dimensoes

¢ dada por
A = =Y h(, )M — Y DR N ) — Y K DR Ry (1.90)
(i.J) (i.J) (i.J)

Seguindo o mesmo método que desenvolvemos para o caso unidimensional, vamos construir
regras de renormalizacao para o caso bidimensional. Levando em conta uma rede quadrada,
podemos tratar as duas dimensoes, x e y uma por vez. Assim, é conveniente escrever a Eq.(1.90)
para uma rede quadrada, o que nos possibilita substituir cada bloco de quatro spins por um

unico spin renormalizado. Para isso, podemos expressar a Hamiltoniana em funcao de termos
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que envolvam interacao nas duas dimensoes, como segue

A = —h(2,2))M@pin; —h(2i—1,2j = 1)Mi_y2j_1)—h(2i = 1,2j)Mp;_1 2
— h(2i,2j = )Mty —Jz(21 = 1,2j)Q0i—12/)QRi2j) = J5(21 = 1,2/)Q2i—12/)R2i-1,2j+1)
— J2(2i—2,2))Q0im12))Qi—22j) — J5(2i = 1,2 — 1)Q2i_1 2/ Q2i-12j-1)

~—  —

— J2(20,2) = 1)Qi2j-1)Q2i41,2j-1) — I5(2,2] = 1)Q2i2j-1)R(2i 2)
— Jx(2i—1,2] = D)Qi2j-1)Qi—12j-1) — J5(26,2] = 2)Q2i 2j-1)RQ2i2j-2)- (1.91)

Com isso, podemos perceber que é conveniente trabalharmos com renormalizagoes em se-
parado, para cada dimensao.

Consideramos a Hamiltoniana intrabloco em duas dimensoes como sendo

c%’j,(l,lr)a = Y (—h(2i—1,2j)Mai12j — h(2i,2j — 1)Mainj—1 — Je(2i — 1,2/) Qi1 2/ 2))
(i,J)
A 1
— J5(20,2) = 1)Qi2j-1)Qinj) = Y, f%f(J g
(i,J)

1 . . A . .
A = —n2i- 1,2j)Mgi—12j) — 1(28,2] — 1)M2i2j—1) — J2(2i = 1,2 /) Q211 2 R(2i 2,
J5(20,2] = 1)Q2i2j-1)Q2i2j) - (1.92)

Como a Hamiltoniana da Eq.(1.92) preserva a mesma estrutura que a Hamiltoniana na
Eq.(1.38) aplicada nas duas diregoes, x e y, podemos renormaliza-la substituindo cada grupo de
trés spins, no caso, £9;_12j, 2i2j-1 € L2, por um tinico spin renormalizado Q§i72 i de modo
semelhante ao desenvolvido no caso unidimensional. Aplicando as regras de renormalizacao
deduzidas nas equagoes Eq.(1.63), Eq.(1.68) e Eq.(1.73) para a rede quadrada, podemos projetar

os operadores da Hamiltoniana no subespaco de menor energia, como vemos a seguir:
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1 1
Pi(nt)raQ(Zi,Zj)PiSzz)m = Qb))
(1) n Jz(2i—1,2j) R
PiraQ0i-12))Poura = \/h2 G121 21 2,)Q(2i,2j)
1—1,2] + 1 1—1,2j)
1 1 J5(2i,2j—1) R
Eszz)mg(zi,zjfl)Piszt)m B \/hz(z' 2% 1)+J2(2' 2j I)Q(Zi’m
i,2j— =(2i,2] —
p) M(zz-)P-(l) _ h(2i—1,2j)
intra 1,2])" intra
\/h2 (2i— 1,2j) +J2(2i — 1,2})
2i,2j—1
X ( ) MR(Zi,Zj)' (193)

\/h2(2i,2]—1)+ J2(2i,2j - 1)

A diferenca das Hamiltonianas, em funcdao dos parametros renormalizados, pode ser escrita

Cco1mo

I R — Pz(nltz’a [(Z)(f%p '%ﬂ ] intra — Z
LJ
SR = —h(2i—1,2j— I)M(Zifl,zjfl) — R (21,2])MR(2i,2j)

— 52— 2,2))Qr0i-22)) QR2i2)) — Jo5(20,2 — 2)Qr2i 2j-2)QR(2i2))
— T 5(20,2))Qri2) R (201 2j1) — T 5(26,2) QR (2i2)) RR2i-1 2741)
+(2

TE (20— 1,2j — D)Qpoi_12j-1)QR(2i2)) - (1.94)

De posse disso, podemos observar que os novos termos renormalizados aparecem em funcao
das constantes aditivas, que surgem da renormalizacao. Assim, podemos listar esses novos

parametros, como

h(2i—1,2j h(2i,2j—1
hR(2i,2)) = h(2i,2)) (2i=1,2)) (2,2j— 1) . (1.95)
VI2(2i—1,2) +J2%(2i — 1,2) /h2(2i,2j — 1) +J25(2i,2j — 1)
que é o campo renormalizado.
O fator de acoplamento renormalizado na direcao horizontal:
R . Jz(2i —1,2j)
Dxi-22j) = (21 =2,2)) (1.96)

VI (20— 1,2)) +2%(2i — 1,2)
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O fator de acoplamento renormalizado ao longo da vertical:

J5(2i,2j - 1)

IR =T5(2i,2) =2 . 1.97
25(2i2i=2) =I5 )\/h2(2i,2j—1)+ﬂ)7(2i,2 i—1) (1.97)
O fator de acoplamento renormalizado ao longo das diagonais (X—y) e (=X+Y):
. J5(2i,2j 1)
Jf ¥(2i2j) — Jf(21,2] 1 > > - ,
\/h 2i 2]—1)+J ¥(2i,2j—1)
Jz(2i —1,2j)
R o J3(2i—1,27) . 1.98
—HH(20.2)) i D i 2])—|—J ¥(2i— 1,2)) (1.98)
O acoplamento ao longo da diregao diagonal (X¥+¥), com cada par de blocos:
J5(2i,2j — 1)
JR = JLQi—1,2j—1 N
FyQ2i-1.27-1) x / )\/h2(2i,2j—1)+J2§(21,2j—1)
J7(2i—1,2
+ J(2i—1,2j—1) K(2i— 1,2)) . (1.99)
V2 (2i—1,2j) +J2%(2i — 1,2))

Com essas expressoes, podemos verificar como a Hamiltoniana remanescente preserva a
simetria apds a renormalizacao, a menos das constantes aditivas. Faremos, a seguir, com a
parte intrabloco um procedimento semelhante ao desenvolvido anteriormente.

Seguindo a ideia de Fernandez-Pacheco [42], escolhemos a Hamiltoniana intrabloco para o
caso bidimensional, levando em consideracdo o que vem expresso na Eq.(1.94). Assim, essa

expressao € dada por

2 : .
%ﬂ,( )= —h(2i—1,2j~ DM i1 2j1) = J5 52— 1,2j = 1)Qi1 2j-1)Rr(21 2))- (1.100)

Observamos que temos aqui a mesma estrutura que a mostrada na Eq.(1.40), o que nos
permite renormaliza-la substituindo cada bloco por um unico spin renormalizado. Aplicando
as regras de renormalizagdo deduzidas nas expressoes Eq.(1.63), Eq.(1.68) e Eq.(1.73) aos ope-

radores que aparecem na Eq.(1.100), encontramos
2 2
P;SU)raQR(zi,z j)PiSn)m = QRR(zi,z i) (1.101)
R . .
o) o JE(2i-1,2j-1)
intra (21—1,2]—1) intra —
2 2 . .
\/h (2i—1,2j—1)+J2,(2i—1,2j— 1)

Qrr(2i2j)> (1.102)
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e

2 2 h(2i—1,2j—1)
Piszz)raM(zilj)PiEzt)ra = Mgr(2i2j)- (1.103)

\/h2(2i— 1,2j—1)+J2,(2i—1,2j— 1)

Seguindo o mesmo desenvolvimento que fizemos para o caso unidimensional, projetamos a

Hamiltoniana diferenca

AR~ a&";ialzw)—% ] m,m—Z%ﬂ (1.104)

(i.j)
de modo que a Hamiltoniana resultante é dada em funcao dos operadores renormalizados,

%’(Eﬁf) = —h®R) (2i,2 YMrr(2i2j) — Ioe(2i — 2,2 ))Qrp(2i-2.2/) QRR (21 2))

—J55(20,2) — 2)Qpr(2i27-2) QRR(2i2)) (1.105)
Esses operadores renormalizados sdo obtidos como nas expressoes Eq.(1.101), Eq.(1.102) e
Eq.(1.103).

Desse modo, definimos os parametros renormalizados como descrito abaixo.

O campo transverso renormalizado,

h(2i—1,2j—1)

hBR) (2 27) = hR(2i,2)) ; (1.106)
\/h2(2i—1,2j—1)—|—(J§+y(2i—1,2j—1))2
(1.107)
O fator de acoplamento renormalizado ao longo da direcao horizontal na distancia 2,
JR _(2i—2,2))] x [JR _(2i—1,2j—1
JRR(2i—2,2)) = IR (2i —2,2j) + Uz Dbl ) ; (1.108)
\/h2(2i— 1,2j— 1)+ (R (2i—1,2j—1))2
O acoplamento renormalizado ao longo da direcao vertical é
JR. (26,27 —2)] x [JR (2i—1,2j—1
JER(20,2j—2) = J5:(2i,2j —2) + i Nx i ) (1.109)

\/hZ (2i— 1,2 = 1)+ (JF (2 - 1, 2j— 1))

Fica claro que as regras de renormalizacao que devemos usar para uma rede quadrada

precisa contemplar as direcoes das ligagoes entre cada par de sitios e as interagoes entre blocos
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vizinhos. Fazendo isso em cada direcao da rede e levando em conta as posicoes dos sitios,
podemos determinar a equacgao de renormalizagao, o que nos permite calcular o expoente critico
do comprimento de correlacao [40].

Usando as regras de renormalizac¢ao deduzidas nas equagoes Eq.(1.107), Eq.(1.108) e Eq.(1.109)
e adotando que o campo magnético transverso e o fator acoplamento sao constantes em toda a

rede, obtemos

RR h? h
- h\/2 . - (1.110)
h +J \/hz_{—h;:,»]z
(§
J? 2J4
JRR - — (1.111)

+ .
VIZ+72 /(2 +J2)(h* + h2J2 +4J2)

) RR .
Definindo k' = zﬂ ek= %, obtemos a equacgao

K= K(V1+K2 42+ 2k2). (1.112)

Essa equacao nos fornece o ponto critico k. >~ 0,538752. Assim, obtemos o expoente critico do
comprimento de correlacao
2 K (1.113)
dk |y, '
v ~0,624758. (1.114)

O valor deste expoente é proximo da estimativa numérica para o modelo de Ising classico
3D, 0,63 [45], o que mostra a eficiéncia desta implementagao.

Tendo em vista que os resultados da renormalizagao no espago real concordam com boa
precisao para o modelo de Ising com campo transverso, espera-se que esse método também
funcione em outros modelos, como o modelo de Potts de g estados. No proximo capitulo,
faremos uma analise de escala para o modelo de Potts quantico nos casos g =3, g=4¢e g=35,
a fim de obtermos uma relacao de escala eficiente e calcularmos, assim, o expoente critico do
comprimento de correlacao. Mais adiante, aplicaremos o método de bloco de renormalizacao

para obtermos a confirmacao do expoente critico do comprimento de correlagao.



Capitulo 2

Escala para o modelo de Potts
quantico(q = 3, 4 e 5) em uma

dimensao

Apresentamos, neste capitulo, um estudo do modelo de Potts quéantico em uma dimensao,
considerando relagoes de escala fenomenoldgicas obtidas a partir do gap de energia entre o
estado fundamental e o primeiro estado excitado. Resolvemos o modelo de Potts exatamente
para cadeias finitas com g =3, g =4 e ¢ =5. Aplicando a transformagao de escala via gap de
energia, verificamos a consisténcia da lei de escala nos casos ¢ =3, g =4 e g =5, para os quais

encontramos o valor do expoente critico do comprimento de correlacao, v.

2.1 O modelo e relacoes de escala fenomenolégicas

O modelo de Potts foi proposto como uma generalizacao do modelo de Ising para sistemas
com mais de dois estados. Historicamente, uma versao de quatro estados deste modelo foi
inicialmente estudada por Ashkin e Teller [46]. Depois, um modelo geral de g estados foi
proposto por Domb [26] ao seu aluno de doutorado, Potts [25, 47], como um tépico de seu
trabalho de doutorado.

Inicialmente, o modelo foi pouco atrativo, mas atualmente tem sido bastante estudado por
sua relacao com um grande niimero de problemas em estatistica de redes, e seu comportamento
critico ter se mostrado mais rico e mais geral que o do modelo de Ising [25]. Embora tenha sido
inicialmente um modelo proposto para estudos dos fenomenos criticos em Fisica Estatistica,
ele também se destacou devido a sua grande variedade de aplicagoes, entre elas, o estudo do

crescimento de graos metdlicos e espumas de sabao [48].

27
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A ideia original foi considerar o modelo de Ising como um sistema de spins paralelos e
antiparalelos interagindo entre si. Assim, uma generalizacao natural seria considerar este mesmo
sistema confinado em um plano, com cada spin apontando para dadas direcoes g, igualmente

espagadas, definidas pelos angulos 0, como representado na Fig.(2.1)

Oy =" s n=01,. g1 (2.1)
q
q=2 q=3 qA=4
' —
/" \
| |

Fig. 2.1: Representacao dos spins de Potts.

A Hamiltoniana para o modelo de Potts quantico sobre uma cadeia unidimensional com

interagao entre primeiros vizinhos é dada por [11]

AN 9 N g—1
=-=Y ZQka’Hk—hZ Y Mt (2.2)
4 i=1k=1 i=1k=1
onde
g -
0
Q= o’ :
wi!
com @ = exp(zm) e
010
0 01
M = )
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onde h é um campo transverso aplicado em uma das ¢ diregoes possiveis [41]. O indice i rotula
cada sitio e usamos sempre condigoes de contorno periddicas.
Para uma melhor compreensao, escrevemos a Hamiltoniana, dada na Eq.(2.2), para trés

sitios e ¢ = 3, cuja representacao possui dimensao 27 x 27. Podemos expressa-la como

H = —(Q1Q3+ Q1) + Q3 + Q303 + Q307 +Q3Q) — g(My + Mo+ M3+ M} + M3 +M3).
(2.3)
Definindo J = % eg= %, em unidades de J, os autovalores da Eq.(2.3) sao mostrados na
Fig.(2.2) onde mostramos em destaque (no quadarado) os dois autovalores mais baixos, o estado

fundamental e o primeiro estado excitado.

i o000 T
o o000 -

0 5 10 15 20 25

Fig. 2.2: Autovalores de energia para ¢ = 3. Destacamos, no canto inferior esquerdo, os dois
valores mais baixos de energia para o sistema.

Com isso, determinaremos aqui as relacoes de escala fenomenolédgicas, usando o gap de
energia entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado do modelo de Potts quantico

em uma dimensao, que fornece uma escala de energia descrita pela fungao gap, definida por
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An(g) = E1(N;g) —Eo(N; ), (2.4)

onde N é o numero de sitios da rede. Considerando que quando N — oo, Ay(g) vai a zero na

regiao do ponto critico escalando |g — g.|* com, g = g., de modo que |g—g.|— 0 [17]. Para

sistemas de tamanho finito, suas propriedades sao incorporadas na forma de escala [49]

An(g) =N""f(N/&), (2.5)

para N >>1 e g — g, onde z é o expoente critico dinamico [29], f é uma funcdo de escala e
&~ g —&c
comparamos sistemas de tamanhos diferentes. Para z =1 temos [50]

|~V é o comprimento de correlagdo. Uma transformagao de escala é obtida quando

N

Ay (') = NiAv(e) = g =Fy(b,g), (2.6)

de modo que b= % e F, ¢ uma funcao parametrizada por g.
No que segue, apresentaremos a relagao de recorréncia g’(g), mostrando nossos resultados

para o modelo de Potts com g = 3.

2.1.1 Gap versus campo magnético

Nossa andlise se concentra na relagao de escala via gap de energia, dado na Eq.(2.4). Apds
a diagonalizagao da Hamiltoniana, Eq.(2.3), obtemos os resultados apresentados pela Fig.(2.3).
Podemos observar que o gap de energia vai a zero quando o campo tende a zero. Temos
também o comportamento dessa diferenca de energia em relagao ao niimero de sitios da rede:

quanto maior o tamanho da rede, menor é o crescimento do gap.
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B N=3

8 N=4
N=5

v—¥ N=
N=7
N=8

1.5

0,5

Fig. 2.3:  Gap
3,4,5,6,7 e 8.

de energia Ay

em funcao do campo g para ¢ =3 e tamanho de cadeia N =
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Para mudar a escala de energia, multiplicamos o gap pelos respectivos tamanhos de rede,
obtendo os resultados mostrados na Fig.(2.4). Verificamos que as curvas escaladas se cruzam
em um ponto, g =1, o qual é associado ao ponto critico do sistema, mostrando que nesse ponto

o sistema é invariante sob transformacao de escala.

Fig. 2.4:  Gap de energia NAy em funcao do campo g com g =3 e tamanho de cadeia N =
3,4,5,6,7¢8 .

2.1.2 Relagao de recorréncia g'(g)

Sistemas de tamanhos diferentes podem ser relacionados, comparando-os, através da Eq.(2.7),
geramos uma relacao entre g associado a uma escala de tamanho N e g’ associado a uma escala

de tamanho N, assim
N

Ay (g') = N (e)- (2.7)
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Resolvendo numericamente essa equacao, encontramos o comportamento de g’ versus g.

Como podemos observar, o grafico da Fig.(2.5) evidencia uma lei de poténcia. Desse modo,

L5 m—a N’=3,N=4
®—e N'=4,N=5

N’=5,N=6
<+ N'=6,N=7 -
—> N’=7,N=8

L5

Fig. 2.5: g’ em fungdo de g para ¢ =3 e pares de tamanhos de rede(N’,N) e ntimeros de estados
q=23.

podemos associar
g =g =g (2.8)

onde f(b) pode ser estimado pelo coeficiente angular da reta que lineariza a curva citada
dg
limA = — =f(b 2.9
A= e f(b), (2.9)

e b é obtido da relagao b = %, onde b — 1 quando N — o. Apés a linearizagao de g'(g),

podemos expressar f(b) como

f(b) = lim %(é )> (2.10)

Para estimarmos o valor de f(b), linearizamos as curvas da Fig.(2.5), cujos resultados sao
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apresentados na Fig.(2.6). Extraindo o coeficiente angular de cada uma das retas, obtemos os

valores de f(b), como mostra a Tab.(2.1)

—a N°=3,N=4

—8 N’=4N=5 q = 3
oH N’=5,N=6 _
<«—4 N’=6N=7
v—v N’=7,N=8
£ 05
OD Y
p—
&)
@) B i
—
1 -
15 l ! | ! l !

-1 -0,5 0

log(g)

Fig. 2.6: Transformacao de escala para o modelo de Potts em um campo transverso. Curvas
log(g) em fungao de log(g').
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(N.N) [b=N/N" A= f(b)
(3,4) | 1,333  1,3406
4,5) | 1,250 1,265
(5,6) | 1,200 1,217
(6,7) | 1,167  1,1837
(7,8) | 1,143 11,1591

Tab. 2.1: Determinagao dos valores de A para o modelo de Potts com g =3, por meio do ajuste
das curvas log(g) em funcao do log(g’).

Fazendo o grafico de b versus f(b), como mostra a Fig.(2.7), podemos extrapold-lo para
obtermos o ;irr% f(b). O valor encontrado foi f(b) =1,02440.017.
%

1,5 I I I I 1 I 1 I I

T
145 q-= 3 |

1,05

Fig. 2.7: Valor da extrapolacao de f(b) quando b — 1.
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Como Vv pode ser dado por v = %, usando os dados da Tab.(2.1) para calcular v e b!/V,

encontramos os resultados mostrados na Tab.(2.2).

(N',N) | b=N/N' v=Inb/InA bV
(3,4) 1,333 0,981 1,3404
(4,5) 1,250 0,949 1,2651
(5,6) 1,200 0,928 1,2171
(6,7) 1,167 0,914 1,1837
(7,8) 1,143 0,905 1,1591

Tab. 2.2: Determinacio dos valores de v e bV para o modelo de Potts com g = 3, por meio
do ajuste das curvas log(g) em funcao do log(g’).

Extrapolando a curva de v versus b para b — 1, obtemos v = 0,8462 40,0032, como mostra
a Fig.(2.8).

1,02 I I I I 1 I 1 I I I I I I I 1 I 1 I 1

0,84 - —

082 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1
|

Fig. 2.8: Extrapolacao de v quando b — 1.
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De modo semelhante, fizemos para bV versus b com b — 1, para o qual, obtemos b'/V =
1,0248 +£0,0144, como vemos na Fig.(2.9)

W7 T 1T T~ 1 T 1T T 1T T T

145 _ q= 3 B
14 -
135
13

1,25

1/v
b

1,2

1,15

1,1

1,05

Fig. 2.9: Extrapolacio de b'/" quando b — 1 .
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Podemos constatar, na Fig.(2.10), que as curvas podem ser colapsadas, a medida que b varia

e as curvas se aproximam de 1, dando consisténcia & proposta de escala, onde (g’ = g/ (b) — gl/ V).

f(b)
g

Fig. 2.10: Consisténcia da transformacao de escala proposta g = g/(?), mostrada por meio do
colapso de dados para o caso do modelo de Potts na presenca de um campo transverso com
numero de estados g = 3.
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2.2 Casoq=4

Em seguida, faremos, de modo semelhante, para o modelo de Potts com g =4, para esti-
marmos assim o expoente critico v.

Para isso, realizamos numericamente as seguintes etapas:

Escrevemos a Hamiltoniana na base dos autovetores de Q.

Diagonalizamos a Hamiltoniana para cada valor do campo transverso.

Calculamos a diferenga de energia entre os dois estados menos energéticos.

Multiplicamos o valor do gap pelo tamanho da cadeia de spins para cada valor do campo.

Os autovalores sao utilizados no calculo dos gaps de energia para cada valor de campo

magnético.

2.2.1 Gap versus campo magnético

Realizamos os calculos para o caso ¢ =4 com numeros de sitios de 3 a 6, tendo em vista
que os calculos para redes maiores que essas ocupam muita memoria computacional. Com os
autovalores obtidos, calculamos os gaps de energia para cada tamanho de rede e cada valor de

campo magnético.
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Organizando os dados de gap de energia versus campo magnético, verificamos que os gaps
tendem a zero quando o campo vai a zero, assim como no caso ¢ = 3. Da Fig.(2.11), verificamos

também que, quanto menor o tamanho da rede, maior o crescimento da diferenca de energia.

Fig. 2.11:  Gap de energia Ay em funcao do campo g para ¢ =4 com tamanho de cadeia
N=3,45¢6.
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2.2.2 Relacao de recorréncia

Comparando sistemas com tamanhos diferentes, obtemos uma relacao de recorréncia entre

eles através do gap de energia.

Fig. 2.12:  Gap de energia NAy em funcao do campo g para ¢ =4 e tamanho de cadeia
N=3,45¢6.

Como observamos na Fig.(2.12), as linhas se cruzam em um ponto que é associado ao ponto
critico. Resolvendo a Eq.2.6 para o caso ¢ = 4, obtemos uma relacao entre o campo g’ associado
a uma rede de tamanho N’, com o campo g associado a uma rede de tamanho N, a qual nos

evidencia um campo critico g, no ponto de cruzamento das curvas, como mostra a Fig.(2.13).
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Como podemos observar no grafico de g versus g’, mostrado na Fig.2.13, as curvas sugerem

uma lei de poténcia, como no caso g = 3.

1,5 :
== N’=3,N=4 ! 7
®—8 N'=4N=5

N’=5,N=6
|
1,5

Fig. 2.13: g em fungdo de g para pares de tamanhos de rede (N’,N) e ntimero de estados
qg=4.
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Linearizando-as, podemos obter o comportamento para cada tamanho de rede, como mostra
a Fig.(2.14).

I T T T T A T
O m—m N’=3N=4 ! ! ! o .
—8 N'=4.N=5 L=
N’=5,N=6 q - 4 o=
0,5 -
{‘\
1))
N’ - .
20
@
—
1 —
15 -
| 1 | 1 | 1 | 1 | 1 |
-1 0,75 0,5 -0.25 0 0,25

log(g)

Fig. 2.14: Transformacao de escala para o modelo de Potts com g =4 na presenca de campo
transverso. Curvas log(g) em fungao de log(g').

1
g = & (2.11)
a / % /
a—g prg” T =bv i
8 8
No ponto critico g*, temos
dg I

S
<|

(2.12)



2.2 Relacao de recorréncia 44

Através de um ajuste linear para cada curva, calculamos as declividades das retas, o que

nos da os valores de f(b), como vemos na Tab.(2.3).

(N.N) [b=N/N" A =f(b)
(3,4) | 1,333  1,3354
4,5) | 1,250  1,2778
(5,6) | 1,200  1,2348

Tab. 2.3: Determinagao dos valores de A para o modelo de Potts com g =4, por meio do ajuste
das curvas log(g) em funcao do log(g').

Construindo o gréfico de b versus f(b) e extrapolando para b — 1, encontramos f(b) =
1,0869 40,0556, como podemos verificar na Fig.(2.15). Isso nos mostra que f(b) e b se apro-

ximam a medida que b tende a 1.

1,5 I I I I 1 I 1 I I I I I I I 1 I 1 I I

1,45 q:4 —

Fig. 2.15: Valor da extrapolacao de f(b) quando b — 1.
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Como vimos anteriormente, v pode ser dado por v = %. Calculando v e b'/V, a partir dos
dados da Tab.(2.3), obtemos os valores mostrados na Tab.(2.4), a qual nos permite extrapolar os
valores de v e b/V. Desse modo, encontramos v = 0,667 + 0,044, como notamos na Fig.(2.16).

Observamos que concorda com o valor encontrado em[25] que é v = % para o modelo de Potts

com g =4.
(N,N) | b=N/N' v=Inb/ind) bV
(3,4) 1,333 0,994 1,33531
(4,5) 1,250 0,9102 0,27782
(5,6) 1,200 0,864 1,23494

Tab. 2.4: Determinacao dos valores de v e pl/v para o modelo de Potts com g =4, por meio
do ajuste das curvas log(g) em fungao do log(g').

Ju—
o
[\S)

=]

SgieA)

A8}
TITTITT
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Fig. 2.16: Convergéncia de v quando b — 1.
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Extrapolando b!/Y para b — 1, temos que b'/V =1,0874 + 0,044, como exposto na Fig.(2.17).

1,5 I I I I 1 I 1 I I I I I I I 1 I 1 I 1

1,45 q=4 -

14 —

1/v
b

Fig. 2.17: Extrapolacao de bV quando b — 1.
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Ao tracarmos o grafico de g/ ®) persus g, verificamos que curvas para diferentes valores de
b, quanto mais proximas a 1, colapsam para uma tnica curva, como fica evidente na Fig.(2.18).
Isso fortalece a lei de escala para o modelo de Potts com g =4, semelhante ao que foi constatado

para o caso g = 3.

ST N=3N=a

® N'=4N=5 q= 4
N’=5,N=6
1 — —
‘on | |
0.5 _
" ! | . | ! |
% 0,5 1 15

f(b)
g

Fig. 2.18: Consisténcia da transformacio de escala proposta g’ = g/ (®) mostrada através do
colapso de dados para o caso do modelo de Potts ¢ =4 na presenca de um campo transverso.
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2.3 Casoq=5
Para o caso ¢ =5, a Hamiltoniana na Eq.(2.2) é dada por
A N N
H = E Z(Q‘ 'Q‘1+1 +'Q‘2'Q‘H—1 +'Q‘3'Q‘1+1 +'Q‘4Q‘z+1 hZ<Mi1 +Mi2+Mi3 +Mz4)7 (2'13>
[: l:l
onde
- .
0
Q= w? ,
0)3
com @ = exp(#) e
[0 1 00 0]
00100
M=1000T120
0 00O0°71
| 1.0 0 0 0|
Definindo J = % e o campo em unidades de J como g = g, temos
N N
—Y (@lof  +0/0) | +9)07 |+ 970l ) —g Y (M] + M7+ M + M), (2.14)
i=1 i=1

onde N indica o nimero de sitios da rede e i rotula a posicao do sitio.

Com isso, os autovalores da Hamiltoniana dada na Eq.(2.14) sao utilizados para calcular os

gaps de energia do sistema para cada valor de campo, g, e variando N de 3 a 6, obtemos as

curvas descritas na Fig.(2.19).

Como podemos observar, o gap tende a zero quando g vai a zero, exatamente como acontece

para os casos g =3 e g =4.
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20

15

10

NA,

£

Fig. 2.19: Gap versus g para g =5.

1.5

il

Fig. 2.20: NxAy versus g para g =35.

1,5
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Multiplicando os gaps pelos respectivos tamanhos de rede, obtemos os resultados mostrados
na Fig.(2.20), onde verificamos que as curvas escaladas se cruzam no ponto g* =1,1207 o qual
estd acima dos pontos criticos dos casos g =3 e ¢ =4, visto que o caso ¢ = 5 nao ¢ uma transigao
continua, mas de primeira ordem|25].

Fazendo a extrapolacdo do gréfico gap versus N~! [51], verificamos que o gap tende a
um ponto abaixo de zero no caso g = 1, evidenciando assim que a quantidade de pontos que
adquirimos, nesse caso, ¢ insuficiente para constatarmos a transicao de primeira ordem no caso

q=>5.

w

e
va ta ta
=0
(e ]

2,5R

w
1

05 -
o —
_0 5 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1
’ 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 04
-1
N

Fig. 2.21: Gap versus N~ para g =5.

2.4 Modelo de Potts via transformacao de Migdal-Kadanoff

Nesta se¢ao vamos utilizar o método de transformacao de Migdal-Kadanoff para avaliarmos

o expoente critico do comprimento de correlagao, v, em dimensoes maiores que um. Com
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os resultados que obtivemos através da escala do gap de energia, vamos analisar, com essa

aproximacao, o modelo de Potts com ¢ =3 e g =4.

2.4.1 Casoq=3

A aproximacao de Migdal-Kadanoff [52, 53], como exemplificada na Fig(2.22), para uma
rede quadrada consiste nas seguintes etapas: combinar as ligacoes em série e mové-las, em
seguida, fazer uma combinacao das ligacoes em paralelo, as quais sao resultantes das em série.

As ligacoes removidas aparecem como “refor¢o’nas ligacoes entre os sitios remanescentes.

TR —_— 42

+——4 21y ‘ %J'

(1%) (22) (32)

Fig. 2.22: As etapas da transformagao de Migdal - Kadanoff para uma rede quadrada.

Desde que a rede apds a dizimacao tenha a mesma simetria que a original, podemos obter
as relacoes de recorréncia entre as ligacoes antes e depois da dizimagao. Para o modelo de Potts

quantico, as ligagoes em série podem ser dadas, definindo j = % = é, por
l L
Js = jl—= A, =b", (2.15)

onde jy representa a combinagao das ligagoes em série; b, o fator de transformacao de escala;

e V4, o expoente critico do comprimento de correlagao. Como a combinagao em paralelo ¢é a



2.4 Casoq = 3 52

soma das ligagoes resultante das em série, de modo geral, temos
i = bl (2.16)
Com isso, podemos calcular o ponto fixo da Eq.(2.16), para o qual, obtemos
o= b o = T, (2.17)

Para uma generalizacao em d dimensoes, podemos pensar em uma sequéncia de ligagoes em
todas as d dimensoes. Desse modo, podemos utilizar o argumento de dizimacao, onde podemos
reduzir os graus de liberdade do sistema retirando algumas ligagoes e reforcando as ligacoes

entre os sitios remanescentes por uma fator de b, Assim, a Eq.(2.17) se torna

jr=b ), (2.18)
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Como podemos verificar na Fig.(2.23), o ponto fixo do fator de acoplamento diminui &

medida que d aumenta, como era de se esperar.

,_
[y
o v -

Fig. 2.23: Gréfico de j* versus d para o caso g = 3.

Lembrando que

yo_ ) (2.19)

)
d !
In (—] )
4| j=j

podemos analisar o expoente critico v para cada valor dos fatores de transformagcao encontrados

através dos gap de energia para a cadeia linear e, assim, calcularmos o expoente para uma rede
em duas dimensoes.
Para uma rede quadrada para cada valor de b, linearizamos a Eq.(2.16) no ponto fixo e

calculamos o expoente para duas dimensoes, como mostrado na Tab.(2.5)

b J* %
1,167 | 0,431 0,916

Tab. 2.5: Determinacgao dos valores de v para o modelo de Potts com g =3 e d =2.
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2.4.2 Casoq =14

Com o mesmo método desenvolvido anteriormente, vamos discutir o modelo de Potts com
g =4. Como podemos observar na Fig.(2.24), o ponto fixo da Eq.(2.16) diminui com o aumento

da dimensao de forma muito semelhante ao caso ¢ =3. Para o caso de uma rede quadrada

Fig. 2.24: Grafico de j* versus d para o caso g =4.

podemos obter os valores de Vv linearizando a Eq.(2.17) nos pontos para o caso g = 4.

b J* \Y
1,200 | 0,460 0,864

Tab. 2.6: Determinagao dos valores de v para o modelo de Potts com g =4 e d =2.

Embora os resultados para o expoente critico do comprimento de correlagao desse modelo
em uma dimensao concordem com os valores previstos na literatura, quando se aplica o método
de Migdal-Kadanoff, que é utilizado em redes quadradas, verificamos que o expoente critico v
tem o mesmo valor nos casos d > 1 e d = 1, evidenciando que essa transformacao nao captura

qualquer tendéncia de g com a dimensao d.



Capitulo 3

Estudo do modelo de Potts quantico (q
= 3, 4) via grupo de renormalizagao no

espaco real

Neste capitulo, vamos resolver o modelo de Potts quantico unidimensional com ¢ =3 e
g = 4 usando o grupo de renormalizacao no espago real e calculamos o expoente critico do
comprimento de correlagao. Para isso, usamos a Hamiltoniana descrita no capitulo anterior,
Eq.(2.2).

3.1 Casoq=3

No caso ¢ = 3, para realizarmos a renormalizagao [54], considerando a Hamiltoniana total
i

¢ separada em blocos de dois sitios, .77, onde n = Tl, com i = 1,3,5..., e, mais adiante o

complemento, representando a Hamiltoniana responsavel pela interagao interblocos, sendo
M = —J(QFQ 1 +QQ% ) — h(M; + M?). (3.1)

Aqui Q é uma matriz diagonal dada por
Q= 0] ,

com @ = exp(3£), e M dado por

55
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010
M=1]10 01/,
1 00

onde h é um campo transverso e J o acoplamento entre os spins vizinhos [41]. O indice i é
utilizado para rotular as posigoes de cada sitio na rede.

Da expressao dada na Eq.(3.1), temos
Q=Q1, Q=10Q, M =M1 ¢ Mi=M*®1, (3.2)

que nos fornece a Hamiltoniana

2 0 0 -h 0O O —h O O
0O J 0 0 —-h 0 0 —h O
0o 0 J 0 0 —-h 0O 0 —h
~h 0 0 J 0 0 —h O O
H=| 0 —-h 0 0 -2/ 0 0 —h O |,
0 0 -2 0 0 J 0 0 —h
~h 0 0 -h 0O 0 J 0 O
0O -h 0 0 —-h 0 0 J 0
0 0 - 0 0 —h 0O 0 -2J

com a qual determinamos que os autovalores sao triplamente degenerados, onde essa degene-
recéncia é fundamental para preservar a simetria da Hamiltoniana na renormalizagao. Nesse

caso, obtemos as autoenergias

—h—J—+/9h2 —6hJ +9J2

A = 5 — trés vezes degenerado, (3.3)
M= —ho T \/9};2 — 6k +57° — trés vezes degenerado, (3.4)
3
Ay = h+J— trés vezes degenerado. (3.5)
(3.6)

: h—J /R —GhI OS2
Selecionando Ag = h—J 9% 6hJ+9J

, 0 menor autovalor, e rotulando-o simplesmente por A,
podemos adotar seus autovetores como estados da base para projetarmos os termos restantes
da Hamiltoniana no subespaco de mais baixa energia. Com isso, podemos proceder a renorma-

lizagao no espago real. Os autovetores renormalizados desse subespago sao dados por
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c3 0 0

0 0 1

0 = 0

1 0 0

wh=— o |, w= 20| e )= ; .
c5+2 0 c5+2 (:]_3 c5+2 0

1 0 0

0 0 1

| 0 | 1] | 0 |

Considerando a representacao inicial da Hamiltoniana, definindo

1 0 0
=101, [2)=1]1 e [3y=1]01,
0 0 1

podemos concluir que a base para os estados fundamentais pode ser escritas como

1

¥) = (c3|11) +[21) +[31)), (3.7)
c§—|—2
C

[¥2) = ———(]12) +¢3[22) +]32)), (3.8)
C%+2
1 1 1

¥3) = (—[13) +—1[23) +33)), (3.9)
c§+2 a3 a3

onde 5 .
63:7L+Z—h . ;L:—h+J—\/9Z —6hJ+9J‘ (3.10)

Assim, podemos definir o projetor neste subespaco degenerado,
P = W) (W1 |+[¥2) (P2 +[¥3) (W3] (3.11)

Para o nosso sistema, consideramos as Hamiltonianas intra e interbloco, respectivamente,
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como

Hnira = —J(QQ7 | + Q20 1) — h(M; +M}), (3.12)

Hnter = —J( Qi 1970+ Q71 Qiy2) — h(Mi1 + M), (3.13)
Seguindo Fernandes-Pacheco [42], vamos projetar cada uma das partes acima no subespago
de mais baixa energia e verificarmos como os spins se comportam apods a renormalizacao.

3.2 Projecoes no subespaco do estado fundamental

Utilizando o projetor descrito na Eq.(3.11), vamos projetar as Hamiltonianas 4 € Hinter

e verificarmos como elas se comportam apds o passo de renormalizacao. Para isso, fagamos,

1
PI%ntra(i)P[ = Al; = _§(J+h+ \/9.]2 — 6Jh—|—9h2)]l[, (314)
P(Qi1)P = P(1;@Qi1)P = 1P1)(P1[+0[F2) (P2 |+07 | P3) (Ps], (3.15)
P](Ql-2+1>P] = P](]ll'@QiZJrl)P[ = l|‘P1><‘P1\+w2]T2><‘P2|+w]T3><T3|. (316)

Definindo os operadores renormalizados como

Qry = PP [+0F2) (P2 +07P3) (W], (3.17)
Qpy = 1W1)(Y1|+0%W2) (2] +0|Ws) (W3], (3.18)
Mray = ([W3) (W] +[¥0) (P2 |+[¥2) (¥3]), (3.19)
Mygy = (|%2) (W1 |+[W3) (Fa] +[ 1) (Ws)), (3.20)

vemos claramente que as projecoes no bloco fornecem

P](1i®9i+1)P[ = Q.R([), (3.21)
P(1Li0Qf )P = Qe (3.22)

Vamos agora analisar a projecao dos termos da Hamiltoniana 5%.,. Precisamos nos certi-
ficar de que a Hamiltoniana, depois da renormalizacao, preserva a mesma simetria que a inicial.

Isso garante a eficiéncia do esquema de transformacao, bem como da escolha da Hamiltoniana
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adequada. Para isso, vamos primeiro projetar a parte diagonal como

2

Pri1(Qipa@1i43)Pyy = (3 + 0+ o) |P1) (¥

9}
(98] 8]
+
[\

2

(1+ 30+ 0*)|¥;) (P,

2

1 0]
(5 + — + 0%)|¥3) (¥
3 G

+
//
uﬁl\) .
+
)

|
— (555) (witm o sl -os) (aa)
c3+2
2
= Q : 3.23
<C§+2> R(I+1) (3.23)
2 C%_l 2
Pri1(Qi 2 @ 1i43) Py 252 Q1) (3.24)
3

De modo semelhante, vamos agora fazer o procedimento para os termos nao-diagonais

2c3+1
Ptiomn = (25EL) () ) (0l ) )
3
2c3+1
= M 3.25
<c§+2) R(I) (3.25)
€
2c3+1
2 _ 3 2
P(Li@Mi )P = (W)MR(I)' (3.26)

Comparando a Hamiltoniana interbloco antes e depois do procedimento, podemos encontrar
a equacao de renormalizacao, a qual nos fornece os pontos fixos, possibilitando assim calcular

o expoente critico do comprimento de correlacao. Desse modo,

PAoeryPl = —IPI(Qi 1950+ Q7 1Q012)Pr — hP (M1 + M7 )Py
2 —1
AR(iner) = —J (cg n 2) (@1 Qk(r) + Qi) Qi)
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Como podemos observar, a Hamiltoniana preserva a mesma simetria que a vista na Eq.(3.13)

a menos de constantes aditivas. Assim, definindo

2c3+1
hg = h ( ) e (3.28)
c% +2
2
c5—1
R o= J(= : 3.29
R (c% + 2> ( )
a nova Hamiltoniana torna-se
%(inter) = JR(QR(I)QIZQ(I) + QIZQ(]) QR(I)) —hg (MR(I) +M1%(1))- (3-30)
Com isso, definindo k' = ,Jl—’; e k= %, podemos encontrar a equacao de renormalizacao
2
c5—1 )
e _ —J<C%+2 K=k Gt (3.31)
hg h(Zc;-H) 2e5+1)° ‘
c3+2
Considerando a expressao dada na Eq.(3.10), a Eq.(3.31) pode ser escrita como
—2k*(34V9k% — 6k +9
K B+ +9) (3.32)

(k—3)V9k? —6k+9 — 3k

Essa equacao fornece dois pontos fixos triviais, k =0 e k=00, e um ponto fixo instavel, nao
trivial, k* =1, o qual é associado ao ponto critico.
O expoente critico do comprimento de correlagao é calculado linearizando a equacgao de

renormalizacao dada na Eq.(3.32) no ponto critico [42, 55]

dk’
A = — =2,267949195,
dk |-
_ In(2)
1
= 1 A = ———= =0,8464617274 3.33
v ng( ) -V ll’l(l) ’ ) ( )

onde usamos base dois, porque o sistema foi escalado por um fator 2. Como podemos observar,
esse resultado concorda, com boa aproximagao, com o que ja foi encontrado utilizando leis de
escala para o gap de energia, v =0,84623, e ambos se aproximam do previsto por Wu, v = %,
para o correspondente modelo cldssico em duas dimensoes [25].

Agora, repetiremos este cdlculo de Grupo de Renormalizacao no Espago Real para g = 4.
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3.3 Casoq=4

Para o modelo de Potts quantico com ¢ =4, a Hamiltoniana para um bloco com dois sitios

é dada por
My = T+ QIO+ Q70 ) — h(Mi+ M+ M), (3.34)

onde os operadores sao as matrizes

1
Q= ! ,
—1
—i

e

0100

0010

M =

0 001

1 000
Seguindo os mesmo procedimento que desenvolvemos no caso ¢ = 3, a Hamiltoniana do bloco
¢é dada por

A, = —JQe1)120Y)+(Q2e1)(12Q%) +(Q*01)(12Q)]
— hMR1+M*@1+M> 1), (3.35)

a qual diagonalizada nos fornece os seguintes autovalores:

A = —J—h—2\J?>—Jh+h?>— quatro vezes degenerado, (3.36)
M = —J—h+2VJ?—Jh+h* — quatro vezes degenerado, (3.37)
(3.38)
e
A» =h+J — oito vezes degenerado. (3.39)

Consideramos apenas os autovetores do estado fundamental, Ag, como geradores de um

subespaco de menor energia, em que pretendemos projetar a Hamiltoniana interbloco.
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Para isso, definimos os vetores de base de Q na Hamiltoniana inicial como

w
S~
I

Y

o o O =
o O = O
oS = O O
- O O O

Com isso, os autovetores do estado fundamental podem ser escritos como

W) = \/2173(C4|11>+yz1>+|31>+y41>), (3.40)
¢yt

w,) = 21 3(\12>+C4yzz>+|32>+y4z>), (3.41)
c4—|—

W) = 21 3(|13>+|23>+c4|33>+|43>>, (3.42)
c4—|—

p,) = & (i|14>+é|24>+$|34>+|44>). (3.43)

\/ei+3 4

A constante ¢4 é dada por

3h

cy = 3 (3.44)

Essas relagoes sao fundamentais para que possamos projetar os operadores de maneira a
encontrarmos expressoes mais simples e, assim, trabalharmos a equacao de renormalizacao de
forma mais objetiva. Para esse caso, definimos o projetor em funcao dos estados fundamentais

tal que
P = W) (W1 [+W2) (o +[W3) (W3] +[Wa) (Pa]. (3.45)
Definindo as Hamiltonianas intra e interbloco, respectivamente, como

Hintra = _J(QiQ?+1 +'Q'i2'Q‘i2+1 +Q‘i3'Qi+l) o h<Ml +Mi2 +Mz3) (346>
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Her = —J( Q1+ Q7197 + Q1 Qivn) —h(Mipy +MP +M ), (347)

vamos projetar cada um de seus termos no subespaco de menor energia.

3.3.1 Projecoes no subespaco de menor energia

Com o projetor descrito na Eq.(3.45), projetamos as Hamiltonianas e comparamo-as antes
e depois da renormalizacao. Os termos projetados nos permitem encontrar a equacao de re-
normalizacao, com a qual calculamos o expoente critico do comprimento de correlacao. Para a

parte intrabloco, temos

P gyt = Aolp=—(J+h+2VJ> = Jh+h?)1y, (3.48)
Pr(Qir1)Pr = P(1i®Qi1)P = Qg(p), (3.49)
P(Q )P = P(Li0Q )P = Qg (3.50)
€
P1<Qi3+l)PI = P1<]ll®g?+1)PI:Q%(1)a (351)

onde os operadores renormalizados sao dados por

Qray = 1) (Wi|+i[W2) (P2 = 1[W3) (P3| —i[a) (Psl, (3.52)
Qkpy = LW (P 1]¥) (ol +W3) (Wa|—|Wa) (W, (3.53)
Qb = W) (W | =i Wo) (Pa| —1W3) (W3 |+ Wa) (P, (3.54)
Mpapy = (W) (P14 [F1) (P2 +[F2) (P3| +[F3) (Pa]), (3.55)
My = ([W3)(P1|+Wa) (Pa|+ 1) (P3| +W2) (Pa]), (3.56)

Mgy = ([P2) (1 |+ W3) (Pal +[Wa) (W3 |+ W1) (Pal). (3.57)

Com isso, podemos agora projetar os termos interbloco M, M? e M?3, respectivamente,

2c4+1
P oMy )P = (2470 My, 3.58
(1 @ Miy1)Pr <C421+3> R(D) (3.58)
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P, @MA )P = ( )MR, e (3.59)
l CZ_|_3 (1)
2cq4+1
cy+

Para finalizar, vamos agora projetar os operadores diagonais @, Q2 e Q3 do bloco seguinte.

2
c;—1
Pri1(Qio®@1iy3)Pri1 = ( 1 )QR(I+1)7

cﬁ+3
(3.61)
Pry1(QF, @ 1;43)P (C‘z‘_1>92
118 o @i 3)v1 = | 5— | 82gg+1) ©
l c2+3 U+
(3.62)
Pt (92, ®1,3)P, (CE‘_l)QZ
1+1(82 0, @ Lig3) 01 = | 5— ) k41
1 C421+3 (+)
(3.63)

Comparando a Hamiltoniana interbloco antes e depois da renormalizacao, podemos verificar
que ela preserva a mesma simetria que a expressao vista na Eq.(3.34) a menos de constantes

aditivas. Assim, vemos que
Hper = —J(Qi 19} )+ Q1 Q2+ Q) 1Qi0) —h(Mip1 + M7 + M) (3.64)
tem simetria de

%rlfter = PIHinterPI:_JR(QR(I'-H)Q?@(I'—M)+912€(i+1)9'12?(i+2)+ Q;e(i+1)QR(i+2))
2 3
— W (Mg + M)+ Mp(isr))
(3.65)
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onde

2cq4+1
hg = h : 3.66
; (C£+3) (3.66)

|
Jp = J|-2 . 3.67
; <cg+3> (3.67)

Definindo k' = ,{—‘; e k=

S~

, encontramos a equacgao de renormalizagao

k/

. < cx—1 )  Ak(2kVEE—k+1 -2k —VEkE —k+1+2k+1) (3.68)
2c4+1 (7—2k+2VI2 —k+1)(1 —=2k+2Vk2 —k+1) ’
que apresenta dois pontos fixos triviais, k =0 e k = o0, e um ponto fixo instavel nao trivial
k=0,908, o ponto critico. Linearizando essa equacao no ponto critico, encontramos o expoente

critico do comprimento de correlagao v [55].

dK dk
-1
v = logy — =logy(A) > A = — = 12,3891
e
In(2)
= =0,7958 .
v )~ % 9 (3.69)

Um fato interessante observado aqui é que, quando substituimos o ponto critico previsto na
Eq.(3.68) pelo ponto critico previsto para esse modelo através leis de escala, k* = 1, obtemos
o expoente critico muito préximo do valor previsto por Wu [25], v = %, para o caso ¢ =4 do

correspondente modelo classico em duas dimensoes,

_aw

A= —2 73464
dk i
e
In(2)
= =0,688. 3.70
Y=y % (3.70)

Como podemos verificar, as técnicas de grupo de renormalizacao no espaco real fornecem
resultados satisfatorios para o exponte critico do comprimento de correlagao para o modelo de

Potts descrito acima, concordando com boa aproximacao com o previsto por Wu [25], %; e do



3.3 Projecgoes no subespaco de menor energia

66

valor encontrado anteriormente via escala do gap de energia, 0,667.



Capitulo 4
Conclusoes e perspectivas

Nesse trabalho, resolvemos o modelo de Potts quantico em uma dimensao com o objetivo
de analisar a relacao de escala através da lei de escala fenomenoldgica do gap de energia, bem
como aplicar a ideia do grupo de renormalizacao no espaco real para calcular o expoente critico
do comprimento de correlacao para esse modelo. Foram estudados os casos ¢ =3 e ¢ =4 com
ambas as técnicas. No caso da escala fenomenoldgica do gap de energia, verificamos que a
escala proposta, g’ = gfq(b)7 fornece valores muito préoximos dos previstos na literatura, tanto
para o caso ¢ =3, v =0,846+0,003, quanto para o g =4, v =0,667 +0,044. Esses calculos
foram realizados numericamente com tamanhos de rede N, com N =1,...,8 no caso g =3 e
N=1,..,6 no caso g =4.

Com o grupo de renormalizacao no espaco real, calculamos os valores do expoente critico
do comprimento de correlacao, também, para os dois casos citados acima, e verificamos que os
valores encontrados concordam com boa aproximacao nos dois casos, v = 0,846 e v =0,796.

Foi feita também uma andlise para o caso g =5, onde ha transicao de primeira ordem, e
verificamos que, os dados obtidos aqui nao nos fornecem um gap maior que zero em g = 1,
dificultando assim uma anéalise mais precisa desse tipo de transicao.

Com base em Migdal-Kadanoff, analisamos a possibilidade de tratarmos o modelo em duas
dimensoes, o que nos forneceu os mesmos valores encontrados para o caso unidimensional,
evidenciando ser preciso um mecanismo que nos permita ampliar esse estudo para dimensoes
mais altas.

Dessa forma, uma proposta para uma investigacao futura é utilizar um mecanismo que
nos permita estudar o modelo em duas dimensoes, descrever as curvas criticas do modelo,
e desenvolver um programa com redes maiores para os casos ¢ =4 e g = 5 para que assim
possamos descrever o comportamento critico do modelo. Isso serd implementado através do

método do trago parcial da matriz densidade com descrito na Ref [56].
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