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Resumo

Neste trabalho, estudamos condicoes de existéncia e unicidade do ponto de equilibrio dos
sistemas p-fuzzy unidimensional e bidimensional.

Inicialmente, estudamos os principais topicos da Teoria dos Conjuntos Fuzzy, a fim de
obter o suporte necesséario para entender os sistemas p-fuzzy.

Posteriormente, demos a defini¢ao do sistema p-fuzzy unidimensional e estabelecemos
condicoes para a existéncia e unicidade do ponto de equilibrio de tais sistemas.

Para finalizar o trabalho, demos a definicao do sistema p-fuzzy bidimensional e esten-

demos a teoria do sistema p-fuzzy unidimensional para o sistema p-fuzzy bidimensional.

Palavras-Chave: P-fuzzy, Zadeh, Estabilidade, Equilibrio
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Abstract

In this work, we study conditions to existence and uniqueness of equilibrium point to
one-dimensional and two-dimensional p-fuzzy systems.

Initially, we studied the main topics of Fuzzy Set Theory to obtain the necessary
support to understand the p-fuzzy systems.

Subsequently, we gave the definition of the one-dimensional p-fuzzy system and es-
tablished conditions for the existence and uniqueness of the equilibrium point of such
systems.

Lastly, we have defined the two-dimensional p-fuzzy system and extended the one-
dimensional p-fuzzy system theory to the two-dimensional p-fuzzy system.

Keywords: P-fuzzy, Zadeh, established, equilibrium
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Introducao

A Teoria dos Conjuntos Fuzzy teve seu inicio em 1965 com a publicacao do artigo Fuzzy
sets de Lotfi Asker Zadeh [4]. Desde entao, ela tem se desenvolvido e ganhado cada vez
mais espaco.

O principal objetivo dessa teoria é dar uma formalizacao matematica a certos termos
linguisticos subjetivos como “cerca de”, “mais ou menos”, “por volta de”, etc. Para obter
essa formalizacao surgi a definicdo de subconjunto fuzzy a qual serd abordada na segao
1.1.

Mamdani e Assilian usaram a teoria dos conjuntos fuzzy para automatizar uma maquina
a vapor [2]. Para isso, eles usaram um conjunto de regras associado a um processo de
inferéncia que mais tarde seria chamado de Sistema Baseado em Regras Fuzzy o qual
sera aboradado na secao 1.6. Tal trabalho foi uma das primeiras aplicagoes da Teoria dos
Conjuntos Fuzzy e estimulou as pesquisas nesta drea.

Os Sistemas p-fuzzy, objeto de estudo desta dissertacao, sao sistemas dinamicos onde
o processo interativo é obtido por meio de um Sistema Baseado em Regras Fuzzy do tipo
Mamdani. Em [3], Silva realiza um estudo analitico da estabilidade local dos sistemas
dinamicos p-fuzzy.

Nesta dissertacao, estudamos condigoes de existéncia e unicidade do ponto de equilibrio

dos sistemas p-fuzzy unidimensional e bidimensional.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo apresentaremos as defini¢oes e resultados basicos que serao utilizados pos-

teriormente.

1.1 Subconjuntos fuzzy

A Teoria dos Conjuntos Fuzzy foi introduzida em 1965 pelo matematico Lotfi Asker Zadeh
[4] com a principal intencao de dar um tratamento matemadtico a certos termos linguisticos
subjetivos.

Para obter a formalizacao matematica de um conjunto fuzzy, Zadeh baseou-se no fato
de que qualquer conjunto classico pode ser caracterizado por uma funcao: sua func¢dao

caracteristica, cuja definicao é dada a seguir.

Definigcao 1.1. Seja U um conjunto e A um subconjunto de U. A func¢ao caracteristica

de A € dada por

1, sexe A

Xa(x) = .
0, sex¢&A

Ampliando-se o contra-dominio da funcao caracteristica de um conjunto foi que Zadeh

obteve a definicao de subconjunto fuzzy, a qual é dada a seguir.

Definicao 1.2. Seja U um conjunto. Um subconjunto fuzzy F de U € caracterizado por

uma funcgao
er: U —[0,1],
pré-firada, chamada fungao de pertinéncia do subconjunto fuzzy F.

2
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O valor @¢(x) € [0, 1] indica o grau de pertinéncia do elemento x € U ao conjunto fuzzy
F; @r(x) = 0 e @r(x) = 1 indicam, respectivamente, a nao pertinéncia e a pertinéncia
completa de x ao conjunto fuzzy F.

O subconjunto de U definido por
suppF ={x € U: @(x) > 0}
¢ denominado suporte de F.

Observacao 1.1. Em nosso trabalho, usaremos indistintamente F ou Q¢ para indicarmos

a fungao de pertinéncia do subconjunto fuzzy F.

1.2 Operacoes com subconjuntos fuzzy

Sejam A e B dois subconjuntos fuzzy de U, com fungoes de pertinéncia indicadas por @ a

e @g, respectivamente.

Definicao 1.3. A Intersec¢ao entre A e B € o subconjunto fuzzy de U cuja funcao de

pertinéncia € dada por:

©ane(x) = min{@a(x), @ (x)}, Vx € U.

Definigao 1.4. A Unido entre A e B é o subconjunto fuzzy de U cuja funcao de per-

tinéncia ¢ dada por:

©aus(x) = max{pa(x), pp(x)},Vx € L.

1.3 O conceito de x-nivel

Um subconjunto fuzzy A de U é “formado”por elementos de U com uma certa hierarquia
que ¢ traduzida através da classificacao por graus. Um elemento x de U esta em uma classe
se seu grau de pertinéncia é maior que um determinado valor limiar ou nivel « € [0, 1]
que define aquela classe. O conjunto de tais elementos é um o-nivel de A, denotado por

[A].

Defini¢ao 1.5. Sejam o € [0,1] e A um subconjunto fuzzy de U. O x-nivel de A € o
subconjunto de U definido por:
i) [Al = SuppA, (x=0);

i) [A[*={x e U:pa(x) > o}, se 0 < x < 1;
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Definicao 1.6. Um subconjunto fuzzy € dito normal se todos os seus x-niveis forem nao

vazios, ou seja, se [A]l' # @.

1.4 Numeros Fuzzy

Definicao 1.7. Um subconjunto fuzzy A é chamado de niumero fuzzy quando o con-
junto universo, no qual @ estd definida, € o conjunto dos numeros reais R e satisfaz as
condicoes:

i) [A]* #£ &, Va € [0,1];

i) [A]* € um intervalo fechado, Vo € [0,1];

iii) O suporte de A € limitado.

Observamos que todo numero real r é um numero fuzzy particular cuja funcao de
pertinéncia é sua funcao caracteristica:
1, sex=r
Xr (X) = .
0, sex#r
A familia dos nimeros fuzzy serd indicada por F(R) e, de acordo com o observado

acima, o conjunto do nimeros reais R é um subconjunto de F(R).

Os numeros fuzzy mais comuns sao os triangulares e os trapezoidais.

Definicao 1.8. Um numero fuzzy A € dito triangular quando sua funcdo de pertinéncia

tem a forma:

0, sex<a
=2 sea<x<b
b—a’ X

Al =4 e :
o seb<x<c
0, sex>c

coma<b<ec.

Definicao 1.9. Um numero fuzzy A € dito trapezoidal quando sua fun¢ao de pertinéncia

tem a forma:

0, sex <a

oy Sea<x<b
Alx) = 1, seb<x<c

—d

=3 sec<x<d

0, sex>d
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coma<b<c<d.

1.5 Loégica fuzzy

1.5.1 Variaveis linguisticas

Variaveis linguisticas sao variaveis cujos valores ao invés de nimeros sao palavras, cha-
madas de termos linguisticos. Cada termo linguistico corresponde a um conjunto fuzzy.
Formalmente, uma varidvel linguistica é caracterizada pela quintupla (x, T(x), U, G, M),

onde:
e U é o universo de discurso (dominio da varidvel linguistica);
e x é o nome da variavel;
e T é o conjunto dos termos linguisticos;
e G ¢é uma regra semantica para gerar os nomes dos valores de x;

e M ¢é uma regra semantica para associar cada valor ao seu significado.

1.5.2 Proposicao fuzzy

Uma proposigao fuzzy é uma declaragao do tipo “Sex é A ey é B, entaozé Couz é D”.
Para traduzir matematicamente uma proposicao fuzzy é necessario traduzir os conectivos

e e ou. Para isso usamos os operadores t-norma e t-conorma os quais indicamos por /\ e

V.

Definig¢ao 1.10. Dizemos que o operador bindrio /\ : [0, 1] x [0,1] — [0, 1] € uma t-norma
se satisfaz:

i) Comutatividade: x Ny =y /\x;

i1) Associatividade: x N\ (y A\ z) = (x Ay) Nz,

iii) Monotonicidade: Se x <y e w < z entdo x A\w <y /Az;

iv) Condigoes de fronteira: 0 Ax =0 e 1/\x =x.

Defini¢ao 1.11. Dizemos que o operador bindrio \/ : [0,1] x [0,1] — [0,1] € uma t-
conorma se satisfaz:

i) Comutatividade: xV y =y V x;
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ii) Associatividade: xV (yVz) = (xVy)Vz;
iii) Monotonicidade: Se x <y ew < z entao x Vw < yVz;

iv) Condigoes de fronteira: 0OV x=x e 1V x=1.

Proposicao 1.1. Se A, B e C sao subconjuntos fuzzy, entdo os operadores max e min
sao associativos e comutativos, isto €:

i) min{max{A, B}, max{A, C}} = max{A, min{B, C}};

i) max{min{A, B}, min{A, C}} = min{A, max{B, C}}.

Demonstragao. Para demonstracao desta Proposi¢ao consultar [4].

Proposicao 1.2. Seja f(x,y) = min{C(y), D(x)} e suponhamos que C seja derivdavel em
Yo e D derivdvel em xq entao:

i) 3 ﬁ (x0,Yo) = C'(Yo), se C(yo) < D(xo);

i) 9% xo,yo =0, se C(yo) > D(x¢);

iii) 2 & (x0,Yo) = D’(x0), se C(yo) > D(xo);

iv) 9L (x0,Yo) =0, se C(yo) < D(xo).

Demonstragao. Temos que,

of f h)—f
. (X07UO + ) (X07y0) =

@(Xoﬂjo) = }1112% n

of min{C h),D — min{C D
2 ) = iy Gl ). Dlrol) min(Clan) i)

Se tivermos C(yg) > D(xg), entdao C(yg + h) > D(x¢) para h suficiente préximo de 0

(pois a fungao C é continua). Dai por (1.1) tem-se,

ﬁ( =1 D(x0) — D(xo) —0
oy X0, Yo —hlg}) h =

Se, por outro lado, tivermos C(yg) < D(x¢) entao por (1.1) tem-se,

of . C(yo+h)—C(yo)
h

_(X0790) = lim

Y
dy h—0 = C'(Yo)

Os itens iii) e iv) demonstram-se de modo analogo.
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1.6 Sistemas baseados em regras fuzzy

Tais sistemas consistem basicamente de trés estagios: um estagio de entrada - fuzificador,
um estagio de processamento, composto por uma base de regras fuzzy e um método de
inferéncia e um estagio de saida - defuzificador.

Supondo que R™ é o universo de discurso, entao dado xy € R™ o fuzificador transforma
Xo em um conjunto fuzzy, xg € F(R™).

O estagio de processamento é o nicleo do controlador fuzzy. Cada regra da base de

regras € uma sentenca do tipo:
Se “Condicao” Entao “Acao”

Normalmente estas sentencas sao ligadas por conectivos: F, OU e NAO. O método
de inferéncia traduz estas regras matematicamente, por meio de t-norma e t-conorma,
gerando para cada regra uma saida. A combinacao destas saidas gera uma saida fuzzy do
sistema, y € F(R™).

O método de inferéncia mais utilizado é o MAX-MIN, onde adota-se a t-norma /\
(minimo) para modelar o conectivo F e a t-conorma V' (maximo) para agregar as regras
fuzzy da base de regras. Normalmente sistemas do tipo Mamdani usam o MAX-MIN
como t-normas e t-conormas [1].

A defuzificagao é um processo de escolha de um elemento y € supp(y) tal que y
seja capaz de representar o conjunto fuzzy y. Existem vérios métodos de defuzificagao
descritos na literatura, o mais utilizado é o centro de gravidade que serda abordado na

Secao 2.1.

1.7 Sistemas p-fuzzy
Um sistema p-fuzzy em R™ é um sistema dinamico discreto,

Xik+1 = F(xx)

onde a funcao F é dada por F(xi) = xic + A(xx), a condicao inicial xg € R™ é dada e a
variacao A(xy) € R™ é obtida por meio de um sistema baseado em regras fuzzy. Em nosso
estudo usamos o método de inferéncia de Mamdani, ou seja, trabalhamos com sistemas

baseados em regras fuzzy do tipo Mamdani.
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Sistema p-fuzzy unidimensional

Neste capitulo, vamos abordar os sistemas p-fuzzy unidimensionais. Inicialmente apre-
sentaremos as defini¢coes e os resultados matematicos que julgamos necessarios para o
bom entendimento deste capitulo. Em seguida apresentaremos teoremas que garantem a

existéncia e dao condigoes para unicidade do ponto de equilibrio de um sistema p-fuzzy.

2.1 Definicoes preliminares

Definicao 2.1. Dado um sistema p-fuzzy unidimensional,

X1 = F(Xx41) (2 1)

9
Xo dado e xi € R

F(xy) = xx + A(xk), dizemos que z* é um ponto de equilibrio de (2.1) se F(x*) = x* &

A(x*) = 0.

Definicao 2.2. Seja {Aih<ic<k uma familia finita de subconjuntos fuzzy normais associ-
ados a uma varidvel linguistica x. Dizemos que {Aih<i<k € uma familia de subconjuntos
fuzzy sucessivos se,

i) supp(Ai) Nsupp(Ais1) # 9, para cada 1 <1< k;

i) ﬂj:i’iﬁ supp(Aj) possui no mdzimo um elemento para cada 1 <i<k—1;

iti) Uiy Supp(Ai) = U, onde U € o dominio da varidvel linguistica x;

i) dados z; € supp(Ay) ezy € supp(Aiy1), se Ai(z1) =1 e Aiy1(ze) =1 tem-se z; < zy

para cada 1 <1< K.
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Definigao 2.3. Consideremos o sistema p-fuzzy (2.1) e uma familia de subconjuntos fuzzy
sucessivos {Aih<i<k. Se para algum 1 <1< XK, 21,29 € supp(AiUA11), A(z1) e A(zy)
possui sinais contrdrios, entao o subconjunto dado por: supp(A*),A* = Ai N A, €

denominado conjunto vidvel de equilibrio do sistema p-fuzzy (2.1).

Um sistema p-fuzzy depende do tipo de sistema fuzzy associado a ele. Isto é, da base
de regras, do método de inferéncia e do método de defuzificacao utilizado. Na Defini¢ao
2.3, variagoes com sinais contréarios significa que o sistema p-fuzzy esta associado a um
sistema fuzzy cuja a base de regras é do tipo:

Ry :Se x é A; Entao A(x) é C;
Ry : Se x é Ai;1 Entao A(x) é D;

onde supp(C) C R~ e supp(D) C R* ou vice e versa.

Definicao 2.4. Seja A uma regiao limitada pela fungao continuay = f(x), as retas x = a
ex =Db e pelo eixo das abscissas (Figura 2.1). O centro de gravidade ou centrdide de A

¢ o ponto (X,y) onde,

IZ xf(x)dx  —
f}i f(x)dx €y

I LIF(x)]2dx
fo(x)dx ’

X =

Figura 2.1: Centro de gravidade

Na teoria de sistemas fuzzy, usualmente centréide se refere apenas a abscissa do ponto

(X,Y). Portanto estaremos particularmente interessado em X.
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2.2 Defuzificacao da saida do sistema fuzzy

Consideremos agora o sistema p-fuzzy associado ao sistema fuzzy de Mamdani (Figura

2.2) cujas regras sao as seguintes:
Ry: Se x é r, entao A(x) é g
Ry: Se x é s, entao A(x) é f

Seja supp(A*) = [c1,¢ca], A* = Ay N A1, um subconjunto vidvel de equilibrio do
sistema p-fuzzy. Indicaremos por r a funcao de pertinéncia de A; e por s a funcao de

pertinéncia de A1,
z; = min{x € supp(Ai);r(x) = 1} e zo = max{x € supp(Ais1);s(x) =1},

e por f e g as respectivas funcoes de pertinéncias das saidas associadas a A; e Aj41.
Nestas condigoes, indicaremos este sistema p-fuzzy por (r,s) — (g, f), afim de expli-

citar qual sistema fuzzy esta associado ao sistema p-fuzzy.

Figura 2.2: Sistema fuzzy de Mamdani

Dado x € supp(A*), A(x) é a curva que limita a regiao R. Ao valor defuzificado
de A(x), pelo método de defuzificacao centro de gravidade (usando a Definigao 2.4),

indicaremos por A(x) e definimos:

1 7111 a
Jo ™At L mide [T nede 7 ) tg(t)dt

A(x) = n 0 2.2
() Jo g7t (t)dt — [ 1 (t)dt (22)
onde (n,m) = (r(x), s(x)). A equacao 2.2 ainda pode ser reescrita por:
__ hi(m)+ha(m)
A(X) - A(m,n) )
onde,
gt (n) a
hi(n) = J ntdt +J tg(t)dt (2.3)
0 g t(n)
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f~1(m) 0
hy(m) = J tf(t)dt + J mtdt (2.4)
b f~1(m)
A(m,n) = Jn g '(t)dt — Jm f1(t)dt (2.5)
0 0

Observe que A(m,n) é a area da regiao R, onde optamos por escrevé-la em funcao das

fungoes inversas de f e de g.

2.3 Preliminares matematicos

Lema 2.1. A fun¢dohy (2.3) € crescente e sua imagem € dada por Im(hy) = [0, L‘]l tg(t)dt].

Demonstragao. Como g é continua em [0, a] (portanto limitada, o que implica que

g~ ! é limitada) entdo a fungao h; é derivavel, e,

—1(n) a
hi(n) = (Jg ntdt)’ + (J tg(t)dt)’

0 g~t(n)

g l(n) g t(n)
= (nJ tdt)’ + (—J tg(t)dt)’
0 a
rgt(n) g l(n)
= tdt + n(J
0

g t(n)
tdt)’ — (J tg(t)dt)’

a
rgt(n)

= tdt+ng~'(n)(g™")'(n) —g ' (n)glg™' (M) (g™")'(n)

Portanto hy é crescente. Agora,

= [ Potat + [, tg(t)dt = [$ tg(t)dt =0,

=9 1tdt+j,1 (t)dt = [otdt+ [ tg(t)dt = [ tg(t)dt.
Logo, Im(h;) = [0, [ tg(t)dt].

Lema 2.2. A fun¢ao hy (2.4) € decrescente e sua imagem € dada por Im(hy) = fb tf(t)dt, 0].
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Demonstracao. Temos que

) f~1(m) 0
hy(m) = (L tf(t)dt)/+(L1( )mtdt)’
= (m)
= f_l(m)m(f_l)’(m)—(mL tdt)’

—1(m)

- mf_l(m)(f_l)’(m)—(r tdt + mf ' (m)(f1)/(m))
0

- ——(f_l(zm))g <0.

Portanto hy é decrescente. Agora,

ha(0) = [1 (R dt + [) 1, Otdt = [§ tf(t)dt = 0,

ho(1) = [1 W tf(t)dt + [t 1tdt = [ tf(t)dt + [{ tdt = [ tf(tdt.
Logo, Im(hy) = [[y tf(t)dt,0].

Lema 2.3. Seja ¢ : I = [d;,ds] — R wma funcdo de classe C2. Se ¢”(z) > 0,Vz €

(di,ds) e d(dy) <0, entdo & possui no mdzimo uma raiz em 1.

Demonstragao. Suponhamos que existam z;,z, € I tais que z; < z5 e ¢(z1) =
d(z2) = 0. De ¢”(z) > 0, temos que ¢ nao é constante. Dai, pelo Teorema de Rolle,
existe ¢ € (z1,2z2) tal que ¢’'(c) = 0. Logo, ¢ é ponto de minimo, pois ¢”(c) > 0. Mas,
d(dy) < 0= ¢(c) > 0. Como ¢ é continua, existe zg € (z1,z2) tal que d(c) > b(zy) > 0,

absurdo! Logo ¢ tem no maximo uma raiz.

Lema 2.4. Seja ¢ : I = [d;,ds] — R wma funcdo de classe C2. Se ¢”(z) < 0,Vz €

(di,ds) e d(dy) > 0, entdo & possui no mdzimo uma raiz em 1.

Demonstragao. Analoga a demonstracao do Lema 2.3.

Considerando ainda o sistema p-fuzzy (r,s) — (g, f) da Figura 2.2, suponhamos que
g(t) > f(—t),vt € Dg = [0,a]l e —t € D¢ = [b,0], entdo a > —b. Com efeito, se
a<—b,entao b < —a < 0= —a € D¢ e como g(t) > f(—t),Vt € Dy e —t € Dy, entao
0=g(a) > f(—a) > 0, o que é um absurdo!

Observagao 2.1. Note que usamos D¢ e Dy para representar respectivamente supp(&) N

~

R~ e supp(A)NRT.
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Lema 2.5. Se g(t) > f(—t),Vt € [0, —b], entio g~ '(k) > —f1(k),Vk € [0, 1].

Demonstragao. Suponhamos por absurdo que g—'(k) < —f (k) para algum k €

[0, 1]. Temos que:
0<g k) <—f1k)<—-b<a=—f'(k) €D,
Como g é nao-crescente, temos que:
k=g(g (k) = g(—f'(k)) > f(f (k) =k,
o que é um absurdo!

Lema 2.6. Se g(t) > f(—t),Vt € [0, —b], entao para m,n € [0,1] com m < n tem-se,

Demonstracao. Seja H(m,n) = hy(n)+hy(m), é suficiente mostrarmos que H(m,n) >
0, pois A(m,n) > 0. Vamos mostrar inicialmente que dado k € [0, 1] tem-se H(k, k) > 0,
para isto consideremos dois casos.

Suponhamos primeiro que k € [0, 1] é tal que g~1(k) < —b. Temos que,
H(k, k) = h; (k) + ha(k J“O ktdt+j .y dt+fb dt+jf1 ktdt

—1 _ 1 —1
Usando o Lema 2.5 tem-se fg ) ktdt = fo 09 dt + jﬁf,ﬁ‘;l) ktdt, entao,

1K) g 1(K) a (k) 0
H(k, k) = J ktdt + J ktdt + J tg(t)dt + J tf(t)dt + J ktdt
0 —f1(k) g1 (k) b 1K)
(2.6)
—f1(k) 0 ~
Como [ ktdt = — [, ktdt, entdo de (2.6),
g (k) a (k)
H(k, k) = J ktdt + J tg(t)dt + J tf(t)dt (2.7)
—f=1(k) g—1(k) b
1 (k) ~b g
Temos que fb tf(t)dt = — f_f,l( t)dt=—[7 — 1 t)dt— f tf(—t)dt,
pois g~ (k) < —b. Substituindo este resultado em (2.7) tem—se,
g (k) a g7t (k) —b
H(k, k) = J ktdt + J tg(t)dt — J tf(—t)dt — J tf(—t)dt (2.8)
—f1(k) g-1(k) —f1(k) g1 (k)
Podemos reescrever (2.8) da forma,
g (k) a —b
H(k, k) = J [kt — tf(—t)]dt + J tg(t)dt — J tf(—t)dt  (2.9)
—f=1(k) g 1(k) g t(k)
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Como a > —b de (2.9) tem-se,

g~ (k)
H(k, k) = J
7f*

-b
[kt — tf(—t)]dt + J

g~1(k)

[tg(t) — tf(—t)]dt + r tg(t)dt  (2.10)
—b

1(k)

Como para todo t € [—f1(k),—b] tem-se k > f(t) = f(—t) & kt —tf(—t) > 0 e

do Lema 2.5 tem-se tg(t) — tf(—t) > 0 entdo todos os termos de (2.10) s@o positivos,
portanto: H(k,k) > 0.

Se dado k € [0,1] tivermos g~!(k) > —b a demonstracao é analoga. Entao, em
qualquer caso, tem-se:

H(k, k) > 0. (2.11)

Dados m,n € [0, 1], m < n temos de (2.11) que hy(m)+hy(m) > 0 < —hy(m) < hy(m).

Como hy é crescente tem-se —hy(m) < hy(m) < hy(n). Logo, H(n,m) > 0 = A(x) > 0.
Lema 2.7. Se g(t) < f(—t), Vt € [0,a], e m,n € [0,1] com m > n entao H(n, m) < 0.
Demonstracao. Analoga a demonstragao do Lema 2.6.

Observagao 2.2. Observe que o Lema 2.6 mostra que se g(t) > f(—t) entdo x* & [c1, zo],
pois x* € [c1,z0] & m < n. Jd o Lema 2.7 mostra que se g(t) < f(—t) entao x* & [zg, cal,

~X
pois X* € [z9,co] & m > n.

2.4 Existéncia de ponto de equilibrio

Teorema 2.1. Seja S um sistema p-fuzzy (v,s) — (g,f) e supp(A*) # @ um conjunto
vidvel de equilibrio de S. Entdo, supp(A*) possui ao menos um ponto de equilibrio. Isto

é, existe x* € supp(A*) tal que A(x*) = 0.

Demonstracgao. Dado x € supp(A*), pela Defini¢ao 2.1, x é ponto de equilibrio se,

e somente se,
A(x) =0« hy(n) + hy(m) =0,
Se r(c1) = 0, entdo
Aler) =hi(r(er)) 4+ ha(ser)) = hi(0) + he(0) = 0,

e, portanto ¢; é ponto de equilibrio. Se s(cy) = 0 tem-se A\(cy) = 0, donde ¢y é ponto de
equilibrio. Suponhamos que r(cy) > 0 e s(c2) > 0. Como s(c;) = 0, entao, do Lema 2.1

e Lema 2.2, hy(r(c1)) > 0 e hy(s(cy)) = 0. Dali,
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A(c1) =hi(r(cr)) + ha(s(cy)) = hy(r(cq)) > 0.
Analogamente,

A(eg) = hy(r(c2)) + ha(s(cz)) = ha(s(cz)) < 0.
Como A é continua, pelo Teorema do Valor Intermedidrio existe x* € [c1,co] tal que
A(x*) =0 = x* é ponto de equilibrio.

Observagao 2.3. Se considerarmos no Teorema 2.1, ao invés de S do tipo (r,s) — (g, f),
um sistema do tipo (v,s) — (f,g), o resultado seria andlogo. Isto é, dado um conjunto

vidvel de equilibrio supp(A*), eziste um ponto de equilibrio x* € supp(A*).

2.5 Determinacao do ponto de equilibrio - saida simétrica

Proposigao 2.1. Seja S um sistema p-fuzzy (v,s) — (g, f) e supp(A*) # & um conjunto
vidvel de equilibrio de S. Se f e g sdo mondtonas e simétricas, isto é, f(t) = g(—t),
entao um ponto de equilibrio de S é x* onde A(x*) = rN's = max{min(r(x),s(x));x €
supp(A*)).

Demonstragao. Como f(t) = g(—t), entao f(—a) = g(a) = 0 = f(b) = b = —a,
pois f é monétona. Temos ainda que, f(t) = g(—t) = g !(f(t)) = —t = - 1(f(t)) =
g 'y) = —fy). Lembremos que A(x*) = 0 & hi(n) = —hy(m), onde n = r(x*) e

m = s(x*). Como b = —a, da equagao (2.4),

ho(m) = [* ™ tf(t)dt + [t () MLt

Fazendo u = —t, temos:
du =—dt = dt = —du.
Dai,
—f~1(m) 0
hy(m) = (Cwf-w-dw + | mew)(-dw)
Ja —f~1(m)
r—f~1(m)
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Isto é, hy = —h;. Dai, hj(n) = —hy(m) < hy(n) = hy(m) & m = n (pois hy é crescente

- Lema 2.1), portanto A(x*) =rNs.

Observagao 2.4. Se o sistema S for (r,s) — (f,g) o resultado da Proposi¢ao 2.1 é o

mesmo.

2.6 Unicidade do ponto de equilibrio

Suporemos nesta secdo que o conjunto viavel de equilibrio é tal que r(cq),s(c2) > 0.
Dividiremos o problema da unicidade do ponto de equilibrio em dois casos. Inicialmente,

suporemos que z; < €1 € Cy < Zo, ou seja, supp(A*) C [zq, zo].

Zl Ci C 22

Figura 2.3: Conjunto viavel de equilibrio

Teorema 2.2. Seja S um sistema p-fuzzy (v,s) — (g, f) e supp(A*) # @ um conjunto
vidvel de equilibrio de S. Se as fungoes v e s sdo mondtonas por partes e A* € tal que

C1 = z1 € Cy < 2y (Figura 2.3), entdo eziste um unico ponto de equilibrio em supp(A*).
Demonstracao. Dado x € supp(A*), temos que:
A(x) =hi(n) + ha(m) = hy(r(x)) + ha(s(x)).
Usando os Lemas 2.1 e 2.2 e a regra da cadeia, temos:

A'(x) = hi(r(x)r'(x) +hy(s(x))s’(x)

Como em [cq1, co], T é nao crescente e s é nao decrescente, entdao 1’(x) < 0 e s’(x) > 0.

Assim, temos os seguintes casos:
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Dr'(x) =0=s'(x) >0= A'(x) :—wy(x) < 0;

2) 1/(x) <0es'(x)>0= LN () < ge —CEI () < 0= A/(x) <0

3)s'x)=0=1"(x) <0=A'(x) = Mr’(x) < 0.
Logo, em qualquer caso, tem-se A’(x) < 0. Portanto A é decrescente. Como pelo Teorema
da existéncia de ponto de equilibrio, existe um ponto de equilibrio em supp(A*), ele é
unico.

Consideremos o caso em que o conjunto vidavel de equilibrio, supp(A*), pode néo ter

o comportamento descrito anteriormente, isto é, pode-se ter ¢; < z; ou ¢y > zo.

Dividiremos este caso em duas subsegoes. Inicialmente, suporemos que g(t) > f(—t).

2.6.1 Caso 1: g(t) > f(—t).

Teorema 2.3. Seja S um sistema p-fuzzy (v,s) — (g,f) e supp(A*) # @ um conjunto
vidvel de equilibrio de S. Se as funcoes v,s,f,g € Cli1 e s sdo mondtonas por partes, f
e g estritamente monotonas, tais que:

(1) g(t) > f(—t),Vt € (0,—b);

@ 33 <5
(iii) (513)" < 0,¥x € (2, ¢2),7(x) # s(x).

Entao S possui um unico ponto de equilibrio, x* em supp(A*), e x* € (zg, cal.

Vp € int(D¢), q € int(Dg) e f(p) > g(q);

Demonstracao. Dado x € (zg, ¢o] (Figura 2.2), x determina um tnico par (n, m) €
[0,1]? tal que n = 1(x) e m = s(x). Pela monotonicidade de T, segue que para cada
n € [0,7(zg)) existe um tnico x € (zg, c2] tal que n = r(x) e, como s é uma funcao, existe
um unico m € [0, 1] tal que m = s(x), ou seja, para cada n € [0,7(zy)) existe um tnico
m € [0,1] tal que n = r(x) e m = s(x). Portanto, cada par (n, m) nestas condicoes,
determina um tnico x € (zg, cal.

Pelo Teorema 2.1, existe um ponto de equilibrio x* € [c1, ¢o] = [c1, 2] U(z0, €2]. Agora,

veja que:
X € [c1,20) = m=s(x) <r(x) =n.
Dai, pelo Lema 2.6, A(x) > 0. Logo,
x* & [c1,z0] = xX* € (20, Cal

ou equivalentemente, existe um tnico (n*, m*) com n* € [0, 1r(zq)) tal que H(n*, m*) = 0.
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Como para cadan € [0,7(zg)), existe um tinico m € [0, 1] tal que n = r(x) e m = s(x),

entao podemos definir uma funcao & : [0,1(z9)) — [0, 1] tal que
m=258n)=sor (n).
Além disso,
(ror ™ )(n) =)' ="' M) M) =1= ("M = s57my

Dali, temos que:

§'n) = (sor™H)'(n)
= S ) ()
o 1
= s'(r l(n))r’(r—l(n))
_ s'(x)
()
Por (iii), segue que
8"(n) <0,vn € Ds. (2.12)
Agora, observe que:
-1(1) a a
hi(1) = Jg tdt + J tg(t)dt = J tg(t)dt (2.13)
0 g 1(1) 0
f71(1) 0 0
—hy(1) = —J tf(t)dt — J tdt = —J tf(t)dt (2.14)
b £1(1) b

Pela condigao (i),
tg(t) > tf(—t),Vt € (0, —b).

Dai, segue que
~b

—b b 0
tg(t)dt > J tf(—t)dt = J —uf(u)(—du) = —J uf(u)du (2.15)
0

[
De (2.13), (2.14) e (2.15), vem que
hi(1) > —hy(1).

Dado n € [0, h; ' (—hy(1))], existe um tinico m € [0, 1] tal que hy(n) = —hy(m) <

hi(n) 4+ hy(m) = 0. Dai, pode-se definir uma funcao injetiva &, m = &(n) tal que,

H71(0) = {(n,m);m = &E(n)},
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onde H: [0, h;!(—hy(1))] x [0,1] — R é dada por H(n, m) = h;(n) + hy(m).

Vimos no Lema 2.1 que % = hi{(n) = M > 0 e vimos no Lema 2.2 que
2—111 = hi(m) = —w < 0. Entao, pelo Teorema da Funcao Implicita, & é k-vezes

diferenciavel e, além disso:

dhy —1
&' (n) = —& = [?_1((;))]2 >0,¥n € (0,h;*(—hy(1))),m € (0,1), m=&(n). (2.16)
dm

Logo, & ¢é uma funcao estritamente crescente e como

H(0,0) = hy(0) + h2(0) =0

H(hi ' (—h2(1)),1) = hi(hy ' (=he(1))) + ha(1) = —ha(1) + hy(1) = 0

entdao Dy = [0, h; *(ha(1))] e Img = [0, 1].

Dados m,n € (0,1) existe um tnico p € (b,0) tal que p = f~1(m) e existe um tnico
q € (0,a) tal que ¢ = g~'(n), pois f e g sdo estritamente monétonas, por hipdtese.

Do Lema 2.6, temos que m < n = H(m,n) > 0. Dai, H(m,n) =0 = m > n. Temos
que:

m>n< f(p) >g(q), (2.17)

onde p=f"1(m)eq=g'(n). Além disso,

p=m) & () (m) = s (2.18)
g=g' (M) s (g M) =——oglq=—0— (2.19)
9'(q) (g=1)'(n)
De (2.17) e (ii), segue que
g'(q) _p°
ip) < o (2.20)

) . (2.21)

Como g '(n) > 0= [g'(n)]® > 0, temos que

(FH'(m)lg ()P
(g=1)'(n)

< [f1m)]3. (2.22)
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Como ¢’(q) < 0= (g!)/'(n) = ﬁq) < 0, temos que
' (M) g M) > (g ) () (m) (2.23)
Logo,
(F ' (m)g ') — (g ()IF ' (m)® > 0. (2.24)

E// (n) — 2

Como —2[97& >0,Ym,n € (0,1), de (2.24) tem-se,

FT(m)P

£"(n) > 0,Vn € int(Dg). (2.25)
Tomemos agora I =Dz NDs = DgN[0,1(20)) e definamos a fungao ¢ : I — [0, 1] tal que,
d(n) =E(n) —d(n) (2.26)

Entao, de (2.12) e (2.25) tem-se ¢”(n) > 0,Vn € int(I). Com &(0) = 0 e 3(0) =
sor1 H0) = s(cy) > 0, entao tem-se $(0) < 0. Dai, pelo Lema 2.3 temos que existe um
unico n* € [ tal que,

(") =0& EMn*) =58(n") (2.27)
Como & = H1(0) entdo, temos que
0 =H(n" &(n")) = H(n*,8(n"))

Logo, existe um tinico x* € (zg, co),n* = 1(x) e m* = §(n*) = sor 1 (r(x*)) = s(x*) tal

que,

o que conclui a demonstracao do teorema.
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2.6.2 Caso 2: ¢g(t) < f(—t)

Teorema 2.4. Seja S um sistema p-fuzzy (v,s) — (g,f) e supp(A*) # & um conjunto
vidvel de equilibrio de S. Se as fungoes r,s,f,g € Cl;r e s sdo mondtonas por partes, f
e g estritamente monotonas, tais que:

(i) g(t) < f(—t),vt € (0,a);

(ii) S > B2 p € int(Dy), q € int(Dg) e f(p) < g(q);

(iii) (B <0, ¥x € (1, 20), T(x) # s(x).

s’(x)

Entao S possui um tnico ponto de equilibrio, x* em supp(A*), e x* € [c1,20).

Demonstragao. A demonstragao deste teorema é analoga a demonstracao do Teo-

rema 2.3.

2.6.3 Consequéncias dos Teoremas 2.3 e 2.4

Lema 2.8. Se f(p) > g(q) entdo q > —p, ondep =f1(m) e q = g (n).
Demonstragao. Temos que:

f(p) > g(q) = f(f'(m)) > g(g"'(n)) = m>n.
Usando o Lema 2.5 e o fato de —f~! ser decrescente, pois f é crescente, segue que:
q=g'(n)>—f"n)>—F"m)=—p

Lema 2.9. Se f(p) < g(q) entdo q < —p, ondep =f1(m) e q =g (n).

Demonstracao. Analoga a demonstragao do Lema 2.8.

Corolario 2.1. Seja S um sistema p-fuzzy e supp(A*) # @ um conjunto vidvel de
equilibrio de S. Se v,s,f e g forem numeros fuzzy triangulares entao S possui um unico

ponto de equilibrio em supp(A*).

Demonstragao. Demonstraremos o caso em que S é (r,s) — (g, f). Se S for (r,s) —
(f,g) a demonstracao é andloga.
Se a = —b entao f e g sdao simétricas, pela Proposicao 2.1 o ponto de equilibrio é

unico,

x* onde A(x*) = rNs =max{[min(r(x), s(x))];x € supp(A*)}
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Suponhamos que a > —b, provemos que f,g,r e s satisfazem o Teorema 2.3. Com

efeito, dado t € (0, —b), temos que:

b
a>—-b = 1>——
a
N 1< 1
b a
= 1‘£< 1t
b a
1 1
= —(t)+1<—t+1
b a

= f(—t) < g(t).

Logo, f e g satisfazem o item (i) do Teorema 2.3.

Agora, provemos que f e g satisfazem o item (ii) do Teorema 2.3. Temos que:

fp) >glq)=-F+1>-2+1=P<d=F<i=E>0

Além disso,

Portanto, tem-se:

Segue do Lema 2.8 que:

2
q>—p:>1>—§:>—%>{;—2:>
Dai,
g’(q)
(p)

Finalmente, provemos que 1 e s satisfazem o item (iii) do Teorema 2.3. Dado x €

(2o, C2), temos que:

Co )/_

Z1—C2

Z1—C2

Dali, segue que:

T zp—cy’



Capitulo 2. Sistema p-fuzzy unidimensional 23

o' (x) 1
) = (2] =o.

Portanto f,g,r e s satisfazem o Teorema 2.3. Se a < b, de forma semelhante a
demonstracao acima, prova-se que f, g, e s satisfazem o Teorema 2.4. O que conclui a

demonstracao.

Corolario 2.2. Seja S um sistema p-fuzzy e supp(A*) # @ um conjunto vidvel de
equilibrio de S. Se v e s sao numeros fuzzy trapezoidais e f e g sao triangulares entao S

possui um unico ponto de equilibrio em supp(A*).
Demonstracao. Analoga a demonstracao do Corolario 2.1.

Corolario 2.3. Seja S um sistema p-fuzzy (r,s) — (g,f) e supp(A*) # @ um conjunto
vidvel de equilibrio de S. Se S possui um inico ponto de equilibrio em supp(A*), entdo o
sistema (rq,85) — (g, f), onde r5(x) = min{r(x), o}, sq(x) = min{s(x),0} e o € (0,1)

(Figura 2.4), possui um inico ponto de equilibrio em supp(A*).
Demonstracao. Dado o € (0,1), temos que:
ro(c1) = min{r(cy),0} >0
se(c1) = min{s(cy), 0} = min{0,0} =0
Sg(c2) = min{s(cy),0} >0
ro(c2) = min{r(csy), 0} = min{0,0} =0
entao,

H(rs(c1),s0(c1)) = hi(rslc1)) + he(0) = hy(re(ci)) >0

H(rs(c2), s5(c2)) = hi(0) 4+ ha(sg(c2)) = ha(ss(c2)) < 0.

Pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe X € [c1, co] tal que H(ry(X), s¢(X)) = 0.
Agora, vamos provar a unicidade. Demonstraremos o caso em que o sistema satisfaz
o Teorema 2.3.

Suponhamos que g(t) > f(—t). Dado x € (zg, c2) temos que
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o
TG(X) 7& SU(X) = T‘O"(X) = T(X) € SG(X) = ou
s(x)
Portanto, % =0 ou iégz; = i:&? Em ambos os casos temos [i;‘i:i]’ < 0. Logo, T4

e so satisfazem a condigao (iii) do Teorema 2.3 e como as fungoes f e g satisfazem as
condigoes (i) e (ii), entao existe um unico ponto de equilibrio.
Se, por outro lado, tivemos g(t) < f(—t), demonstra-se de modo andlogo que s € T

satisfazem a condigao (iii) do Teorema 2.4. O que conclui a demonstragao do Corolario.

Figura 2.4: Funcoes r-sigma e s-sigma



Capitulo 3

Sistema p-fuzzy bidimensional

Neste capitulo estenderemos a teoria abordada no capitulo 2 para os sistemas p-fuzzy

bidimensionais.

3.1 Definicoes preliminares

Sejam x e y duas varidveis de estado, um sistema dinamico p-fuzzy bidimensional é um

sistema de equacoes de diferencas, dado por:

Xn+1 = Xn + AI(XTUyn) (3 1)

Yn+1 =Yn + AQ(Xﬂnyn)

onde (xg,Yo) € R? é a condicio inicial e A(Xn,Yn) = (A1(%n, Yn), D2(Xn,Yn)) é obtido

por meio de um sistema baseado em regras fuzzy. O sistema (3.1) pode ser reescrito como,

Xn+1 = F(Xnayn) (3 2)

Uni+1 = G(Xn,Yn)

onde F(Xnayn) =Xn + A1(X‘rl.>yn) € G(Xrnyn) =Yn + AQ(Xnayn)-

Dizemos que um par (x*,y*) é um ponto de equilibrio de 3.2 se,
X*:F(X*ay*) AI(X*ay*):

=
y* =GKx",y") Do(x*,y*) =
Definicao 3.1. Sejam {Aih<i<k, €1Bjli<i<k,, familias de subconjuntos fuzzy, respectiva-
mente. Se supp(A*) e supp(B*) sao conjuntos vidveis de equilibrio, conforme Defini¢ao
2.8, entao dizemos que R* = supp(A*) X supp(B*) € uma regiao viavel de equilibrio para

o sistema p-fuzzy (3.1).

25
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3.2 Defuzificacao da saida do sistema baseado em re-

gras fuzzy

Consideremos agora o sistema p-fuzzy bidimensional associado ao sistema fuzzy de Mam-

dani cujas regras sao as seguintes:

Ri: Sex é Ay ey é By, entao Ay é g1 e Dy é 1y
Ry: Sex é Ay ey é By, entao Ay é f1 e DNy é 1y
R3: Sex é Ay ey é By, entao Ay é g1 e Ay é go
Ry Sex é Ay ey é By, entao Ay é f1 e Ay € go

Dado (xg,yo) € R*, para obter Ai(xg,Yo) € Da(xo,Yo), utilizando o método de in-
feréncia de Mandani e o método de defuzificacao centro de massa. Devemos inicialmente

traduzir matematicamente o antecedente de cada uma das regras (Figura 3.1).

fipy 0 gl ey 0 g

Figura 3.1: Sistema p-fuzzy bidimensional
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Temos que:

@
w

ot; = min{A; (x0), B1(yo)}
oty = min{A; (x), B2(yo)}

oz = min{As(x), Bi(yo)}

«w
ot

~—~~ o~~~ o~~~
@ ©w
[« =~
— —  ~— =

oty = min{As(xo), Ba(yo)}

Em seguida, calculamos B+, B2, B3 € 4. Neste caso,

B1 = max{a, ot} (3.7)
B2 = max{a, as} (3.8)
Bs = max{a, o} (3.9)
Ba = max{og, ot} (3.10)

Finalmente, calculamos A; e Ay,

B )dt+f‘f’l JBrtdt+ [9 P potdt + O, o tgi(t)dt

A1 (x0,Yo) =
R 0 ‘g1 ()dt_ 0 i '(t)dt (3.11)
2B g (¢ (t)dt + 114 Bgtdt+f H(Ba) Batdt + [ 15, tgs(t)dt
AQ(X’O7UO) = J. 1 g dt_ ( )dt
= (3.12)
As equagoes (3.11) e (3.12) podem ser reescritas como:
1
A (XQ yo) h’ (Bl()[:;’]’;‘%;)BQ) (313)
HE(Ba) + (B
A )
200, 0) = (6, B4) (3:14)
d
e 11 (B1) 0
hi(B.) = L tfl(t)dt—i—Jl(B )Bltdt (3.15)
g7t (B2) a
hi(Bs) = L patdt + | CIGEE (3.16)
91 2
B2 B1
Al(BrBe) = | ot ttde— | (3.17)
f21(B3) 0
h?(Bs3) = L tfz(t)dt+J1(B )Bgtdt (3.18)
go (Ba) c
h2(Ba) = L patdt+ | |, e (3.19)
g 4
Ba B3
A%(Bs, i) = JO g (t)dt — JO ;i (t)at (3.20)
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3.3 Existéncia do ponto de equilibrio

Lema 3.1. A funcao hl € decrescente e sua imagem é dada por Im(hl) = fb tfi(t)dt, 0.
Demonstracao. Analoga a demonstracao do Lema 2.2.

Lema 3.2. A fungdo hl € crescente e sua imagem é dada por Im(h}) = [0, fo tgy(t)dt].
Demonstragao. Analoga a demonstracao do Lema 2.1.

Lema 3.3. A funcio h? ¢ decrescente e sua imagem € dada por Im(h?) = fd tfy(t)dt, 0].
Demonstracao. Analoga a demonstragao do Lema 2.2.

Lema 3.4. A funcdo h3 € crescente e sua imagem é dada por Tm(h3) = [0, fo tgo(t)dt].
Demonstragao. Analoga a demonstracao do Lema 2.1.

Teorema 3.1. Seja S um sistema p-fuzzy e R* uma regido vidvel de equilibrio de S. Entao,

R* possui pelo menos um ponto de equilibrio, isto €, existe (x*,y*) € R* tal que,
A(X*7y*) - (AI(X*Jy*)7 A2(X*7y*)) - (07 0)
Demonstragao. Temos que:

(o = min{Ay(c,). By(d))) = minf0, By (d,)} = 0
o = min{A;(c1), Ba(dy)} = min{0,0} =0
oz = min{As(c1), B1(d;)} = min{0, By(d1)} =0
| = min{As(cy), Ba(d;)} = min{0,0} =0
= P1=PB2=P3=Ps=0

Al(Cl) =0 =

Dali,
I (B1) 0 g1t(B2) a
hi(B.) +hi(B2) = tfl(t)dt+J Bltdt+J [32tdt+J tgy(t)dt
Jb 71 (B1) 0 1H(B2)
(1 (0) 0 91" (0) a
= tfy (t)dt + J Otdt + J Otdt + J tg;(t)dt
Jb f171(0) 0 g7t (0)
rb a
— tfl(t)dt+J tga(t)dt
Jb a

= 0
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(§]
(51 (B3) 0 g3 (B4) c
h2(Bs) + h2(Bs) = tfy(t)dt + J Bstdt + J Bitdt + J tgo(t)dt
Ja 51 (B3) 0 g5 "' (Ba)
(2" (0) 0 92 (0) c
= tfy(t)dt + J Otdt + J otdt + J tgo(t)dt
Jad 31(0) 0 g5 (0)
rd [
— tfg(t)dt+J tgs(t)dt
Jd C
= 0.

Portanto (cy,d;) é um ponto de equilibrio. Analogamente, se supormos que As(cy) =
0, chegaremos que (cg,ds) é ponto um ponto de equilibrio. Agora, suponhamos que

Ai(c1),Az(ce) > 0. Dado xq € [c1, ca] consideremos as funcgoes
B1(y) = max{min{A;(xo), B2(y)}, min{Aa(xo), B2(y)}} (3.21)

B2(y) = max{min{A; (xo), B1(y)}, min{As(xo), B1(y)}} (3.22)

paray € [d;, ds]. Pela Proposicao 1.1, as fungoes em (3.21) e (3.22) podem ser reescritas

CO1mo:

B1(y) = min{Bs(y), max{A;(xo), Az(x0)}} (3.23)
B2(y) = min{B, (y), max{A;(xo), A2(x0)}} (3.24)

paray € [d;, ds].
Agora, consideremos a funcao h(y) = hi(B1(y))+hi(B2(y)). Como max{A;(xq), As(xo)} #
0,xo € [cq, ca] (pois, Ai(cy), Aa(ca) > 0), entao

P1(d1) = min{Bs(d1), max{Ai1(xo), A2(x0)}} = 0,
P2(d1) = min{B; (d1), max{Ai(xo), A2(x0)}} # 0,
B2(dz) = min{B; (d2), max{A;(xo), A2(x0)}} = 0,
B1(dz) = min{Bs(d2), max{Ai(xo), A2(x0)}} # 0.

Pelos Lemas 3.1 e 3.2, temos que:

h(dy) =hi(B1(d1)) +h3(B2(di)) = hi(Ba(dy)) >0
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h(dy) = hi(B1(dz)) + h3(B2(d2)) = hi(B1(d2)) <O

Dai, como h é continua, segue do Teorema do Valor Intermediario que existe yo € [d1, ds]
tal que h(yop) = 0 = A1(x0,Yo) = 0. Como xq foi tomado arbitrariamente o resultado
vale para todo x € [cy, ¢y, isto é, a imagem inversa do 0 por A, A7'(0), é uma curva
wi : [dy,ds] = [c1,co) continua, pois Ay é continua. De modo andlogo, mostra-se que
A;1(0) é uma curva continua, wy : [c1,co] — [di,ds]. Dai, pelo Teorema do Valor
Intermediario, w; e wsy se interceptam em pelo menos um ponto, (x*,y*), o qual é um

ponto de equilibrio do sistema.

3.4 Identificacao do ponto de equilibrio

Dado um sistema p-fuzzy bidimensional S, seja R* = supp(A*) x supp(B*) uma regiao
viavel de equilibrio de S. Vamos decompor o sistema S em dois sistemas unidimensionais
S1 e S, tais que A* é um conjunto vidavel de equilibrio de S; e B* é um conjunto viavel de
equilibrio de S;. A decomposicao do sistema S nos sistemas S; e Sy depende das regras
associadas a S. Por exemplo, no caso do sistema p-fuzzy bidimensional descrito na secao

3.2, Sy é o sistema (A1, As) — (f2,g2) e Sy é o sistema (B, By) — (g1, f1).

Observagao 3.1. Indicaremos por zg € [c1,Ca] a abscissa da intercessao entre as funcgoes
de pertinéncia de Ay e Ay e, por wy € [dy, da] a intercessao entre as fungoes de pertinéncia

de Bl e BQ.

Observagao 3.2. Para simplificar a notacdo, dado y; € [dy,ds] indicaremos por Ty,
a fungio B3(x,y1) = min{A;(x), max{Bi(y1), B2(y1)}} e por sy, a fungao Ba(x,y1) =
min{A,(x), max{B1(y1), Ba(y1)}}, x € [c1,c2]l. Dado um xo € [cq, o] indicaremos por Ty,
a fungio B2(x2,y) = min{B:(y), max{A;(x2), Az2(x2)}} € por sx, a fungdo Bi(x2,y) =
min{Bs(y), max{A;(xz2), As(x2)}}, y € [dy, dal.

Teorema 3.2. Suponhamos que x; € supp(A*) é o unico ponto de equilibrio de S1 em
A* ey, € supp(B*) € o unico ponto de equilibrio de So em B*. Se x; € (c1,2zq) e
Y1 € (di,wq) entdo:

i) Se A1(x1) = Bi(y1), entdo (x2,y1) € ponto de equilibrio de S e xy € (A7 (By1(y1)), x1l;
i) Se A1(x1) < Bi(y1), entdo (x1,Ys) € ponto de equilibrio de S e yy € (BT (A1(x1)),y1l;

iii) Se A1(x1) = Bi(y1), entao (x1,y1) € ponto de equilibrio de S.
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Demonstragao. Provemos o item i). Consideremos a fungao Ha(x) = hi(ry, (x)) +
h3(sy,(x)). Por hipStese, S; possui um tnico ponto de equilibrio, entao pelo Coroldrio
2.3, tomando 0 = max[B;(y1), B2(y1)] o sistema (rs,s,) — (f2, go) satisfaz o Teorema
2.4. Portanto, existe um tnico Xy € (c1,2zg) tal que Ha(xo) = 0. Logo, Ay(x2,y1) = 0.

Suponha por absurdo que x; € [A1]B1W1) entdo A;(x2) < Bi(y;). Além disso, como

X2 € (€1,29) e Y1 € (d1,Wp), entao Ay(xz) < Ai(xz) e Ba(y1) < Bi(yi1). Logo,

Ty, (x2) = min{A; (x2), max{B;(y1), B2(y1)}} = min{A;(x2), B1(y1)} = Ai(x2)

Sy, (x2) = min{As(x2), max{Bi(y1), B2(y1)}} = min{As(x2), B1(y1)} = Aa(xz).
Dai, temos que:
0 = Ha(x2) = hi(ry, (x2)) + h3(sy, (x2)) = hi(A1(x2)) + h3(Az(x2)).

Portanto, x5 é ponto de equilibrio de S;. Como x; é o tinico ponto de equilibrio de Sy, entao
X1 = Xo. Por outro lado, Aj(x;) > Bi(y1) por hipdtese. Dai, segue que Aq(x1) > Aq(x2),

o que é uma contradicao. Portanto,
X € [A]B1V) = A4 (x5) = By (yy).
Assim, temos que

Tx, (Y1) = min{B; (Y1), max{A;(x2), As(x2)}} = min{B1(y1), Ai(x2)} = B1(y1)

Sx, (Y1) = min{By(y1), max{A;(xz), Aa(x2)}} = min{Ba(y1), A1(x2)} = Ba(y1).

Consideremos a funcao Hi(y) = hi(sy,(y)) + hi(ry,(y)). Temos que H(y;) =
hi(sx, (Y1))+h3(rx, (Y1) = hi(Ba(y1))+h3(B1(y1)) = 0 por hipétese. Portanto Aq(x2,y1) =
0, o que conclui a demonstracao de que (x2,y1) é ponto de equilibrio de S.

Agora, vamos provar agora que X, < Xi, isto é, que x; € (A;*(Bi(y1)),%x1). Pelos
Lemas 3.3 e 3.4, temos que h? é uma fungao decrescente e h3 ¢ uma funcio crescente.

Como x; é ponto de equilibrio de Sy,

(A (x1)) +h3(As(x1)) =0 (3.25)
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Sy, (Xl) = AQ(Xl). (326)
Como por hipétese A1(x1) > B1(y1) =1y, (x1), entdo
hi(A1(x1)) < hi(ry, (x1)). (3.27)
De (3.25), (3.26) e (3.27), segue que

h%(ryl(xl))—i_hg(syl(xl)) = h%(Tyl(Xl))+h§(A2(X1))
= hi(ry, (x1)) — hi(Ai(x1))

> 0.

Portanto,
h%(ryl(xl)) + h%(syl(xl)) > 0.

Dado X3 > X1 = Aa(x2) > Az(x1) & sy, (x2) > sy, (x1) = h3(sy,(x2)) > h3(sy, (x1)).

Somando hi(ry,(x1)) a esta desigualdade tem-se,
hi(ry, (x1)) + h3(sy, (x2)) > hi(ry, (x1)) + h3(sy, (x1)) > 0.

Como Ty, (x1) = Ty,(x2) entdo da equagdo acima, 0 < hi(ry,(x2)) + h3(sy,(x2)) =
Ny(x2,y1). Portanto x; > x1 = Aa(x2,y1) > 0, logo x; € (A;'(Bi(y1)),x1). O que
conclui a demonstragao de i). A demonstragao de ii) é andloga a demonstracao de i) e, a

demonstracao de iii) é consequéncia de i) e ii).

Corolario 3.1. Seja S um sistema que satisfaz a condigao i) do Teorema 3.2. Entao,

numa vizinhanga do ponto de equilibrio (xa,Y1) tem-se As(x) < Bi(y).

Demonstracgao. Segue imediatamente do Teorema 3.2, lembrando que as saidas sao

nao simétricas.

Corolario 3.2. Seja S um sistema que satisfaz a condi¢ao i) do Teorema 3.2. Entdio,

numa vizinhang¢a do ponto de equilibrio (x1,ys2) tem-se Ba(y) < A1(x).

Demonstragao. Analoga a demonstracao do Corolario 3.1.
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3.5 Unicidade do ponto de equilibrio

3.5.1 Unicidade - saidas simétricas

Para saidas monotonas e simétricas, isto é, fi(t) = gi(—t) e fo(t) = ga(—t), temos que:

Lema 3.5. (x,y) € ponto de equilibrio se, e somente se, B1(x,y) = B2(x,y) e P3(x,y) =

Bilx,y).

Demonstragao. Como fi(t) = gi(—t), entao fi(—a) = g1(a) =0 = fi(b) = b =
—a, pois f; € mondtona. Analogamente, ¢ = —d.

Temos ainda que, f;(t) = gi(—t) = g, ' (fi(t)) = g, (g1 (—1)) = —t = —F ' (f1(t)) =
fi'(y) = —9g1 ' (y). Analogamente, f,'(y) = —g5 ' (y).

(=) Se (x,y) é ponto de equilibrio, entao

Ai(xy) =0 = hi(B1) +hy(B2) =0
= hi(B1) = —hy(Bs). (3.28)

Dai,

rft(B1) 0
hi(B1) = tfl(t)dt+J B tdt
Jb f7H(B1)

r—97 " (B1) 0

= tgy(—t)dt +J Botdt

J—a —g7'(B1)

r—9g7 (B1) 0

- (—0)g1(—t)(—dt) + J By (—t)(—dt).
—g7 (B1)

J—a

Fazendo u = —t = du = —dt, segue que

971 (B1) 0
hi(B1) = J ugl(u)dquJ_l(B JBludu
a 91 1

91" (B1) a
= —J Brudu — J ug; (u)du
0 g7 (B1)

— —hi(py). (3.29)
De (3.28), (3.29) e do Lema 3.2, temos que

—h;(B2) = —h3(B1) = h3(B2) = h3(B1) = B1 = Bo.

De forma anéloga, tem-se 33 = 34.
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(<) Se 1 = P2 e B3 = P4, entao

rfrt(B1) 0
h(B) = tf1(t)dt+J Bitdt
Jb 71 (B1)
r—97 ' (B2) 0
= tgy(—t)dt +J Botdt
J—a —g7"' (B2)
r—97 " (B2) 0
- (~tlgu(~t)(~dt) + | Bo(—t)(—dt).

J—a 9;1([32)

Fazendo u = —t = du = —dt, segue que

911[62) 0
hi(B1) = J ugl(u)du+J_l(B J(52udu
a 91 2

91 ' (B2) a
= — J Boudu — J ug; (u)du
0 g1 (B2)

= —hi(Ba). (3.30)
De (3.30), temos que
hi(B1) +h3(B2) = —h5(B2) + hy(B2) =0 = Ai(x,y) =0.
Analogamente, tem-se Ay(x,y) = 0. Portanto (x,y) é ponto de equilibrio.

Proposigao 3.1. Se (x*,y*) € tal que A1 (x*) = As(x*) e B1(y*) = Ba(y™*), entdo (x*,y*)

€ um ponto de equilibrio.

Demonstracao. De fato,

Bi(x",y") = min{Ba(y"), max{A;(x"), Az(x")}}
= min{B;(y"), max{A;(x"), Ax(x")}}

= B2(x",y")

Bs(x*,y") = min{A;(x"), max{B;(y*), B2(y™)}}
= min{A;(y"), max{B;(y*), B2(y™)}}
= Balx",y").

Pelo Lema 3.5, (x*,y*) é ponto de equilibrio.
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Lema 3.6. Se A;(x*) > Bi(y*) entdo Vx € [A*]B10) N [cy, col, (x,y*) € ponto de

equilibrio.

Demonstracao. x € [A*]B1V) o A*(x) > By (y*) & min{A;(x), As(x)} = Bi(y*).

Donde tem-se:

Entao,

B1(x,y*) = min{By(y*), max{A;(x), Az (x)}} = B2(y*) = B1(y*) = B2(x,y")

B3(x,y*) = min{A;(x), max{B:(y*), B2(y*)}} = B1(y*) = Ba(y™) = Balx,y").
Dai, segue que Aq(x,y*) = Aa(x,y*) = 0,Vx € [A*]B1Y) o que conclui a demonstracao.

Lema 3.7. Se A;(x*) < Bi(y*) entio Yy € [B*IM) N [dy,do], (x*,y) € ponto de

equilibrio.
Demonstracao. Analoga a demonstragao do Lema 3.6.
Lema 3.8. Dados a,b,c € R, min{a, b} = min{c, b} se, e somente se, b < a,c ou a =c.
Demonstracao. (=) Suponhamos que min{a, b} = min{c, b}. Se a,c < b, entdo
a = min{a, b} = min{c,b}=c = a =c.

Agora, suponha a # ¢, temos os seguintes casos:
i) min{a, b} = a e min{c, b} = c;
ii) min{a, b} = a e min{c, b} = b;
iii) min{a, b} = b e min{c, b} = c;
iv) min{a, b} = b e min{c, b} =b.
O caso i) nao pode ocorrer pois teriamos a = min{a, b} = min{c, b} = c.

Se ocorrer ii) temos que:
a=b=Db<a,c.

Se ocorrer iii) temos que:
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b=c=b<aq,c.
Se ocorrer iv) temos que:
b<a,c

Logo, em todos os casos possiveis temos b < a,c.

(<) Imediato.

Teorema 3.3. Seja R* = supp(A*) x supp(B*) uma regidao vidvel de um equilibrio de
um sistema p-fuzzy S. Se S € decomposto em Sy e Sy tal que A* é um conjunto vidvel de
equilibrio de S1 e B* € um conjunto vidvel de equilibrio de Sy, entdo (x*,y*) € R* € unico

se, e somente se,
Ai(x*) = Ay (x*) = Bi(y*) = Ba(y).

Demonstragao. (=) Suponhamos que o ponto de equilibrio seja tinico. Se tivermos
Ai(x*) > Bi(y*) (ou Ai(x*) < B1(y*)), entao pelo Lema 3.6 (ou Lema 3.7) o ponto nao
é unico, o que contraria a hipdtese. Portanto, Aj(x*) = Aq(x*) = B1(y*) = Ba(y*).

(<) Suponhamos agora que A;(x*) = As(x*) = Bi(y*) = Ba(y*). Dado (x1,y1) €
supp(A*) x supp(B*) com (x1,y;1) # (x*,y*) vamos mostrar que (x1,y;) ndo é ponto de

equilibrio. Pelo Lema 3.5 (x1,y1) é ponto de equilibrio se, e somente se,
B1(x1,y1) = Balx1, Y1) e Bs(x1,Y1) = Balx1, Y1)
Ou seja, se, e somente se,
min{By(y1), max{A;(x1), Ag(x1)}} = min{B; (y1), max{A;(x1), Az(x1)}} (3.31)

min{A; (x1), max{B; (y1), B2(y1)}} = min{Ay(x;), max{B; (y1), B2(y1)}} (3.32)
Suponhamos que y; # y* < Bi(y1) # Ba(y1). Pelo Lema 3.8 e equagao 3.31 temos que:
Bi(y1), Ba(y1) = max{A;(x1), Az(x2)}. (3.33)

De (3.33) tem-se,
Ai(x1), Az(x1) < max{Bq(y1), B2(y1)}. (3.34)

De (3.32) e (3.34) tem-se,
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Ai(x1) = Az(x1) & x1 = x" = Ai(x1) = A1 (x*) = B1(y*),
Substituindo estes resultados em 3.33 tem-se,

Bi(y1), B2(y1) = Ai(x*) = B1(y*)

o que é um absurdo, pois para todo y; € supp(B*) com y; # y* tem-se By(y;) < B1(y*)
ou By(y1) < Bi(y*).
Se supormos x; # x*, de modo analogo, chega-se a um absurdo! Portanto (x*,y*) é o

unico ponto de equilibrio de S em R*.

Teorema 3.4. Seja S um sistema bidimensional, decomposto nos sistemas unidimensi-
onais S1 e So tal que, X1 € o unico ponto de equilibrio de S; e Y; € o unico ponto de
equilibrio de So:

i) Se S1 possui saida simétrica e p = max{Bi(y1),B2(y1)} < Ai(x1) = Az(x1), entdo
Vx € [A*]B N [c1, cal, (x,Y1) € ponto de equilibrio de S;

i1) Se So possui saida simétrica e o« = max{A;(x1),As(x1)} < Bi(y1) = Ba(y1), entdo

Yy € [B*]* N [dy, do], (x1,Y) € ponto de equilibrio de S.
Demonstragao. A demonstragao é analoga a demonstracao do Lema 3.6.

Corolario 3.3. S possui um unico ponto de equilibrio se, e somente se, tivermos 3 =

max{B1(y1), B2(y1)} = Ai(x1) = Ag(x1) ou o = max{A;(x1), Az(x1)} = Bi(y1) = Baly1).

Demonstragao. Aniloga a demonstracao do Teorema 3.3.

3.5.2 Unicidade - saidas nao simétricas

Indicaremos por zy € [c1, Co] a abscissa da intercessao entre as funcoes de pertinéncias de
Ai e Ay e por wy € [dy, ds] a intercessao entre as fungoes de pertinéncias de By e Bs.

Para saidas nao simétricas temos:

Teorema 3.5. Seja S um sistema bidimensional, decomposto nos sistemas unidimensio-
nais S e So. Se S1 e So possuem, cada um, um unico ponto de equilibrio, entdo S possui

um unico ponto de equilibrio.

Demonstragao. Vamos fazer a demonstracao para o caso em que S satisfaz ao

Teorema 3.2. Os outros casos sdao andlogos. Se tivermos y; = B;'(1) = x; = A7 (1),
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claramente (x;,y1) é o tinico ponto de equilibrio de S. Suponhamos entdo que y; # B;*(1).
Seja (x3,Ys) € [e1,z0] x [d1,wol, (x3,Y3) # (X2,y1). Vamos mostrar que A(x3,ys) =
(A1(x3,Y3), Da(x3,Y3)) # 0. Inicialmente, notemos que x3 # X2 e Ys # Yi, pois as
imagens inversas do 0 por A; e Ay, ATH0) e Ay 1(0), sdo funcdes (aplicacdo imediata
do Corolério 2.3). Chamemo-as respectivamente de w; e wy, wy : [dy, da] — [cq,Col
e wy : [c1,co] — [di,ds]. Suponhamos que x3 € [A]B1¥1) & Aj(x3) > Bi(yi) =
Na(x3,Yy1) = W3 (1, (Y1) + h(sx,(y1)) = 0, pois y; é equilibrio de Sy por hipétese. Dai
Na(x3,Y3) # 0, pois caso contrario terfamos ws(x3) = Y3 e wa(x3) = yYys o que é um

absurdo, pois y; # Y3 e ws é uma fungao. Suponhamos que x3 ¢ [A]B1v1) &
Al(Xg) < B1(91) (335)
Suponhamos ainda que

Do (x3,Y3) = hi(rg (Ys)) + hi(sx(ys)) = 0. (3.36)

De (3.35) e (3.36) temos que Ty, (ys) = A1(x3), pois ys # yi e y; é o tnico ponto de
equilibrio de S,. Dali,

Ty, (x3) = Ay(x3)

Bi(ys) > Ailx3) = (3.37)

Sy, (X3) = Aa(xs)

Suponhamos agora Aq(x3,Ys) = hi(ry,(x3)) + hi(sy,(x3)) = 0. Dai, usando (3.37) tem-
se hl1(A1(x3)) + hi(Az(x3)) = 0 = x3 = x; pois x; é o tinico ponto de equilibrio de S;.
De (3.36) e de x3 = x; tem-se,

Na(x3,Y3) = h%("xl (ys)) + hg(&q(‘ﬁ)) = 0. (3.38)
Mas, A1(x1) > Bi(y:) =
hi(rx, (Y1) + N5 (sx, (Y1) = 0. (3.39)

De (3.38) e (3.39) tem-se y3 = y; o que é um absurdo! Logo, nao é possivel ter
ANq(x3,Y3) = Da(x3,y3) = 0, o que conclui a demonstracao de que (x2,y;) é o tnico

ponto de equilibrio de S.
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